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1) Einfithrung



Algorithmen

Algorithmus
@ Eingabe (GroBe oder Menge von GréBen)
@ Ausgabe (GroBe oder Menge von GréBen)
@ wohldefinierte Rechenvorschrift

Werkzeug zum Losen eines Rechenproblems
Formulierung des Problems: gewiinschte
Eingabe-Ausgabe-Beziehung

Beispiel: Sortierproblem

Eingabe: (a1, a2, ...,a,), zB (27,15,34,79, 55, 25)

Ausgabe: Permutation (&, a,. .., a),) von (a1,...,an), sodass
ay <ay, <-.- <4, also (15,25,27,34,55,79)

Definition

Eine konkrete Eingabe, die alle geforderten Bedingungen erfiillt,
heiBt Instanz des Problems.




Algorithmen

Definition

Ein Algorithmus heiBt korrekt, wenn er fiir jede Instanz mit
korrekter Ausgabe terminiert.

Spezifikation von Algorithmen

a) natiirliche Sprache

b) Computerprogramm (Wahl der Programmiersprache)
c) Pseudo-Code

d) Hardware-Design



Wichtige Probleme

Wichtige Probleme, die algorithmisch behandelt werden
@ Sortierproblem

kiirzeste Wege

lineare Programmierung

diskrete Fouriertransformation

konvexe Hiille von Punkten

maximale Fliisse

Zuordnungsproblem

Codierung

00000000

Verschliisselung



Weitere Aspekte

Datenstrukturen: Methode, um Daten zu speichern und zu
organisieren, damit Zugriff und Modifikation leichter werden.

Algorithmen-Design
o Uberpriifen der Korrektheit

o Effizienzanalyse (Laufzeit, Speicherbedarf etc.)

Schwere Probleme Probleme, fiir die keine effizienten
Algorithmen bekannt sind.

@ P: polynomiell |16sbar
@ NP: polynomiell verifizierbar (daher P C NP)

@ NPC: Klasse von dquivalenten Problemen, fiir die kein
polynomieller Algorithmus bekannt ist.

Analyse von Algorithmen (konkrete Algorithmen) vs.
Komplexitatstheorie (Problemklassen)



2) Einfiihrende Beispiele —

Sortieralgorithmen



Sortieren durch Einfiigen

Sortieren durch Einfiigen

Eingabe: (a1,a,...,an)
Ausgabe: Permutation (&, a5, .., a),) von (a1,...,a,), sodass
G<dh< <4
Arbeitsweise: in place, d.h. die Anzahl der a;, die auBerhalb des
Arrays gespeichert werden, ist beschrankt.
Notation:
e A B,C,... Arrays
@ A[i]: i-ter Eintrag im Array A, A= [A[1],..., A[n]]
o A[i.j]: Teil-Array, Ausschnitt [A[/], A[i +1],...,A[j]] von A
o |A|: Lange des Arrays, |[A[1],...,A[n]]| =n



Sortieren durch Einfiigen

Algorithm INSERTION-SORT(A)
1. for j =2 to |A| do

2: key := A[j]

3: i=j-1

4: while i/ > 0 and A[i] > key do
5: Ali + 1] := Alf]

6: i=i—1

7: end while

8: Ali 4+ 1] := key

9: end for




Sortieren durch Einfiigen

Algorithm  INSERTION-SORT(A)
1: for j =2to |A| do

2: key := A[j]

3 =1

4: while / > 0 and A[/] > key do

5: Ali + 1] := A[i]

6: i=i—-1

7 end while

8: Ali + 1] := key

9: end for

A= (5,2,4,6,1,3)

~ —(5,5,4,6,1,3)

~ —(2,5,5,6,1,3)

~ —(2,4,5,6,6, 3)
—(2,4,5,5,6, 3)
—(2,4,4,5,6,3)
—(2,2,4,5,6,3)

~  (1L2456[3) — .

~ (1,2, 3,4,5, 6)= A Ausgabe
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Sortieren durch Einfiigen

Korrektheit
Verwendung einer Schleifeninvariante

Invariante erfiillt drei Bedingungen:

@ Die Aussage ist wahr, bevor die erste lteration der Schleife
beginnt. (Initialisierung)

o Falls die Aussage vor einer lteration wahr ist, dann auch
danach. (Aufrechterhaltung)

@ Nach der letzten lteration beschreibt die Aussage eine
niitzliche Eigenschaft, die hilft, die Korrektheit zu zeigen.
(Terminierung)

Invariante ist zB die Aussage:
»A[l..j — 1] besteht aus den ersten j — 1 Eintragen der Eingabe,
jedoch geordnet."
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Sortieren durch Einfiigen

Analyse
Vorhersage der Rechenzeit
Annahmen:
@ Einprozessormaschine
@ RAM Operationen wie
o Arithmetik (4, —,*,:, mod ,|-],[])
o Daten verschieben (LOAD, STORE, COPY)

o Subroutinen zur Steuerung (CALL, RETURN, Verzweigungen,
bedingte Verzweigungen)

haben konstante Laufzeit.

Fiir Datentypen wie ganze und Gleitkommazahlen: Lange der
Datenworter beschrankt.

Konzepte der Speicherhierarchie (Cache, virtueller Speicher)
bleiben unberiicksichtigt.
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Sortieren durch Einfiigen

Analyse
Laufzeit abhangig von der EingabegroBe n,
T(n) = Anzahl der Grundoperationen bzw Schritte.

EingabegroBe: abhangig vom Problem,

beim Sortieren: GroBe von (ay, ..., a,) ist n.
Annahme: pro Zeile konstanter Zeitaufwand.
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Sortieren durch Einfiigen

INSERTION-SORT(A) Kosten # Durchlaufe
for j =2 to |A| do a n
key = Alj] © n—1
i=5—-1 c3 n—1
while /i > 0and A[i] > key Dot
Ali +1] = Al s Y5 1)
i=i—-1 o > io(ti— 1)
end 0
Ali + 1] := key c7 n—1
end do 0

tj = # Ausfiihrungen der while-Schleife fiir gegebenes j.
n

T(n)=cn+cn—1)+c(n—1)+c Z tj
j=2

+C5Z(1.'J—1 +C6Z ti—1)+c(n—1)
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Sortieren durch Einfiigen

Best-Case Analyse: Liste bereits sortiert, d.h. bereits fiir
i =j—1gilt Ali] < key. Daher gilt t; =1 fiir j=2,...,n.

Tn=(a+o+at+at+ag)n—(o+tat+a+tc)=an+b

lineare Laufzeit
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Sortieren durch Einfiigen

Worst-Case Analyse: A[j] muss mit allen Eintrdgen von
A[l..j — 1] verglichen werden, also t; = j fiir j =2,...,n. Dann
gilt 7 1= " — 1 und 7 (15 — 1) = 5 — 1, also

C4 + Cs + ¢ C4 — C5 — G
T(n)=""2""02 <c1—|—C2+C3+456>n

2 2
—(o+a+a+c)
=an®+ bn+ c

quadratische Laufzeit
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Sortieren durch Einfiigen

Average-Case Analyse:

Wahl eines Wahrscheinlichkeitsmodells notig!

mittlere Laufzeit = Erwartungswert des Modells

Eingabe = Zufallspermutation, d.h. jede Permutation von
(a1,...,an) tritt mit Wahrscheinlichkeit 1/n! auf.

1 . .
E= o Z Laufzeit f. Eingabe 7

Notation: rg(7j) = k : 7 k.-kleinstes Element von 7
Sei A[1..n] zuféllige Permutation, dann gilt

. . . 1

P{rg(A[j]) = k in A[L.j]} = ;7
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Sortieren durch Einfiigen

. 1/j+1 Jj+1
R L S R
n _ 1 n 1n—l—l
j=2 j=2 Jj=3
1 /(n+1)(n+2) _(n+1)(n+2) 3
_2< 2 12)‘ 4 2
n _ n . 1n71. n(n—l)
DH-1)=5> (-D=5> ="
Jj=2 Jj=2 j=1

= G+ ¢+ c 3 1 1
T(n) Z%Hﬁ#— <C1+cz+C4+4C5—4C6—4C7+cs>n

—(2+c+c5+ )
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Sortieren durch Verschmelzen

Sortieren durch Verschmelzen

Idee: Divide and Conquer

@ Eingabefolge von n Elementen in zwei etwa gleich groBe
Teilfolgen teilen

@ Teilfolgen sortieren (kleinere Instanzen des gleichen Problems)
@ Verschmelzen der Teilfolgen
Hilfsprozedur MERGE(A, p, q, r)

A Liste; p,q,r : Indizes mit p< g < r;
Voraussetzung: A[p..q] und A[q + 1..r] bereits sortiert.
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Sortieren durch Verschmelzen

Algorithm MERGE(A, p, q, 1)

1: m=q—p+1

2. m=r—gq

3: seien L[1...n1 + 1] und R[1...np + 1] zwei neue Felder
4: for i =1 to n; do

5: L[l =Alp+i-1]
6: end for

7: for j =1 to ny do

8  RIj=Alq+]]
9: end for

10: L[n +1] =0

11: Rlm+1] =00

12: i=1

13: j=1

14: for k = p to r do
15: if L[i] < R[j] then
16: AlK] = L[]
17: i=i+1
18: else

19: Alk] = R[J]
20: j=j+1
21: end if

22: end for
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Sortieren durch Verschmelzen

Korrektheit von MERGE

entscheidender Teil:

4 if L[/] < R[j] then
5 A[k] = L[i]
6: i=i+1
7 else
8 Alk] = R[J]
: j=j+1
10: end if
11: end for

Schleifeninvariante: , Vor jeder Iteration in k gilt: (1) A[p..k — 1]
enthalt die k — p kleinsten Eintrdge von L und R in geordneter
Reihenfolge; (2) L[i] und R[j] sind die kleinsten Eintrage von L
bzw. R, die noch nicht in A[p..k — 1] sind."
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Sortieren durch Verschmelzen

. Vor jeder Iteration in k gilt: (1) A[p..k — 1] enth&lt die k — p kleinsten Eintrige von
L und R in geordneter Reihenfolge; (2) L[/] und R[j] sind die kleinsten Eintrdge von L
bzw. R, die noch nicht in A[p..k — 1] sind."

Initialisierung: Wenn k = p, dann ist A[p..p — 1] leer.

Aufrechterhaltung: Fall 1: L[i/] < R[j]; (Fall 2 analog)

L[i] ¢ Alp..k — 1], L[1..i — 1] C A[p..k — 1];

Alp..k — 1] enthilt die kleinsten k — p Elemente,

dann Alk] := L[i] und i =i+ 1.

Daher enthilt nun A[p..k] die kleinsten k — p + 1 Elemente und
L[i] & A[p..k] sowie L[1..i — 1] C A[p..k].

Terminierung: k =r 4 1;

wA[p..r] enthilt die r + 1 — p (= n1 + n2) kleinsten Eintrige von L
und R in geordneter Reihenfolge; L[n; + 1] und R[n2 4 1] sind die
kleinsten Eintrage von L bzw. R, die noch nicht in A[p..r] sind."
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Sortieren durch Verschmelzen

Algorithm MERGESORT(A, p, r)

1: if p < r then

2. q= 2] Divide
3: MERGESORT (A, p, q) Conquer
4: MERGESORT (A,q+ 1,r) Conquer
5: MERGE(A, p,q,r) Merge
6: end if

Analyse von Divide & Conquer-Algorithmen:

Laufzeit T(n), Ann.: Direkte Lésung fiir n < ¢
Ann.: Divide erzeugt a Teilprobleme der GréBe n/b

o) falls n < c,
Tin) = {aT (2) + D(n) + M(n)  sonst.
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Sortieren durch Verschmelzen

Analyse von MERGE-SORT (Worst-Case)

Ann.: n = 2k

O(1) falls n =1,

Conquer: 2T (g) = T(n) = 2T (ﬂ) +0O(n) firn>1
n .

Divide:  D(n) =©(1) {
Merge:  M(n) = ©(n)

Daraus folgt T(n) = ©(nlog n).

Idee: Setze
~ c falls n=1,
T(n)=19_,, i}
2T(§)+cn fur n > 1.
Dann erhalt man
~ cn cn Kcn
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3) Wachstum von Funktionen

und elementare Kombinatorik
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Asymptotischer Vergleich von Folgen

Asymptotischer Vergleich von Folgen
@ (an)n>0 € O(bp) = Jc € R mit |a,| < c|by|
o (ap)n>0 € o(by) & nI|_)rgo =
@ (an)n>0 € ©(by) & Jc1, 2 > 0 mit c1|bp| < |an| < c2|bn|
® (an)n>0 € Q(bn) & bn = O(an)
o (an)nz0 € w(by) & 2 -0
@ a, ~ b, & I|m Z:_l

~ Z bmn VM eN: a, ~ men:
m>0

- Z bm,n ~ bM+1,n

m=0

Notation: a, = O(b,) fiir (an)n>0 € O(by).
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Asymptotischer Vergleich von Folgen

Beispiele
e n=0(n?), n”* +n+1=n>+06(n)
°

1~ (@ 10 e )
SERCICN0)

Definition

f(n) ist von polynomiellem Wachstum :< 3k € N : f(n) = O(n)
f(n) ist von polylogarithmischem Wachstum
= Jk € N: f(n) = O((log n)¥)
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Losen elementarer Rekursionen

Losen elementarer Rekursionen

Definition

Eine homogene lineare Rekursion k-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten ist eine Rekursion der Form

Ckantk t+ Ck—1dntk—1+ -+ canr1+can,=0, n=>0

mit cp, c1,-..,ck € R, wobei ¢y # 0 und ¢, # 0.
Anfangswertproblem:
zusatzlich sind die Werte von ag, a1, ..., ax_1 vorgegeben.

Seien (af,l)),,zo und (agz)),,zo Lésungen der obigen Rekursion, so
auch (Kial) + Kpal®)ps0, wobei K1, Kz € R.

.
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Losen elementarer Rekursionen

Lésungen (agl)), (a£,2)), e (ag,k)) der Rekursion sind genau dann
linear unabhéngig, wenn ihre Wronski-Determinante nicht
verschwindet, also wenn

D W
: - | #0.
1 K
ai—)l ai—)l

.

Folgerung

Die Lésungsmenge L der obigen Rekursion ist ein Vektorraum.
Die Dimension dieses Vektorraums ist k.
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Losen elementarer Rekursionen

Ansatz: a, = A" (A #0)

Einsetzen ergibt A"tk + ¢ AT 4o AT 4 A" =0

Definition

x(A) == A 4 i AT oo )+ o heiBt charakteristisches
Polynom der Rekursion, die Gleichung x(\) = 0 charakteristische
Gleichung der Rekursion.

Wenn A1, A2, ..., Ak pw verschiedene Nullstellen von x(A), dann
gilt

XA X

A1 )Y D VA

: : N H(Af —Ai) #0
A f* 1 )\12<7 1 A k.f 1 i<

A
und somit ist ((Af)n>0, (A5)n>0,-- -, (A})n>0) eine Basis des
Losungsraums.
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Losen elementarer Rekursionen

A sei (-fache Nullstelle von x (), dann gilt fiir

Peoa(x) = X7 s (XX (¥))

Pr_1(AN) = (n+ K)ot A" e+ (n+ k= 1)p 1A * e g+ 4 (n)e_1M"co = 0,
wobei (n)j :==n(n—1)---(n—i+1).

Analog gilt Pj(\) =0 fiir j =0,...,0 —2.

Also sind (A\") >0, (PA") >0, - - - (P*7EA") p>0 (linear unabhingige)
Losungen der Rekursion.

Seien A1, Az, ..., Ar Nullstellen von x(\) mit Vielfachheiten
Wi, - .-, r, dann lautet die allgemeine Losung der Rekursion

an = Pu—1(nA] + Puy—1(n)A3 + -+ Py —1(n)A7,

wobei Py, _1(x), ..., Pu,—1(x) Polynome mit den Graden
w1 —1,..., ur — 1 und unbestimmte Koeffizienten sind.
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Losen elementarer Rekursionen

Beispiel
Fn=Fn1+Fy2 n>2, Fy=0, F1 =1. (Fibonacci-Folge)

X(A) = A2 —A—1=0, daher \jp = 1 + %5
Daraus folgt F, = G; (IJ”[) + G (1 ‘/§>n

Fo=G+G=0

1 1-—
=G +\/§+C2 2\@:1

Losen ergibt G = und daher

P 1 (14v5) 1 (1-v5)]
"5 2 NG 2
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