22) Lineare Programmierung
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Lineare Programmierung

Allgemeine lineare Programme in Standard- und Schlupfform

Gegeben: lineare (affine) Zielfunktion
f(x1,%2,...,%n) = aix1 + -+ + apxn(+v), aj € R.
Nebenbedingungen: lineare Ungleichungen

g,'(Xl,...,Xn)Sb,', i:].,...,m.

Gesucht: x1, ..., X, sodass f(xq,...,Xx,) max!(min!)

Bemerkung: Es geht auch gj(xi,...,x,) > b; oder
g,'(Xl, ce ,Xn) — b,‘.

Definition

Jede Wahl (x1,...,xp), die alle Nebenbedingungen erfiillt, heiBt
zulassige Losung des linearen Programms.
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Lineare Programmierung

Beispiel:
f(x1,x2) =2x3 — 3x2  max! mit Nebenbedingungen

x1+x2 <7, x1 — 2xp < 4, x1,x2 > 0.

Graphische Losung:
f(x1,x2) =2x1 —3x20 =z

ist Gerade mit Anstieg %;

g N B: Losungsmenge zum Ziel-
funktionswert z.

B beschrankt, daher existiert
eine Losung.
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Lineare Programmierung

Allgemein: n Variablen;
jede lineare Ungleichung beschreibt einen Halbraum.
Daher definieren die Nebenbedingungen ein Simplex.

Standardform eines linearen Programmes:

n n
chxj max! NB:Za;,jxjgb,-,lgigm; xi >0,1<j<n.

In Vektorform:

c'x max!

NB: Ax <b, komponentenweise,

x > 0, komponentenweise.
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Lineare Programmierung

Simplex-Algorithmus
Eingabe: lineares Programm,  Ausgabe: optimale Losung.

@ Beginne bei einer Ecke xg des Simplex.

@ Gehe zu benachbarter Ecke x; (entlang einer Kante),
sodass f(x1) > f(xg).

@ Terminiere, wenn X; ein lokales Maximum ist.

Bemerkung: Ein lokales Maximum ist auch ein globales Maximum,
da f linear und B konvex ist.

Zwei lineare Programme P und P’ sind dquivalent, i.Z. P <+ P,

wenn fiir jede Lésung x von P mit f(x) = z eine Lésung x" von P’
mit f'(x") = z existiert und umgekehrt.
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Lineare Programmierung

Schlupfform:
Ubersetzen der NB:
n n .
i = Di — 2 =1 dijX] ; Schlupf |
Z a,',ij § b,- — S b Z_[—l d ,JXJ ) SC up variable
Jj=1 Si Z O XIH—i = S;.

Dies fiihrt auf die Schlupfform:

n
V—I—E CiX; max!

j=1
n
Xpii = bj — E aj jXj, 1 <7< m,
j=1
X1y-+-3Xny Xn+1y- -5 Xn+m > 0.
X1,...,X, heiBen freie Variablen,
Xn41s---,Xptm Schlupfvariablen (oder Basisvariablen).
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Lineare Programmierung

Konversion in Standardform: gegeben sei ein lineares Programm P.

min — max
> < } R

@ Nebenbedingung enthidlt Gleichungen g(xi,...,x,) = b:

Ersetzen durch die Ungleichungen —g(x1,...,x,) < —b und

g(X17' .. 7Xn) S b.

xj > 0 fehlt: x; = XJ/ — fo’, XJ, > O,XJf’ > 0 hinzufligen;

fihrt auf lineares Programm P’.

Sei x’ zuldssige Losung von P'. Dann liefert x; := x! — x;" eine

zulassige Losung x von P;

Sei x zuladssige Losung von P. Dann setzen wir XJ/ ;= X und

fo’ = 0 und erhalten eine zulassige Losung von P’, falls
x; > 0, andernfalls setzen wir XJ/ = 0 und XJf’ = —X;.

Somit sind P und P’ dquivalent.
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Probleme als lineare Programme
Kiirzeste Wege:

@ Gegeben: G = (V,E) gerichtet, w: E - R, s, te V.
@ Gesucht: kiirzester Weg s — t.

@ Lineares Programm:

dt max!
dy, < d,+ w(u,v), (u,v) € E,
ds = 0.

|V/| Variable, |E| 4+ 1 Nebenbedingungen.
Bemerkung: Sei d, = d(s,v) firveV.
Dann gilt: d, = (mi? E{du + w(u,v)} und ds =0, d.h.
u(u,v)e
d, = max{x € R | x < d, + w(u, v) fiir alle u mit (u,v) € E}.
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Maximaler Fluss:

@ Gegeben: Flussnetzwerk G = (V, E, w, s, t).
@ Gesucht: Fluss ¢ mit [¢| = ), cr+(5 @(s,v) maxl.

Lineares Programm:

Z o(s,v) max!
ver+(s)
o(u,v) < w(u, v), (u,v) € E;
¢(u,v) >0, (u,v) € E;
Y g(v,u)= > d(u,v), ue V\{s, t}
ver—(u) ver+(u)

|E| Variable, 2|E| + |V| — 2 Nebenbedingungen.
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Billigster Fluss:

@ Gegeben: Flussnetzwerk G = (V, E, w, s, t),
Kostenfunktion k: E — R

@ Gesucht: Billigster Fluss ¢ mit |¢p| = d.

Lineares Programm:

> k(u,v)e(u,
(u,v)eE

o(u,

o(u,

> el

vel = (u)

> ds,

vel+(s)

v) min!

v) < w(u,v), (u,v) € E;

v) >0, (u,v) € E;

u)= > ¢(u,v), ue V\{s,t};
vel+(u)

v) =d.

Eine Nebenbedingung mehr als vorher.
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Lineare Programmierung

Der Simplex-Algorithmus

@ Jeder lteration wird eine Basislosung zugeordnet (leicht aus
der Schlupfform bestimmbar):
Freie Variablen: x1 = x» =--- = x, = 0,
Schlupfvariable aus den Gleichungen der Nebenbedingungen.
@ Jede lteration konvertiert Schlupfform in eine dquivalente
Schlupfform, sodass der Zielfunktionswert der neuen

Schlupfform (an der Basislosung) groBer ist als der
Zielfunktionswert der Basislosung der alten Schlupfform.

e Wahle freie Variable x,

sodass mit wachsendem x auch f wachst.
@ x wachst bis y = 0 fiir eine Schlupfvariable y.
e Rollen von x und y vertauschen. (Basiswechsel)

390



Lineare Programmierung

Beispiel

3x1 + xo + 2x3  max!
x1+ x4+ 3x3 < 30
2x1 + 2xo + bxz3 < 24
dx1 + xo + 2x3 < 36
X1, X2, x3 > 0

in Standardform. Die Schlupfform ist dann

z= 3x1+ x4+ 2x3

x4 = 30— x1 — xo0 — 3x3
Xg = 24 — 2x1 — 2x0 — bx3
X = 30 —4x1 — xp — 2x3

X1, X2, X3, X4, X5, X = 07
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Als Matrix:
Z X4 X5 Xg | konst. x3  xo X3

1 0 0 O 0 3 1 2
0O 1 0 O 30 -1 -1 -3
0O 0 1 O 24 -2 -2 =5
0O 0 0 1 36 -4 -1 =2

Start: Basislosung x = (0,0, 0,30, 24,36) mit f(x) = 0.

Bem.: Basislosung ist zulassige Losung. Nicht immer so!

Im Allgemeinen ist daher Initialisierung notig, die zulassige Ecke
des Simplex liefert.

Wahle freie Variable mit positiven Koeffizienten in der
Zielfunktion, z.B. x1.

Aus den NB: x3 <30, x1 <12, x3 <0.

Also x1 = 9, xg = 0; dann letzte Gleichung nach x; auflosen und

alle x; durch das Ergebnis ausdriicken. x; =9 — %XQ — %X3 — %Xﬁ

392



Lineare Programmierung

X2
0 0 0] 27 14

O O | N
—
-

0
0 1 0| 21 -3/
0 0 0 1

9 —1/4

6 —3/2

Basislosung: x’ = (9,0,0,21,6,0), z = f(x') = 27.

x> oder x3 wahlbar, z.B. x».

Aus den NB: x» <36, xp <28, xp < 4. — x» = 4, x5 = 0.

8 2 1
Xp =4 —3X3 — 5X5+ 3X0

Z X1 X2 X4

X3
1 0 0 0|28 —1/
0 0 0|8 s
0 0 1 0|4 -84
0 0 0 1|18 -1/

x" =(8,4,0,18,0,0), z = 28.

z optimal!



Lineare Programmierung

Basiswechsel:
F ... Menge der Indizes der freien Variablen;
S ... Menge der Indizes der Schlupfvariablen;

A = (aij)iesjeF, b = (bi)ies, € = (¢j)jeF-

Eingabe: (F,S,A,b,c,v, g, k)
Ausgabe: (I:_,g,/z\,ﬁ,é, ) ... neue Schlupfform

z:u+E CjX;

JEF

X = b,-—Za,-ij, €S
JEF

xj > 0, jeFUS

geSsS, keF, nachxngkdanngEI:_,kEg
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Lineare Programmierung

Algorithm BW(F,S A b,c,v, g, k)
1: Sei A eine neue m x n-Matrix % Koeffizienten der Gleichung fiir x

forjEF\{k}do

3k,j = ag,j/ag.k

end for

ak,g = 1/ag k
for i e S\ {g} do

% Koeffizienten der iibrigen NB

b; := b; — aj by
for j € F\ {k} do

djj -— 4di,j — i kdk,j
end for
di,g -= T9ikdk,g
end for

. Ui=v+ ceby

for j € F\ {k} do
CJ = Cj — ckakj

- end for
. &g = _Ckak,g

Fi=F\{k}u{g}

- 5:=5\{g}U{k}
)

. return (F,5,A b, ¢

% neue Zielfunktion
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Lineare Programmierung

Zeilen 2—6 (Koeffizienten der Gleichung fiir xx): xx berechnen aus

1
Xg:bg_i:ag,jxj :>Xk—a . bg — E: dg.jXj — Xg
jeF & JjeEF\{k}

Zeilen 7-12 (Koeffizienten der iibrigen NB): Berechnung der neuen
Koeffizienten fiir x; (xx einsetzen) aus

xi=bi— Y aijxi— aj Xk
JEF\{k}

X =bx— > kX — kgXe
JEF\{k}

Zeilen 14-18 (neue Zielfunktion): x, einsetzen in

Z=UV+ Z CiXj + CiXk-
JeF\{k}
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Lineare Programmierung

Sei ag  # 0. Betrachte Aufruf BW(F,S,A,b,c,v, g, k) mit
Ergebnis (I:_, S A.b.¢ ), X sei Basislosung nach dem Aufruf.

Dann gilt:

@ x=0 VjeF
— b

@ X=s.

Q@ x = b,-—a,-,klA)k Vi € 3\{/(}

Beweis: Die Basislosung setzt alle freien Variablen auf 0. Daraus
folgt 1.).

Wenn wir alle freien Variablen auf 0 setzen, gllt wegen
x; = b; — ZEFa,JX_, fiir all i € S dann x; = b;. Aus kESfoIgt

X = Bk = bg/ag,k (Zeile 2) und damit 2.).

Aus i € S\ {k} folgt wegen b; := b; — a; xbi (Zeile 8) schlieBlich

X; = b; = b; — a,-,ktA)k, also 3.). ]
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Lineare Programmierung

Fragen zum Simplex-Algorithmus:
Q@ Wie stellen wir die Losbarkeit fest?
© Programm ist |osbar, aber die Basislosung nicht zulassig.
© Beschrankt/unbeschrankt?
© Auswahl von xz und x,?

Wir nehmen zunachst an, dass wir eine Prozedur
INIT-SIMPLEX(A, b, c) haben, die zu einer Standardform

@ eines unlosbaren linearen Programms mit der Ausgabe
Lunlosbar” terminiert,

@ und andernfalls eine Schlupfform mit zuldssiger Basislosung
ausgibt.
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Lineare Programmierung

Algorithm SIMPLEX(A, b, c)

1: (F,S,A,b,c,v) :=INIT-SIMPLEX(A, b, c)
2: Sei A ein neuer Vektor mit m Eintragen
3: while 3j € F: ¢; > 0do

4 Waiahle k € F mit ¢, > 0
5 for i € S do
0: if a; x > 0 then A; := b;/aj  else A; := oo
1 end if
3: end for
0: Waihle g € S, sodass Ag minimal
10:  if Az = oo then
11: return ,,unbeschrankt"”
12: else
13: (F,S,A,b,c,v) :=BW(F,S,Ab,c,v,g, k)
14: end if
15: end while
16: for i =1 to ndo
17: if i€ Sthen x; := b; else x; :=0
18: end if
19: end for
20: return (x1,X2,...,Xn)
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Lineare Programmierung

Korrektheit: Folgendes ist zu zeigen:
@ Falls SIMPLEX terminiert, dann erfolgt die

@ Ausgabe einer neuen Schlupfform mit zuldssiger Basislosung;
@ oder das lineare Programm ist unbeschrankt.

@ Der Algorithmus terminiert.

@ Die ausgegebene Losung ist optimal.
o INIT-SIMPLEX

Sei (A, b, c) ein lineares Programm in Standardform und

INIT-SIMPLEX(A, b, c) gebe eine Schlupfform mit zulissiger
Basislosung aus.

Falls SIMPLEX terminiert, dann gilt eine der beiden Aussagen:

@ Falls SIMPLEX eine Losung ausgibt, dann ist es eine
zulassige Losung.

@ Das lineare Programm ist unbeschrankt.
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Lineare Programmierung

Beweis: Schleifeninvariante fiir die while-Schleife:

»Am Beginn jeder lteration gilt:

@ Schlupfform ist dquivalent zur Schlupfform von
INIT-SIMPLEX.

@ VieS:b >0.

@ Basislosung ist zulassig.”

Initialisierung: (1) und (3): v/

(2): Da INIT-SIMPLEX eine Schlupfform mit zuldssiger
Basislosung liefert, gilt fiir i € S x; > 0 und fiir die Basislosung:
x; = b;, also b; > 0.

Aufrechterhaltung: Schleife bewirkt x5 <+ xx durch Aufruf von BW.
BW gibt dquivalente Schlupfform zuriick, woraus (1) folgt.
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Lineare Programmierung

(2): Annahme, am Beginn der while-Schleife gelte b; > 0 fiir alle
1 €5.
Z.z.: Am Ende (nach Ausfiihren von BW) gilt das immer noch.

N\

Vor dem Basiswechsel haben wir b;, a; j, S, danach b;, aij,S.
lA)k > 0, denn by > 0 und ag , > 0:

Leile 6: ,if a; , > 0..."garantiert, dass A; < oo nur fur a; x > 0,
Zeile 9: ,Wahle g € S mit Az minimal”

Zeile 2 von BW: by := by /a, .

Sei i € S\ {g}. Dann gilt nach Zeile 8 in BW:

A b
g

bi = bj — aj kbx = b;j — aj k——.

dg,k

N\

@ Fall: a;x > 0. g so gewahlt, dass Pe < b firalleeS.

R dg k — 4aik
Daraus folgt b; > 0.
@ Fall: a; <0. Das impliziert b; >0, da a, x, by > 0.
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(3): Zu zeigen: x; > 0 fiir alle /.
@ i € F: v (werden auf O gesetzt)

@ /€S x= B,’ — ZjEF /é\l,'JXj = B,‘ > 0 wegen (2)

Terminierung: Zwei Moglichkeiten:

@ while-Bedingung verletzt: Basislosung zulassig, wird
ausgegeben.

@ return ,,unbeschrankt”. Das bedeutet, dass A; = oo und
daher a; <O fir alle j € §.

Betrachte Losung: x mit

.

00 fir 1 = k,
Xi =40 fUriEF\{k},
\b,-—zje,_-a,-,jfg furie S
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Lineare Programmierung

Daraus folgt x; > 0 fiir alle / € F.

Fir i € S haben wir

Xj = bj — Z aj jXj = bj — aj kxx > 0,
JjeF
da b > 0 und a; x < 0.
Wegen ¢, >0 und z=v + ZJGF CjXj = V + CkX) = 00 ist das

lineare Programm unbeschrankt. []

Ad while-Bedingung verletzt: z = v + ZjeF ¢jx; und alle ¢; < 0.
Daher ist z ein Maximum.
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Lineare Programmierung

Terminierung des SIMPLEX-Algorithmus:
z-Wert ist monoton wachsend, moglicherweise aber nicht strikt.

Beispiel:

Z =X+ X2+ X3
Xg =8 — X1 — X

X5 = Xop — X Wahle x, = x1 — x, = x4
5 3 k g

z=8+x3 — x4
X] =8 — X0 — Xy

X5 = Xp — X3 Wir miissen xx = x3 wahlen. = x; = Xz

Z=8+ x0 — X4 — Xg
X] =8 — X0 — Xy

X3 = Xo — Xg z = 8 bleibt unverandert!
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Terminierung des SIMPLEX-Algorithmus:
Beispiel 2:

z=2,3x1 +2,15x0 — 13,5bx3 — 0,4x4
x5 = —0,4x1 —0,2x0 + 1,4x3 + 0, 2x4

Xe = (,8x1+1,4x0 — 7,8x3 — 0,4x4 Wahle xx = x1, Xz = x5

z=xp —5,bx3 +0,75x4 — b, 75x5
x1 = —0,5x +3,5x3 + 0,bx4 — 2,5x5

Xe = —2,5x0 +19,5x3 + 3,bx4 — 19, bx5 Wahle xx = x2, Xz = X

z=2,3x3+ 2,15x4 — 13,55x5 — 0, 4x¢
x1 = —0,4x3 — 0,2x4 + 1,4x5 + 0, 2x5
xo =7,8x3+ 1,4x4 — 7,8x5 — 0, 4xp SIMPLEX kreist nach

weiteren 4 lterationen!
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Sei (A, b, c) eine Standardform und S vorgegeben. Dann ist die
Schlupfform eindeutig bestimmt.

Beweis: Annahme, es existieren 2 verschiedene Schlupfformen. Wir
haben F ={1,2,...,m+n}\S.

. }: _ }:/
zZ=V -+ CjX; zZ=1V + CJXJ

JeF JeF
/ /
xi = bi — Y aix xi=bj = aix
JjeF JjEF

Daraus folgt
0= (b,'—b;) —Z(a;,j—af-,j) Xj, I €85,

JEF
an . ] L / L ,
fir alle x;. Daher gilt b; = b; und a; ; = a; ;-
. .,/ Y
Analog zeigt man v =" und ¢; = C;. []
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SIMPLEX terminiert nach héchstens (”+m) Iterationen oder nie.

n

Beweis: Anzahl der Méglichkeiten, S zu wihlen, ist ("*™). Wenn
SIMPLEX mehr als ("*™) Iterationen ausfiihrt, muss er kreisen
und terminiert daher nie. []
Regel von Bland: Wahlt man immer eine Variable mit
kleinstmoglichem Index als x, und xgz, so terminiert SIMPLEX
Immer.

Falls INIT-SIMPLEX eine zulassige Basislosung ausgibt und die
Regel von Bland eingehalten wird, dann gilt fiir den
SIMPLEX-Algorithmus:

@ Das lineare Programm ist unbeschrankt, oder

® man erhilt die korrekte Lésung nach héchstens (
Iterationen.

n—+ m)

n
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Suchen der initialen zuldssigen Losung
Beispiel:

2x1 — Xo  max!

2X1 — 2X2 S 2
X1 — 5X2 S —3
X1, X2 > 0

Schlupfform:
Z = 2X1 — Xo
x3 = 2 — 2x1 + 2xo
Xg = —3 —x1+ 5xo
Basislosung (0, 0,2, —3) nicht zul3ssig!

— |NIT-SIMPLEX kann nicht einfach offensichtliche
Schlupfform ausgeben.
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— lineares Hilfsprogramm:
@ stellt Losbarkeit fest;

@ findet Schlupfform mit zuldssiger Basislosung.
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Sei L ein lineares Programm in Standardform (A, b, c). Wir
definieren das Programm Ly durch

—Xxp max!
n [
E _ 1ai,ij—X0§b,', /:1,...,m;
J:
xj > 0, Jj=0,1,...,n.

Dann ist L genau dann lésbar, wenn xg = 0 der optimale
Zielfunktionswert von Ly ist.

Beweis: ,=—": Sei x = (xy,...,Xn) eine Losung von L.
Dann ist (0, x7,...,x,) eine Losung von Ly.
Wegen VS xg > 0 ist —xg > 0 unmoglich — xp = 0 optimal.

,<=": Es existiere eine Losung x von Ly mit x5 = 0.

Dann 16st (xi,...,x,) das Programm L. []
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Algorithm INIT-SIMPLEX(A, b, c)

1: Sei k der Index von by, = min; b;
2: if by > 0 then return ({1,2,...,n},{n—|—1,n—|—2,...,n—|—m},A,b,c,\0/)
F s v
3: end if
. Bilde Ly durch Addition von —xg zur linken Seite aller Nebenbedingungen and
Setzen von z = —Xxg.
5: Sei (F,S,A,b,c,v) die dadurch entstehende Schlupfform.
6: g:=n+k
7 (F,S,Ab,c,v) :=BW(F,S,A,b,c,v,g,0)
8: Bestimme eine optimale Lésung z von Ly durch Iterieren der while-Schleife von
SIMPLEX.
9: if z=0 then
10: if 0 € S then Basiswechsel, um 0 € F zu erzwingen.
11: end if
12: Entferne alle xg-Terme aus der Schlupfform von Ly.
13: Ersetze z durch die Zielfunktion von L.
14 Ersetze alle Schlupfvariablen durch die rechte Seite der ihr entsprechenden
Nebenbedingung.
15: return die so gewonnene Schlupfform
16: else return ,unlosbar”
17: end if
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Beispiel zu INIT-SIMPLEX

2X1 — Xo  max|

2X1 — 2X2 S 2
X1 — 5X2 S -3
X1, X2 > 0
Hilfsprogramm: —xg  max

2x1 — 2x0 — xp < 2
X1 —bhxp — xg < —3
X0, X1,X2 > 0
Hilfsprogramm in Schlupfform:
Z = —Xg
x3 = 2 — 2x1 + 2x2 + Xg
xa = —3—x1+bx+ Xxp
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Basiswechsel mit xg <> x4 liefert

Z:—3—X1‘|‘5X2—X4
Xo =3+ x1 —5x0o+ xa

x3=5—x1 —3x0 4+ xa

Basislosung ist x = (3,0, 0,5,0): zul3ssig!

Weiterer Basiswechsel mit xg <> x> liefert

Z — —X0

3 1 +1 +1
Xp = —-— =Xo+ =x1 + =X
2 5 5O 51 54

16 3 3 2

X3 = — T =X0— X1t X4

5 5 5 5

mit zul3ssiger Basislosung x’ = (0,0, %, 1—56, 0).

Da xg = 0 ist x’ optimal und L |6sbar!
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Falls das lineare Programm L unlosbar ist, dann gibt
INIT-SIMPLEX ,,unlésbar “aus, andernfalls eine Schlupfform mit
zulassiger Basislosung.

Beweis: 1. Fall: L unlosbar
Das Hilfsprogramm Ly hat optimalen Zielfunktionswert zy < 0.
Setzen wir

xi=0firi=1,...,nund xg =| min b,
1<i<m

so erhalten wir eine zulassige Losung mit

z=—| min b,
1<i<m
also gilt zg > —o0.
Daher findet INIT-SIMPLEX eine Losung mit z < 0.
Fiir die Basislosung der letzten Schlupfform gilt xg > 0, da zg < 0.

Somit gibt INIT-SIMPLEX ,,unldésbar “aus.
415



Lineare Programmierung

2. Fall: L besitzt zulassige Losung

Falls alle b; > 0, so ist die Basislosung zulassig. Dann wird die
Eingabe in Schlupfform ausgegeben.

Falls es ein i mit b; < 0 gibt, dann ist b, > b; < 0.

Nun erfolgt ein Basiswechsel mit xg <> x,«; die zugehorige
Nebenbedingung lautet

Xntk = bk E ak jXj + Xq.
<

Zu zeigen: Nach diesem Basiswechsel sind alle b; nichtnegativ.

Sei X die Basislosung nach diesem Basiswechsel. Dann gilt (voriges
Lemma!)

_ bi — aiobp, falls i e S5\ {0};
bk/ak.0; falls i =0
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Beachte:
n n
E aj jXj —xo < by < E a;j jxj < bj,
J=1 J=0
also aj g = —1.

Wegen by < 0 und ax o = —1 gilt daher by/ak o > 0.
Weiters haben wir X, = Xp und X; = X1« (k-te Schlupfvariable!).
Die erste Zuweisung in BW lautet daher

~ bn+k
bo e y
dn+k,0

wobei b,k bzw. anyk o der Schlupfform genau die GroBen by bzw.
a0 des Ausgangsprogramms (A, b, c) in Standardform sind.
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Lineare Programmierung

Daher erhalten wir

A b
b;i — ajobo = b; — ai,O_k = bj — b, > 0.
ak,0
Die Basislosung ist also zulassig, L |osbar und die optimale Losung
von Ly erfiillt daher zp = 0.

Wegen der Aquivalenz der neuen und der alten Schlupfform haben
wir )_<o = 0.

Entfernen von xg im linearen Programm

~» Schlupfform von L mit zuldssiger Basislosung, die ausgegeben

wird. [ ]
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Lineare Programmierung

Satz (Fundamentalsatz der linearen Programmierung)

Sei L ein lineares Programm in Standardform. Dann gilt genau eine
der folgenden Aussagen:

@ L besitzt eine optimale Losung mit zyg < oo.
@ L st unlosbar.
@ L /st unbeschrankt
In den jeweiligen Fallen gibt SIMPLEX
@ eine optimale Losung mit endlichem z,
@ ,unlosbar” bzw.
@ ,unbeschrankt”

aus.
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