Losen elementarer Rekursionen

Inhomogene lineare Rekursionen mit konstanten
Koeffizienten

Sei (a,(fD )) n>0 LOsung der inhomogenen linearen Rekursion
Ckant+k T Ck—1ant+k—1 + -+ Clant1 + Can = Sp, n =0,

mit cp, c1,...,¢ck € R, wobei cg # 0 und ¢, # 0, und L die
Losungsmenge der Rekursion

Ckantk T Ck—18ntk—1+ -+ c1ant1 + apn =0, n=>0.

Dann ist
(a)n0 + L

die Losungsmenge der inhomogenen Rekursion.
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Losen elementarer Rekursionen

Beweis: Sei (a,),>0 € M. Dann gilt

dnt+kCk + ¢ + dnC0 = 5n
Pl + - 7 a ey = s
(antk — af,i)k)ck + -+ (an— al(vp))CO =0

Daraus folgt (a, — aff’))nzo € L und somit (ap)n>0 € (af,p))nzo + L.

Sei nun (an)nzo - (a,(f))nzo + L.
Dann ist a, = aﬁ,") + by mit (by)p>0 € L und es gilt

af,”jkck + -+ ag;p)co = Sp,
bn—l—kck + - + anO =0
dn+kCk + - - dnC0 = 5n
Daraus folgt (an)n>0 € M. ]
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Losen elementarer Rekursionen

Spezielle Storfunktionen — Ansatzmethode

Gesucht ist eine partikulare Losung von
Ckan+k T Ck—1dntk—1 + -+ C1apnr1 + Coan = Sp, n =0,

wobei s, = Pj(n)a” (P;(x) sei ein Polynom vom Grad j).
Dann fiihrt folgender Ansatz zum Ziel:

aI(7P) _ qj(n)oz”n’/(o‘),

wobei qj(x) ein Polynom vom Grad j mit unbestimmten
Koeffizienten und « eine Nullstelle der Vielfachheit v(a) von x(\)
ISt
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Losen elementarer Rekursionen

Das Superpositionsprinzip

Wenn (cn)n>0 eine partikulire Lésung von

Ckantk T Ck—1ant+k—1 + -+ Clant1 + Coan = Sp, n >0,
ist und (Bn)n>0 eine partikulire Lésung von

Ckantk + Ck—1antk—1 + -+ Clant1 + Coan =tp, n >0,

dann ist (ap + Bn)n>0 eine partikuldre Lésung von

Ckan+k —I_ Ck_lan+k—1 —|_ t e —|_ C]_an—|—1 —|_ Coan — Sn _|_ tn, n Z O.
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Losen elementarer Rekursionen

Beweis: Fiir (ap)n>0 bzw. (8n)n>0 gilt

OntkCk + -+ T apnCyp = Sn
BrikCk + -+ Bnco = t
(an+k + 5n+k)ck + e+ (an + 5n)CO = Sp+ 1y

Beispiel
an — ap—1 — 8ap—o + 12a,_3 = n4" + 2"

X(A) = A3 =22 —=8A+12 = (X —2)?(\ +3)

L6sung der homogenen Rekursion a, — a,_1 —8ap_>+ 12a,_3 = 0:
(h) =Ki-2"+ Ko - n2" + K3 - ( 3)”

Ansatz fiir n4™: 2\ = = (An+ B)4"
Ansatz fir 2": ag ) — n2"

Losung: a, = K1 - 2"+ Ky - n2" + Kz - (—=3)" + NONING
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Losen elementarer Rekursionen

Lineare Rekursionen erster Ordnung

homogen: a,11 = apan, N >0
n—1
Losung durch lteration: a, = C [] ¢
Jj=0

inhomogen: a,11 = apa, + B, N > 0.

Losungsstruktur:

(h) 4 5(P)

an = an

Finden einer partikularen Losung durch Variation der Konstanten:
Ansatz: 2P = C, 1=, o
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Losen elementarer Rekursionen

dnt+1 = Qpap + Bn, n > 0.
Ansatz: 2P = C, 1= o oy

n

n—1
Cht1 . Q= anCh Hj— Qo + Bn

J=0
Bn

Chi1=0C,+
H_/ —0 &

n—1 n—1 n—1

B By
o= (Tles | 32+ T
j=0 /=0 Haj j=0

J=0
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Kombinatorische Grundprobleme

Kombinatorische Grundprobleme
Grundlegende Abzahlregeln

@ Summenregel: Falls AN B = (), dann gilt |AU B| = |A| + |B|
@ Produktregel: |A x B| = |A| - |B|

@ Gleichheitsregel: |A| = |B| genau dann, wenn es eine Bijektion
f:A— B gibt.

Notationen:
@ nl:=n(n-1), n>1, 0l:=1

° Z a k!(nnik)!
(4
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Kombinatorische Grundprobleme

Anordnungs- und Auswahlprobleme

Sei A=1{aj1,az,...,an}.

@ Anordnungen ohne Einschrankung (Variationen mit Wh.):

(aiyy-- -5 ai); Anzahl: |AK| = nk.
@ Anordnungen verschiedener Elemente (Variationen ohne Wh.):
(ai,,...,aj ) mit paarweise verschiedenen Indizes;

Anzahl =n(n—1)---(n—k+1) = (n—k)T k)u

@ Permutationen von A:

(o0 rto )

Anzahl = n!.
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Kombinatorische Grundprobleme

@ Permutationen einer Multimenge: {a1 ,agz, el a,ﬁ”}

(ki + ko + -+ + kp)!
kilko! - - k!

Anzahl =

@ Auswahlen einer Teilmenge (Kombinationen ohne Wh.):
{a,-l, e ,a,-k} C A; Anzahl = (Z)

o Auswahlen einer Teilmultimenge (Kombinationen mit Wh.):
{a, a2 ... &%) mit ky 4+ ko + - + k= k;

Anzahl=("T*T1) = ("TEH).
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Kombinatorische Grundprobleme

Weitere Zahlmethoden

¢) Doppeltes Zahlen

A:{al,...,am}, B:{bl,...,bn}

R C AXx B;

R,':{bE B’ (a,-,b) c R}, S,-:{aEA| (a,b,')E R}
Dann erhalten wir

RI=)_IRI=)_15l
i=1 j=1

Beweis: Setze

{1 falls (a;, bj) € R
X,'J' =

0O sonst.
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Kombinatorische Grundprobleme

Beispiel: 7(n) = mittlere Anzahl der Teiler von x mit 1 < x < n,
also 7(n) = + 3", d(i), wobei d(i) =Anzahl der Teiler von i.

n=6A=B={1,23,45,6}
RCAxB, aRb:< alb.

R|1 2 3 4 5 6
1]1 1 1 1 1 1
20 1 0 1 0 1
3/0 0 1 0 0 1
400 0 0 1 0 O
5/0 0 0 0 1 0
6|0 0 0 0 0 1
p prim: d(p) =2, d(p®) =e+1,

d(pft - pf) = (e +1)--- (e +1).
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Kombinatorische Grundprobleme

={ac Al aRi} ... Teiler von i
= {b € B | jRb} ... Vielfache von j.

1 1 < BN
r(n) =3 d) = > IS = IR
1 =1 j=1

:_Z{ J Z +0(1)

Jl'/

~ logn
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Kombinatorische Grundprobleme

¢) Das Schubfachprinzip
Falls |[A| > |B| und f : A — B, dann ist f nicht injektiv.

Allgemeiner:

Seien A1, Ay, ..., Ak endliche, paarweise disjunkte Mengen und
A1 UA U ---UAg| > kr, dann gibt es einen Index i mit |A;| > r.

Beispiel: Es gibt mindestens 2 Menschen in Osterreich, die am
selben Tag in der gleichen Stunde geboren wurden.
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Kombinatorische Grundprobleme

Beispiel:
Fiir jede ungerade Zahl g gibt es ein ganzzahliges Vielfaches der
Form 2/ — 1.

Beweis: O.B.d.A. gelte g > 0. Sei a; =2' — 1.
Wir betrachten aj, as,...,a4 mod q.

Falls fiir a; = 0 fiir ein 7, dann sind wir fertig.
Andernfalls gibt es i, j (i < j), sodass a; = a; mod q.
Daraus folgt a; — a; = gamit a € Z.

Aber a; — a; = 2/(1 — 27") und somit ist g ein Teiler von

(2 -1) =2 §
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Kombinatorische Grundprobleme

¢) Das Inklusions-Exklusions-Prinzip
Sei A eine endliche Menge, und Eq, ..., E, Eigenschaften.
Wir setzen A; = {x € A| x hat die Eigenschaft E;}.

Wie viele Elemente der Menge A besitzen keine der Eigenschaften
Ei,...,E,?

A\ JAT=1A+ ) (—)EN A
i=1 DALC{1,2,...,m} i€Z
Jal= Y ™A
i=1 0ATC{1,...,m} icZ

Spezialfalle:
AU B| =|A|+ |B| — |AN B|
AUBUC|=|Al+ |B|+|C|—-|ANnB|—|ANnC| - |BnNC|
+|ANnBNC|
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4) Divide & Conquer
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Divide & Conquer

Matrizenmultiplikation

Seien A = (a;;);;—;, B = (bi;)};—; quadratische Matrizen

Algorithm SQUARE-MATRIX-MULTIPLY(A, B)

1: n:= Anzahl der Zeilen von A
2: Sei C eine neue n X n-Matrix
3: fori=1to ndo
for j =1 to ndo
C,'j =0
for k =1 to ndo
Cjj := Cjj + a,-kbkj
end for
end for
10: end for
11: return C

LONSD A

3 Schleifen mit je n Iterationen, daher Laufzeit T(n) = ©(n?)
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Divide & Conquer

Sei n = 2%. Teile A und B:

A=

A1 Ao Bii1 Bio Ci1
3 3 : B — ’ 3 : C — AB — 3
<A2,1 Az,z) <B2,1 Bz,z) (Cz,l

C,'j = AilBlj + A,‘282j I,J=1,2.

Cio
Co

Algorithm SQU-MAT-MUL-REC(A, B)

1:

n := Anzahl der Zeilen von A

2: Sei C eine neue n X n-Matrix

. end if
. return C

3
4
5
6
7
3:
0:
10:
11
12

. if n=1 then

Ci11 = A11B11

. else

partitioniere A, B und C wie oben in 4 Teilmatrizen

C11 :=SQU-MAT-MUL-REC(A1,1, B1,1)+SQU-MAT-MUL-REC(A1 2, B2,1)
Ci2 :=SQU-MAT-MUL-REC(A1.1, B1,2)+SQU-MAT-MUL-REC(A; 2, B> 2)
Co1 :=SQU-MAT-MUL-REC(A2. 1, B1,1)+SQU-MAT-MUL-REC(A>2 2, B> 1)
C22 :=SQU-MAT-MUL-REC(A2 1, B1,2)+SQU-MAT-MUL-REC(A>2 2, B> )

)
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Divide & Conquer

Algorithm SQU-MAT-MUL-REC(A, B)

1:

n = # Zeilen von A

2: Sei C eine neue n X n-Matrix

3
4
5
6
7
3:
0:
10:
11
12

- end if
. return C

. if n=1 then

Ci1 = A11B11

. else

partitioniere A, B und C wie oben in 4 Teilmatrizen

Ci1 =SQU-MAT-MUL-REC(A1.1, B1,1)+SQU-MAT-MUL-REC(A1 2, B>1)
Ci2 =SQU-MAT-MUL-REC(A1. 1, B1,2)+SQU-MAT-MUL-REC(A1 2, B2 2)
(o1 =SQU-MAT-MUL-REC(A2 1, B1,1)+SQU-MAT-MUL-REC(A2 2, B> 1)
Co2 =SQU-MAT-MUL-REC(A2.1, B1,2)+SQU-MAT-MUL-REC(A2, 2, B> 2)

O(1) flir n =1,

Tin) = 8T (5) + ©(1) + ©(n?) sonst.
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Divide & Conquer

Interpretation als Rekursionsbaum
Sei n = 2% und

T(n)=8T (g) L), n>2, T(1)=06().
© (n*)
o %)
............................... 640 ('17_2)
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Divide & Conquer

] o(1) flir n =1,
Tin) = {ST (5) +©(1)+©(n*) sonst.

L3sen fiir n = 2k:

T(2) = ©(2°%) + 8T (2" 1) = ©(2°%) + 89(2° %) + 64T (2*7?)
k k
_ Z 86@(22(k—€)) _ Z @(22k—|—€)
£=0 £=0

_ ok 21N ek 3
~o(2 ) =) = e

2—1
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Divide & Conquer

Der Strassen-Algorithmus fiir die Matrizenmultiplikation
Sei n = 2. Idee:

(1) Partitioniere A, B, C in je 4 Teilmatrizen

(2) Konstruiere 10 5 x 5-Matrizen S, ..., S19, die Summen bzw.
Differenzen von Matrizen aus dem ersten Schritt sind.

(3) Berechne rekursiv 7 Matrizenprodukte Py, ..., P; mittels der
in (1) und (2) erzeugten Matrizen.

(4) G entsteht durch geeignete Linearkombinationen der P;.
Aufwand: (1): ©(1), (2): ©(n?), (3): 7T (3), (4): ©(n2).

Also
~Je(1) flir n =1,
Tin) = {7T (2) +©(n?*) sonst.
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Divide & Conquer

Algorithm STRASSEN(A, B)

1: n:= Anzahl der Zeilen von A

2: Sei C eine neue n X n-Matrix

3: if n=1 then

4 Ci1 = AuBn

5: else partitioniere A, B und C in 4 Teilmatrizen
6: S1:=Bi2—Bo; S2:=A11+ A1

7 S3:=Ax1+ A2 S4:=Br1—Bi

3 Ss :=A11+ B2, Se:=Bi11+ B2

9: S7:=A11— A2 Ss:=Br1+ Boo

10: Sg:=A11—A1; Sww:i=B11+ B
11: P, :=STRASSEN(A; 1, 1)

12: P2 ::STRASSEN(SQ, 8272)

13: P3 ::STRASSEN(S3, Bl,l)

14: P4 ::STRASSEN(AQ,Q, 54)

15:  Ps :=STRASSEN(Ss. Sg)

16:  Ps :=STRASSEN(S7, Sg)

17: P7 :=STRASSEN(Sy, S10)

18: Ci1:=Ps+Ps+ Ps— P2; Cip:=P1+ Po
19: Co1 :=P3+ Pa; Cypp:=P1+Ps—P3;— Py
20: end if

21: return C
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Divide & Conquer

Korrektheit: Nachrechnen
Laufzeit: Sei n = 2.

Daraus folgt:
T (zk) _ zk:7e@ (2k)2 Z o (22k+£(|og27 2))
— 0 ¢
— 0 (22k Z 2(Iog2 72)2) —0 (22k—|—(log2 7—2)k)

=0

o (nlog2 7)

Anmerkung: log, 7 ~ 2.807
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Frage: Matrixmultiplikation in O (n“*¢) moglich; wmin =7
Vermutung: w = 2

Coppersmith & Winograd 1987: Modifikation v. Strassens
Algorithmus fiir Trilinearformen, basierend auf Berechnungen der
Bewertung der m-ten Tensorpotenz einer speziellen Trilinearform

~ w < 2,38719.

Coppersmith & Winograd 1990: Feinere Analyse des
Tensorquadrates der Trilinearform ~ w < 2,375477.

Slothers 2010, Davie & Slothers 2013: Erweiterung des Ansatz von
Coppersmith & Winograd auf die dritte Tensorpotenz ~ keine
Verbesserung; vierte Tensorpotenz ~ w < 2,3736898 durch
numerische Losung des zugrunde liegenden Optimierungsproblems.

Vassilevska-Williams 2012: Numerische Losung nicht optimal,
bessere Losung ~ w < 2,3729269. Rekursive Analyse der
Tensorpotenzen (bis zur 8. Potenz): ~ w < 2,3729.

LeGall 2014: Modifikation des Ansatzes ~» Analyse von
Tensorpotenzen bis zu polynomieller Ordnung ~ w < 2,3728639.

Alman und Vassilevska-Williams 2021: weitere Modifikationen
~ w < 2,37286.
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Divide & Conquer

Die Substitutionsmethode
Guess & Prove — Zugang

Beispiel: T(n)=T(n—1)+n, n>1, T(0)=0,T(1)=1

Vermutung: T(n) = ©(n?), d.h. zu zeigen ist T(n) < Cn? und
T(n) > cn?

T(n)<Ch—12+n=Cn*—-(2C—-1)n+C
— n°—n+1<n>=Cn

C=1
T(n)>c(n—12+n=cn*—(2c—1)n+c
n2+n_|_1>n2 5
= —4+=-+->—=cn

c=1/4 4 2 4 — 4

Analog: Erraten der exakten Form T(n) = an® + bn + c.

Rechnen ergibt T(n) = ”72 + 3.
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Divide & Conquer

Beispiel: T(n) =T (|5]) + T(|5]) +1
Vermutung: T(n) = O(n), d.h. T(n) < cn

T(n)<cL2J+c{2]+1—cn+l>cn é

T(n) = O (n?) funktioniert, aber O (n) stimmt.
Versuche Ansatz T(n) < cn—d

T(n) < c BJ —d+tc u —d41=cn—2d+1< cn—d falls d > 1.
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Divide & Conquer

Die Rekursionsbhaummethode
Beispiel: Sei n = 4% und

T(n) =3T (HJ) +0(nd), T(1)=0o(1).

Vereinfachen zu

T(1l)=c.

3¢ 3
-------------------------------- ch
.................. & I % 3Iog4 ne — E.nlog43
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Divide & Conquer
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Divide & Conquer

Zurick zu

T(n) =3T (HJ) +0(nd), T(1)=0o(1).

Vermutung: T(n) = ©(n3)
Beweis mit Substitutionsmethode:

T(n) <3 LnJ3+d3<3n3+dn3
n) < 3c 2 n° < c64

3 3
= acnrﬁ—'—dn?’: <ac—|—d> n3
beschrankt durch cn®, falls ¢ > %d.

T(n) = Q(n3) Klar.
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Divide & Conquer

Das Mastertheorem

Satz (Mastertheorem)

Gegeben seien a > 1, b > 1, Funktionen f : Rar — Rar, T:N—R
und € > 0.
T(n) erfiille die Rekursion T(n) = aT (%) + f(n)
(% kann auch fiir | 2| oder || stehen).
Dann gilt:
Q Falls f(n) = O (n'°8:2=¢), dann gilt T(n) = © (n'°8s2);
Q falls f(n) = © (n'°8?), dann gilt T(n) = © (n'°8?log n);
O falls f(n) = Q (n'°82%¢) und es ein ¢ < 1 gibt, sodass fiir

hinreichend groBe n die Ungleichung af(3) < cf(n) erfiillt ist,
dann gilt T(n) = ©(f(n)).
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Divide & Conquer

O Falls f(n) = O (n'°827¢), dann gilt T(n) = © (n'°&+2);

Q falls f(n) = © (n'°8»?), dann gilt T(n) = © (n'°8>?log n);

O falls f(n) = Q (n'°2%¢) und es ein ¢ < 1 gibt, sodass fiir
hinreichend groBe n die Ungleichung af () < cf(n) erfiillt ist,
dann gilt T(n) = ©(f(n)).

Beispiele:

@ T(n)=9T (3)+n,log39=2, f(n)=n=0 (n*°)
Daher gilt nach Fall 1: T(n) = ©(n?).

© T(n)=T (%) +1, logg1 =0, f(n) =0(1).
Daher gilt nach Fall 2: T(n) = ©(log n).

® T(n)=2T (5)+ nlogn,

log,2 =1, f(n) = nlogn, aber n'°gra — p
Mastertheorem nicht anwendbar!
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Divide & Conquer

Beweis des Mastertheorems
Sei zunichst n = b* (k € N)

Es gelte

T(n) — aT (2) + f(n) fiir n = b* mit k > 0,
O(1) fiir n = 1.
Dann gilt
log, n—1

T(n)=06 (n'ogb a) + Z a‘f (%) .

y

Beweis: Sukzessives Einsetzen bzw. Rekursionsbaummethode. [
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Divide & Conquer

a>1, b>1,n=>b"f>0,g(n) = Ze o a f (£). Dann gilt:
Q Falls f(n) = O (n'°827¢), dann gilt g(n) = O (n'°&»?);
Q falls f(n) = © (n'°8?), dann gilt g(n) = © (n'°8:?log n);

O falls f(n) = Q (n'°82%¢) und es ein ¢ < 1 gibt, sodass
af(3) < cf(n), dann gilt g(n) = ©(f(n)).

Beweis: 1.Fall: g(n) = O (h(n)) mit

k—1 A log, a—¢ | k—1 3 ¢
h(n)=>"a" (- = n8 ey
bt plog, a—e
/=0 /=0
k—1 elog, n
— nlogb a—¢ Z bsﬁ _ nlogb a—e b=®ep " —1 — O (nlogb a)
b—1
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