Prioritatswarteschlangen

Datenstruktur zum Speichern einer Menge S, deren Elemente
einen Schliissel zugeordnet haben.

Max-PWS: groBer Schliissel heiBt hohe Prioritat
Operationen: Einfiigen, Maximum von S, Entfernen des
Maximums, Erhdhen eines Schliissels

Algorithm PWs-MAX(A)

1:

return A[1]

Algorithm EXTRACT-MAX(A)

1:

. if heap_size < 1 then error

XN HEWN

heap_size:= |A|

end if

max := A[1]

A[1l] «+— A[max]
heap_size := heap_size—1
MAX-HEAPIFY(A,1)
return max




Algorithm INCREASE-KEY(A, i, p)

1: if p < A[i] then error

2: end if

Alil :==p

while i > 1 and A[PARENT(i)] < A[] do
Al[i] «— A[PARENT (/)]
i == PARENT(/)

end while

Noo kW

Algorithm PWS-INSERT(A, S)

1: heap_size:= |A| +1
2: Alheap_size] := —c0
3: INCREASE-KEY(A, heap_size, S)

11¢



Kosten
e PWS-MAX: ©(1);

@ EXTRACT-MAX: Schleifenrumpf wie bei Heapsort, daher
O (log n) wegen MAX-HEAPIFY;

@ INCREASE-KEY: O (log n) (Pfadlange: h(Wurzel) — h(A[i]);
@ PWS-INSERT: O (log n).

11¢



7) Quicksort
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In-place Sortierverfahren, in der Praxis haufig verwendet,
Divide& Conquer-Strategie

@ Divide: A|p..r] zerlegen: Wi3hle Pivot-Element A[q| und bringe
alle kleineren Elemente nach A[p..q — 1], alle groBeren nach

Alg + L..r];
@ Conquer: sortiere A[p..q — 1] und A[g + 1..r] mittels Quicksort;
@ Merge: nichts zu tun.

Partitionierung: zB x = A[r]| als Pivot-Element wahlen.
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Algorithm QUICKSORT(A,p, r)

1: if p < r then

2 q :=PARTITION(A, p, r)

3: QUICKSORT (A, p,qg — 1)
4. QUICKSORT(A, g + 1,r)
5. end if

Algorithm PARTITION(A, p, r)

1: x = Alr]
= p—1
for j=ptor—1do
if A[j] < x then
=i+ 1
Ali] «+— A[J]
end if
end for
Ali + 1] «— A[r]
return / + 1

QUVONINBELN

|
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Partitionierung mit x = A[r] als Pivot-Element erzeugt durch
p,i,J,r vier Teilfelder:

l J
X
p r
~ v "\ N % v d
<x >Xx keine Einschrankung

Schleifeninvariante!
Laufzeit: n+ 1 Vertauschungen, n Vergleiche ~ O (n)

12:



Beispiel: A=2,6,1,4,5,3], Pivot-Element: 3.

I I
2 6 1 4 5|3 ~ 2111] 6 3
P r r
J I J
~> 21 6 1 4 5|3 ~> 21111 6 3
r
J i
~ 21 6 1 4 5| 3 ~> 21111 3 6
r r
/ J
~> 21111 6 4 5 | 3
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Analyse von Quicksort
Worst Case: Partitionierung erzeugt Felder der GroBen n— 1 und O;

T(n) = T(n—1)+T(0)+O(n) = T(n—1)+0(n) = T(n) = O(n?);

tritt ein, wenn A[1..n| sortiert (auf- oder absteigend)

Best Case:

n

T(n)=2T (3

) +©(n) = T(n)=0O(nlogn)

Average Case: Wir probieren Teilung im Verhaltnis 9:1:

On

T(n)=T (1—0> T (1_/70) +0©(n) = T(n)=0O(nlogn)

Das gilt auch, wenn Zerlegung im Verhaltnis kn : (1 — k)n.

12¢



Randomisiertes Quicksort
Nachteil in der Praxis: Datensatze oft teilsortiert
Randomisieren durch

© Permutieren der Eingabe;

© zufallige Wahl des Pivot-Elements.

Algorithm RANDOMIZED-QUICKSORT(A, p, r)

1: if p < r then

2: q :=RANDOMIZED-PARTITION(A, p, r)
3: RANDOMIZED-QUICKSORT (A, p,g — 1)
4:  RANDOMIZED-QUICKSORT(A, q + 1, r)
5. end if

Algorithm RANDOMIZED-PARTITION(A, p, r)
1: i :=RANDOM(p, r)
2: Ali] +— A[r]
3: return PARTITION(A, p, r)

12¢



Analyse
Worst Case:

T(n) = max (T(q=1)+T(n-)+6(n) — T(n)=©(r?)

Best Case:
T(n)= min (T(g—1)+T(n—q))+©(n) = T(n) =0O(nlogn)

1<g<n

Average Case: X = Anzahl der Schliisselvergleiche
(1 Vergleich pro Iteration der for-Schleife von PARTITION)

Hochstens n Aufrufe von PARTITION
(jedes Pivot-Element nur einmal)

—> T(n) =0 (n+ X),

denn PARTITION hat Aufwand

O (1) + O (# lterationen der for-Schleife).




X ist Zufallsvariable
n Datenelemente z1 < z0 < -+ < z,, Zjj =12z, Zit1,--.,Z}
Xij = L|vergleich z:z]

Jedes Paar z;, z; wird hochstens einmal verglichen, da Vergleiche
nur mit dem Pivot-Element erfolgen.

Daher gilt:

n—1 n
X=> Y X

i=1 j=i+1

n—1 n n—1 n
EX=3 S EX, -5 Y Plaiz)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

z; : zj passiert, wenn z; oder z; in Z; ; als erstes Pivot gewahlt
werden, denn andernfalls: z; und z; in verschiedenen Teilfeldern.

12¢



2
P{z : Z‘l}__j—l—l—]_
n n—1 n—i 2
EX = j;: 5:: EE:EE:;(+_1
=1 j= l—|—1 =1 k=1

:Zk%lzlzzkil(nﬂ_(kﬂ))
k=1 =1 k=1

=(n+1)2(H,—1)—2(n—1)
=2(n+ 1)H, — 4n
~ 2nlog n+ O(n)

12¢



8) Sortieren in linearer Zeit
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Sortieren in linearer Zeit

Untere Schranke fiir vergleichsbasierte Sortierverfahren
Annahme: aj, ao, ..., a, paarweise verschieden.
Daher gilt:

@ Abfragen der Form a; = a; unndtig;

@ Abfragen der Form a; < aj, a; < aj,a; > aj,a; > a; aquivalent.

al < apx < as a < a1 < a3

<

al < az < a a3 < a1 < a a < az < a aa<a<aq
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Sortieren in linearer Zeit

@ Algorithmus muss alle n! Permutation erzeugen konnen, ~ n!
Blatter;

@ Langster Wurzel-Blatt-Pfad entspricht Worst-Case.

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus benétigt €2(nlog n)
Vergleiche im Worst-Case.

Beweis: Ein Baum der Hohe h hat hdchstens 2" Blitter.
Daher muss folgendes gelten:

h > log,(n!) ~ nlogy n+ O (n).

Folgerung
Heap- und Mergesort sind asymptotisch optimal.

13-



Sortieren in linearer Zeit

Sortieren durch Zahlen

Annahme: a1, as,...,a, € {0,1,... k}
@ Strategie: Bestimme |{aj| a; < a;}| fiir jedes a;.
@ Eingabe: A[l..n], Ausgabe: B[1..n], Hilfsfeld C|[0..k].

Algorithm COUNTING-SORT(A, k)

1: Seien B[1..n] und CJ0..k] neue Datenfelder
2: for i =0 to k do

3 C[i]:=0

4: end for

5: for j=1to |A| do

6. CIA[l == CIALll+1  %Cli] = #{ : Al = i}
7: end for

8: for i=1to k do

0: C[i] := C[i] + C[i — 1] % Cli] =#{j: Alj] < i}
10: end for
11
12
13
14

: for j=|A| downto 1 do
B[C[A[J]]] := AlJ] % C[A[j]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
. end for

13:



Sortieren in linearer Zeit

Kosten: Initialisierung: ©(k),
eigentliches Sortieren: ©(n), ©(k) bzw. ©(n),
also insgesamt: ©(k + n)

Definition

Ein Algorithmus heilst stabil, wenn gleiche Elemente ihre
Reihenfolge nicht andern.

Bemerkung: Sortieren durch Zahlen ist stabil (ebenso Insertion-Sort
und Merge-Sort) im Gegensatz zu Heapsort und Quicksort.
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:

A=[3,5,3,0,2,3,2,0,3]
C=1[2,0,2,4,0,1]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:

A=[3,5,3,0,2,3,2,0,3]
C=1[2,0,2401 — C=[2,2,4,8,8,9
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =12,2,4,8,8,9]

B — [_, S [N R S RO IO I —]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =12,2,4,8,8,9]

B — [_,_,_,_7_7_7_737—]

13t



Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =12,2,4,7,8,9]

B — [_, 07_7_7_7_7_7 37—]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C=11,2,4,7,8,9]
B=1[.,0, .2, , ., .3 ]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =11,2,3,7,8,9]
B=1[,0,_,2,_, ,3,3, ]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =11,2,3,6,8,9]
B=1[,0,2,2_, ,3,3, ]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =11,2,2,6,8,9]
B=10,0,2,2, , ,3,3, ]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =10,2,2,6,8,9]

B =10,0,2,2, ,3,3,3,]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =10,2,2,5,8,9]

B =10,0,2,2, ,3,3,3,5]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =10,2,2,5,8, 8]

B =10,0,2,2,3,3,3,3,5]
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Sortieren in linearer Zeit

6: for j =1 to |A| do

I CIAUI= CIAUI T %Cl = # AL = )

9 for i=1to k do
10: Cli] := Cli] + C[i — 1] % Cli] =#{: Aj] < i}

11: end for

12: for j = |A| downto 1 do

13 B[C[A[]]] := AlJ] % C[A[J]] = #{k : Alk] < A[j]} =korrekte Position.
14 CIA[]] := CIAL]] — 1 % B + A[j] = #{k: Alk] < A[j]} um eins kleiner
15: end for

Beispiel:
A=13,5,3,0,2,3,2,0,3]
C =10,2,2,4,8, 8]

B =10,0,2,2,3,3,3,3,5]
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Sortieren in linearer Zeit

Radix-Sort

Sortieren von d-stelligen Zahlen, zuerst nach der letzten Stelle,
dann nach der vorletzten u.s.w.. ..

Fiir die Korrektheit miissen die Teilsortierungen stabil sein

Algorithm RADIX-SORT(A, d)

1: fori=0to d do
2:  COUNTING-SORT(A bzgl. i)

3: end for

Beispiel: 432 631 631 123 123 123
827 151 151 807 827 151
631 432 432 628 628 239
477 123 123 631 631 432
628 444 444 432 432 444
230 7 827 T 827 © 239 239 477
151 477 e 444 444 628
649 628 628 649 649 631
123 239 239 151 151 649
444 649 649 e 477 827
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Sortieren in linearer Zeit

Gegeben seien n d-stellige Zahlen, jede Stelle in {0,1, ..., k}.
Dann sortiert Radix-Sort korrekt in der Laufzeit von ©(d(n + k)).

Beweis: Korrektheit: Induktion nach der Stelle. Laufzeit: klar.

Folgerung

Gegeben seien n b-Bit-Zahlen und r € N mit r < b. Dann sortiert
Radix-Sort diese Zahlen korrekt in der Laufzeit von © (%(n +2")).

Beweis: b Bits auffassen als d-stellige Zahl,
jede Stelle r Bits,
— d=[2].

r

Daher ist jede Ziffer in {0,1,...,2" — 1}. ]




Sortieren in linearer Zeit

Bucket-Sort

Annahme: Die Eingabe besteht aus unabhingigen und iiber [0, 1)
gleichverteilten Zufallsvariablen Xi, ..., X,.

Idee: Teile [0,1) in n Buckets (Teilintervalle); pro Teilintervall
wenige Zahlen.

Algorithm BUCKET-SORT(A)

1: n:=|A]
2: Sei B[0..n — 1] ein neues Feld
. fori=0ton—1do
Bli] :=[]
. end for
. for i=1to ndo
BLnA[i]]] := [B [LnAli]]] , Alil]
. end for

3
4
5
6
7
3
O: for i=0ton—1do
10:
11
12

INSERTION-SORT(B]i])
. end for
: Hange BJ0], B[1], ..., B[n — 1] zusammen.

13¢



Sortieren in linearer Zeit

Korrektheit
Ali] < A[j]. Zwei Falle moglich:

© verschiedene Buckets, dann | nA[i]| < |nA[j]];

© gleiches Bucket, aber dann Insertion-Sort.

Kosten

N; = Anzahl der Zahlen in BJ[i] (Zufallsvariable!)

Daher: )

T(n)=0(n)+) O(N?),

i=0

und
n—1

ET(n)=0O(n)+ ) O (EN?).

i=0

13¢



Sortieren in linearer Zeit

N; = Anzahl der Zahlen in B[]
Xij = Lap) i in B[i7)» dann gilt: N; = > 773 Xi ;.

2_

E[N?] =E Enjx,-,j =E ZX +2 ) XijXix

i 1<j<k<n

—ZE 1+2 > E[XijXil
1<j<k<n

_ZEX,J+2 > P{Xij =Xk =1}
1<j<k<n

1 1 1
—n-= —1 —2_ =
=n- —I—n(n ) - > ;.

Daraus folgt ET(n) = ©(n) + Y7—5 O (EN?) = O(n).
14(



9) Ordnungsstatistiken
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Ordnungsstatistiken

Minimum und Maximum

Die i-te Ordnungsstatistik von ay, ..., a, ist jenes a;, fiir das
‘{ag‘ ay < aj}\ =/ —1.

Die erste Ordnungsstatistik heiBt Minimum, die n-te
Ordnungsstatistik Maximum.

Fiir i = | Z£1| nennen wir die i-te Ordnungsstatistik auch

unteren Median, fiir i = {”;“1] oberen Median.

Auswahlproblem:

Eingabe: Menge A von n paarweise verschiedenen Zahlen und
e/ :1<i1<n

Ausgabe: x e Amit {y € Aly <x}|=i—-1

Moglich in ©(nlog n) Schritten: Sortieren.
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Ordnungsstatistiken

Algorithm MIN(A)

1: min:= A[1]

2: for j =2 to ndo

3 if A[j] < min then
4: min := A[/]

5 end if

6: end for

Maximum: analog.

Anzahl der Vergleiche: n — 1 (bestmdglich!)
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Ordnungsstatistiken

Minimum und Maximum gleichzeitig: Sei |A| gerade.

Algorithm MINMAX(A)

1:

n:=|A|

2: M := max(A[1], A[2])

Noohow

m = min(A[1], A[2])
fori=2 to 7 do
m = min(min(A[2/ — 1], A[2i]), m)
dI\fﬂ = max(max(A[2i — 1], A[2i]), M)

Falls |A| ungerade, dann zuerst sowohl Minimum als auch
Maximum auf A[1] setzen.
Anzahl der Vergleiche:

T(n) ”51 =3 ng falls n ungerade;
n)—=
1+ 3”52 —3n_92<3 LgJ falls n gerade.
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Ordnungsstatistiken

Auswahl in erwarteter linearer Zeit
Divide & Conquer (Quickselect, Hoare's Find-Algorithm)
zur Bestimmung der i-ten Ordnungsstatistik von A[p..r|

Algorithm RANDOMIZED-SELECT(A, p, r, i)

1: if p=r then
2 return A[p]
3: end if

4: g :=RANDOMIZED-PARTITION(A, p, r)
5: ki=g—p+1
6: if i = k then
I return A[q]

8: else if i < k then
9:  return RANDOMIZED-SELECT(A, p,q — 1, 1)

10: else

11:  return RANDOMIZED-SELECT(A,q + 1,r,i — k)
12: end if

14t



Ordnungsstatistiken

Analyse: n=r — p+1... # Elemente, paarweise verschieden.
RANDOMIZED-PARTITION: O (n),

P{|Alp..qll = k} = % fir L < k < n.

Sei Bk = [|Alp...q]| = k] und Xk = 1g,. Dann EX = 1.
Annahme: T(n) monoton wachsend. Dann folgt

T(n) <Y Xi-max(T(k—1),T(n—k))+ O(n)
k=1

= ZXk T(max(k —1,n— k)) 4+ O (n)
k=1

und daher gilt
ET(n) <) EX,-ET(max(k —1,n—k))+ O (n).
k=1

14¢€
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ET(n) <) EX,-ET(max(k—1,n—k))+ O (n)
k=1
und EX, = % sowie
k—1 fir k>
max(kl,nk){ o |

n—k fijrkg{

1;
].

n gerade: T ( _g_) ,..., IT'(n—1) genau 2-mal in der Summe;
n
2

) ..., I'(n—1) genau 2-mal, T QgJ) einmal.

NIS NIS

n ungerade: T ( _

Daraus folgt
9 n—1
< — :
ET(n) <= k%J ET(k) +O(n)
=12
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n—1
Wir haben also ET(n) < % > ET(k)+ O(n).
J

k=|3
Noch zu zeigen: ET (n) = O (n); mittels Substitutionsmethode.
Annahme: ET(n) < cn, T(n)=0O(1) fir n < N, O (n) < an.

ET(n) < - Z ck +an = — k — k| +an

Wahle ¢ > 4a, n >

c4a

14¢
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Auswaihlen in linearer Zeit (Worst-Case)
PARTITION(A, x) modifizieren, x € {A[1], A[2], ..., A[n]}
Algorithmus (SELECT):

Q@ Elemente in ng ber-Gruppen und eine (n mod 5)-Gruppe
teilen;

@ Median jeder dieser {gw Gruppen mit INSERTION-SORT
bestimmen;

© Median x dieser (%W Mediane mit SELECT bestimmen;
© PARTITION(A, x) liefert A[l..k — 1], Alk + 1..n], x = A[K];

© Wenn i = k, dann x ausgeben, sonst:

SELECT(A[Ll..k — 1], i), falls i < k,
SELECT(A[k — 1..n],i — k), falls i > k.

14¢
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> X

@ Es gibt mindestens % [gw — 2 Gruppen mit 3 Elementen, die
groBer als x sind.

@ Daher gibt es mindestens 3 ({% %H — 2) > % — 6 Elemente,
die groBer als x sind (und mindestens ?—g — 6, die kleiner als x
sind).

@ Der rekursive Aufruf von SELECT erfolgt auf héchstens
% + 6 Elemente.

15(
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Kosten:
@ Schritte (1), (2) und (4): O (n);
o Schritt (3): T (|£]);
o Schritt (5): héchstens T (£2 +6).

O (1), falls n < N;
T(n)<{7—((§“)_|_7-(§_8_|_6)_|_0(n) falls n > N.

Mit der Substitutionsmethode lasst sich fiir N > 140 zeigen, dass
T(n) = O (n).

151



