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Vorwort

Die Vorlesung Diskrete Methoden ist seit vielen Jahren Pflichtvorlesung des Masterstudiums
Mathematische Computerwissenschaften bzw. des fritheren Studienzweigs C der Technischen
Mathematik. Thr Ziel ist es, diskrete Strukturen und Verfahren bzw. ihre theoretischen Grund-
lagen vorzustellen. Auflerdem wird besonderer Wert auf den algorithmischen Aspekt gelegt, um
die Verbindung zu Computeranwendungen herzustellen.

Im ersten Kapitel werden lineare Rekursionen von verschiedenen Gesichtspunkten her unter-
sucht. Einerseits wird der Zugang {iber das charakteristische Polynom vorgestellt, andererseits
wird auch auf den Differenzoperator und auf erzeugende Funktionen eingegangen.

Im zweiten Kapitel wird kurze eine Einfithrung in die Theorie der formalen Potenzreihen und
die formale Topologie gegeben.

Ein Kernstiick der Vorlesung birgt das dritte Kapitel, in dem ein Zusammenhang zwischen kom-
binatorischen Konstruktionen und erzeugenden Funktionen hergestellt wird, der weitreichende
Anwendungen hat. Die hier vorgestellten Begriffe treten in den meisten anderen Kapiteln wieder
auf.

Im vierten Kapitel wird das Thema des vorigenn Kapitels fiir komplexere Fragestellungen dis-
kutiert, die mit erzeugenden Funktion in mehreren Variablen behandelt werden.

Im flinften Kapitel werden arithmetische Funktionen auf Halbordnungen und die Mdébiusinversion
behandelt. Dies fiihrt iibrigens zu einer weiteren Klasse von erzeugenden Funktionen, némlich
zu Dirichletschen Rethen.

Die Polgjasche Abzdhltheorie ist das Thema des sechsten Kapitels und eréffnet einen unerwarteten
Zusammenhang zwischen kombinatorischen Problemen auf Gruppen und erzeugenden Funktio-
nen.

Die im siebenten Kapitel behandelte Graphentheorie ist eines der groiten Gebiete der diskreten
Mathematik. Insbesondere wird auf planare Graphen, Biume und Wialder sowie Querverbindun-
gen zur linearen Algebra eingegangen.

Dieses Skriptum ist nur ein Skelettskriptum, d.h., Beweise werden nicht ausgefiihrt. Das Lesen
des Skriptums kann daher den Besuch der Vorlesung nicht ersetzen. Es ist dazu gedacht, die
Vorlesungsmitschrift zu ergéinzen und als Nachschlagewerk zu dienen.

Ich m&chte mich an dieser Stelle noch bei Herrn Univ.-Prof. Dr. Michael Drmota bedanken, der
die Vorlesung vor vielen Jahren gehalten hat. Das Uberlassen der Dateien des Skriptums der
damaligen Vorlesung hat die Arbeit an diesem Skriptum erheblich reduziert.

Wien, im Februar 2024 Bernhard Gittenberger
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KAPITEL 1

Lineare Rekursionen

1. Homogene lineare Rekursionen

1.1. Homogene lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten.

DEFINITION 1.1. Eine Folge (an)n>0 von Elementen a, € C ist Lisung einer homogenen
linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung k£ > 1, wenn es Zahlen
c1,C2,...,cp € C gibt, sodaf fir allen > k

(1) an + C1ap-1+ 20p—2+ -+ + cxap_p =0

gilt.

FEine Gleichung der Form (1) ist eine Rekursionsgleichung. Das charkteristische Polynom
X(t) so einer Rekursionsgleichung ist durch

(2) xt) =tF +eith T epth 24 gy
definiert.

Eine Rekursion des Typs (1) heiit deshalb linear, weil die Menge aller Losungen (ay,)n>0 einen
linearen Teilraum im Vektorraum aller Folgen bilden.

Offensichtlich ist die Folge (ay)n>0, die Losung der Rekursionsgleichung (1) ist, eindeutig durch
Angabe der Anfangswerte ag, aq,...,ai_1 und definiert. Daraus ergibt sich:

SATz 1.2. Die Losungsmenge einer homogenen linearen Rekursion k-ter Ordnung bildet einen
k-dimensionalen Vektorraum.

BEeispieL 1.3. Die Fibonaccizahlen F,, n > 0, sind durch Fy = 0, F; = 1 und durch die
Rekursion
Fpn=F, 1+ F, 2

definiert. Das charakteristische Polynom lautet x(t) = t*> — t — 1. Zur Losung dieser Rekursion
kann man den Ansatz F,, = t" verwenden. Offensichtlich muff dann ¢” — ¢"~! — "2 = () gelten.
Diese Gleichung wird von den beiden Nullstellen t; = 1%6 und t9 = 1%6 erfiillt. Aufgrund
der Vektorraumeigenschaft ist daher auch jede Linearkombination At} + Bt} eine Losung der
Rekursion. A und B kann man sich durch Einsetzen in die Anfangswerte Fy = 0, F; = 1
ausrechnen und erhélt dann

s L 1+v5) 1 [1-vB\"
"5 2 NG 2




2 1. LINEARE REKURSIONEN
1.2. Lineare Rekursionen iiber C.
Die bisherigen Resulate lassen sich sofort fiir lineare Rekursionen anwenden.

DEFINITION 1.4. Gegeben seien die Folgen (a%l))nzo,...,(a,(f))nzg. Dann sind die Wronski-
Determinanten dieser Folgen definiert durch

A o

(1) (k)
Oppp—1 " Cpgpg

definiert.

SATZ 1.5. Gegeben sei eine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten und von der Ordnung
k. Weiters seien die Folgen (ag))nzo, cee (a%k))nzg Lésungen dieser Rekursion. Dann gilt: Falls

Wy =0 fiir ein £ € N, dann ist W, = 0 fiir alle m € N und die Folgen (ag))nzo, A (a%k))nz(]
sind linear abhdngig. Falls Wy # O fiir ein £ € N, dann ist Wy, # 0 fir alle m € N und die

Folgen (ag))nzo, e (a;k))nzo sind linear unabhdngig.

Wir haben im obigen Beispiel bereits gesehen, dafl o™ eine Losung einer linearen Rekursion mit
konstanten Koeffizienten ist, falls a eine Nullstelle der charakteristischen Polynoms ist. Falls das
charakteristische Polynom einer linearen Rekursion k-ter Ordnung k verschiedene Nullstellen
ai, ..., hat, so erhélt man k verschiedene Losungen of,...,ap. Die zugehorige Wronski-
Determinante W ist aber die Vandermonde-Determinante zu den Werten aq, ..., a; und daher
gilt Wy # 0. Wir haben also eine Basis des Losungsraums gefunden.

Ist a eine (-fache Nullstelle von x(t), dann ist es auch eine /-fache Nullstelle von " *y(t)
und daher (¢ — 1)-fache Nullstelle von ¢ - 4 (#"~Fx(¢)). Also ist na™ ebenfalls eine Losung der
Rekursion. Analog zeigt man, da8 auch n2a™, ..., n‘~'a™ Losungen der Rekursion sind. Es gilt
daher der folgende Satz.

SATZ 1.6. Sei (an)n>0 (mit an, € C) Liosung einer homogenen linearen Rekursion mit konstanten
Koeffizienen der Ordnung k > 1 mit charakteristischem Polynom x(t). Dann lafst sich a,, in der
Form

(3) an = Pis,1(n)g}
j=1
darstellen, wobei qq,...,q- € C die verschiedenen Nullstellen mit den Vielfachheiten A1, ..., \,

von x(t) sind, d.h.

(4) x(t) = [Tt —ap)™,

j=1
und Pjx;—1(x) € Clz], 1 < j <, Polynome vom Grad < \j — 1 bezeichnen.

Ist umgekehrt (an)n>0 eine Folge der Form (3) mit verschiedenen q; € C und Polynomen
Pjx;—1(x) € Clz] vom Grad A\j — 1, 1 < j < 7 so erfillt (an)n>0 eine homogene lineare Re-
kursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung

=X+ +A

mit charakteristischem Polynom der Form (4).
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Kurz gesagt, eine Folge a,, erfiillt genau dann eine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizien-
ten, wenn sie die Form (3) hat.

Satz 1.6 ist Grundlage fiir die Ansatzmethode zur Lésung von homogenen linearen Rekursio-
nen mit konstanten Koeffizienten.

(1) Bestimmen der Nullstellen ¢; (mit Vielfachheiten ;) des charakteristischen Polynoms
x ().

(2) Ansetzen der Losung fiir a,, mit der Form (3), wobei die A; +- - -+ A, = k Koeffizienten
der Polynome Pj ,1(x) als noch unbestimmt angesetzt werden.

(3) Durch Einsetzen der Anfangswerte ag, a1, ..., a_1 erhidlt man ein lineares Gleichungs-
system fiir die (insgesamt k) unbestimmten Koeffizienten der Polynome P;, Aj_l(x).

Sind die Anfangswerte ag, ai,...,ar—1 nicht vorgegeben, so bildet die Form (3) die allgemeine
L6sung einer homogenen linearen Rekursion mit charakteristischem Polynom (4).

Dadurch, dafl Satz 1.6 tatséichlich eine Charakterisierung aller Losungen homogener linearer Re-
kursionen mit konstanten Koeffizienten angibt, kann daraus folgende bemerkenswerte Folgerung
abgeleitet werden.

SATZ 1.7.

(i) Sei (an)n>0 Lisung einer homogenen linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten
mit charakteristischem Polynom x(t). Ist pu(t) € C(t) ein normiertes Polynom, das
durch x(t) geteilt wird, dann ist (an)n>0 auch Lisung der homogenen linearen Rekursion
mit konstanten Koeffizienten, die u(t) als charakteristisches Polynom hat.

(ii) Seien (an)n>0 und (by)p>0 Lisungen homogener linearer Rekursionen mit konstanten
Koeffizienten mit charakteristischen Polynomen x1(t) und x2(t). Dann ist die Folge
Cn = Gn + by, n > 0, Lisung einer homogenen linearen Rekursion mit konstanten
Koeffizienten mit charakteristischem Polynom x(t) = kgV (x1(t), x2(t)).

Offensichlich sind auch Produkte von Losungen linearer Rekursionen oder arithmetische Teilfol-
gen (etc.) wieder Losungen entsprechender linearer Rekursionen.

1.3. Lineare Rekursionen iiber R.

Natiirlich konnen reelle Folgen (ay)n>0, die eine lineare Rekursion mit reellen Koeffizienten
erfiillen, wie komplexe Folgen betrachten werden. Der Nachteil ist, dafl bei der Losung (echt)
komplexe Wurzeln ¢; des charakteristischen Polynoms auftreten kénnen. Dieser Nachteil kann
folgendermafien umgangen werden.

SATZ 1.8. Sei (ap)n>0 (mit a, € R) Lisung einer homogenen linearen Rekursion mit konstanten
Koeffizienen der Ordnung k > 1 mit charakteristischem Polynom x(t) € R[z]. Dann lafst sich
an tn der Form

(5)

an =Y Pia 1)) + D (Qja-1(n) cos(narg(qs))lg;" + Rjx,—1(n) sin(narg(g)))lg;[")
j=1 j=r+1
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darstellen, wobei q1,...,q. € R die verschiedenen reellen Nullstellen mit den Vielfachheiten
ALy Ap von X(t) und gri1,Gry1s - - - Grts> Grys € C\R die verschiedenen nichtreellen Nullstel-
len von x(t) mit Vielfachheiten A\py1, ..., A\rts sind, d.h.

r r+s
(6) x(t) = <H(t—Qj))\j> - ( 11 (t—qj)(t—qj))
Jj=1 Jj=r+1

und Pj . —1(z) € R[z], 1 < j <7, resp. Qjx,—1(7), Rjx,—1(z) € R[z], r+1 < j < r+s Polynome
vom Grad < \j — 1 bezeichnen.

Ist umgekehrt (an)n>0 eine reelle Folge der Form (5) mit verschiedenen q; € R, 1 < j <1 resp.
nichtreellen qj,q; € C\ R, r+1 < j < r + s und Polynomen Pj,1(z) € Rlz], 1 <j <r
resp. Qjx;—1(x), Rjx,—1(z) € Rlz], r+1 < j <r+swvom Grad \j — 1, so erfillt (an)n>0 eine
homogene lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung

E=M+ -+ A4+20 g1+ + Ags)

mit charakteristischem Polynom der Form (6).

Offensichtlich fiihrt hier eine analoge Ansatzmethode wie im vorigen Abschnitt zum Ziel.

Man beachte, dal natiirlich auch im reellen Fall Satz 1.7 uneingeschriankt gilt.

1.4. Der Differenzoperator.

DEFINITION 1.9. Sei F die Menge aller Folgen (an)n>0 mit an, € C und ¢ € C. Der Differenz-
operator A, : F — F ist duch

(7) AQ(an)nZO = (anJrl - qan)nzo
definiert.

Anstelle von Ay wird auch A (gewdhlicher Differenzoperator) geschrieben.

A, wird oft auch in der Form
Ay=FE—ql
dargestellt, wobei F : F — F den Verschiebungsoperator
E(an)n>0 := (an+1)n>0
und [ : F — F den identischen Operator bezeichnet.

Offensichtlich kann nun eine (homogene) lineare Rekursion (mit konstanten Koeffizienten)

Antk — ClAptk—1 — C20ptk—2 — - — CkQp =0
auch in der Form
(E¥ — i EF Y — B2 — ... — D (ap) =0
oder in der Form
X(E)(an) =0

dargestellt werden, wobei x(t) das charakteristische Polynom der zugrundeliegenden linearen
Rekursion bezeichnet. (Dabei bedeutet E* das k-fache Hintereinanderausfithren Eo Eo---0E.)

Die Faktorisierung des charakteristischen Polynoms

r

x(t) = [ —a)

j=1
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impliziert nun eine entsprechende Faktorisierung des Operators

r

(8) X(E)=T[(E - =] Ay
j=1

Jj=1

Da die Operatoren auf der rechten Seite kommutieren, kénnen alle bisherigen Resultate iiber
homogene lineare Rekursionen kénnen nun auch leicht aus den folgenden Eigenschaften von A,
hergeleitet werden.

SaTz 1.10.

(1) Die Lésungen von A™(a,) = 0 sind genau die Polynome a, = Pp_1(n) von Grad
<m-—1.

(2) Ag'(an)nz0 = (@ A(g " an))n>0-

(3) Die Losungen von Aj*(an) = 0 sind genau die Folgen der Form an = Pp_1(n)q" mit
einem Polynom Pp,_1(x) € C[z] von Grad < m — 1.

(4) Ist ¢ € C Nullstelle mit Vielfachheit m > 1 eines Polynoms x(t) € Cl[t], so folgt aus

A7 (an)n>0 = 0 auch X(E)(an)n>0 = 0.

(5) X(E)((a)nz0 + (@) nz0) = X(E) (@i )nz0 + X(E) (@S )nso0-

2. Inhomogene lineare Rekursionen

2.1. Partikulire Lésung.

DEFINITION 1.11. Eine Folge (ayn)n>0 von Elementen a, € C ist Losung einer inhomogenen
linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung k£ > 1, wenn es Zahlen
€1,¢2,...,cx € C und eine Folge (by)n>0 mit by, € C gibt, sodafs fir alle n > k

9) Ap + C1ap—1 + C2ap—2 + - + Cpap_r = by

gilt.

Ein wesentlicher Punkt bei inhomogenen linearen Rekursion ist, dal man nur eine Lésung suchen
muf.

Sarz 1.12. Ist (a,(lp))nzo eine Lisung einer inhomogenen linearen Rekursion mit konstanten

Koeffizienten der Form (9) und (an)n>0 eine belicbige andere Liosung von (9), dann ist die
(»)

Differenz a,(lh) ‘=an —ay’, n >0, Losung der entsprechenden homogenen linearen Rekursion

W4t =0

agh) + cm(h)l + c2a,” N

(»)

Eine spezielle Losung (ay’)n>0 einer inhomogenen linearen Rekursion nennt man auch parti-

kuldre Loésung, die Losung (a,(lh))nzo der entsprechenden homogenen linearen Rekursion ho-
mogene Lésung.

BeispieL 1.13. Die Rekursion a, — 2a,—1 = —1 hat z.B. als partikuldre Losung die konstante

Folge aT(Zp ) — 1. Die homogene Losung ist offensichtlich a,(lh) = A2". Die allgemeine Losung hat

daher die Form a,, = A2™ + 1.

Es ist auch moglich, eine partikulare Losung schrittweise zu ermitteln.
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SATZ 1.14 (Superpositionsprinzip). Se: ag) Lésung der inhomogenen linearen Rekursion

S_)l + cm(l)2 + T+ ckafll_)k = b§}>

a%l) + cia e

(2)

und ay,’ Lésung der inhomogenen linearen Rekursion

ag) + claffll + 62a£l2_)2 ++ ckagi)k = bff)

mit derselben homogenen Rekursion, dann erfillt die Linearkombination
an = xa,(ll) + yag)
die inhomogene lineare Rekursion

Gn + C1Gp—1 + C2Gp—2 + +++ + COp_ = xbgzl) + yb7(12)
2.2. Spezielle inhomogene lineare Rekursionen.

Ein wichtiger Spezialfall inhomogener linearer Rekursionen
ap + C1ap—1 + C2ap—2 + -+ + Ckan_ = by

ist jener, wo b, eine homogene lineare Rekursion erfiillt, also von der Form (3) ist. Hier gilt die
folgende Eigenschaft.

SATz 1.15. Sei (an)n>0 Lisung der inhomogener linearer Rekursionen mit konstanten Koeffizi-
enten der Ordnung k

ap + C1an—1 + C20n_2 + -+ + Cplp_ = by,
wobei (by)n>0 Losung einer homogenen linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten mit

charakteristischem Polynom 1) (t) ist. Dann erfiillt (a,)n>0 auch eine homogene lineare Rekursion
mit konstanten Koeffizienten mit charakteristischem Polynom

x(t) - 9(t),

wobei x(t) = t* +c1t* =1+ ..+ ¢, das charakteristische Polynom den entsprechenden homogenen
Rekursion von (an)n>0 ist.

Man kann daher in diesem Fall auf verschiedene Arten vorgehen. Kennt man beispielsweise die
Anfangswerte ag, ay, ..., ax—1, so kann man a, gemifl dem charakteristischen Polynom x(t)-pu(t)
ansetzen und erhélt durch Einsetzen der Anfangswerte ag,ay,...,ax—1,ak,...,ak+;—1 (wobei I
den Grad von p(t) bezeichnet) die Losung von a,. Kennt man allerdings die Anfangswerte
nicht, und ist man an der allgemeinen Lésung der inhomgenen linearen Rekursion interessiert, so
empfiehlt sich ein strukturierteres Vorgehen, indem man die Sitze 1.12 und 1.14 kombiniert, d.h.
man sucht zunéchst die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen linearen Rekursion
und daraufhin (eventuell schrittweise) eine partikulére.

SATZ 1.16. Gegeben sei eine inhomogene lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten der
Form

Up + C1Gp—1 + C20p—2 + -+ + Crap_k = by,
wobei by, die Form
by = Pu(n)q"
mit g € C und P,(x) € Clz] vom Grad < p bzw. die Form

bn = Ry (n) cos(¢n)q™ + S, (n) sin(en)q"”
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mit ¢, € R und R, (z),Su(x) € R[z] vom Grad < p hat. Weiters sei A die Vielfachheit von q
bzw. ge’? als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

x(t) =tF +eith T+,

d.h. X = 0, falls q bzw. qe*? keine Nullstelle von x(t) ist, dann gibt es eine partikuldre Losung

a%p) der Form

o) = By (n)q"

bzw. der Form

) = 0 (B cos(ipn)g” + Su(m) sin(en)e”

mit P,(z) € Clz] vom Grad < p bzw. mit R, (x),S,(z) € Rlz] vom Grad < p.
Die Koeffizienten des Polynoms P,(z) bzw. der Polynome R, (x), S,(x) kinnen durch Einsetzen

des entsprechenden Ansatzes und darauffolgenden Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

BEISPIEL 1.17. Die inhomogene lineare Rekursion a,, = a,—1 +n mit ag = 0 hat als allgemeine

homogene Losung a,(lh) = A-1" = A, da das charakteristische Polynom x(t) =t — 1 als einzige
Nullstelle g3 = 1 mit Vielfachheit \; = 1 hat.

Die Inhomogenitét b, hat die Form b, = n = P;(n) - 1™. Es ist also u = A = 1. Es gibt daher

eine partikuldre Losung der Form aﬁf’) = n(Bn + C) - 1" = Bn? + Cn. Durch Einsetzen dieses
(p)

Ansatzes in die Rekursion a;, = aﬁlp_)l + n erhélte man nach Koeffzientenvergleich ein lineares
Gleichungssystem fiir B, C' mit der Losung B = C' = 1/2.

Die allgemeine Losung der Rekursion a, = a,—1 +n hat daher die Gestalt a,, = A+n(n+1)/2.
Wegen ag = 0 ergibt sich nun A = 0 und man erhélt schliellich die Losung a,, = n(n +1)/2.

3. Erzeugende Funktionen

3.1. Lineare Rekursionen und erzeugende Funktionen.

Die Potenzreihe

A(z) = Z anz"”

n>0

wird auch als (gewdhliche) erzeugende Funktion! (EF) der Folge (a,)n>0 (mit a, € C)
bezeichnet.

Erzeugende Funktionen sind ein sehr effizientes Hilfsmittel zum Lésen (auch inhomogener) li-
nearer Rekursionen.

SATZ 1.18. Seien ci,ca,...,c; € C mit ¢, # 0 und (by)n>0 eine Folge mit b, € C. Weiters sei
(an)n>0 Losung der inhomogene lineare Rekursion

ap + C1ap—1 + C2ap—2 + -+ + CLap_j = by.

LOb diese jetzt als formale Potenzreihe oder als analytische Funktion zu deuten ist, sei an dieser Stelle noch
unbedeutend.



8 1. LINEARE REKURSIONEN

Dann ist die erzeugende Funktion von (ap)n>0 durch

Z azt + ez Z at + -+ 12 tag

Zax =0 =0
N -
14+cz+ -+ cpak
750 +cxr+ + Ck
> bpa”
+ n>k
1—cioz—-- —cpak

gegeben.

Damit kann man (meist mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung und Anwendung der Binomischen
Reihe) a,, direkt ablesen.

Es soll daher zunéchst das Problem behandelt werden, wie man die Koeffizienten a,, der Potenz-
reihenentwicklung einer rationalen Funktion
=Y 0

bestimmen kann. (Dabei bezeichen f(z), g(z) € (C[ac] Polynome mit ¢(0) # 0.)
Erste Grundlage dafiir ist die Partialbruchzerlegung.

SaTz 1.19. Es seien f(z),g(x) € Clx| zwei Polynome mit grad(f(x)) < grad(g(x)), und g(zx)
sei normiert und habe die Zerlequng

'
g(z) =[] = a))™,
j=1
d.h. a1,...,a, € C sind die verschiedenen Nullstellen von g(x) und \1,..., N\, deren Vielfach-
heiten. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Aj, € C, 1 <k < \;, 1 <j <r, mit

oSS e

7j=1k= 1

Die Bedingung grad(f(z)) < grad(g(z)) ist natiirlich keine wesentliche Einschrinkung. Im Fall
einer allgemeinen rationalen Funktion mit Zahler f(z) und Nenner g(z) # 0 stellt man mit Hilfe
des Divisionsalgorithmus f(z) in der Form

f(x) = g(x)q(z) + r(x),

wober 7(z) entweder das Nullpolynom ist oder grad(r(z)) < grad(g(z)) ist. Daher gilt
flx) _ r(x)
o@ T gy

und man kann die Partialbruchzerlegung auf r(x)/g(z) anwenden.

Die Zerlegung von Satz 1.19 muf} fiir unsere Zwecke noch ein wenig umgeschrieben werden:

KOROLLAR 1.20. Es seien f(x), g(z) € C[z] zwei Polynome wie in Satz 1.19 mit der zusdtzlichen
Voraussetzung g(0) # 0. Weiters bezeichen q; = 1/cj, 1 < j <, die Reziprokwerte der Null-
stellen von g(x). Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen By, € C, 1 <k < A;, 1 <j <,
mit
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Um schliellich die Koeffizienten a,, der Potenzreihenentwicklung von f(x)/g(x) ablesen zu
konnen, beniitzt man noch die Binomische Reihe.
SATz 1.21. Sei a € C. Dann gilt fir x € C mit |z| < 1
e
1 [e% — n
(=3 ()e,
n>0

wobei (z) den Binomialkoeffizienten

<a> ala—1)(a—n+1)

n n!

bezeichnet. ((3) =1)
KOROLLAR 1.22. Sei k > 1 eine natirliche Zahl und q € C. Dann gilt

1 n+k—-1\, ,
<1qx>k‘z< k-1 >”‘

n>0
Man beachte, dafl ("Zﬁ;l) ein Polynom in n vom Grad k — 1 ist.
Zusammengefafit ergibt sich folgende Charakterisiertung der Koeffizienten rationaler Funktio-
nen.

SATz 1.23. Es seien f(x), g(x) € Clz] zwei Polynome mit grad(f(x)) < grad(g(z)) und g(0) # 0.
Weiters sei g(x) normiert und habe die Zerlegung

r

9(@) = [ (x = ap)™,

J=1

d.h. ay,...,a, € C\ {0} sind die verschiedenen Nullstellen von g(x) und Ay, ..., A, deren Viel-
fachheiten. Dann gibt es Polynome P x;1(x) € Clx] vom Grad < \;j—1, sodafs die Koeffizienten
an der Potenzreihenentwicklung von

(10) f@) = Z anz"”

durch

<

(11) an =" Piya(n)a;”

gegeben sind.

Ist umgekehrt (an)n>o eine Folge der Form (11) mit Polynomen Pj ), 1(v) € Clz] vom Grad
A= L 1<j<r unday,...,ar € C\ {0}, und sei g(x) durch g(z) = [, (z — a;)N € Clz]
gegeben. Dann gibt es ein Polynom f(x) € Clx] mit grad(f(x)) < grad(g(z)), sodaf (10) erfillt
ist, d.h. die Potenzreihe mit a,, als Koeffizienten ist eine rationale Funktion mit Nenner g(z).

BEISPIEL 1.24. Es bezeichnen wieder F,, die Fibonaccizahlen, die durch Fy = 0, F; = 1 und
F, = F,_1 + F,,—2 (fiir n > 2) definiert sind. Mulitpliziert man die Rekursionsgleichung mit ="
und summiert iiber alle n > 2 auf, so erhélt man zunéchst

Z Fa" = Z F,_ 12" + Z F,_o.

n>2 n>2 n>2
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Bezeichnet mit F'(x) = }_ -, Fn2" die erzeugende Funktion der Fibonaccizahlen, so ist dies
nichts anderes als

F(z) —z = zF(z) + 2°F (),

woraus man sofort

x
F(m)zl—x—av2

berechnen kann. Nach kurzer Rechnung erhélt man die (modifizierte) Partialbruchzerlegung

1 1 1 1

F =—
(33) \/5171"'—2\/533 \/glf%x

woraus sich sofort die explizite Darstellung der Fibonaccizahlen

s L (14vB)" 1 (1-vBY"
" VA 2 NG 2

ergibt.

Vergleicht man die Sétze 1.6 und 1.23, so gewinnt man eine weitere Charakterisierung von Folgen,
die eine lineare Rekursion erfiillen.

SATZ 1.25. Sei (an)n>0 eine Folge komplexer Zahlen ay. Dann sind die drei folgenden Bedin-
gungen dquivalent.

(i) Die Folge (an)n>0 erfillt eine homogene lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten.
(ii) Die Folge (an)n>0 hat die Form

r
ap = ZP‘,)\]-—I(”)Q?
J=1

mit q; € C und Polynomen Pj x,1(z) € Clz] vom Grad A\j —1, 1 <j <.
(iii) Die erzeugende Funktion der Folge (an)n>0 ist eine rationale Funktion f(x)/g(x) mit
grad(f(z)) < grad(g(z)) und g(0) # 0.

Weiters bestimmt sich das charakteristische Polynom x(t) € Clt] (von der linearen Rekursion
aus (i)) durch x(t) = [[j=, (t — ;)% (aus den Grofen aus (ii)) bzw. duch x(t) = t?g(1)/g(0)
(mit den Nennerpolynom g(x) aus (iii), wobei angeommen wird, daff g(x) Grad d hat).

3.2. Manipulationen von Folgen und deren erzeugender Funktionen.

Seien (ap)n>0 und (by)n>0 zwei Folgen und A(z) und B(z) deren erzeugende Funktionen. Dann
konnen bestimmte Manipulationen der Folgen einfach in entsprechende Manipulationen der er-
zeugenden Funktionen iibersetzt werden. Einige davon sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gefafit.
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Folge erzeugende Funktion
(an + bn)n>0 A(z) + B(x)
(> k=0 Wkbn—k) >0 A(z)B(z)
n 1
(2i=0 W )nzo o A)
(Y™ an)n>0 A(yz)
A €T) — Q
(@n+1)n>0 (x) 0
x
((n + 1)an+1)nzo0 Al(z)
(nan)nzo ZEA/(:L‘)
(nQCLn)nzO $A/($) + l’QA”(x)
A A(—
(a0, 0, az,0,a4,0,...) () +2 (—2)
A(z) — A(—
(0,a1,0,as,0,as,...) (x) . (—x)

Einige wichtige (Grund-) Reihenentwicklungen sind die folgenden:

1
-z an’

n>0

log(14+x) = ZHT)ZLH:U"

n>1

Mit Hilfe dieser Reihenentwicklungen und der obigen Eigenschaften lassen sich viele fiir die
Anwendungen wichtige erzeugende Funktionen ableiten.

BEISPIEL 1.26. Die EF der Folge a,, = n? ist

a0 (+(+)) =55

und die der Folge b, = 2"
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Die Folge
n? fiir n gerade,
Cp =
2™ fiir n ungerade
hat daher die EF
A(z)+ A(—z) B(zx)—B(-z) z(zx+1) az(x—1) 1 1
Clz) = + = o3 3 —— — .
2 2 21—z 2(1+x)3 2(1—-2x) 2(1+2x)

In den Anwendungen ist es aber auch oft notwendig, aus einer gegebenen (oder ermittelten) EF
(bzw. EEF) die Koeffizienten abzulesen, bzw. die dazugehorige Folge a,, zuriickzugewinnen.

Ist A(x) die EF einer Folge (ay)n>0, so soll die Notation
[z"]A(z) = an
diesen Ablesevorgang darstellen, d.h. [x"]A(x) bezeichnet den Koeffizienten von z™ in A(z).

Die Niitzlichkeit dieser Notation sei im folgenden Beispiel illustriert.

n
BEISPIEL 1.27. Es soll ein geschlossener Ausdruck fiir die Summe a,, = _ k? bestimmt werden.

k=0
Die EF der gesuchten Folge ist
1 1\ 1
Az) = zlz — M
1—x 1—x (1—x)4
Daher bestimmt sich a,, zu
B wmxlz+1) 2+
o= gy Ty
1 1
n—2 n—1
_ (n—243 n n—1+3\ n(n+1)2n+1)
B 3 3 - 6 '

Erzeugende Funktionen kénnen auch zur Vereinfachung von Ausdriicken eingesetzt werden.
BEISPIEL 1.28. Gesucht ist ein geschlossener Ausdruck fiir
n
m+k
w=3("1")
k=0
Die EF dieser Folge ist

Daraus erhalt man direkt
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3.3. Potenzreihen als Funktionen.

Erzeugende Funktionen kénnen natiirlich auch als Funktionen im herkémmlichen Sinn verstan-
den werden, wenn der Konvergenzradius R positiv ist.

SATZ 1.29. Sei (ap)n>0 eine Folge komplexer Zahlen und

-1
R= <limsup ]an]rlL> .

n—oo
Ist R > 0, dann konvergiert die Potenzreihe
>
n>0
fir x € C mit |x| < R absolut und stellt eine analytische Funktion A(x) dar.

Ist umgekehrt A(x) eine (analytische) Funktion, die durch eine Potenzreihe Y anx™ (fir|z| < R)
dargestellt wird, so kann die Folge a,, aus den Ableitungen von A(z) an der Stelle x = 0 bestimmt
werden:

a™(0)

Ay = |
n:

Erzeugende Funktionen verschiedener Folgen stellen daher verschiedene (analytische) Funktio-
nen dar. Es ist daher im konvergenten Fall moglich, sich von den formalen Potenzreihen zu
trennen und nur analytische Funktionen zu betrachten. Damit kénnen viele Methoden der re-
ellen und komplexen Analysis zur Behandlung erzeugender Funktionen eingesetzt werden, z.B.
wenn man an asymptotischen Eigenschaften interessiert ist.






KAPITEL 2

Formale Potenzreihen

1. Der Ring der formalen Potenzreihen

DEFINITION 2.1. Sei (R, +, ) ein Ring mit Einselement. Der Ring der formalen Potenzreihen
R|[x]] besteht aus allen formalen Summen der Form

Zanx”:ao+a1m+a2x2+~- ,
n>0
wobei die Koeffizienten a,, € R.

Die Summe zweier formaler Potenzreihen Y, <o anx™, >, <o bpa™ wird durch

Z anx’ + Z b = Z(an + by)z"

n>0 n>0 n>0
und thr Produkt durch

Zana:" . Z bz = Z ( Y akbn_k> z"
k=0

n>0 n>0 n>0
definiert.

Wie im vorigen Kapitel konnen auch hier die Potenzreihen als alternative Darstellungen ihrer
Koeffizientenfolgen gesehen werden. Die Potenzreihennotation ) ., anz™ hat gegeniiber der
Folgennotation (an)n>o den Vorteil, dal Summe und Produkt in natiirlicher Weise dem Zu-
sammenfassen der Koeflizienten der Potenzen von x entsprechen, wie man dies bei Polynomen
bzw. bei analytischen Potenzreihen gewohnt ist. Die Unbestimmte x hat dabei keine konkrete
Bedeutung. Gelegentlich wird als Abkiirzung auch die Funktionsschreibweise A(x) =) <o anx"
verwendet werden. -

Weiters wird die Notation im vorigen Kapitel eingefithrte Notation [z"]A(z) = a,, zum Ablesen
des n-ten Koeffizienten der Potenzreihe A(z) =3, -, anz™ beniitzt. Der Operator

"] :R[[z]] = R
Z ag(l,‘e = apn
>0
ist ein linearer Operator.

Die (formalen) Polynome R|x] bilden einen Unterring von R[[z]]. Man beachte, da} die Einhei-
tengruppen® R[z]* des Polynomrings R[x] nur aus den konstanten Polynomen ag mit Einheiten
ap € R* besteht, d.h. R[z]* = R*. Bei formalen Potenzreihen gibt es viel mehr invertierbare
Elemente.

IDje Einheitengruppe R* eines Rings (mit Einselement) besteht aus allen Elementen aus R, die ein multipli-
katives Inverses besitzen.

15



16 2. FORMALE POTENZREIHEN

SATZ 2.2. Die FEinheitengruppe R|[[x]]* des Rings der formalen Potenzreihen (iber einem Ring
mit Einselement) besteht aus allen formalen Potenzreihen

> apa™ =ag + a1z + aga® + -
n>0
mit einer Finheit ag € R*.
BEISPIEL 2.3. Die formale Potenzreihe 1 — 2 hat als Kehrwert (= Inverses)
l-—z)t=14+z+2%+---.
Weiters folgt mittels vollstdndiger Induktion fiir alle ganzen m > 1
n+m-—1
1—z)™ = "
oy = 3 (M)
n>0
Fiir formale Potenzreihen gibt es noch eine weitere Verkniipfung.

DEFINITION 2.4. Sei R ein Ring mit Einselement und A(x) = 3, <o an2™, B(z) =3, 5o bna™ €

R[[z]] zwei formale Potenzreihen mit by = 0. Dann bezeichnet man als die Komposition
A(B(x)) die formale Potenzreihe

A(B(z)) = ag + a1B(z) + aaB(z)* + azB(z)> + - --

Man beachte, daf§ die Einschrankung by = 0 notwendig ist, damit A(B(x)) sinnvoll in dieser
Allgemeinheit definiert werden kann. Weiters ist die Potenzreihe I(z) = = das neutrale Element
der Komposition.

Eine formale Potenzreihe A(z) € R[[z]] heiit invertierbar beziiglich Komposition, wenn es
eine formale Potenzreihe C'(z) € R[[z]] mit

A(C(z)) =2 und C(A(z)) ==
gibt. Die Potenzreihe C(x) ist das Inverse beziiglich der Komposition und wird im folgenden
durch C(z) = A-(z) bezeichnet.
Ist R ein Korper, dann kénnen die invertierbaren Potenzreihen charakterisiert werden.

SATZ 2.5. Sei R ein Korper. Dann sind genau die Potenzreihen A(z) =Y, < anz"™ € R[[z]] mit
ap = 0 und a1 # 0 beziiglich der Komposition invertierbar. -

Dieser Satz ist eine formale Version des Hauptsatzes fiir implizite Funktionen.

BEISPIEL 2.6. Die inverse Potenzreihe von
1
— T — e
Alz)=€e"—1= g i
n>1
ist die Potenzreihe
(_1)71—1 n
C(z) =log(1+2) = 3 2 —am,
n
n>1

DEFINITION 2.7. Sei R ein Ring mit Einselement und A(x) =3, ~oanx™ € R[[z]] eine formale
Potenzreihe. Dann bezeichnet man als formale Ableitung o (x) die formale Potenzreihe

a(x) = Z(n + Dap12".
n>0

Anstelle von o/ (x) verwendet man auch die Notation D A(x), wobei D als Differentiationsope-
rator bezeichnet wird.
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Die formale Ableitung hat natiirlich dieselben Eigenschaften wie die gewdhliche Differentiation.

SATz 2.8. Sei R ein Ring mit Einselement. Dann gelten fir formale Potenzreihen A(x) =
> >0 @™, B(x) =32, 0 bna™ € R[[7]] die folgenden Eigenschaften.

(i) (A(z) + B(x)) = A'(x) + B'(x).
(ii) (cA(x)) =cA'(x), (c€R).
(iii) (A(x)B(z)) = A'(z) B(z) + A(z) B'(x).
(iv) (A(B(z)) = A/ (B(z)) B'(z), falls R zusditzlich kommutativ ist.
Weiters kann mit Hilfe der Ableitung das Ablesen der Koeffizienten neu formalisiert werden,
sobald man den (konstanten) Koeffizienten ay ablesen kann. Fiir eine Potenzreihe A(x) =
Y n>0an € R[[z]] bedeute die Notation

A(@)]a=0 = ao
das Auswerten an der Stelle x = 0, bzw. den (konstanten) Koeffizienten ay.

SATZ 2.9. Sei R ein Korper der Charakteristik 0 und A(x) = ", ~oanx™ € R[[z]] eine formale
Potenzreihe. Dann gilt fir alle n > 0 B
1
0 = (DA g

bzw.
Az) = Z (D"A(@))]a=0 2"

n!
n>0
2. Die formale Topologie

Wir wollen im folgenden auch Grenzwerte in R[[z]|] betrachten. Dazu mufl R|[[z]] zun&chst
mit einer Topologie ausgestattet werden, der sogenannten formalen Topologie. Die forma-
le Topologie ist die durch die im folgenden beschriebene Metrik induzierte Topologie: Seien
A(z) = Y, ~panz™ und B(z) = ), - bna™ zwei formale Potenzreihe iiber R. Weiters sei die
Bewertung einer Potenzreihe durch die Funktion v : R[[z]] — N U {co} mit v(0) = oo und
v(A(z)) = min{n | a, # 0} (falls A(z) # 0) definiert. Der Abstand zwischen zwei formalen
Potenzreihen ist dann definiert durch

d(A(z), B(z)) = 27 A0 =HE)

Wenn d(A(z), B(z)) < e, dann gilt v(A(z) — B(z)) > —logee. Letztere Ungleichung besagt
aber genau, daf [2*]A(x) = [2¥]B(z) fiir alle & < —logee. Kleines e bedeutet daher, da die
Bewertung der Differenz der beiden formalen Potenzreihen grofl sein muf}. Folglich kénnen sich
die beiden Potenzreihen erst in den Termen hoher Ordnung unterscheiden.

Betrachten wir eine Cauchyfolge (A, (x))n>0. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N(¢), sodaf fiir
alle n,m > N gilt: d(Ap(z), A (z)) < €. Fixiert man eine natiirliche Zahl £ und wéhlt dann ein
£ > 0 sodaB8 —logae > k, dann stimmen alle Koeffizienten [z¥]A,, mit n > N(g) =: n;, iiberein.
Sei nun ay, := [7¥]4,, () und A(z) = 3,0 axx®. Offensichtlich gilt dann d(A,(z), A(x)) — 0
fiir n — oo, d.h. A(z) ist der Grenzwert der Folge (A, ())n>0 im Sinne der formalen Konvergenz.
Somit gilt

SATZ 2.10. Der durch die Menge R[[x]] mit der formalen Topologie bestimmte metrische Raum
st vollstandig.

Weiters gilt:
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Sarz 2.11. Eine Reihe mit Gliedern aus R[[x]], also eine Reihe der Form ) o An(x), ist
genau dann konvergent im Sinne der formalen Konvergenz, wenn die Folge der Summanden,
(An(z))n>0, eine Nullfolge (im Sinne der formalen Konvergenz) ist.

FEine geometrische Reihe Y, < A(x)" mit A(x) =), ~¢anx™ ist genau dann konvergent, wenn
A(z)™ gegen 0 konvergiert. Dies ist dquivalent zu ag = 0.



KAPITEL 3

Kombinatorische Konstruktionen und erzeugende Funktionen

1. Komplexere kombinatorische Strukturen und erzeugende Funktionen

1.1. Binirbiume.

Unter (ebenen) Bindrbaumen sind Wurzelbdume, in denen von einem Knoten entweder gar
nicht weiterverzweigt wird, oder es gibt genau zwei weiterfithrende Zweige. (Siehe das Beispiel
auf der néchsten Seite:)

Daraus ergeben sich zwei Knotenklassen, die der externen Knoten ([J), von denen eben nicht
weiterverzweigt wird, und die der internen Knoten (o), von denen aus genau zwei Zweige
ausgehen. Zwischen den Anzahlen dieser Knoten besteht ein einfacher Zusammenhang.

LEMMA 3.1. In einem Bindrbaum mit n internen Knoten gibt es genau n + 1 externe Knoten,
also insgesamt 2n + 1 Knoten.

Die Bindrb&dume konnen auch als (unmarkierte) kombinatorische Struktur B aufgefafit werden,
wobei z.B. als Grofle die Anzahl der internen Knoten genommen werden kann. Wie bei den
ebenen Wurzelbdumen erlaubt der rekursive Aufbau

B=0O+{o}xBxB
eine Bestimmung der EF und die Losung des kombinatorischen Problems.

Sei a, die Anzahl der Bindrbdume mit n internen Knoten. Dann erfiillt a,, die nichtlineare
Rekursion

n
Ap+1 = Z App—k (n > 0)
k=0

und a1 = 1.
SATZ 3.2. Die EF A(x) der Anzahlen a,, Bindrbiume B erfillt die Beziehung
b(z) =1+ xb(z)%
Sie hat daher die Form
1—-+1—4z

b(z) = oy

19
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und die Anzahl b, der Bindrbdume mit n internen Knoten entspricht genau den Catalanzahlen

b, — 1 <2n>
n+1\n

Die Catalanzahlen treten in vielen kombinatorischen Problemen auf.

BEISPIEL 3.3. Die Anzahl a,, der verschiedenen Moglichkeiten, ein konvexes n-Eck in Dreiecke
zu zerlegen (wobei nur die n Seiten des n-Ecks und die Diagonalen als Seiten erlaubt sind),

erfiillt die Rekursion
n—1
an = Z AkGn+1—k
k=2

(mit ag = 1) und sind daher durch
Ap = Cp+2

gegeben.

1.2. Kombinatorische Strukturen und erzeugende Funktionen.

Erzeugende Funktionen erweisen sich insbesondere bei kombinatorischen Abzdhlproblemen als
niitzlich.

DEFINITION 3.4. Ein kombinatorische Stuktur ist ein Paar (C,w) aus einer hdchstens
abzihlbaren Menge C' und einer Funktion w : C' — N, sodaf$ alle Mengen

wt({n}) = {c € C|w(c) =n} (neN)
endlich sind. Das kombinatorische Abzéhlproblem besteht nun darin, die Anzahlen
cn = [w™ ({n})]
zu bestimmen.

FEin Element ¢ € C wird auch kombinatorisches Objekt und w(c) die Gréf3e von c bezeichnet.
Man schreibt anstelle von w(c) auch nur |c|.

Zwei kompliziertere Strukturen A und B heiflen isomorph (A = B), wenn a,, = b, gilt.

BEISPIEL 3.5. Sei A eine endliche Menge. Dann ist die Potenzmenge C = P(A) mit der
Machtigkeit eine kombinatorische Struktur. Das kombinatorische Abzéhlprobem wird durch

- ()

BEISPIEL 3.6. Sei C' die Menge aller markierten (endlicher) Bdume, und w bezeichne die Anzahl
der Knoten. Dann ist ¢, = n" 2 (wie spiter gezeigt werden wird) die Losung des kombinatori-
schen Abzihlproblems, d.h. es gibt genau n" 2 verschiedene markierte Biume mit n Knoten.

gelost.

Das erste Beispiel stellt eine sogenannte unmarkierte (oder ungeordnete) kombinatorische
Strukur dar, hingegen das zweite eine markierte (oder geordnete) kombinatorische Struktur.

Markierte kombinatorische Strukturen C' haben die Eigenschaft, dafl ein Objekt ¢ € C' der
GroBe |c| = n untrennbar mit einer Anordnung der Zahlen 1,2,...,n verkniipft ist (d.h. ¢ hat
n Teilobjekte, die in einer speziellen Anordnung der Zahlen 1,2,...,n markiert sind).
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In vielen Fillen gibt es zu jedem markierten Objekt ¢ € C' der GréBe |c| = n weitere n!—1 Objekte
in C, die sich nur daduch von ¢ unterscheiden, daf3 die Zahlen 1,2, ...,n anders permutiert sind
(d.h. dafl die n Teilobjekte anders markiert sind.)

Kombinatorischen Strukturen kénnen in natiirlicher Weise erzeugende Funktionen zugeordnet
werden.

DEFINITION 3.7. Sei (C,w) eine kombinatorische Struktur. Dann bezeichnet die Potenzreihe

C(x) = wa(c) = Z e

ceC n>0

die gewbhnliche erzeugende Funktion (EF) von (C,w) und

COED Phanpey grta

|
ceC w( ) n>0

Zzw(©)

die exponentielle erzeugende Funktion (EEF) von (C,w).

Die vorige Bemerkung legt bereits nahe, dafl gewohliche erzeugende Funktionen eher fiir un-
markierte Objekte Verwendung finden werden und exponentielle erzeugende Funktionen fiir
markierte Objekte.

Ein wesentlicher Grund der Verwendung erzeugender Funktionen bei kombinatorischen Struk-
turen ist, daf sich viele kombinatorischen Konstruktionen in die Sprache der erzeugenden
Funktionen {iibersetzen lassen und somit kompliziertere kombinatorische Abzihlprobleme mit
Hilfe erzeugender Funktionen strukturiert und leichter 16sbar werden.

2. Kombinatorische Konstruktionen fiir unmarkierte Objekte

2.1. Einfache Konstruktionen.

Zunichst werden einige einfache kombinatorische Konstruktionen vorgestellt.
DEFINITION 3.8. Im folgenden bezeichnen A, B, C unmarkierte kombinatorische Strukturen.

(1) Sind A und B disjunkt, so bezeichnet C = A+ B = AU B die Summe (bzw. Vereini-
gung) von A und B. Die Grifienfunktion bleibt unverdindert.

(2) Das kartesische Produkt C = A x B ist das Produkt von A und B. Die Grifle einer
Paares ¢ = (a,b) € C wird durch |c| = |a| + |b| berechnet.

(3) Besitzt A kein Objekt der Grofie O und sind die Mengen A, A x A, Ax Ax A,...
paarweise disjunkt, so bezeichnet man mit

C=A"={e}+ A+ AXx A+ AXAXA+---

die Folgen von Objekten aus A.

(4) Die Elemente derr Menge aller endlichen Teilmengen C' = S(A) werden als Men-
gen von Objekten aus A bezeichnet. Die Grifle einer Teilmenge {ai,as,...,ar} C A
bestimmt sich durch |ai| + |ag| + - - - + |ak].

(5) Die Elemente der Menge aller endlichen Multimengen C = M(A) werden als Multi-
mengen von Objekten aus A bezeichnet. Die Grifie einer Multimenge {a}', a}?, ..., a}*
bestimmt sich durch jilai| + jz2las| + - - - + jk|ag|. Diese Struktur kann auch als Faktor-
struktur A*/ ~ aufgefafit werden, wenn ~ die Aquivalenzrelation bezeichnet, die zwei
Elemente aus A* genau dann miteinander identifiziert, wenn sie sich nur durch die
Reihenfolge der FEintrige unterscheiden.
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(6) Die Menge aller Zyklen C' = Z(A) von Objekten aus A ist A*/ =, wobei ~ jene Relation
ist, die je zwei Elemente aus A*, die sich nur durch zyklische Vertauschung der Eintrige
unterscheiden, in Relation setzt.

(7) Die Komposition C = A(B) von A und B (wobei B kein Objekt der Grifie O besitzt)
st durch

C=A+A1 XxB+AyxBxB+---

definiert, wobei A, = {a € A||a| = n} bezeichnet. Dabei ist die Grifie eines Element
(a,b1,ba,...,by) aus Ay, X B x B x --- x B durch |by| + |ba| + -+ + |bn| bestimmit.

(8) Auszeichnen in kombinatorischen Objekten: Sei A eine kombinatorische Struktur,
deren Objekte aus Objekten der Grifie 1 (Atome) zusammengesetzt sind. Die Struktur
O©A bezeichnet all jene Objekte, in denen ein Atom ausgezeichnet ist. Fine formale
Realisierung ist

C:A1+A1 X {51}+A2 X {61,62}+A3 X {61,62,53}"‘"'

Alle hier angegebenen kombinatorischen Konstruktionen haben eine Entsprechung bei den er-
zeugenden Funktionen.

SATZ 3.9. Fiir unmarkierte kombinatorische Strukturen A, B,C gelten die folgenden Beziehun-
gen fiir die entsprechenden erzeugenden Funktionen A(x), B(x),C(z):

C=A+1B C(z) = A(z) + B(x)
C=AxB C(z) = A(z)B(x)
C = A* C(z) = #(x)

C=8A) |C(z) = pA@) =3 A(@?)+ 5 A®@®)F-

C = M(A) | C(z) = A2 T34+

C=Z(A) C(z) = ...
C = A(B) C(x) = A(B(2))
C=0A C(z) = zA ()
BEISPIEL 3.10. Die Kombinationen ohne Wiederholung der Elemente a1, as, ..., a, kénnen

durch die kombinatorische Struktur

C = ({e} +{ar}) x ({e} + {az}) x - x ({e} +{an})
beschrieben werden. Die EF von C' hat daher die Form
Clz)=1+ax)"
und das kombinatorische Abz&hlproblem wird durch

o= 11+ = ()

gelost.
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BEeispiEL 3.11. Die Kombinationen mit Wiederholung der Elemente a1, as, ..., a, konnen
durch die kombinatorische Struktur

C={a1}" x{az}* x -+ x{an}*
beschrieben werden. Die EF von C hat daher die Form

O = =y

und das kombinatorische Abzéhlproblem wird durch
1 n+k—1

BEISPIEL 3.12. Es sei P die Menge der ebenen Wurzelbdume, d.h. Objekte der Form:

gelost.

Die Wurzel ist ein ausgezeichneter Knoten. Von ihm aus verzweigt sich der Baum. Dabei ist
die Reihenfolge der Zweige wesentlich, da hier ebene Wurzelbdume betrachtet werden, d.h. die
beiden Baume

werden als verschieden betrachtet.

Ebene Wurzelbdume konnen rekursiv beschrieben werden:

FEin ebener Wurzelbaum besteht entweder nur aus der Wurzel oder er verzweigt
sich an der Wurzel in k& > 1 Aste. Jeder dieser Aste fiir sich betrachtet hat
(wenn man die Wurzel und die direkte Verbindung von der Wurzel zum ersten
Knoten dieses Astes wegdenkt) wieder die Struktur eines ebenen Wurzelbau-
mes.

Mit den obigen Bezeichnungen fiir kombinatorische Konstruktionen, 148t sich diese Beschreibung
folgendermaflen iibersetzen:

P={o}+{o} x P+{o} x Px P+---={o} x P*.
Die erzeugende Funktion P(z) der ebenen Wurzelbdume erfiillt daher die Beziehung
Pa) = 15

1= P(x)
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und ist daher explizit durch
1—+v1-—4x
2
gegeben. Daraus ergibt sich die Anzahl p,, der verschiedenen ebenen Wurzelbdume mit n Knoten

zZu
_1/2n—-2
Po="\n=1)
BEISPIEL 3.13. Motzkinbdume sind ebene Wurzelbdume, wo jeder Knoten zwei, einen oder gar
keinen Nachfolger besitzt. Sie konnen daher als Bindrbaume aufgefait werden, wo jeder Knoten

durch einen Pfad beliebiger Linge ersetzt wurde. Sei B die Menge der Bindrbdume und P die
Menge der Pfade, also

P(z) =

P ={o} +{o} x {o} +{o} x {o} x {o} +...
und
B ={o}+ {0} x B x B,

da nun auch die externen Knoten gezahlt werden. Die Menge M der Motzkinbdume ist dann
M = B(P). Fiir die EF gilt dann

x
Plz) —
(z) 1—2
sowie
1—+v1— 4x2
B(x) = -

2x

und daher
x 1— /(1 =2z — 3a?
M(x) = B(P =B = .
@) =Py =5 (15 ) = YO

BEISPIEL 3.14. Eine Permutation 7 von {1,2,...,n} 148t sich als Wort 7y - - - m,, schreiben. Jede

Permutation 7 aus S,, kann aus einer Permutation aus S,_1 gewonnen werden, indem man in
das entsprechende Wort mq - - - m,_1 unmittelbar nach einem m; oder vor m; die Zahl n einfiigt.
Das entspricht dem Auszeichnen eines 7; oder des Platzes vor 71. Daher kann P, die Menge aller
Permutationen, in der Form

P={e} +6({o} x P)
geschrieben werden Daher gilt
d
P(x)=1+ m%(xP(az))
Die Liosung dieser Differentialgleichung ist die formale Potenzreihe P(x) = ano nla™.
BEISPIEL 3.15. Balancierte 2-3-Baume sind ebene Wurzelbdume, wo alle externen Knoten auf
gleicher Hohe sind und von jedem Knoten entweder 2, 3 oder gar keine Kanten von der Wurzel

wegfithren. Als Grofle so eines Baumes definieren wir die Anzahl der externen Knoten. Dann
gilt fiir die Menge E aller solchen Baume

E = {0} + Eo ({0} x {0} + {0} x {00} x {O})

und folglich erfiillt die EF
E(z) =z + B(2* + 2%).
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Auch wenn die Losung dieser Funktionalgleichung schwierig ist, so 1é8t sie doch eine schrittweise
Berechnung der Koeffizienten von E(x) zu. Seien Ej(x) und Es(z) zwei formale Potenzreihen
mit d(E1(z), Eo(x)) = 27%. Dann gilt also Ey(z) — Ea(x) = agz® + O(z*+1). Daraus folgt

d(x + B (2% + 2%), 2 + Fy(2? + 23))

=d(x+ El(l'2 + $3),$ + E1(1‘2 + $3) + ak($2k + l’3k) + O(x2k+2))
— 272[4:'

Die Abbildung

U :K([z]] = K[[z]]
Az) > x + A(z? 4 2°)

ist daher eine Kontraktion. Folglich gibt es nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt,
nédmlich E(z), da ja E(z) gerade durch E(z) = VU(E(x)) definiert ist. Weiters kann dieser Fix-
punkt mittels Iteration approximiert werden: Die Folge x, ¥(x), ¥(¥(z)),... konvergiert bzgl.
der formalen Topologie gegen E(x). 2 stimmt mit F(z) nur im ersten Koeffizienten iiberein, aber
Mit jedem Iterationsschritt verdoppelt sich die Anzahl der richtig berechneten Koeffizienten.

2.2. Bindrbdume und ebene Biume.

Wie Beispiel 3.12 zeigt, gibt es interessanterweise genau so viele ebene Wurzelbdume mit n
Knoten wie Bindrbdume mit n — 1 internen Knoten. Diese Beobachtung hat einen tieferen
Hintergrund. Es ist ndmlich mo6glich, mit Hilfe der sogenannten Rotationskorrespondenz eine
bijektive Beziehung zwischen einem ebenen Wurzelbaum mit n Knoten und einem Bindrbaum
mit n — 1 internen Knoten anzugeben.

Dabei wurde folgende Vorgangsweise angewandt: Ausgegangen wird von einem ebenen Wurzel-
baum mit n Knoten.

(1) Man streiche die Wurzel (und alle Kanten, die von der Wurzel ausgehen).

(2) Man streiche bei jedem weiteren Knoten, von dem Aste ausgehen, alle ausgehenden
Kanten bis auf eine, die am weitesten links liegt.

(3) Man verbinde alle Knoten, die im urspriinglichen ebenen Wurzelbaum einen gemeinsa-
men direkten Vorgénger haben, zu je einer (horizontalen) Kette.

(4) Die eben eingerichteten horizontalen Kanten werden um 45° nach unten gedreht.

(5) Die n — 1 verbliebenen Knoten fungieren nun als interne Knoten eines Bindrbaums.
Man ergénze noch die nétigen n externen Knoten.

BEISPIEL 3.16. Dem ebenen Wurzelbaum

Ae O F
5d oD

E g K L
G~ T J

entspricht der folgende Bindrbaum:
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2.3. Kombinatorische Konstruktionen mit Einschrinkung bzgl. der Grifle.

Wir wollen nun Folgen, Mengen oder Multimengen einer kombinatorischen Struktur betrachten,
die eine vorgegebene Linge (Grofle) haben. Am einfachsten sind Folgen: Folgen fester Linge k
einer kombinatorischen Struktur mit EF A(x) haben die EF A(x)*.

Fiir Mengen beschranken wir uns auf den Fall zweielementiger Mengen. Sei A eine kom-
binatorische Struktur mit EF A(z). Die Menge aller zweielementigen Mengen von Objek-
ten aus A bezeichnen wir mit Sz(A), ihre EF mit B(x). Wir definieren die Diagonale von
A x A durch A(A x A) := {(a,a) mit & € A}. Weiters sei A eine Kopie von A. Dann gilt

S2(A) + S2(A) + A(A x A) =2 A x A und daher
A(z)? — A(2?)

2
Fiir zweielementige Multimengen Ma(A) oder Zyklen Z5(A) gilt offensichtlich My (A) = Z5(A).
Die Bestimmung der EF geht analog zum Fall Sy(A). Sei C(z) die EF von M3(A). Dann gilt
Mso(A) + MS(A) =2 Ax A+ A(A x A) und daher
A(x)? + A(2?)

2

B(z) =

O(z) =

Mengen, Multimengen oder Zyklen, die aus mehr als zwei Objekten von A bestehen, kann man
im Prinzip analog behandeln. Es wird aber erheblich aufwendiger. Wir werden jedoch spéter eine
andere Methode kennenlernen, mit deren Hilfe wir die EF solcher Strukturen leicht gewinnen
konnen.

BEISPIEL 3.17. Nichtebene Bindrbdume sind Bindrbdume, wo es auf die Reihenfolge der
Teilbdume eines Knotens nicht ankommt. Sie kénnen daher durch

B =0+ {o} x My(B)
beschrieben werden. Die EF erfillt daher die Gleichung
B() = 1+ 5 (B(@)? + B(?)

3. Kombinatorische Konstruktionen fiir markierte Objekte

3.1. Einfache Konstruktionen.

Ahnlich wie bei den unmarkierten Objekten gibt es auch fiir markierte Objekte kombinatorische
Konstruktionen, die mit den entsprechenden exponentiellen erzeugenden Funktionen vertriaglich
sind. Der wesentliche Unterschied zu den unmarkierten Objekten ist bei der Definition des
Produkts.
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DEFINITION 3.18. Im folgenden bezeichnen A, B,C markierte kombinatorische Strukturen.

(1)
(2)

7(J1)

Sind A und B disjunkt, so bezeichnet C = A+ B = AU B die Summe (bzw. Vereini-
gung) von A und B. Die Griflenfunktion bleibt unverdndert.

Das Produkt C' = A x B zweier markierter Strukturen, auch Partitionsprodukt
genannt, wird folgendermafen definiert: Zu einem Element a € A der Grifie |a| = k
und einem Element b € B der Grifle |b| = m werden (kzm) Elemente von A x B der
Grife k+m konstruiert. Dem Objekt a ist eine Anordnung w(1),...,m(k) der Elemente
1,2,...,k zugeordent, und dem Objekt b eine Anordnung o(1),...,0(m) der Elemente
1,2,...,m. Ziel ist es nun, dem Paar (a,b) in natiirlicher Weise eine Permuation
7(1),...,7(k+m) der Zahlen 1,2, ..., k+m zuzuordnen. Dazu betrachte man eine der
(]H];m) Auswahlen 1 < j; < jo < -+ < jr < k+ m (und die dazugehirigen Zahlen
1§l1<l2<-'-<lm§k+m)mit

{jlaj?v"’7jl€}U{llal27"')lm}:{1525"'5k+m}°

Zu so einer Auswahl definiere man T durch
= W(l)vT(jZ) = 7T(2) T ’T(jk) = ﬂ-(k)ﬂ—(ll) = U(l)aT(ZQ) = 0(2)7 s 7T(lm) = 0<m)

Auf diese Weise erhdlt man (k‘*];m) verschiedene markierte Objekte in A x B.
Besitzt A kein Objekt der Grife 0 und sind die Mengen A, AxA, AxAxA, ... paarweise
disjunkt, so beizeichnet man mit

C=A"={e}+A+Ax A+ AxAx A+ -

die Folgen von Objekten aus A.
Sind die Mengen A, Ax A, Ax Ax A, ... paarweise disjunkt, so bezeichnet man mit

C:eA:{8}+A+%A*A+%A*A*A+---

die Mengen von Objekten von A. Dabei entspricht etwa %A*A*A den dreielementigen
Mengen, d.h. die Objekte (a1,a2,as), (a1,as,a2), (a2,as,a1), (az,a1,a3), (as,ai,asz),
(as,az,a1) aus A *x A x A werden nicht voneinander unterschieden.

Besitzt A kein Objekt der Grife 0 und sind die Mengen A, Ax A, AxAxA, ... paarweise
disjunkt, so beizeichnet man mit

1 1
C=2Z2(A) ::A+§A*A+§A*A*A+---

die Zyklen wvon Objekten aus A. Dabei bedeutet etwa %A* Ax A die Menge der Zyklen
der Linge 3, d.h. die Objekte (a1, az,as3), (az,as,a1), (as,a,a2) aus A* Ax A werden
nicht voneinander unterschieden.

Die Komposition C' = A(B) von A und B (wobei B kein Objekt der Grifle O besitzt)
ist durch

C=Ay+A xB+Ayx (BxB)+ A3 x (B*BxB)+---

definiert, wobei Ay, = {a € A||a| = n} bezeichnet. Dabei ist die Grifle eines Element
(a,b1,ba,...,by) aus Ay, X (B* B x---x B) durch |b1| + |ba| + - -+ + |bn| bestimmd.

Da zu jedem markierten Objekt eine Permutation gehort, ist hier die Operation des
Auszeichnens noch natirlicher als bei unmarkierten Objekten. Die Struktur C := ©A
ist definiert durch

C:Al—l—AlX{1}+A2X{1,2}+A3X{1,2,3}—|—-"
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Alle hier angegebenen kombinatorischen Konstruktionen haben eine entsprechende Konstruktion
fiir exponentielle erzeugende Funktionen.

SATZ 3.19. Fiir markierte kombinatorische Strukturen A, B, C gelten die folgenden Beziehungen
fiir die entsprechenden exponentiellen erzeugenden Funktionen A(x), B(z),C(z):

C=A+B|C(z)=A(z) + B(x)

C=AxB| C(z)=A(z)B(x)

A% A _ 1
C=A C(z) = A
C=el C’(a:) — A

C=2(A) | Cx)=log—1*

C=AB) | C(z)=A(B(x))

C =04 Clz) = zA'(z)

BEISPIEL 3.20. Jede Permutation (der Zahlen 1,2, ...,n) kann eindeutig als Menge von Zyklen
elementarer markierter Objekte dargestellt werden. Es gilt also fiir die markierte kombinatorische
Struktur II aller Permutationen

I = 200,
wobei o ein elementares markiertes Objekt der Grofle 1 bezeichnet. Daher hat die EEF der

Permutationen die Form
. 1 1 T
P(z) = 1 = = 1=,
(z) exp(ogl_x> 1—2 Zn n!

Dies bestétigt, dafl es genau n! Permutationen der Zahlen 1,2,...,n gibt.

BEISPIEL 3.21. Die markierten Wurzelbdume konnen dhnlich beschrieben werden wie die ebenen
Wurzelbidume.

Ein markierter Wurzelbaum besteht aus einem ausgezeichneten Knoten (der
Wurzel), von der aus eine Menge von Asten verzweigen, die (wenn man die
Wurzel und die direkte Verbindung zum néichsten Knoten wegdenkt) wieder
die Struktur markierter Wurzelbdume haben.

Es bestehen zwei wesentliche Unterschiede. Erstens handelt es sich um markierte Objekte, d.h.
ein Baum mit n Knoten wird mit den Zahlen 1,2, ..., n markiert, und zweitens ist die Reihenfolge
der Aste irrelavant. Die obige Beschreibung der (markierten) kombinatorischen Struktur M der
markierten Wurzelbdume 148t sich also in die Form

M = {o}xeM
iibersetzen. Die EEF erfiillt daher die Beziehung

M(x) = zeM @)
Es wird sich spéater herausstellen, dafl diese EEF durch

~ e ik
M(x) = Zn” 15

n>1
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gegeben ist. Es gibt also m, = n"~! markierte Wurzelbdume mit n Knoten. Daraus folgt

iibrigens, da8 es n"~2 markierte Baume mit n Knoten gibt, da jeder der n Knoten als Wurzel
ausgezeichnet werden kann und damit alle markierten Wurzelbdume genau einmal entstehen.

BEISPIEL 3.22. Eine Abbildung f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} kann (dhnlich wie eine Per-
mutation) dadurch graphisch dargestellt werden, daff man die Zahlen 1,2,...,n als Punkte
reprisentriert und zwischen ¢ und j einen Pfeil zeichnet, wenn f(i) = j ist. Das folgende Bei-
spiel zeigt so eine graphische Darstellung fiir n = 6 und der Abbildung f(1) =1, f(2) =5, f(3) =

1, f(4) =6, f(5) =6, f(6) = 2.
4\ 2 3
ANV 1
NV, O

Alle Graphen, die so entstehen haben folgende Gestalt. Sie zerfallen zunéichst (méoglicherweise)
in einzelne Komponenten. In jeder dieser Komponenten ist genau ein Zyklus, und jeder Punkt
des Zyklus ist Wurzel eines markierten Wurzelbaums.

Die Zusammenfassung alle Abbildungen auf endlichen Mengen kann daher als markierte kombi-

natorische Struktur R der Form
R = ZM)

aufgefa3t werden. Demnach hat die EEF die Form

. 1 1
R(z) = exp (log = M(x)) =1 M)

Offensichtlich gilt r, = n", also

~ n[];‘n
R(z) = Zn oy
n>0 )

Daraus lit sich iibrigens (nach kurzer Rechnung) m,, = n"~! (wie oben angegeben) ableiten.

3.2. Einschrinkung beziiglich der Markierungen.

Bei markierten Strukturen kann man nicht nur Einschrinkungen bzgl. des Aufbau der Kon-
struktion betrachten. Manchmal ist es sinnvoll, Restriktionen hinsichtlich der Verteilung der
Markierungen zu verlangen.

DEFINITION 3.23. Das Box-Produkt C = A”xB (manchmal auch A'xB) von zwei markierten
kombinatorischen Strukturen ist jene Struktur, die alle Paare (o, 3) mit « € A und € B

enthdlt, wo die Markierung 1 immer der ersten Komponente o zugewiesen wird. Die EEF C’(:U)
erfillt dann

Clz) = /Ow A'(t)B(t) dt.

BEIsPIEL 3.24. Up-Down-Permutationen sind Permutationen oi09 - - - 0, mit o1 > 09, 09 < 03,
03 > 04, usw. Jede solche Permutation 1a8t sich bzgl. o; = 1 zerlegen: Sei U die Menge aller Up-
Down-Permutationen ungerader Linge und G die Menge aller Up-Down-Permutationen gerader
Lénge. Dann gilt

U= {o} + {07 % (U+U) und G = {e} + {0} # (U G)
Daraus ergibt sich U(z) = tanz und G(z) = —

cosxT
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4. Die Lagrangesche Inversionsformel

LEMMA 3.25. Sei f(z), g(x) € K[[z]]. Dann gilt [z~1]f(z) = 0 und daher auch [z~ f'(x)g(x) =
—[z71f(2)g' ()

SATZ 3.26. Sei f(x),r(z) € K|[[z]] und v(r(x)) = a, d.h. r(z) = ro2® +7r0r12°T ... (ro #0).
Dann gilt o[z f(z) = [z~ f(r(2))r'(2)

Die Lagrangesche Inversionsformel dient dazu, die Koeffizienten der beziiglich der Komposition
inversen Potenzreihe zu bestimmen.
SAaTz 3.27. Sei a(x) = > anz™ eine fomale Potenzreihe mit ag = 0 und ay # 0. Weiters
n>0
bezeichne B(x) = Al=Y(x) die beziiglich der Komposition inverse Potenzreihe. und G(z) eine
beliebige Potenzreihe. Dann gilt fir die Koeffzienten von G(B(x)).
1 U

[ﬂmw@»:mwmﬂw(yl (n>1).

n a(u)

Fiir viele Problemstellungen ist die folgende Variante einfacher anzuwenden:

SATZ 3 28. Sei ¢p(w) € K[[w]] eine Potenzreihe mit ¢(0) # 0 und f(x) € Kl[z]]. Weiters sei

t= W Dann gilt 1
[#"1f (w() = —[u"e(w)" ' (u).
BEISPIEL 3.29. Die EF P(z) der ebenen Wurzelbdume erfiillt die die Beziehung
x
P(z) = =P

Daher sind die Koeffizienten p,, durch

1. .- _ 1/2n—2
po= 2l -0 = (700 =

gegeben.

BEIspIEL 3.30. Die EF B(xz) der Bindrbdume erfiillt die Beziehung
B(z) = 1+ zB(x)*.

Die EF D(z) = B(x) — 1 ist daher Losung der Gleichung
D(z) = 2(1 + D(x))*.

woraus sich fir n > 1
1 1 2n 1 2n
b :d = — n—1 1 2”:— — —
" " n[u (1 ) n(n—l) n+1<n> n

BEISPIEL 3.31. Die EEF M (z) der markierten Wurzelbdume geniigt der Gleichung
M(z) = zeM @),
Die Koeffizienten ergeben sind daher zu
N 1

n o n—11 un __ 1
M () = e = e =

ergibt.

woraus unmittelbar m,, = n"~! folgt.



KAPITEL 4

Kombinatorische Konstruktionen und erzeugende Funktionen in
mehreren Variablen

1. Bivariate erzeugende Funktionen

Erzeugende Funktionen in zwei Variablen sind dazu geeignet, nicht nur die Anzahlen, sondern
auch den Aufbau von kombinatorischen Objekten zu studieren.

DEFINITION 4.1. Sei (ank)nk>0 eine doppelt indizierte Folge. Dann sind die bivariate er-
zeugende Funktion (kurz: BEF') bzw. die exponentielle bivariate erzeugende Funktion
definiert durch

Az, u) = ZZankx u® baw. A (z,u) ZZank
n>0 k>0 n>0 k>0

Manchmal ist man nur an speziellen Informationen interessiert und unterscheidet daher die

horizontale EF
u) = Z anpu®,
k>0
die mit ("] A(z,u) bzw. mit [L;] A(z,u) Gbereinstimmt, und die vertikale EF, analog definiert
durch Ap(z) = [uF)|A(z,u) baw. Ag(z) = [uF]A(z,u).

BEISPIEL 4.2. Die horizontale EF der Binomialkoeffizienten ist a,(u) = > p_, (3)u* = (1 +u)™

Daher bekommen wir
n_.n 1
D=5 ()t = S =

n>0 k>0 n>0
Die vertikale EF ist dann Ag(z) = zF/(1 — z)**! und die exponentielle BEF A(z,u) = e*(1+%)

BEISPIEL 4.3. Die (vorzeichenlosen) Stirlingzahlen erster Art (—1)"**s,,; zéihlen die Anzahl der
Permutationen in S, mit genau k Zyklen und erfiillen daher

(1o 125
n og IT)
(—1)" s = H )
n! k!
Daraus folgt
Alz,u) = eUlos T — (1—xz) ™

DEFINITION 4.4. Sei f(z) = 3,5 fn% mit wy, = 1 bzw. wy, = n! je nachdem, ob wir EF oder
EEF verwenden. Diese Konvention soll auf alle EF in dieser Definition angewendet werden.

Sei A eine kombinatorische Struktur. Fin Parameter y einer kombinatorischen Struktur
ist eine Funktion x : A — N. Wir definieren an, = [{a € A | |a| =n, x(«a) = k}| und die BEF
von A bzgl. des Parameters x ist dann A(x,u) = 37,502 p>0 ankﬁuk. Man sagt auch, dafs
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x die Grifie und w den Parameter x markiert. Die EF von A kann dann auch durch A(z,1)
ausgedriickt werden, da a, = wy[z"]A(z,1).

Wenn wir fiir eine kombinatorische Struktur A mit alle Mengen A,, mit der Gleichverteilung
ausstatten und mit X,, die zugehorige Zufallsvariable bezeichnen, dann gilt offenbar P, (X,, =
a) = é Wenn wir ein o € A,, zufillig auswéhlen (eine Realisation von X,,), dann nimmt auch
jeder Parameter X einen (zufélligen) Wert an. Der Parameter y induziert somit eine weitere
Zufallsvariable iiber A,,. Die Verteilung dieser Zufallsvariable kann durch

ank Qnk
n( ) PR SR
beschrieben werden.

DEFINITION 4.5. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich N. Dann ist die wahr-
scheinlichkeitserzeugende Funktion durch p(u) =3, ,P(X = k)uF definiert.

SATZ 4.6. Sei A(x,u) die BEF einer kombinatorischen Struktur mit einem Parameter x. Dann
gilt

[z"] Az, u)

A1)

Der Erwartungswert und die Varianz von x unter P, ist gegeben durch

ZIP’n(X = k) =

k>0

und das r-te faktorielle Moment durch

[x™] [ o" A(x,u)]

ur

[z"]A(z, 1)

Q

u=1

Exx(x—D(x—2)(x—r+1)=

BEISPIEL 4.7. Die Zyklenstruktur von Permutationen wird durch in der BEF der Stirlingzahlen
erster Art kodiert. Wir wissen bereits, daB A(z,u) = (1 — z)~* gilt. Die Koeffizienten sind
gerade die Anzahlen der Permutationen bestimmter Gréfle und mit bestimmter Anzahl von
Zyklen. Setzen wir also

X = # Zyklen einer Permutation

dann gilt

2" [2(1 —2)
[ ][[xa:]((l_x))_l]uzl_[xn] 1 logliw:1+%+...+%:]{n

E =
nX 1—=x

Aus der Analysis weifl man, dafl H,, ~ logn. Weiters kann man mit Hilfe von

E.x(x —1) = [x”]lix <log 1i:1:)2

die Varianz ermitteln und erhilt dann

n
1
Vox = Hy, — Zﬁ ~ logn.
k=1
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2. Multivariate erzeugende Funktionen und Kennzeichnen von Substrukturen in
kombinatorischen Konstruktionen

Neben kombinatorischen Strukturen mit einem Parameter lassen sich auch mehrere Parameter
einer Struktur simultan untersuchen. Dafiir benttigt man erzeugende Funktionen mit mehr als
zwel Variablen.

DEFINITION 4.8. Sei A eine kombinatorische Struktur mit mehreren Parametern oder mit einem
mehrdimensionalen Parameter x = (x1,X2,---,Xd), d-h., xi : A —= N st firi=1,...,d. Setzt
man

Un oy kayky = €A | ol =n,xi(a) = k; firi=1,...,d}|
und k = (ky,...,kg), u := (u1,...,uq) und u¥ := ulf1u§2-~uld€d, dann ist die erzeugende
Funktion der Folge (ank)nx definiert durch

A(z,u) = Zankz”uk
nk

— Z LX)

a€A
Analog definiert man exponentielle erzeugende Funktionen fiir Strukturen mit mehreren Para-
metern.

DEFINITION 4.9. Seien A, B,C kombinatorische Strukturen mit (eventuell mehrdimensionalen)

Parametern x, &, (. Der Parameter  heifit vererbter Parameter, wenn einer der beiden folgenden
Falle zutrifft:

(1) C=A+B und
~)x(e) fallsce A
¢l) = {5((;) falls c€ B
(2) € =Ax B und ¢((a, 8)) = x(a) + £(B).

Im Falle von vererbten Parametern gelten den beiden oben genannten Fillen entsprechende Re-
geln fiir die erzeugenden Funktionen: C(x,u) = A(x,u) + B(z,u) bzw. C(z,u) = A(z,u)B(x,u)

DEFINITION 4.10. Seien By, By ..., By kombinatorische Strukturen und A = ®(By, Ba, ..., By)
eine zuldssige kombinatorische Konstruktion. Unter dem Kennzeichnen der Teilstrukturen
B1,Bsy...,Bg versteht man die Anwendung der Substitution B; — w;B; = {u} x B
auf die Objekte in A. Die p; sind dabei Objekte der Grifie 0. Die Beziehung A(x) =
F(Bi(x),Ba(x),...,Bg(x)) impliziert dann

A(z,u,ug, ... ug) = F(u1Bi(z),ueBa(x), . .. ,ugBg(x)),

wenn u; die zum Parameter x; := Anzahl der Teilstrukuren aus B; gehdrige Variable ist.

Bemerkung: Die Anzahl der Kennzeichnungen ist ein vererbter Parameter.

BEISPIEL 4.11. Zahlenkompositionen: Wir wollen Zahlenkompositionen nicht nur hinsichtlich
deren Grofle, sondern auch in bezug auf die Anzahl der Summanden zéhlen. Sei C = A*, wobei
A die Menge der Summanden ist, also A = {o}*. Es gilt dann

B 1

11— Ax)’

A(z) = . f . und C(x)
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Bezeichnet nun y die Anzahl der Summanden in einer Komposition, so entspricht das genau dem
Kennzeichnen der Substruktur A in C. Wir erhalten die Struktur C' = (uA)* mit erzeugender
Funktion

1 _ 1—-2z
1—uA(r) 1—-a2(u+1)

C(z,u) =

Auswerten der Koeffizienten ergibt

n k n—1
Cz,u) =
["u"]C(x, u) ( b 1)
= #Kompositionen von n in genau k Summanden

Natiirlich kann man C(z,u) wieder benutzen, um die Anzahl der Summanden einer zufilligen
Kompositionen von n zu studieren. Denn es gilt

0 _z(l—ux)
%C(x,u)‘uzl = m

und daraus folgt, daf die erwartete Anzahl der Summanden gleich (n + 1)/2 ist.

BEISPIEL 4.12. Die Menge der zufiilligen Abbildungen f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} 148t sich
als funktionaler Digraph darstellen (vgl. Bsp 3.22). Wir wollen die Anzahl der Bdume und der

Zyklen in so einem Graphen untersuchen und kennzeichnen daher diese Substrukturen. Es gilt
daher

C = S(vZ(uA)) mit A= {o'} * S(A).

A(z)

Die erzeugenden Funktionen erfiillen somit A(x) = ze und

1
C(z,u,v) = exp <U log 1—uA(x)>

Die Anzahl der Abbildungen mit & Biumen und m Zyklen ist dann gegeben durch cpr., =

[%ukvm] C(z,u,v). Eine kurze Rechnung zeigt

nlknn=k=1 1 A\" n &
e — 1 — n—k—1 .
Cnkm m!(n—k)![w ) (Ogl—w> <k>lm [$om|

BEISPIEL 4.13. Sie y der Grad der Wurzel in ebenen Wurzelbdumen, d.h. die Anzahl der von der
Waurzel ausgehenden Teilbdume. Wie grof§ ist der Wurzelgrad eines durchschnittlichen Baumes?
Es gilt T = {o} x T*. Kennzeichnen der von der Wurzel ausgehenden Teilbdume ergibt T =
{o} x (uT)* und daher fiir die EF

X

T(x,u) = =l @)

Sei T, = [z"]T(z,1) = %(27172). Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufilliger Wurzelbaum mit n

n—1

Knoten Wurzelgrad r hat ist daher
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Fiir den Erwartungswert gilt dann

En(x) =

35






KAPITEL 5

Kombinatorische Probleme auf Halbordnungen

1. Halbordnungen

1.1. Grundlegende Begriffe.

DEFINITION 5.1. Fine bindre Relation (P,<) (auf einer Menge P) heif$t Halbordnung oder
partielle Ordnung, wenn folgende drei Eigenschaften erfillt sind:

(1) Vo € P: z <z (Reflexivitit),
(2) Vz,ye P: (x <yAy<z) =z =y (Antisymmetrie' oder Identitiit),
(3) Va,y,z€ P: (x<yAy<z)=— z <z (Transitivitit).

Eine Halbordnung (P, <) heifit Totalordnung oder lineare Ordnung, wenn fir je zwei Ele-
mente x,y € P entweder x <y oder y < x gilt, d.h. je zwei Elemente sind vergleichbar.

Man schreibt auch z < y, wenn x < y und = # y. Weitere abgeleitete Notationen sind x > y fiir
y <z und z > y fir y < . Aulerdem soll z <-y bedeuten, dafl x < y und es kein z mit x < z
und z < y gibt.

BEISPIEL 5.2. (N, <) und (R, <) sind Totalordnungen.

BEISPIEL 5.3. (NT,|) ist eine Halbordnung, aber keine Totalordnung. (m|n bedeutet hier: m
teilt n, d.h. es gibt ein k € NT mit n = km.)

BEIsPIEL 5.4. (P(M),C) ist eine Halbordnung, aber fiir |M| > 1 keine Totalordnung. (P (M)
bezeichnet die Potenzmenge der Menge M)

Wie jede bindre Relation kann man natiirlich auch Halbordnungen durch einen Graphen dar-
stellen, indem man die Elemente als Knoten interpretiert und zwischen zwei Knoten x,y eine
gerichtete Kante zeichnet, wenn z mit y in Relation steht. Viele der darzustellenden Kanten
sind allerdings redundant, sie lassen sich aus den definierenden Eigenschaften leicht wieder re-
konstruieren. Fiihrt man die folgenden drei Schritte durch, so erhélt man aus dem Graphen einer
(endlichen) Halbordnung (P, <) das Hassediagramm von (P, <):

o Weglassen aller Schlingen.

o Weglassen aller Kanten, die sich aufgrund der Transitivitdtsbedingung rekonstruieren
lassen, d.h. ist  <-y, so bleibt die Kante von x nach y erhalten, allen anderen Kanten
werden gestrichen. Mit anderen Worten: nur die unmittelbaren Nachfolger von x werden
von x mit einer Kante verbunden.

o Weglassen aller Orientierungen. Wegen der Antisymmetrie kann fiir x # y entweder
x < y oder y < z gelten aber nie beides zugleich. Zur Ubersicht zeichnet man bei 2 < y
(z # y) y oberhalb von z und kann die Orientierung der Kante weglassen.

"n der Literatur wird iiblicherweise der Terminus Antisymmetrie verwendet. Die genannte Eigenschaft ist
aber nicht das Gegenteil der Symmetrie.
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38 5. KOMBINATORISCHE PROBLEME AUF HALBORDNUNGEN

BEISPIEL 5.5. Das Hassediagramm der Relation (P({1,2,3}),<) (siehe Beispiel 5.4) hat die
folgende Gestalt:

{1,2,3}

(1.2} 131y (23}

{1} {3}

In der folgenden Definition sind weitere Begriffe fiir Halbordnungen zusammengestellt.
DEFINITION 5.6. Sei (P, <) eine Halbordnung.

(i) x,y € P heiffen vergleichbar, wenn x <y oder y < z gilt.

(ii) z,y € P heiffen unvergleichbar, wenn weder x <y noch y < x gilt.

(iii) Fine Teilmenge C C P heifst Kette von P, wenn je zwei Elemente aus T vergleichbar
sind. ((C,<) ist dann tbrigens eine Totalordnung.)
Die Lange einer Kette ist |C| — 1.

(iv) Eine Teilmenge A C P heifst Antikette von P, wenn je zwei Elemente aus A unver-
gleichbar sind.

(v) Eine Element m € P heifst maximales Element von P, wenn aus x > m die Gleich-
heit x = m folgt.

(vi) Eine Elementm € P heif$t minimales Element von P, wenn aus x < m die Gleichheit
x =m folgt.

(vii) Fin Element heifst Einselement, bezeichnet mit 1, wenn x < 1 fir alle x € P gilt.
Gibt es ein Finselement, so ist dieses das einzige mazrimale Element.

(viii) Ein FElement heifst Nullelement, bezeichnet mit 0, wenn 0 < x fiir alle x € P gilt.

Gibt es ein Nullelement, so ist dieses das einzige minimale Element.

(ix) Firz,y € P mit x <y heifit die Menge [z,y] :={z € P|z < zAz <y} das Intervall
von x nach y.

(x) (P, <) heifst lokalendlich, wenn fir alle v,y € P (mit x < y) das Intervall [z,y]
endlich ist.

(xi) (P,<) erfullt die Jordan-Dedekind-Kettenbedingung (J-D-Bed.), wenn fir al-
le x,y € P mit x < y alle (bez. <) mazimalen Ketten von = nach y (d.h. alle
grofitmaglichen Ketten in ([z,y], <)) endlich und gleichlang sind.

BEISPIEL 5.7. In (NT,|) bilden die Zahlen {2¥ |k > 0} eine Kette und die Primzahlen P =
{2,3,5,7,11,...} eine Antikette. 1 ist 0-Element, (N*,]|) ist lokalendlich und erfiillt die J-D-
Bed.

Von besonderem Interesse sind Halbordnungen mit 0-Element, die die J-D-Bed. erfiillen.

DEFINITION 5.8. Sei (P, <) eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element, die die J-D-Bed.
erfillt. Der Rang r(x) (fir x € P) ist die Linge einer mazximalen Kette von 0 nach x.

Die Rangzahlen N (k) sind durch
N(k) = {z € P|r(x) =k}
definiert.
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Die erste kombinatorische Aufgabe ist es, in einer Halbordnung mit 0-Element, die die J-D-Bed.
erfiillt, die Rangzahlen zu bestimmen.

BeispIEL 5.9. Die Halbordnung (N, <) hat als 0-Element die Zahl 0, und der Rang einer
natiirlichen Zahl n ist 7(n) = n. Die Rangzahlen der Halbordnung (N, <) sind alle N (k) = 1.

BEISpIEL 5.10. Die Halbordnung (P(M),C) hat als 0-Element die leere Menge @, und der
Rang einer endlichen Teilmenge A C M ist die Méchtigkeit r(A) = |A|. Die Rangzahlen der
Halbordnung (P(M), C) bei einer endlichen Menge M sind

v = (M),

BEISPIEL 5.11. Sei GF(q) ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und V' = GF(q)" der n-
dimensionale Vektorraum iiber GF(q). Es sei nun P die Menge aller (linearer) Teilrdume von
V. Dann ist (P, C) eine Halbordnung mit 0-Element, die die J-D-Bed. erfiillt. der triviale 0-
dimensionale Unterraum {0} ist 0-Element und der Rang eines Unterraums U von V ist die Di-
mension 7(U) = dim(U) tiber GF(q). Die Rangzahlen sind daher die ¢-Binomialkoeffizienten

n (n)g!

¥ = (1), = @ty

_qnfl qn_lf]. q271 Q*].
(n)g! = . .
T g-1 ¢-1 g—1 q-1

wobei

die g-Fakultét von n bezeichnet.

1.2. Satz von Dilworth und verwandte Resultate.

SATz 5.12. Sei (P, <) eine endliche Halbordnung. Dann ist die maximale Grifie einer Antikette
gleich der minimalen Anzahl k von paarweise disjunkten Ketten Cy,Cs,...,Ck (in P) mit

P=CiuCyU---UC(.
Eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Dilworth ist der sogenannte Heiratssatz.

SATZ 5.13. Es seien D und H zwei endliche disjunkte Mengen. Weiters sei jedem d € D eine
Teilmenge I'(d) C H zugeordnet.

Dann gibt es genau dann eine injektive Funktion ¢ : D — H mit der Bedingung ¢(d) € T'(d)
(fiir alle d € D), wenn fir alle Teilmengen U C D

U (@)

deU

(12) > |U|

gilt.

Dieser Satz kann folgendermaflen interpretiert werden: D sei eine Menge von Damen und H eine
Menge von Herren. Fiir eine Dame d € D sei I'(d) die Menge von Herren, die d bekannt sind.
Eine zuldssige Heirat ist nun eine injektive Funktion ¢ : D — H, die respektiert, dafl jede Dame
d € D einen ihr vorher schon bekannten Herren heiratet, d.h. ¢(d) € T'(d). Der Heiratssatz
besagt nun, dafl genau dann eine zuléssige Heirat moglich ist, wenn jede Gruppe U von Damen
insgesamt wenigstens so viele Herren kennen wie grofl ihre Anzahl ist, also (12).

Verwandte Resultate findet man in verschiedenen Bereichen der Mathematik. Wir geben ein
Beispiel aus der Graphentheorie und eines aus der Theorie der Permutationsmatrizen.
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DEFINITION 5.14. FEin Matching eines Graphen ist eine Teilmenge der Kantenmenge derart,
daf$ je zwei Kanten des Matchings keinen Knoten gemeinsam haben. Ein Transversalsystem
ist eine Teilmenge T der Knotenmenge, sodafs jede Kante des Graphen einen Knoten in T
beriihrt. Ein paarer Graph ist ein Graph, dessen Knotenmenge so in zwei Teilmengen parti-
tioniert werden kann, dafl keine Kante des Graphen zwei Knoten derselben Partition verbindet.

SaTz 5.15 (Konig, Egervary). In jedem endlichen paaren Graph ist ein mazimales Matching
genauso Transversalsystem.

DEFINITION 5.16. Eine quadratische Matriz (ai;); j=1,..n heifst doppelt stochastisch, wenn
alle Zeilensummen und alle Spaltensummen gleich 1 sind. Eine doppelt stochastische Matriz, die
nur die Fintrdge 0 und 1 besitzt, heifst Permutationsmatrix.

SATZ 5.17 (Birkhoff, von Neumann). Die doppelt stochastischen Matrizen bilden eine konvexe
Menge, deren Extremalpunkte genau die Permutationsmatrizen sind.

2. Arithmetische Funktionen und die Mo6biusinversion

2.1. Grundlegende Eigenschaften.

DEFINITION 5.18. Sei (P, <) eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element. Fine Funktion
f: Px P — R heifft arithmetische Funktion, wenn fir alle z,y € P mit © £ y der
Funktionswert f(z,y) =0 ist.

Sind f,g: P x P— R zwei arithmetische Funktionen, so wird durch
(f +9)(@,y) = fz,y) + g(z,y)
die Summe f + g und durch
(fxg) (@)= Y flz,2)9(zv)

z€[z,y]
die Faltung f % g definiert.
Eine arithmetische Funktion f : P x P — R heif$t eigentlich, wenn fiir alle x € P

f(@,z) #0
gilt.

Die algebraischen Eigenschaften der arithmetischen Funktionen sind im folgenden Satz zusam-
mengefaft.

SATz 5.19. Sei (P, <) eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element. Dann bilden die arithme-
tischen Funktionen auf P mit der Summe + und der Faltung * einen (nicht unbedingt kommu-
tativen) Ring mit Einselement.

Das neutrale Element der Faltung ist die Funktion 6 : P x P — R (Kronecker-0 ):

1 firz=y,
d(z,y) =
0 firxz+#y.

Die beziiglich der Faltung invertierbaren Funktionen sind genau die eigentlichen arithmetischen
Funktionen.
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2.2. Moébiusinversion.

DEFINITION 5.20. Sei (P, <) eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element. Die Zetafunktion
(:Px P —Rist durch

1 firx <y,
((z,y) =
0 sonst.
definiert. (Sie kann auch als charakteristische Funktion der Halbordnung gesehen werden.) Sie

ist invertierbar beziiglich der Faltung. Die zu ( inverse Funktion heifit Mobiusfunktion p :
PxP—R.

Die wichtigste Anwendung der Moébiusfunktion ist die folgende Umkehrformel.

SATZ 5.21. Sei (P, <) eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element und p : P x P — R
die dazugehorige Mdébiusfunktion. Fir eine Funktion f : P — R sei die (Summen-) Funktion
S¢: P — R durch

Sp(x) == f(2)
z€[0,7]
gegeben. Dann kann f aus den Werten von Sy mittels der Formel

fle) =Y Sp(2)u(z2)
z€[0,x]
wiedergewonnen werden.

BEISPIEL 5.22. Die Mobiusfunktion der Halbordnung (N, <) ist durch

1 firy=ux,
wlz,y) =9 -1 firy=o+1,
0 sonst

\

gegeben. Daher folgt aus
S(x) = f()
z=0

die Darstellung

T

f(x) =) Sp(2)ulz,x) = Sp(x) — Sy(a —1).

2=0

Das schwierigste Problem in diesem Zusammenhang ist es oft, die Mobiusfunktion explizit zu
bestimmen. In vielen Fillen kann man sich folgende Eigenschaft zunutzemachen.

SATZ 5.23. Es seien (P1,<1), (P, <2) zwei lokalendliche Halbordnungen mit 0-Element. Defi-
niert man auf P = P; X Py die Relation

(x1,22) < (Y1,y2) = (1 <1 1) A (22 <2 ¥2),

so ist (P, <) wieder eine lokalendliche Halbordnung mit 0-Element, die Produkthalbordnung, und
die Mébiusfunktion p: P x P — R berechnet sich aus den Mdbiusfunktionen py : PL X Pp — R,
JUR P2 X P2 — R durch

(1, 22), (Y1, y2)) = pa(z1, y1) - p2(x2, y2)-
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BEISPIEL 5.24. Sei M eine endliche Menge mit |M| = n Elementen. Dann ist die Halbordnung
(P(M), C) isomorph zur Halbordnung

n

[T({0.13, <),

i=1
und hat daher dieselbe Mébiusfunktion (wenn man die Elemente entsprechend identifiziert.) Da-

bei entspricht (0,0, ...,0) der leeren Menge @ und (1,1, ..., 1) der Menge M. Die Mébiusfunktion
wu(@, M) ist daher durch

n
we, M) = [[ne(0.1) = (~1)" = (- 1)
i=1
gegeben. Sind nun A, B zwei Teilmengen von M mit A C B, dann ist das Intervall [A, B|
isomorph zum Intervall [@, B \ A] und demnach
w(A,B) = u(e, B\ 4) = (~1)}-

BEISPIEL 5.25. Sei n eine positive natiirliche Zahl mit Primfaktorenzerlegung

,
n= prl
i=1

Dann ist die Halbordnung ([1,n],|) (wobei natiirlich [1,n] in diesem Zusammenhang die Menge
der Teiler [1,n] = {d € N |d|n} bezeichnet) isomorph zur Halbordnung

r

[0, 1,2, e}, <).

i=1
Daher bestimmt sich die Mébiusfunktion p(1,n) durch

p(l,n) = H/LS(()’ €i).
i=1

Aus Beispiel 5.22 erhilt man

1 fire=0,
p<(0,e) =49 —1 fire=1,
\ 0 sonst,
woraus man sofort .
1 fir n =1,
p(ln) =9 (=1)" fiir n=pipa---pr,
0 sonst

(
ablesen kann. Schliefilich ist fiir zwei natiirliche Zahlen m,n mit m|n das Intervall [m,n| zu
[1,n/m] isomorph und daher

:U'(ma n) = p(l, n/m>
Diese aus der Zahlentheorie bekannte klassische Mobiusfunktion ist pu(n) := u(1,n)
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3. Inklusions-Exklusions-Prinzip

Offensichtlich gilt fiir zwei endliche Mengen A, B
|AUB|=|A|+ |B|—|ANnB|.

Verallgemeinerungen dieser Formel fiir mehr als zwei Mengen lassen sich natiirlich induktiv
gewinnen, es soll aber hier gezeigt werden, wie man die Mobiusinversion auf ein Problem dieser
Art anwenden kann.

Es seien also Ay, As, ..., A, endliche Mengen (die alle Teilmengen einer entsprechend gewéhlten
endlichen Grundmenge M sind). Es sei Q = {1,2,..., ¢} die Menge der Indizes und (P(Q), 2)
die inverse Halbordnung der Teilmengen von @ (z.B. ist @ jetzt minimales Element). Fiir eine
Teilmenge I C @ sei f(I) durch

F) =40 () (M) 45)].

iel JjeQ\I

f(I) zdhlt also die Anzahl der Elemente x € M, die fiir alle ¢ € I in A; enthalten sind, aber in
keinem anderen A;, j € @\ I. Daraus ergibt sich direkt

Sp)= > f())=

1CJCQ

N

i€l

Aus der Mdobiusinversion ergibt sich daher

=% (= 4

ICJCQ jed

Durch Spezialisierung ergibt sich der folgende Satz.

SATZ 5.26. Es seien also Ay, Aa, ..., Ay endliche Mengen, die alle Teilmengen einer endlichen
Menge M sind, und es bezeichne Q@ = {1,2,...,q} die Menge der Indizes. Dann gilt fiir die
Anzahl by, 0 < p < q, der Elemente aus M, die genau in p der Mengen A1, Ao, ..., A, enthalten

sind,
b= Y ()

IcQ

N

el

Insbesondere erhélt man fiir p =0

Ayl = S
j=1

IcQ

A

il

bzw.

N

el

Ejf% = > (=p+ ;
j=1

o#ICQ
was natiirlich eine Verallgemeinerung der obigen Formel

|AUB| =|A| +|B| - |An B|.

darstellt. Dieses allgemeine Prinzip heifit Inklusions-Exklusions-Prinzip.
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BrispieL 5.27. Die Eulersche ¢-Funktion ist durch
o(n) == {k <n|ggT(k,n) =1}

definiert. Es sei nun n = p7* - - - p& die Primfaktorenzerlegung von n (mit paarweise verschiede-
nen Primzahlen p; € P). Es sei nun

A; = {k < n| pi|k}.
Dann gilt fiir alle I C {1,2,...,r}

n
iO] Hie[pi
und daher
pn) = |{1,2,...,n}\ [ 4
i=1
- Z (_1)\I| mAi
I6{1.2,...,r} iel
n
= > (Wil
1C{1,2,...,7} [Lics pi

() ()00

BEISPIEL 5.28. Es bezeichne D,, die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen 7 € S, d.h.

s U,

=1

D, =

9

wobei A; fir 1 < i <n die Menge
Aj:={m e S,|n(i) =1}
bezeichnet. Mit Hilfe der Beziehung

N A = (n—|1))
iel
erhilt man
D, = Sn\LnJAZ-
i=1
D DR LR
1C{1,2,...n}
(" " —
= > () - o
n _1)k
= n!kzzo( X

Offensichtlich gilt asymptotisch
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4. Die Teilbarkeitsrelation

4.1. Klassische arithmetische Funktionen.
DEFINITION 5.29. Eine Funktion f: Nt — C heifit (klassische) arithmetische Funktion?.

Die Summe f + g zweier arithmetischer Funktionen f,g: Nt — C ist durch

(f +9)(n) := f(n) + g(n)
(fxg)(n) = f(d)g

din

und die Faltung f * g durch

definiert.
Eine klassische arithmetische Funktion f : NT — C entspricht durch die Festsetzung

0 fir zfy,

flz,y) =
f(2)  fir xly,

einer arithmetischen Funktion f : N* x N* — C auf der Halbordnung (N*, |). Wegen
(f+g)(n)=>_ f(d)g %=§:fﬂwﬁﬁ¢NJ=(f*§XLn)
din dln
ist die allgemeine Definition der Faltung mit der klassischen Definition vertréglich.

SATz 5.30. Die klassischen arithmetischen Funktionen bilden mit der Summe + und der Fal-
tung * einen Integrititsbereich Ring (d.h. einen kommutativen Ring mit Einselement und ohne
Nullteiler). Das neutrale Element 6 : NT — C ist gegeben durch

1 firn=1,
d(n) =

0 firn>1.

Die beziiglich der Faltung invertierbaren arithmetischen Funktionen f : NT — C sind genau jene

mit f(1) # 0.

Auflerdem entsprechen einander auch die allgemeine und die klassische Mobiusinversion.

DEFINITION 5.31. Die (klassische) Mobiusfunktion p : Nt — C ist durch

1 firn=1,
(=1)" firn=pipa---py
p(n) =
mit verschiedenen Primzahlen p1,pa, ..., pr,
0 sonst

definiert.

2Es ist iiblich, in diesem Fall als Wertebereich die Menge der komplexen Zahlen C anstelle von R zu verwenden.
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SATZ 5.32. Sei f : Nt — C eine arithmetische Funktion. Weiters sei die (Summen-) Funktion
Sy : Nt — C durch

Si(n) == 3" £(d)
dn
gegeben. Dann kann f aus den Werten von Sy mittels der Formel
n
fn) =2 Sp(d)n()
d|n

wiedergewonnen werden.

BEIsPIEL 5.33. Es gilt
1 firn=1,
> u(d) = 6(n) =

dn 0 firn>1.

BEISPIEL 5.34. Die Eulersche ¢-Funktion erfiillt die Beziehung

Z o(d) =n.

din
Sie kann daher durch (@
n [
p(n) = Zﬂ(d)g = ”Z d
dn din

berechnet werden.

4.2. Multiplikative arithmetische Funktionen.

DEFINITION 5.35. Eine (klassische) arithmetische Funktion f : NT — C heifst multiplikativ,
wenn fiir alle m,n € NT, die teilerfremd sind (also ggT(m,n) =1)

fm-n) = f(m)- f(n)
gilt.
FEine (klassische) arithmetische Funktion f : NT — C heifit vollstindig multiplikativ, wenn
fiir alle m,n € Nt
fm-n) = f(m) - f(n)
gilt.

Die wichtigsten Eigenschaften dieser multiplikativen Funktionen sind im folgenden Satz zusam-
mengestellt.

SATZ 5.36. Es gelten die folgenden Figenschaften:

(1) Ist f : N — C multiplikativ und n = p$' - - - p&* die Primfaktorenzerlegung von n € Nt
dann gilt
f(n) = fy) - Fpi),
d.h. f ist durch Vorgabe von f(1) =1 und der Werte fiir Primzahlpotenzen bestimmt.
(2) Sind f : Nt — C und g : Nt — C zwei multiplikative Funktionen, dann ist auch die
Faltung f * g : Nt — C multiplikativ.
(3) Ist f : Nt — C multiplikativ mit f(1) = 1, dann ist auch die beziiglich der Faltung
inverse Funktion f~!:NT — C multiplikativ.
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BEISPIEL 5.37. Die Mébiusfunktion p(n), die Anzahl d(n) der Teiler von n
=21
dn
und die Summe o(n) der Teiler von n
=2 d
din

sind multiplikative Funktionen.

Vollstéindig multiplikative Funktionen haben nicht die Eigenschaft, dal ihre Faltung bzw. ihr
Inverses wieder vollstédndig multiplikativ sind. Trotzdem sind sie von besonderem Interesse.

SATZ 5.38. Es gelten die folgenden FEigenschaften.

(1) Ist f: Nt — C, f £ 0, vollstindig multiplikativ und n = p$* - - - p¢r die Primfaktoren-
zerlegung von n € Nt dann gilt f(1) =1 und

f(n) = f(p) - f(pr)rs

d.h. f ist durch Vorgabe von f(1) =1 und der Werte fiir Primzahlen bestimmit.
(2) Ist f: NT — C, f # 0, vollstindig multiplikativ, so ist die beziiglich der Faltung inverse
Funktion durch

gegeben.

BEISPIEL 5.39. Die Funktion N,(n) = n® ist vollstdndig multiplikativ, ihr Inverses daher durch
N1 (n) = pu(n)n® gegeben.

(67

BEISPIEL 5.40. Die Funktion

1 fir n =1,
An) = (—1)ertter iy n = PEpS - per
mit verschiedenen Primzahlen pq,po, ..., pr,

ist vollstdndig multiplikativ. Ihr Inverses bestimmt sich daher zu

A7Hn) = p(n)A(n) = |u(n)].
5. Zyklen unmarkierter Objekte

DEFINITION 5.41. Sei A eine kombinatorische Struktur und S = A* \ {e}. Ein Objekt o € S
heift primitiv, es kein Objekt 7 € S mit o = 7F gibt. Seien beispielsweise a, B € A, so ist
afBaa ein primitives Element von S, wihrend afaBaf nicht primitiv ist.

In analoger Weise sind primitive Elemente in Z(A) definiert.

SATZ 5.42. Sei A eine kombinatorische Struktur, S = A* \ {€} und P C S die Menge aller
primitiven Elemente aus S. Dann gilt fiir die BEF S(x,u) und P(x,u) der folgende Zusammen-
hang:

P(
S(z,u) = 1—uA ; ok uF
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Definiert man nun eine Halbordnung auf der Menge {z, 2%, 23,...} durch zf < 2™ genau dann,
wenn m ein Teiler von £ ist, so folgt fiir die Moébiusfunktion dieser Halbordnung

) = om0 = ().
Sei
flx) = ana:”,g(x) = Zf(a:k) und g/(z) = Zf(:vk)

n>1 E>1 k|2

Dann konvergiert gy(z) im Sinne der formalen Topologie gegen g(x). Weiters folgt aus der

Mobius-Inversionsformel
fl@) =" p(k)ge(a)
k|
und nach (formaler) Grenzwertbildung daher
fla) = p(k)g(z").
E>1
Diese Uberlegungen lassen sich direkt auf Funktionen in mehreren Variablen iibertragen. Daher
gilt
P( )_Z (k)S (2 k)_ZM
T,u) = I xut) = 1= P AQF)

k>1 k>1

Fiir die BEF der Zyklen, C(x,u), bzw. die BEF der primitiven Zyklen, Cp(z,u) gilt offenbar
Clz,u) = ZCp(wk,uk).
E>1

Da jedem primitiven Zyklus der Linge k genau k primitive Folgen der Lénge k entsprechen,
folgt

u dv k 1

k>1
und daher

m 1 n 1
C(z,u) = Z Z Mgn ) log 1— unA(zn) = ,; ¢§”L ) log 1—urA(zm)

n>1miln

6. Arithmetische Funktionen und erzeugende Funktionen

Arithmetische Funktionen auf Halbordnungen kénnen auch mit Hilfe von erzeugenden Funktio-
nen studiert werden. Hierbei treten weitere Typen von erzeugenden Funktionen auf.

6.1. Die Kette.

Bei der Kette (N, <) héngen die Funktionen ¢, und p wegen der Isomorphie [z,y] = [0,y — z]
nur von y — x ab. Daher konnen arithmetische Funktionen auf dieser Halbordnung auch als
Funktionen, die auf N definiert sind (also nur ein Argument haben), aufgefafit werden. Seien f
und g solche Funktionen, dann definieren wir die die erzeugenden Funktionen

F(z) =Y f(k)2" und G(z) =) _ g(k)2".

k>0 k>0
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Die erzeugende Funktion der Faltung f g ist dann F'(z)G(z). Die erzeugenden Funktionen der
Grundfunktionen ¢, 4 und ¢ sind dann 1%2, 1— 2z bzw. 1.

6.2. Potenzmengen.

In der Halbordnung der Teilmengen einer endlichen Menge gilt [A, B] = [@, B\ A]. Dariiberhinaus
sind die Werte f(@, C) einer arithmetischen Funktion f nur von der Kardinalitéit von C' abhéingig.
Wir kénnen daher fiir jede arithmetische Funktion f eine (genauso bezeichnete) Funktion defi-
nieren:
f(IB\ A]) := f(A,B) = f(o,B\ A).
Die Faltung ist dann iiber
n
Foom =B\ = 3 10\ AD1B\CD =3 (1) o~

ACCCB k=0

Daher ist hier die Wahl der exponentiellen erzeugenden Funktionen zweckméfig. Setzt man
k k

(=)= > f(k) 75 wnd G(=) = > g(k) 5.

dann wird die Faltung f % g durch F(2)G(z) beschrieben. Die erzeugenden Funktionen von ¢
und g sind e® bzw. e”%.

6.3. Teilbarkeit.

Auch in der Halbordnung (N, |) sind die Werte der arithmetischen Funktionen nur vom Iso-
morphietyp des Intervalls abhéngig. Man erhilt dann gerade die klassischen arithmetischen
Funktionen f : N — C. Die Faltung auf der Halbordnung {ibersetzt sich in

(f * g)(n gnf )9 ()

Die zweckméfligsten erzeugenden Funktionen sind dann die sogenannten Dirichletschen Reihen:
Sei f: NT — C eine (klassische) arithmetische Funktion. Dann ist die Reihe

/()
)=
n>1
die zu f gehorige Dirichletsche Reihe.
Bei Konvergenziiberlegungen betrachtet man iiblicherweise nicht nur s € R, sondern s € C. Es
stellt sich heraus, dafi aus der Konvergenz von F(s) an einer Stelle sy € C auch die Konvergenz
fir alle s € C mit R(s) > R(sg) folgt. Es gibt daher fiir jede Dirichletsche Reihe F'(s) eine
sogenannte Konvergenzabszisse o, € [—00, 00| mit der Eigenschaft, dal F(s) fiir alle s € C

mit R(s) > o, konvergiert und fiir alle s € C mit R(s) < o, divergiert. Beispielsweise hat die
Riemannsche Zetafunktion )
=2

n>1
die Konvergenzabszisse 0. = 1. Es stellt sich auch heraus, dafl eine Dirichletsche Reihe F'(s) fiir
alle s € C mit R(s) > o. + 1 absolut konvergiert. Die Reihe

-1 n—1
P

n>1
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hat Konvergenzabszisse . = 0, sie konvergiert aber fiir alle s € C mit R(s) > 1 absolut.

Natiirlich kann (und soll) man Dirichletsche Reihen auch als formale Reihen auffassen. Dann gilt
fiir zwei (klassische) arithmetische Funktionen f, g : Nt — C mit dazugehorigen Dirichletsche
Reihen F(s) und G(s): Die Dirichletsche Reihe der Faltung f * g gerade das Produkt F'(s)G(s).
Aus dieser Eigenschaft lassen sich viele Dirichletsche Reihen mit Hilfe der Riemannschen Zeta-
funktion darstellen.

SATz 5.43. Die Dirichletschen Reihen der Funktionen No(n) = n®, p(n), d(n), o(n), p(n), A(n)
sind durch

Z Na(n) = C(S - Oé),

n>1 n’

p(n) 1
Zow T
> ey
n>1
> = (e,
n>1

o) _ Gs-1)
Zow T

M) _ <)
2w T W

gegeben.

Dirichletschen Reihen multiplikativer und vollstédndig multiplikativer Funktionen kénnen wir
auch durch ein unendliches Produkt, durch ein sogenanntes Eulerprodukt darstellen (im for-
malen Sinn bzw. im Fall absoluter Konvergenz).

SATZ 5.44. Fiir eine multiplikative Funktion f : Nt — C gilt

fn) _ flp) | f?
Z ns _H<1+ ps + p2s +)

n>1 pEP

Fiir vollstindig multiplikative Funktionen f : NT — C gilt sogar

n 1
ST T

n>1 peP (p)p—s

Beispielsweise gilt fiir s € C mit R(s) > 1

1 1
C(S):Zﬁznl_p—s'

n>1 peP

6.4. Teilrdume endlicher Vektorrdume.

Wir betrachten die Teilrdume eines Vektorraums GF(q)" mit der Unterraumrelation als Hal-
bordnung. Hier gilt [U,V] = [{o}, V/U]. Wegen dimV/U = dimV — dimU héngen die Werte
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arithmetischer Funktionen nur von den Dimensionen der Vektorraume ab. Wir konnen daher zu
jeder arithmetischen Funktion f eine Funktion f : N — C definieren durch
f(dimV —dimU) = f(U,V) = f({o},V/U)

Gemaéf dieser Definition ist dann die Faltung durch

(g =3 (Z) F()g(n— k)
k=0 q

gegeben. Wir ordnen daher jeder Funktion f die erzeugende Funktion Fy(z) = ano f(n) ool
zu. Der Funktion ( ist dann die g-Exponentialfunktion

Daraus folgt auch
dimvfdimU)

M(Ua V) _ (_1>dimV—diqu( 5

7. Verbinde

In diesem Abschnitt wollen wir einige Satze iiber die Mobiusfunktion in Verbéanden vorstellen.

DEFINITION 5.45. Sei (H, <) eine Halbordnung und x,y € H. Ein Element z € H heiffit obere
Schranke von x und y, falls x < z und y < z. Analog sind untere Schranken definiert.

DEFINITION 5.46. Fine Halbordnung (L, <) heifst Verband, falls zu je zwei Elementen x,y € L
immer eine grofite untere und eine kleinste obere Schranke existieren. Diese werden auch als
Minimum bzw. Mazimum bezeichnet und als x ANy bzw. x V y notiert.

DEFINITION 5.47. Sei (L, <) eine Halbordnung und x,y € L.y heifit direkter Nachfolger von
x, in Zeichen: x < -y, wenn es kein z € L\ {z,y} mit x < z <y gibt.

SATzZ 5.48. Sei L ein Verband. Dann gilt:

(1) A und V sind assoziativ, kommutativ und idempotent. Letzteres bedeutet, dafs fiir alle
xeL gilt: xtNr=x,2Vx=ur.

(2) Fiir alle x,y € L gilt x A (x Vy) und zV (x Ay) =z (Verschmelzungsgesetze)

(3) Die drei Aussagen x ANy =x, xVy =y und x <y sind dquivalent.

(4) Ist L endlich, so existiert ein minimales Element 0 und ein mazimales Element 1.

Wichtige Halbordnungen sind jene, die die J-D-Bed. erfiillen. Die Verbénde mit dieser Eigen-
schaft kénnen charakterisiert werden:

SATZ 5.49. Sei L ein endlicher Verband. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) L erfilllt die J-D-Bed., d.h. es existiert eine Rangfunktion r : L — Ny. Es gilt dann
r(z)+r(y) >r@Ay)+r(zVy).
(2) L ist semimodular, d.h., aus x ANy < -x und x Ay < -y folgt x < -xVy undy < -xVy.



52 5. KOMBINATORISCHE PROBLEME AUF HALBORDNUNGEN

SATZ 5.50. Sei L ein endlicher Verband und 0 < a und b < 1. Dann gilt
Z w(0,z) =0 und Z wu(z,1) =0.
z mit zvVa=1 z mit zAb=1
KOROLLAR 5.51. Sei L ein endlicher und semimodularer Verband, x,y € L, x < y. Dann gilt
(1)@= sgn pu(z, y) > 0.

BEISPIEL 5.52. Sei I, der Verband der Partitionen einer n-elementigen Menge mit der Hal-
bordnung A < B genau dann, wenn A feiner ist als B, d.h., jeder Block von A ist in einem
Block von B enthalten. Falls B die Blocke by, ..., by und A die Blocke a;; miti=1,...,k und
j=1,...,n; mit

.
b; = djzzlaija

dann gilt [A, B] = 1I,,, x II,,, X --- x II,,, . Daraus folgt

k
i=1

Mit Hilfe der obigen Resultate laf$t sich dann
p(Om,,, 1n,) = (=1)" " (n — 1)!

zeigen.



KAPITEL 6

Poélyasche Abzihltheorie

1. Lemma von Burnside

Gesucht sei die Anzahl der Moglichkeiten, die sechs Seitenflichen eines Wiirfels zu firben, so
dafl vier Fldchen griin und zwei rot gefiarbt werden. Dabei soll zwischen zwei Farbungen nicht
unterschieden werden, wenn sie durch Drehung des Wiirfels im Raum auseinander hervorgehen.

Eine Problemstellung dieser Art kann in folgender Weise formalisiert werden: Es sei M eine
endliche Menge (z.B. alle méglichen Farbungen eines Wiirfels) und & eine Untergruppe von &y
der Permutationsgruppe der Elemente von M, d.h. w € & ist eine bijektive Abbildung 7 : M —
M (z.B. die durch Drehungen des Wiirfels induzierten Abbildungen M — M). Wir nennen zwei
Elemente f,g € M &quivalent, i.Z. f ~ g, wenn es ein 7 € & mit 7(f) = g gibt. Offensichtlich
ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Es besteht nun die Frage, wie viele Aquivalenzklassen es
gibt? (Im oberen Beispiel ist dies gerade die Anzahl der gesuchten Farbungen.)

Die Antwort gibt das Lemma von Burnside

SATZ 6.1. Sei M eine endliche Menge und & eine Untergruppe von &pr. Dann ist die Anzahl
der Aquivalenzklassen der Relation ~ (f ~g<= 3n € & :g=mn(f)) durch

IM/~|=|(,15‘Z!{f6M|7T(f)=f}I

TES
gegeben. (M/ ~ bezeichnet die Menge der Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~.)

BEISPIEL 6.2. Sei M (wie oben) die Menge der méglichen Fiarbungen der sechs Fléchen eines
Wiirfels (mit dem Koordintaenursprung als Mittelpunkt), wobei vier Fldchen griin und zwei
Farben rot gefarbt sind. Weiters sei & die Menge der Abbildungen 7 : M — M, die durch
die Drehungen des Raumes induziert werden, die den Wiirfel auf sich abbilden. Die Anzahl der
(durch ® induzierten Aquivalenzklassen ist genau die Anzahl der im wesentlichen verschiedenen
Farbungen, d.h. zwei Farbungen werden als gleich angesehen, wenn sie durch Drehung des
Wiirfels ineinander iibergehen.)

Um fiir dieses Beispiel das Lemma von Burnside anwenden zu kénnen, mufl man & genau
beschreiben und fiir alle 7 € & die Anzahl der Fixpunkte [{f € M |x(f) = f}| bestimmen.
Dazu beachte man, dafi Drehungen im Raum (mit Ausnahme der Identitit) eine eindeutig
bestimmte Drehachse haben. Will man Drehungen des Raumes bestimmen, die einen Wiirfel
auf sich abbilden, so muf} die Drehachse eine Symmetrieachse des Wiirfels sein. Es konnen daher
nur folgende Félle auftreten.

a) Die Identitét id ist (natiirlich) in &. Alle (g) = 15 Farbungen des Wiirfels sind Fix-
punkte.

b) Die Drehachse verbindet die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen und man
dreht um 90° in die eine oder andere Richtung. Es gibt 3 -2 = 6 Drehungen dieser Art.

53
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Die einzige Féarbung, die bei so einer Drehung in sich iibergeht (also Fixpunkt ist), ist
jene, wo die Flidchen, die durch die Drehachse geschnitten werden, rot gefiarbt sind.

c¢) Die Drehachse verbindet wieder die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen
und man dreht um 180°. Es gibt drei Drehungen dieser Art, und es gibt jeweils drei
Farbungen, die Fixpunkte sind, ndmlich jene, wo zwei gegeniiberliegende Flichen rot
gefiarbt sind.

d) Die Drehachse verbindet die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten, und man
dreht um 180°. Es gibt sechs Drehungen dieser Art, und zu jeder gibt es drei Farbungen,
die Fixpunkte sind. Farbt man ndmlich zwei Flichen, die so eine Kante gemeinsam
haben, rot, so hat man einen Fixpunkt. Davon gibt es zwei Moglichkeiten. Die dritte
Fixpunkt ist jene Farbung, wo jene (gegeniiberliegende) zwei Féichen rot gefirbt werden,
die nicht an diese zwei Kanten angrenzen.

e) Die Drehachse verbindet zwei gegeniiberliegende Eckpunkte, und man dreht um 120°
in die eine oder andere Richtung. Es gibt 4 - 2 = 8 Drehungen dieser Art, aber keine
Farbung, die durch so eine Drehung in sich tibergefiihrt wird.

Insgesamt hat die Gruppe &
6| =1+6+3+6+8=24
Elemente, und es gibt
15+64+9+184+0=148

Fixpunkte. Nach dem Lemma von Burnside gibt es also 48/24 = 2 Aquivalenzklassen, also nur
2 (im wesentlichen) verschiedene Farbungen.

2. Zyklenzeiger von Permutationsgruppen

2.1. Zyklentyp und Zyklenzeiger.

DEFINITION 6.3. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen und m € &y eine Permutation
der Elemente von M. Der Zyklentyp ZT(mw) von m ist durch das Monom

ZT () = xi\l(ﬂ)xgz(ﬂ) g ()

gegeben, wobei \j() der Anzahl der Zyklen der Linge j in der kanonischen Zyklenzerlegung von
w bezeichnet.

Sei weiters & eine Untergruppe von Syr. Dann ist der Zyklenzeiger Pg(x1,xo,...,2,) das
Polynom

1
Pg(x1,29,...,2p) := @ Z ZT(r).

Ted

2.2. Zyklenzeiger wichtiger Gruppen.

SATZ 6.4. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen und es bezeichne &, = &)y die Menge
der Permutationen der Elemente von M.

(1) Die (triviale) Untergruppe &, = {id} von &,, hat den Zyklenzeiger
Pg, (z1,22,...,2y) = x7.

(2) Die gesamte Gruppe &,, hat den Zyklenzeiger

1 n! ki k
Ps (x1,29,...,25) = — E afighe gk
n(T1, 250, ) n!  kalko! ekl TR2k2 ke T2 n
k1+2ka+--+nkn=n
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(3) Eine zyklische Untergruppe 3, von &, der Ordnung n (sie wird z.B. von der zyklischen
Permutation m = (12---n) erzeugt) hat den Zyklenzeiger

1 d
Ps (x1,29,...,2,) = - Z o(d) 333/ ’
dln
wobet ¢ die Fulersche p-Funktion bezeichnet.

Die Zyklenzeiger der symmetrischen Gruppen &, kénnen auch durch eine kombinatorische Kon-
struktion erzeugt werden, ndmlich durch

(13) > Po,(@rmn, . a )t = e
n>0
Die exponentielle erzeugende Funktion tk% zahlt die zyklischen Permutationen der Lénge k, die
mit (dem Zyklentyp) zj markiert werden. Die EEF
323
3

beschreibt daher die zyklischen Permutationen (jeweils versehen mit dem entsprechenden Zy-
klentyp) und daher

X
tx1+t2?2+ T

plo1 T2 F A3 e

die Mengen von Zyklen, also alle Permutationen wieder versehen mit dem richtigen Zyklen-
typ. Der Koeffizient von ¢"/n! ist daher die Summe aller Zyklentypen der Permutionen von n
Elementen. Daher gilt (13).

Eine fiir die Anwendungen wichtige Klasse von Gruppen sind die Symmetriegruppen von geo-
metrischen Objekten. Das sind jene Drehungen (und Spiegelungen), die diese Objekte in sich
iiberfithren.

SATZ 6.5. Die Menge aller Drehungen in der Ebene, die ein regelmdfsiges n-Eck in der Ebene
in sich dberfiihren bildet eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Diese induziert eine zyklische
Untergruppe der Permutationen auf den n Eckpunkten.

Die Symmetriegruppe des regelmdifigen n-Ecks besteht aus den obengenannten n Drehungen und
aus n Spiegelungen, wobei die Spiegelungsachsen (durch den Ursprung und) durch einen Eck-
punkt oder durch den Mittelpunkt einer Seitenkante gehen. Diese Gruppe induziert daher eine
Gruppe von Permutationen (der Ordnung 2n) auf den n Eckpunkten, die sogenannte Dieder-
gruppe 9,, deren Zyklenzeiger fir gerade n durch

1 1 1 _
Py, (z1,29,...,2,) = §P3n(m1,a:2, cey Xp) ng/Q + Ex%xgn 2)/2
und fiir ungerade n durch
1 1 _
Py, (x1,29,...,2,) = §P3n(x1, Xy ..., Tp) + im%xgn /2

gegeben ist.

Die Drehsymmetriegruppen fiir Tetraeder und Wiirfel haben folgende Gestalt.

SATZ 6.6. Es gibt genau 12 Drehungen im Raum, die ein regelmdifiges Tetraeder in sich
tberfihren. Die dadurch indzierte Permutationsgruppe auf den 4 Ecken bzw. auf den 4 Flichen
hat den Zyklenzeiger

1
ﬁ(xil + 8x1x3 + 3x%),
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und die entsprechenden Permutationsgruppen auf den 6 Kanten

1
ﬁ(as? + 3zia3 + 823).
SATZ 6.7. Es gibt genau 24 Drehungen im Raum, die einen Wiirfel in sich tberfiihren. Die

dadurch indzierte Permutationsgruppe auf den 8 Ecken hat den Zyklenzeiger

1
ﬂ(xéf + 623 + 325 + 63 + Sx2x3),

die entsprechende Permutationsgruppe auf den 6 Flichen

1
ﬂ($? + 622wy + 32223 + 625 4 8x3)

und die auf den 12 Kanten

i(l‘? + 623 + 325 + 62325 + 8x3).

Man beachte, dafl Wiirfel und Oktaeder zueinander dual sind. Man kann ndmlich in einen Wiirfel
ein Oktaeder einschreiben, wobei die Flichenmittelpunkte des Wiirfels die Eckpunkte des Ok-
taeders sind. In derselben Weise kann man einem Oktaeder einen Wiirfel einschreiben. Daraus
erkennt man, dafl Wiirfel und Oktaeder dieselben Drehsymmetriegruppen besitzen. Weiters be-
stehen natiirliche Bijektionen zwischen den Flichen des Wiirfels und den Ecken des Oktaeders,
zwischen den Ecken den Wiirfels und den Flidchen des Oktaeders und zwischen den Kanten der
beiden Objekte. Die Zyklenzeiger der entsprechenden Permutationsgruppen fiir das Oktaeder
konnen daher aus dem vorigen Satz entnommen werden, indem man die fiir Ecken und Fléachen
gegeneinander austauscht.

In derselben Weise sind Isokaeder und Pentagondodekaeder zueinander dual und das Tetraeder
selbstdual.

3. Satz von Polya

Die Situation des Lemma von Burnside soll nun etwas spezialisiert werden. Es seien D, R zwei
endliche Mengen und M = RP, also alle Funktionen f : D — R. (Im oberen Beispiel wire D
die Menge der Seitenfliichen eines Wiirfels und R die Menge der Farben griin und rot.) Weiters
sei & eine Untergruppe von &p. Eine Permutation 7 € ® induziert durch die Festlegung

(@ (f) (@) = f(7(2))

eine Permutation 7 € Sj;. Offensichtlich ist die dadurch einstehende Menge & eine Untergruppe
von Sys und in natiirlicher Weise isomorph zu &.

Wieder heiflen zwei Funktionen f,g € M dquivalent, i.Z. f ~ g, wenn es eine Permutation 7 € &
mit 7(f) = g gibt.

Jedes Element r € R habe ein Gewicht w(r), d.h. es gibt eine Abbildung w : R — W von R in
eine Menge von Gewichten. (Im obigen Beispiel kénnte man etwa w(griin) := ¢g und w(rot) :=r
setzen.) Jeder Abbildung f € M = RP wird nun ein Gewicht

w(f) =[] f=)
xeD

zugeordent. (Beispielsweise hat in unserem Beispiel eine fiir uns interessante Fiarbung f das
Gewicht w(f) = g*r?.) Streng genommen ist w(f) ein Element aus dem Polynomring R[W].
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LEMMA 6.8. Fir f,g € RP gilt
f~g=w(f) =w(g).

Demnach kann man auch fiir eine Klasse C' € M/~ das Gewicht
w(C) = w(f) firein f € C
in natiirlicher Weise definieren.

Der Satz von Pdlya gibt nun eine genaue Auskunft iiber die Verteilung der Gewichte auf die
Klassen.

SATZ 6.9. Seien R, D endliche Mengen, & eine Untergruppe von &p und M = RP. Dann gilt
mit den obigen Bezeichnungsweisen

> w(C)=Ps <Zw(r),2w(r)2,...,Zw(r)|D> :

CeM/~ reR reR reR

KOROLLAR 6.10.

BEISPIEL 6.11. Sei M die Menge der moglichen Firbungen der sechs Fléchen eines Wiirfels (mit
dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt) mit den Farben griin und rot, also M = RP, wobei
D die sechs Flichen des Wiirfels beschreibt und R = {griin, rot} ist. Weiters sei w(griin) := g
und w(rot) := r und & die Gruppe der Drehungen, die den Wiirfel auf sich abbilden. Der
Zyklenzeiger dieser Gruppe, aufgefafit als Permutationsgruppe auf den Fléchen, ist
1
Pg(x1,...,26) = ﬂ(:nff + 62224 + 32323 + 625 4 8x3).

Nach dem Satz von Pdlya ist daher die Anzahl der verschieden Féarbungen der sechs Flichen,
wobei vier Flichen griin und zwei rot gefirbt werden sollen, und zwei Féarbungen als gleich
gelten, wenn sie durch Drehung des Wiirfels ineinander iibergehen, durch

[g4r2]Pg5 (g+r, g* +r2 g3 + 13, g4 + 7, ¢ +1r° ¢ + r6)

= [947“2]% ((g+m)°+6(g+7r)(g" +r) +3(g+7)%(g° +7°)* +6(g° +%)° +8(¢° + %))

1
= ﬂ(15+6+3-3+6-3+8-0)

4

24
gegeben.
Die Anzahl aller moéglichen Farbungen mit den zwei Farben griin und rot ist

240
Ps(2,2,2,2,2,2) = o= 10.

Dabei sind natiirlich die Farbungen mit genau einer Farbe auch mitgezdhlt worden. Es gibt
daher 10 — 2 = 8 verschiedene Farbungen, wobei beide Farben Verwendung finden.

4. Weitere kombinatorische Konstruktionen

Im Kapitel 3 wurden verschiedene kombinatorische Konstruktionen fiir unmarkierte und mar-
kierte Objekte vorgestellt. Dabei wurde zwar weitgehend, aber nicht vollstdndig parallel vor-
gegangen. Diese Liicke wird nun mit Hilfe des Satzes von Polya geschlossen. Weiters wird die
Multimengenkonstruktion noch einmal genauer studiert.
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SATZ 6.12. Sei A eine kombinatorische Struktur unmarkierter Objekte und A(x) die EF von
A. Betrachtet man nun alle k-Tupel (a1,as,...,ax) von Elementen aus A, wobei zwei k-Tupel
miteinander identifiziert werden, wenn sie durch zyklische Vertauschung ineinander tibergehen,
so entsteht eine neue kominbatorische Stuktur C, die Zyklen der Linge k. Ihre EF ist durch

C(x) = Ps, (A(z), A(z?),..., A(z"))
gegeben.

SATZ 6.13. Sei A eine kombinatorische Struktur unmarkierter Objekte und A(z) die EF von
A. Betrachtet man nun alle k-Tupel (a1,as,...,ar) von Elementen aus A, wobei zwei k-Tupel
miteinander identifiziert werden, wenn sie durch Permutation ineinander ibergehen, so entsteht
eine neue kominbatorische Stuktur C', die Multimengen der Grofle k. [hre EF ist durch

C(z) = Ps, (A(z), A(z?), ..., A(z"))

gegeben.

Man beachte, dafl die entsprechenden Konstrgktionen f}'ir markiertg Objekte })ereits in Kapitel 3
besprochen wurden. Die EEFen waren dort C(z) = 1 A(2)* bzw. C(z) = 4 A(z)*.

Weiters beachte man, dafl die Beziehung

Z P@k(A((E), A(.T2), o A(Zbk)) _ eA(x)+%A(z)2+%A(x)3+-..
k>0

gelten muB. Dies ist {ibrigens in Ubereinstimmung mit der im zweiten Abschnitt angegeben
Formel

t $2%2 14373 4 .
E P@;n(xl,xg,...,xn)t”:exl+ 3 T s
n>0

indem man ¢ = 1 und z; = A(z7) setzt.

BEISPIEL 6.14. Bei den ebenen Wurzelbdumen P, die durch die symbolische Gleichung P =
{0} x P* beschrieben werden, besteht noch eine eindeutige links-rechts-Reihenfolge der von der
Wurzel ausgehenden Teilbdume. Diese Eigenschaft ist fiir den rekursiven Aufbau (der sich in der
Gleichung P = {o} x P* widerspiegelt wesentlich. Méchte man jedoch wirklich Wurzelbidume
in der Ebene W betrachten, also zwei Bdume als gleich betrachten, wenn sie durch zyklische
Vertauschung der Teilbdume, die von der Wurzel ausgehen, auseinander hervorgehen, so mufl in
einem letzten Schritt aus den ebenen Wurzelbdumen mit Hilfe einer Zykluskonstruktion diese
kombinatorische Struktur beschrieben werden. Bezeichnet man mit Ci(P) einen Zyklus der
Lénge k von ebenen Wurzelbdumen, so sind die Wurzelbdume in der Ebenen gerade die Struktur

W ={o} x (P+ Co(P)+ C3(P)+---).
Die EF w(z) ist daher durch

w(z) =) Py, (p(2), p(a?), ..., p(z"))

k>0

gegeben, wobei
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die Gleichung p(z) = z/(1 — p(z)) erfiillt. p(z) hat Konvergenzradius +. p(z?) hat daher Kon-

vergenzradius \/g = % usw. Daraus erkennt man, dal die hier auftretende Summe durch
1
S Ps () o), op@) = ST (@) i)
k>0 k>0
= log— +ri(x
1 —p(z) )

beschrieben werden kann, wobei r1(z) eine analytische Funktion ist, die Konvergenzradius %
hat. Daher hat w(x) die Darstellung

_ _%@Jr O((1 — 42)%/) + ro(2),

wobei ro(z) wieder eine analytische Funktion mit Konvergenzradius % ist. Wegen Satz 3.40 erhalt
man daher fiir die Anzahl w,, der Wurzelbdume in der Ebene

o
wn_Qﬁn3/2 n))’






KAPITEL 7

Graphentheorie

Alle in diesem Kapitel vorkommenden Graphen sind endlich.

1. Grundlegende Begriffe

1.1. Knoten, Kanten und Knotengrade.

DEFINITION 7.1. Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Knotenmenge V =V (G) und einer
Kantenmenge E = E(G). Dabei ist eine Kante e € E(G) entweder gerichtet, d.h. ein geordnetes
Paar e = (v1,v2) von zwei Knoten vy, vy € V(G), oder ungerichtet, d.h. ein ungeordnetes Paar
e = (v1,v2) von zwei Knoten vy,vy € V(G).} Im gerichtete Fall heifit v Anfangsknoten und
vy Endknoten von e.

Sind alle Kanten e € E(G) gerichtet, so spricht man von einem gerichteten Graphen, sind
hingegen alle Kanten e € E(G) ungerichtet, so heifst G ungerichteter Graph.?

In der obigen Definition sind auch Kanten der Form (v, v) (bzw. (v, v)) zugelassen. So eine Kante
heiflt auch Schlinge.

Sind zwei Knoten v, w eines Graphen durch eine Kante verbunden, so heiflen v und w auch
adjazent. Weiters inzidieren Knoten v, w mit einer Kante, die sie verbindet.

Die Anzahl der Knoten eines Graphen G wird auch mit ag(G) = |[V(G)| und die Anzahl der
Kanten mit a1 (G) = |E(G)| bezeichnet.

Es ist auch moglich, Graphen mit Mehrfachkanten zu betrachten. Hier kann man aber Kanten
nicht mehr mit Paaren von Knoten identifizieren. Einer allgemeinen Kante e werden zwei Knoten
v1, v zugeordnet, die als Anfangs- bzw. Endknoten interpretiert werden kénnen. Zwei verschie-
dene Kanten konnen daher (in diesem Rahmen) durchaus dieselben Anfangs- und Endknoten
besitzen.

DEFINITION 7.2. Fin Graph G = (V, E) heifst schlicht oder einfach, wenn G keine Schlingen
(und keine Mehrfachkanten) enthdlt.

DEFINITION 7.3. In einem schlichten ungerichteten Graphen G heiflen die zu v € V(G) adja-
zenten Knoten

I'w)={we V(G)|(v,w) € E(G)}
Nachbarn von v.

Die Anzahl
d(v) = [P(v)| = {w € V(G) | (v,w) € E(G)}|

IDiese Notation der geordneten bzw. ungeordneten Paare weicht ein wenig von der bisher verwendeten ab,
wo (a, b) ein geordnetes Paar bezeichnet hat.

2Ein Graph ist natiirlich eine alternative Beschreibung einer binidren Relation auf einer Menge V. Dabei
beschreibt ein gerichteter Graph eine allgemeine Relation und ein ungerichteter Graph eine symmetrische Relation.

61
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der Nachbarn von v € V(G) ist der Knotengrad von v € V(G)
In einem gerichteten Graphen G heiflen die Elemente von

') ={w e V(Q) | {(v,w) € E(G)}
Nachfolger des Knoten v € V(G) und

I' (v) ={w e V(Q)|(w,v) € E(G)}
Vorgénger von v € V(G). T'(v) =" (v) UL~ (v) bilden die Nachbarn von v € V(G).
Die Anzahl

d*(v) =" (v)| = {w € V(G) | {v,w) € E(G)}].

der Nachfolger von v € V(G) ist der Weggrad von v € V(G).
Die Anzahl

d~(v) = {w € V(G) [ (w,v) € E(G)}|.
der Vorginger von v € V(QG) ist der Hingrad von v € V(QG)

Der minimale Grad, der in einem Graphen G auftritt, wird mit 6(G) bezeichnet, der Mazimalgrad

mit A(G).

Mit e(G) = z;ggg wird die Dichte eines Graphen bezeichnet. Die Dichte ist halb so grof§ wie
der mittlere Knotengrad d(G).

Man beachte, dafl bei gerichteten Graphen in dieser Definition Schlingen zugelassen sind. Liefle
man auch im ungerichteten Fall Schlingen zu, so miiiten diese bei der Gradberechnung doppelt
gezahlt werden.

SATZ 7.4. In einem schlichten ungerichteten Graphen G gilt

S d(v) = 21E(G)]

veV(Q)

In einem ungerichteten Graphen G gilt hz’ngegen

> dt(w Z d- E(GQ)|.

veV(G) veV (G

1.2. Teilgraphen.

DEFINITION 7.5. Ein Graph G' = (V' E') heifst Teilgraph eines Graphen G = (V, E) wenn
V' CV und E' C E gelten.

FEin Teilgraph G' = (V', E') eines Graphen G = (V, E) heifit induzierter Teilgraph, wenn E’
alle Kanten aus E enthidlt, fiir die Anfangs-, und Endknoten in V' liegen, d.h. E' muf nicht extra
angegeben werden, sondern wird durch Vorgabe von G und V' induziert. Der von V' induzierte
Teilgraph wird mit G[V'] bezeichnet.

Auf der Menge aller Teilgraphen eines Graphen G konnen Durchschnitt und Vereinigung von
Teilgraphen definiert wereden, indem man die entsprechenden Operationen auf die Knoten- und
die Kantenmenge anwendet.

DEFINITION 7.6. Unter dem komplementiren Graph G¢ eines Graphen versteht man einen
Graphen mit derselben Knotenmenge wie G, in dem je zwei Knoten genau dann durch eine
Kante verbunden sind, wenn das in G nicht der Fall ist. Die Vereinigung G U G¢ ist daher der
Graph mit derselben Knotenmenge wie G, in dem je zwei Knoten durch eine Kante verbunden
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sind. Dieser Graph wird der vollstindige Graph mit n = ay(G) Knoten. Er wird mit K,
bezeichnet.

1.3. Kantenfolgen.

DEFINITION 7.7. Eine Folge von Kanten ey, ea,... e, € E(G) eines ungerichteten Graphen G
heifst Kantenfolge, wenn es Knoten v,vy,va,...,vk_1,w € V(G) mit

e1 = (v,v1),e2 = (V1,02), ..., €1 = (Vk—2,Vk—1), €k = (Vp—1, W)

gibt, d.h. man kann die Kanten ey, e, ..., er “ohne Absetzen” durchlaufen. Man sagt auch dafs
die Kantenfolge e; (1 <j <k) die Knoten v und w verbindet. Die Anzahl k der Kanten ist die
Lange der Kantenfolge. Fine Kantenfolge der Linge 0 besteht aus keiner Kante und wird als
leere Kantenfolge bezeichnet. Sie verbindet jeden Knoten mit sich selbst.

FEine Folge von Kanten ey, ea, ..., e, € E(G) eines gerichteten Graphen G heifst Kantenfolge,
wenn fir je zwei aufeinanderfolgende Kanten ej,eji1 (1 < j < k) der Endknoten von e; mit
dem Anfangsknoten von e;ji1 tbereinstimmt, d.h. es gibt Knoten v,vi,va,...,V5—1,w mit

e1 = (v,v1),ea = (V1,v2), ..., €51 = (Vk—2,Vk—1), €k = (Vg—1, W).

Wiederum spricht man von einer Kantenfolge, die die Knoten v und w (gerichtet) verbindet, v
ist der Anfangsknoten und w der Endknoten. Ebenso ist k die Linge der Kantenfolge.

Ein Knoten w ist von einem Knoten v aus erreichbar, wenn es eine Kantenfolge gibt, die v
mit w verbindet.

FEine Kantenfolge e1,ea, ..., e, € E(G) in einem Graphen G heifst Kantenzug, wenn alle Kan-
ten e; (1 < j < k) voneinander verschieden sind.

Fine Kantenfolge ey, e, ..., e, € E(GQ) in einem Graphen G heifst Weg (in einem ungerichtete
Graphen) bzw. Bahn (in einem gerichtete Graphen), wenn alle Knoten, die mit den Kanten e;
(1 < j < k) inzidieren, voneinander verschieden sind.

Verbindet eine Kantenfolge (resp. ein Kantenzug resp. ein Weg oder Bahn) die Knoten v und
w, so bezeichnet man dies auch durch KF(v,w) (resp. durch KZ(v,w) resp. durch W (v,w)).

Fine Kantenfolge, die einen Knoten v € V(G) mit sich selbst verbindet, heifit geschlossen.

FEine geschlossene Kantenfolge K (v,v) in einem ungerichteten Graphen heifit Kreis, wenn alle
Knoten dieser Kantenfolge mit Ausnahme von v voneinander verschieden sind und keine Kante
mehrfach vorkommdt.

Eine geschlossene Kantenfolge K(v,v) in einem gerichteten Graphen heifit Zyklus, wenn alle
Knoten dieser Kantenfolge mit Ausnahme von v voneinander verschieden sind.

Die Erreichbarkeitsrelation kann nicht nur durch Kantenfolgen beschrieben werden.

SATZ 7.8. Werden in einem Graphen G zwei verschiedene Knoten v,w durch eine Kantenfolge
verbunden, so ¢ibt es auch einen Weg bzw. Bahn, der v mit w verbindet und nur Kanten aus
der urspringlichen Kantenfolge enthdlt.

Bei geschlossenen Kantenfolgen ist die Situation ein wenig differenzierter.

SATZ 7.9. Gibt es in einem ungerichteten Graphen zwei (verschiedenen) Knoten v, w und zwei
verschiedene Wege, die diese Knoten verbinden, dann gibt einen Kreis positiver Linge, der nur
Kanten aus diesen beiden Wegen enthdlt.
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Gibt es in einem gerichteten Graphen G eine geschlossene Kantenfolge positiver Linge, so gibt
es auch einen Zyklus positiver Léinge, der nur Kanten aus der urspringlichen geschlossenen
Kantenfolge enthdlt.

1.4. Isomorphe Graphen.
DEFINITION 7.10. Zwei Graphen G1, Gy heiffen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung

(b : V(Gl) — V(Gg)

gibt, so daf$ eine Kante (v,w) (bzw. (v,w)) genau dann in E(G1) enthalten ist, wenn die Kante
(P(v), p(w)) (bzw. (p(v),p(w))) in E(G2) enthalten ist.

Insbesondere heifit ein Isomorphimus ¢ : V(G) — V(G) auf einem Graphen G = (V, E) Au-
tomorphismus. Die Menge aller Automorphisen Aut(G) eines Graphen G = (V, E) bildet
mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die sogenannte Automorphismengruppe von
G=(V,E).

1.5. Adjazenz- und Inzidenzmatrix.

DEFINITION 7.11. Sei G ein Graph mit Knotenmenge V(G) = {v1,v2,...,v,}. Die Adjazenz-
matrix A(G) = (aij>1§i7jgn st durch

1 fir (vi,v5) € E(G) bzw. (v;,vj) € E(G),
aij =

0 sonst

gegeben.

Man beachte, dafl die Adjazenzmatix eines ungerichteten Graphen immer symmetrisch ist.

Schlingen duflern sich in der Adjazenzmatrix durch Eintrdge 1 in der Diagonale. Schlichte Gra-
phen haben daher eine symmetrische Adjazenzmatrix mit verschwindender Diagonale.

Es ist auch sinnvoll, Graphen mit Mehrfachkanten eine Adjazenzmatrix zuzuorden, wo a;; die
Anzahl der Kanten von v; nach v; bezeichnet.

Mit Hilfe der Adjazenzmatrix A(G) eines Graphen lassen sich direkt die Knotengrade ablesen.

SATz 7.12. Sei A(G) = (aij)i<ij<n die Adjazenzmatriz eines Graphen G mit Knotenmenge
V(G) = {v1,v9,...,0,}. Ist G schlicht und ungerichtet, so gilt

d(vl) = Zaij = Zaﬂ.
J=1 J=1

Ist G gerichtet, so gilt entsprechend
n n
d+(vi) = Zai]’ und d_(vi) = ZCLJ’Z‘.
j=1 j=1

Sarz 7.13. Sei A(G) = (aij)i<ij<n die Adjazenzmatriz eines Graphen G mit Knotenmenge

V(G) = {v1,v,...,v5}. Dann ist der Eintrag ay;} der k—ten Potenz der Adjazenzmatrix

A(G)F = (agﬁ])lgi,ﬁn

die Anzahl der Kantenfolgen der Lénge k von v; nach v;.
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Mit Hilfe dieses Satzes 143t sich auch die Erreichbarkeitsrelation beschreiben.

SATz 7.14. Sei A(G) = (aij)i<ij<n die Adjazenzmatriz eines Graphen G mit Knotenmenge
V(G) = {v1,v2,...,v5} und m Kanten. Weiters sei die Matriz C = (¢ij)i<ij<n durch

m—1
C=>) AG)r
k=0
gegeben. Dann ist v; von v; genau dann erreichbar, wenn c;; > 0 ist.

DEFINITION 7.15. Sei G ein Graph mit Knotenmenge V(G) = {v1,va,...,v,} und Kantenmenge
E(G) = {61, €2y ..y 6m}.

Die Inzidenzmatrix B(G) = (bij)i<i<n,1<j<m eines schlichten ungerichteten Graphen G ist
durch

1 wenn v; mit e; inzidiert,
bij =
0 sonst

gegeben.

Die Inzidenzmatrix B(G) = (bij)1<i<n,i<j<m eines gerichteten Graphen G ist durch
+1  wenn v; Anfangsknoten von e; ist,
bij = -1 wenn v; Endknoten von e; ist,

0 sonst

gegeben.

1.6. Azyklische Graphen.

DEFINITION 7.16. Ein gerichteter Graph G = (V, E) heifit azyklisch wenn er keine Zyklen
(positiver Lange) enthilt.

Der folgende Markierungsalgorithmus entscheidet, ob ein Graph azyklisch ist oder nicht.
(1) (
(
(2) (
(

a) Bestimme alle Knoten v mit Weggrad d*(v) = 0 und markiere diese mit .
b) Wurde in 1.(a) kein solcher Knoten gefunden, so ist G nicht azyklisch — ENDE.
a) Sind bereits alle Knoten von G mit @ markiert, so ist G azyklisch — ENDE.
b) Suche (unmarkierte) Knoten, von denen nur Kanten zu schon markierten fithren
und markiere diese mit &.
(3) (a) Wurde in 2.(b) mindestens ein Knoten markiert, so wiederhole 2.
(b) Wurde in 2.(b) kein Knoten markiert, so ist G nicht azyklisch — ENDE.

BEISPIEL 7.17. Wendet man den Markierungsalgorithmus auf den folgenden Graphen an, so
durchlduft man folgende Schritte und markiert die angegeben Punkte:

l.(a) 6 = @
1.(b)
a)
b)5—®
)

W NN

a

A
(
(
(
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X
X
X
X
X
X

W W NN NN

G ist nicht azyklisch

Dem Markierungsalgorithmus liegt der folgende Satz zugrunde.

SATz 7.18. Jeder azyklische Graph G besitzt einen Knoten v € V(G) mit Weggrad d* (v) = 0
(und entsprechend auch einen Knoten w € V(G) mit Hingrad d—(w) = 0).

Dieser Satz begriindet zunéchst einmal den Schritt 1.(b).

Weiters beachte man, daf die Knoten, die im Schritt 1.(a) (mit &) markiert werden, sicherlich
nicht in einem Zyklus liegen kénnen, d.h. streicht man alle in diesem Schritt markierten Knoten
und alle zu ihnen hinfiithrenden Kanten, so entsteht ein kleinerer Graph G’, der genau dann
azyklisch ist, wenn G azyklisch ist.

Im Schritt 2.(b) werden alle Knoten markiert, von denen nur Kanten zu bereits markierten
fithren. In G’ sind dies aber genau jene Knoten v € V(G’), die in G’ Weggrad df,(v') = 0
haben, d.h. 2.(b) ist nichts anderes als 1.(a) angewandt auf G’. Das sukzessive Markieren stellt
daher ein Abarbeiten jener Knoten dar, die sicherlich in keinem Zyklus von G liegen.

SchlieBlich trifft einer der beiden folgenden Félle zu:

A. Es konnen alle Knoten markiert werden (Fall 2.(a)), d.h. kein Knoten von G liegt in
einem Zyklus, der Graph G ist daher azyklisch.

B. Es konnen nicht alle Knoten markiert werden (Fall 3.(b)), d.h. nach dem Entfernen
von gewissen Knoten (die in keinem Zyklus von G liegen kénnen) bleibt ein Graph G”
iiber, der keine Knoten v € V(G") mit Weggrad d, (v") = 0 besitzt. Nach Satz 7.18
ist G” und damit auch G nicht azyklisch.

2. Zusammenhang von Graphen

2.1. Ungerichtete Graphen.

DEFINITION 7.19. FEin ungerichteter Graph G heiffit z7usammenhingend, wenn es zwischen je
zwei Knoten v,w € V(G) eine Kantenfolge KF (v, w) (bzw. einen Weg W (v,w)) gibt.

Die maximalen zusammenhdngenden Teilgraphen eines ungerichteten Graphen G heiffen

(Zusammenhangs-) Komponenten von G.

Ein Graph G ist daher genau dann zusammenhéngend, wenn er nur aus einer Zusammenhangs-
komponente besteht.
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BEISPIEL 7.20. Die Zusammenhangskomponenten des folgenden Graphen
2 4

sind K7 ={1,2,5,8}, Ko = {3} und K3 = {4,6,7,9,10}.

2.2. Gerichtete Graphen.

DEFINITION 7.21. FEin gerichteter Graph G heifit stark zusammenhingend, wenn fiir je zwei
(verschiedene) Knoten v,w € V(G) eine (gerichtete) Kantenfolge KF(v,w) (bzw. ein Bahn
W (v,w)) existiert.

Die maximalen stark zusammenhdngenden Teilgraphen eines gerichteten Graphen G heiffen
starke Zusammenhangskomponenten oder Komponenten des starken Zusammen-
hangs von G.

DEFINITION 7.22. Der Schatten G" eines gerichteten Graphen G ist ein ungerichteter Graph
mit der selben Knotenmenge wie G (V(G") = V(QG)) und (v,w) ist eine (ungerichtete) Kante
von G, wenn (v,w) oder (w,v) in E(G) enthalten sind, d.h. gerichtete Kanten werden einfach
durch ungerichtete ersetzt.

Ein gerichteter Graph G heifit schwach zusammenhingend, wenn der Schatten G zu-
sammenhdngend ist. Entsprechend sind die schwachen Zusammenhangskomponenten die
Komponenten von G".

Die Komponenten des schwachen Zusammenhangs konnen daher wie im ungerichteten Fall be-
stimmt werden.

DEFINITION 7.23. Sei G ein gerichteter Graph, und bezeichnen Ky, Ko, ..., K, die Komponenten
des starken Zusammenhangs. Die Reduktion Gr = (V(GRr), E(GRr)) ist jener (gerichtete)
Graph mit Knotenmenge

V(GR) = {Kla Ky, ..., Kr}a
wobei eine (gerichtete) Kante (K;, K;) (i # j) genau dann in E(GRr) enthalten ist, wenn es
Knoten v € K; und w € K; mit (v,w) € E(G) gibt.

SATZ 7.24. Die Reduktion G eines gerichteten Graphen G ist ein azyklischer Graph.

DEFINITION 7.25. Eine Knotenbasis B eines gerichteten Graphen G ist eine Teilmenge B C
V(G) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Zu jedem Knoten v € V(G) gibt es einen Knoten b € B und einen Weg W (b, v).
(2) B ist minimal bezglich der Eigenschaft 1., d.h. jede echte Teilmenge B' C B (mit
B’ # B) erfiillt 1. nicht.

Fiir azyklische Graphen 148t sich eine (die) Knotenbasis sehr einfach ermitteln.

SATZ 7.26. B = {v € V(G)|d™(v) = 0} ist die einzige Knotenbasis eines azyklischen Graphen
G.
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Man beachte, dafl wegen Satz 7.18 die so definierte Menge B in einem azyklischen Graphen
nichtleer ist.

SATZ 7.27. Sei G ein gerichteter Graph, und bezeichnen Ky, Ko, ..., K; jene Komponenten des
starken Zusammenhangs von G mit Hingrad

Aoy (K) =0 (1<j<I),
d.h. B = {K1, K, ..., K;} bilden die Knotenbasis von Gg. Ist v1 € Ki,v9 € Ks,...,v € K|
eine beliebige Auswahl von Knoten vj aus diesen Komponenten, so ist
B = {vy,va,...,v}
eine Knotenbasis von G. Weiters erhdilt man auf diese Art und Weise alle Knotenbasen von G.

KOROLLAR 7.28. Alle Knotenbasen eines gerichteten Graphen haben dieselbe Anzahl von Ele-
menten.

BEIsPIEL 7.29. Im folgenden Graphen G sind die Komponenten des starken Zusammenhangs
K, = {1,2,5}, Ko = {3,6,7} und K3 = {4}. Damit hat die Reduktion Gr die angegebene
Gestalt.

Ky

Br = {K;, K3} ist die Knotenbasis von Gr. Damit sind By = {1,4}, By = {2,4} und B3 =
{5,4} alle Knotenbasen von G.

DEFINITION 7.30. Sei G = (V, E) ein Graph und A,B CV, X C V UE. Falls alle Wege, die
einen Knoten x € A mit einem Knoten y € B verbinden, einen Knoten oder eine Kante aus X
enthalten, so sagen wir, dafy X die Mengen A und B trennt. Insbesondere gilt dann X O ANB.
Wir sagen, X trennt G, wenn es zwei Knoten x und y gibt, sodafy X die Mengen {x} und {y}
trennt.

Falls eine einelementige Knotenmenge X = {v} mit v € V bzw. Kantenmenge X = {e} mit
e € E den Graphen G trennt, so heifst der Knoten v eine Artikulation bzw. die Kante e eine
Briicke von G.

G heifit k-zusammenhéngend, wenn G mehr als k Knoten besitzt und keine Knotenmenge, die
weniger als k Elemente hat, G trennt. Die mazimale Zahl k, sodafl G noch k-zusammenhdngend
ist, heifst Zusammenhang von G und wird mit k(G) bezeichnet.

G heifit (-kantenzusammenhingend, wenn G mehr als 2 Knoten besitzt und keine Kan-
tenmenge, die weniger als £ Elemente hat, G trennt. Die maximale Zahl ¢, sodafl G noch
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(-kantenzusammenhdngend ist, heifft Kantenzusammenhang von G und wird mit \(G) be-
zeichnet.

Hoher Zusammenhang eines Graphen bedeutet, daf3 er viele Kanten haben muf}, was zu einem
hohen Minimalgrad fithrt. Dies quantifiziert der folgende Satz.

SATZ 7.31. Sei G ein Graph mit mindestens zwei Knoten. Dann gilt K(G) < M\(G) < §(G).

SATZ 7.32. Ein Graph G mit einem mittleren Knotengrad von mindestens 4k besitzt einen (k+1)-
zusammenhdngenden Teilgraphen H mit e(H) > ¢(G) — k

2.3. Bidume und Wilder.
DEFINITION 7.33. Ein schlichter ungerichteter Graph W, der keine Kreise enthdlt, heifst Wald.

Ein Wald T, der auch zusammenhdngend ist, heifit Baum.

Die Zusammenhangskomponenten eines Waldes sind Baume.

%% ] | ] °

e

Man beachte, daf in einem Baum 7" zu je zwei Knoten v, w genau einen Weg W (v, w) gibt. (Da
T zusammenhéngend ist, muf es es einen Weg W (v, w) geben. Gébe es aber einen weiteren von
W (v, w) verschiedenen Weg, W (v, w), so miiBte es auch einen Kreis positiver Liinge, was aber
definitionsgemifl ausgeschlossen ist.) Die Lange dieses Weges W (v, w) bezeichnet man als den

Abstand dr (v, w).
Bdume konnen auf verschiedene Arten charakterisiert werden:

SATZ 7.34. Sei T ein Graph. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T ist ein Baum

(2) Fir je zwei Knoten v,w € V(T) existiert genau ein Weg W(v,w) in T.

(3) T ist zusammenhdngend und diesbeziiglich minimal, d.h., jede Kante ist eine Briicke
von T

(4) T besitzt keine Kreise und ist diesbeziiglich mazximal, d.h., durch Hinzufigen einer Kante
entsteht ein Kreis.

SATZ 7.35. Fir einen Baum T gilt
ao(T) = a1 (T) + 1.
Entsprechend gilt fiir einen Wald W mit k Komponenten
ap(W) =ar (W) + k.

Zeichnet man in einem Baum einen Knoten w € E(T) (Wurzel) aus, so kann man sich die
Struktur eines Baumes sehr einfach verdeutlichen. Zeichnet man in einer graphischen Darstellung
die Nachbarn von w oberhalb von w und deren Nachbarn (mit der Ausnahme w) wieder dariiber
usw., so entsteht tatséchlich ein Bild, das einem Baum &hnelt.
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NV

Man beachte, daf3 hier tatséchlich von jedem Knoten in neue Knoten verzweigt wird, da ein
Baum definitionsgemé&f kreisfrei ist.

DEFINITION 7.36. Fin Baum T, bei dem ein Knoten w (Wurzel) ausgezeichnet ist, heifst Wur-
zelbaum.

Knotenv € V(T), v # w, eines Wurzelbaumes T mit Knotengrad d(v) = 1 heiffen Endknoten,
externe Knoten oder Blitter. Alle anderen Knoten v € V(T) heiffen interne Knoten.

Ein ebener Wurzelbaum ist ein Wurzelbaum, bei dem die Links-Rechts-Reihenfolge der Nach-
folgedste der Wurzel wesentlich ist, z.B. sind werden die beiden Wurzelbdume

VERY

als verschieden betrachtet, obwohl sie natiirlich denselben Graphen reprisentieren.

Der Vorteil von Wurzelbdumen ist, daf sie eine rekursive Struktur haben. Ist w’ ein Nachbar
von der Wurzel w, so bilden alle Knoten v € V(T'), deren Verbindungsweg W (v, w) zu w iiber
w’ fiihrt, gemeinsam mit w’ einen kleineren Wurzelbaum usw.

DEFINITION 7.37. Ein Bindrbaum T ist ein ebener Wurzelbaum, bei dem jeder interne Knoten
v € V(T) mit Ausnahme der Wurzel w Knotengrad d(v) = 3 und die Wurzel Knotengrad
d(w) = 2 hat, d.h. jeder interne Knoten hat genau zwei Nachfolgeknoten.

if __— externer Knoten

% j/ interner Knoten

Binidrbaume werden wegen ihres einfachen rekursiven Aufbaus als Datenstrukturen verwendet:

(1) Bindrer Suchbaum: Es sollen n Daten D1, Ds,...,D,, die mit n paarweise ver-
gleichbaren Schliisseln ki, ko, ..., k, versehen sind, in einem (noch aufzubauenden)
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Bindrbaum gespeichert werden. Zunéchst wird D; als Wurzel verwendet. Nun neh-
me man an, die ersten j Daten Dy, Ds,..., D; seien schon eingetragen, dann wird der
Platz fiir D; 1 so bestimmt, dafl man bei der Wurzel D; beginnend die Schliissel mit-
einander vergleicht. Ist etwa kj 11 < k1 so geht man (im Bindrbaum) nach links weiter,
und ist kjy1 > ky so geht man nach recht weiter. Erreicht man jetzt einen weiteren
Knoten Dj;, so vergleicht man die Schliissel k;11 und k; in derselben Art und Weise und
setzt dieses Verfahren so lange fort bis man zu einem unbesetzten Knoten kommt. Dort
trégt dort Djyq ein.

Sind etwa die Schliisseln der Datensétze Dy, Do, D3, Dy, D5 durch k1 = 3, ko = 5,
ks =1, kg = 4, ks = 2 gegeben, so erhilt man folgenden Datenaufbau:

PN

@
/
(Do) (0)
D/‘ﬁ

Die Daten D1, Do, ..., D, sind daher in den internen Knoten gespeichert.
Digitaler Suchbaum: Wieder sollen n Daten D1, Ds, ..., D, gespeichert werden, wo-
bei die Schliissel k; (1 < j < n) 0-1-Folgen sind. D; ist wie im bindren Suchbaum die
Wurzel. Die Platz der weiteren Datenséitze D; wird aber jetzt nicht durch Vergleich der
Schliissel gefunden, sondern man orientiert sich nur am Schliissel k;. Ist das erste bit 0,
so geht man (bei der Wurzel beginnend) nach links weiter, ist das erste bit 1, so geht
man nach rechts weiter. Ich néchsten Schritt verwendet man das zweite bit in derselben
Art und Weise. Dieses Verfahren fiihrt man solange durch bit man einen freien Platz
gefunden hat. Dort tragt man D; ein.

Haben die Datensétze D1, Dy, D3, D4, D5 die Schliisseln k1 = 01101..., ko =
10110..., ks = 10100..., k4 = 00101..., ks = 10010... so ergibt sich folgender auf
der néichsten Seite dargestellter Datenaufbau.

o
ERE AN
#

Man beachte, dafi die Struktur eines bindren bzw. digitalen Suchbaums von der
Reihenfolge der Dateneintriige abhéingt, der erste Datensatz wird z.B. immer als Wurzel
verwendet.
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(3) Tries: Hier werden die Daten Dj,Ds,...,D, nicht als interne Knoten eines
Bindrbaumes gespeichert, sondern in den externen Knoten. Die Schliissel k; (1 < j < n)
sind wieder 0-1-Folgen. Die Position von D; wird durch den kiirzesten eindeutigen An-
fangsabschnitt von k; bestimmt, wobei 0 wieder gehe nach links und 1 gehe nach rechts
bedeutet.

Verwendet man dieselben Schliissel k&1 = 01101..., ko = 10110..., k3 = 10100...,
k4 = 00101..., k5 = 10010. .. wie im letzten Beispiel (nur daf jetzt der kiirzeste eindeu-
tige Anfangsabschnitt der Ubersicht halber unterstrichen wurde), so hat der zugehérige
Trie die folgende Gestalt:

Ds Dy

Der Baum ist bei Tries nicht mehr von der Reihenfolge der Daten abhingig. (Es
ist bei einem Trie iibrigens sehr einfach, neue Datensétze einzutragen. Die jeweiligen
kiirzesten eindeutigen Anfangsabschnitte miissen dabei nicht immer neu berechnet wer-
den. Im Gegenteil, sie lassen sich aus dem entstandenen Trie ablesen.) Ein Nachteil des
Trie ist, da unbesetzte Endknoten (k) auftreten konnen. Dieser Nachteil kann da-
durch behoben werden, dafl unndtige Kanten elminiert werden, und man erhélt den
sogenannten Patricia Trie:

2.4. Spannende Bidume und Geriiste.

DEFINITION 7.38. FEin spannender Baum T eines schlichten ungerichteten zusam-
menhdngenden Graphen G ist ein Baum mit V(T) = V(G) und E(T) C E(G), d.h. er enthlt
dieselben Knoten wie G und gewisse Kanten von G.

Ein Geriist oder spannender Wald W eines schlichten ungerichteten Graphen G ist ein Wald
mit V(W) = V(G) und E(W) C E(G) und denselben Zusammenhangskomponenten wie G, d.h.
schrinkt man W auf eine Zusammenhangskomponente K von G ein, so ist diese Einschrinkung
T ein spannender Baum von K.
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SATZ 7.39 (Matrix-Baum-Theorem von Kirchhoff). Sei G ein schlichter ungerichteter zusam-
menhdngender Graph mit Knotenmenge V(G) = {v1,va,...,v,} und Adjazenzmatriz A(G). Es
bezeichne weiters D(G) die Diagonalmatriz der Knotengrade diag(d(vy),d(va),. .., d(vy,)), so ist
jeder Kofaktor der Matrix

D(G) — A(G),
d.h. der Betrag einer beliebige (n — 1) x (n — 1)-Unterdeterminante dieser Matriz, die Anzahl
der spannenden Bdume von G.

Ist G nicht zusammenh#ngende, so wendet man das Matrix-Baum-Theorem fiir jede Komponente
an und multipliziert die Ergebnisse, um die Anzahl der Geriiste von G zu erhalten.

3. Eulersche und Hamiltonsche Linien

3.1. Eulersche Linien.

DEFINITION 7.40. Eine Kantenfolge in einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G heif$t
Eulersche Linie, wenn sie jeden Knoten und jede Kante enthdlt, und zwar jede Kante genau
emnmal.

Bei einer geschlossenen Eulerschen Linie stimmen Anfangs- und Endknoten tiberein, bei
einer offenen Eulerschen Linie sind sie verschieden.

SATZ 7.41. Ein ungerichteter Graph G besitzt genau dann eine geschlossene Eulersche Linie,
wenn G zusammenhdingend ist und alle Knotengrade d(v) (v € V(G)) gerade sind.

Ein ungerichteter Graph G besitzt genau dann eine offene Fulersche Linie, wenn G zusam-
menhdngend ist und mit der Ausnahme von zwei Knoten vi,ve € V(G) (mit ungeradem Kno-
tengrad) alle Knotengrade d(v) (v € V(G) \ {v1,v2}) gerade sind.

SATZ 7.42. FEin gerichteter Graph G besitzt genau dann eine geschlossene Fulersche Linie, wenn
G schwach zusammenhdingend ist und alle Knoten v € V(G) Hin- und Weggrad gleich sind:
d*t(v) =d~(v).

Ein gerichteter Graph G besitzt genau dann eine offene Eulersche Linie, wenn G schwach zu-
sammenhdingend ist und mit der Ausnahme von zwei Knoten vy,ve € V(Q), fir die d*(v) =
d~(v1)+1 und d*(vy) = d~(ve) — 1 gilt, bei allen Knoten v € V(G)\ {v1,v2}) Hin- und Weggrad
gleich sind: d* (v) = d~ (v).

BEISPIEL 7.43. Die 0-1-Folge 00010111 der Lénge 8 hat die Eigenschaft, dafl sie (wenn man sie
zyklisch fortsetzt) alle 8 0-1-Folgen der Lange 3 — 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100 — als
Teilblocke auftreten. Folgen dieser Art konnen mit Hilfe einer Eulerschen Linie auf einem De
Bruijn-Graphen konstruiert werden. In unserem Fall sind die Knoten die 0-1-Folgen der Lange
2, d.h. V(G) = {00,01, 10,11}, und zwei Knoten werden durch eine Kante verbunden, wenn die
letzte Stelle des ersten Knoten mit der ersten des zweiten Knoten iibereinstimmt.

000 ¢

00
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Dadurch entsteht ein gerichteter Graph, wo alle Knoten v gleichen Hin- und Weggrad haben,
ndmlich d*(v) = d~(v) = 2. Daher gibt es eine geschlossene Eulersche Linie, die dann aus
offensichtlichen Griinden einer Folge wie oben entspricht. Z.B. entspricht Der Folge 00010111
der Zyklus

00 - 00—-01—10—01 — 11 — 11 — 10 — 00.

3.2. Hamiltonsche Linien.

DEFINITION 7.44. Eine Kantenfolge in einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G heif§t
Hamiltonsche Linie, wenn sie jeden Knoten (mit der méglichen Ausnahme, daf$ Anfangs- und
Endpunkt ibereinstimmen) genau einmal enthdlt.

Bei einer geschlossenen Hamiltonschen Linie stimmen Anfangs- und Endknoten tberein,
bei einer offenen Hamiltonschen Linie sind sie verschieden.

Im Gegensatz zu den Eulerschen Linien gibt es (bis jetzt) noch kein allgemeines Kriterium fiir
die Existenz von Hamiltonschen Linien. Es gibt aber viele Sétze, die hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz einer Hamiltonschen Linie angeben. Als Beispiel dafiir sei der folgende Satz
angegeben.

SATZ 7.45. Sei G ein schlichter ungerichteter Graph mit n Knoten, so dafs fir alle Knotenpaare
z,y € V(GQ), die in G nicht durch eine Kante verbunden sind, d.h. (x,y) ¢ E(G),

d(x) +d(y) = n

gilt. Dann gibt es in G eine geschlossene Hamiltonsche Linie.

4. Planare Graphen

4.1. Eulersche Polyederformel.

DEFINITION 7.46. Ein Polygon ist eine Teilmenge von R?, die die Vereiningung von end-
lich wvielen Strecken ist und homdomorph zur eindimensionalen Sphéire S' (Kreislinie) ist. Ein
Polygonzug ist eine Vereiningung von endlich vielen Strecken und homdomorph zum Einheits-

intervall [0,1] x {0} C R2.

Sei P ein Polygonzug und f: P — [0,1] x {0} ein Homdéomorphismus. Dann heiffen die Punkte
f71(0,0) und f~1(1,0) Endpunkte des Polygonzugs P. Die anderen Punkte nennen wir das
Innere von P. 3

Sei O C R? eine offene Menge und x,y € O. Wir definieren, daff x und Yy dquivalent sind
(x ~ y), wenn es einen Polygonzug P C O gibt, der x und y verbindet. Die Aquivalenzklassen
von ~ heiffen Gebiete.

Die fiir die Graphentheorie wesentlichen Eigenschaften von Polygonziigen bzw. Polygonen sind
in den folgenden Sdtzen zusammengefaft.

SATZ 7.47 (Jordanscher Kurvensatz fiir Polygone). Sei P C R? ein Polygon. Dann besitzt R?\ P
genau zwei Gebiete, deren Rand jeweils ganz P ist.

SATZ 7.48. Seien X; und Xo disjunkte Mengen, die jeweils Vereinigung endlich vieler Poly-
gonziige sind. Weiters seien x € X1, y € Xo und P ein Polygonzug, der x und y verbindet.
Dariiberhinaus sei das Innere von P eine Teilmenge eines Gebietes O von R?\ (X1 U X3). Dann
ist O\ P ein Gebiet von R?\ (P U X; U X3).

3Dieser Begriff unterscheidet sich vom gleichnamigen topologischen Begriff.
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DEFINITION 7.49. Fin Graph G = (V, E) heifit eben, wenn

(1) V C R

(2) jede Kante e € E ein Polygonzug ist, der zwei Knoten x,y € V verbindet;
(3) je zwei Kanten verschiedene Endpunkte besitzen;

(4) jeder Knoten Endpunkt einer Kante ist;

(5) der Durchschnitt zweier Kanten nur einen Endpunkt enthdlt oder leer ist.

Diese Definition besagt anschaulich, daf§ sich zwei Kanten des Graphen nicht kreuzen diirfen.
Durch einen ebenen Graphen wird die Ebene in eine endliche Anzahl von Gebieten zerlegt, da
wegen des Jordanschen Kurvensatzes fiir jeden ebenen Graphen G die Menge R? \ G eine offene
Menge ist. Es stellt sich heraus, dafl diese Anzahl unabhéingig davon ist, wie man G in der Ebene
kreuzungsfrei repriasentiert, d.h. isomorphe ebene Graphen haben dieselbe Anzahl von Gebieten.
Man bezeichnet diese Anzahl mit as(G).

Aus Satz 7.48 folgt beispielsweise, dafl ein ebener Wald genau ein Gebiet besitzt.
SATZ 7.50. Sei G ein ebener Graph, e eine Kante von G und f ein Gebiet von G. Dann gilt:

(1) Die Kante e ist entweder Teilmenge des Randes von f oder ihr Inneres und der Rand
von f sind disjunkt.
(2) Die Kante e ist Teilmenge des Randes von hochstens zwei verschiedenen Gebieten.

Der Rand eines Gebiets eines ebenen Graphen besteht also aus Kanten dieses Graphen.

DEFINITION 7.51. Ein Graph G heifit planar, wenn G kreuzungsfrei in der Ebene R? dargestellt
werden kann, d.h., es gibt einen ebenen Graph, der zu G isomorph ist.

SaTz 7.52 (Eulersche Polyederformel). Fir einen zusammenhdngenden planaren Graphen G gilt
Oéo(G) - Oq(G) + OéQ(G) = 2.

Durch Projektion eines konvexen Polyeders P (Durchschnitt von endlich vielen Halbriaumen
im R3) auf eine im Inneren des Polyeders liegende Kugel erhiilt man auf der Kugeloberfiche
eine kreuzungsfreie Darstellung eines Graphen G, der dieselbe Anzahl von Knoten, Kanten
und Gebieten hat wie das Polyeder Eckpunkte, Kanten und Flachen. Projiziert man nun die
Kugeloberfliche mittels stereographischer Projektion auf die Ebene (wobei als Nordpol weder
ein Knotenpunkt noch ein Punkt einer Kante des Graphen auf der Kugeloberfliche verwendet
werden darf) so wird die kreuzungsfreie Darstellung des Graphen G auf der Kugeloberfliche auf
eine kreuzungsfreie Darstellung von G in der Ebene projiziert. Natiirlich bleibt auch bei dieser
Projektion die Anzahl der Knoten, Kanten und Gebiete gleich. Daher gilt auch

Oéo(P) — Otl(P) —|—042(P) =2,

wobei ag(P) die Anzahl der Eckpunkte, a;(P) die Anzahl der Kanten und ag(P) die Anzahl
der Flachen des Polyeders P bezeichnen.

Aus der eben gefiihrten Uberlegung ergibt sich auch die folgende Eigenschaft.
SATZ 7.53. Ein Graph lafit sich genau dann kreuzungsfrei in der Ebene darstellen, wenn er
kreuzungsfrei auf einer Kugeloberfiiche darstellbar ist.

4.2. Satz von Kuratowski.

DEFINITION 7.54. Der vollstdndige Graph C, ist ein schlichter ungerichteter Graph mit n
Knoten, bet dem jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante verbunden ist.
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LEMMA 7.55. Fir einen schlichten, zusammenhdngenden, planaren Graphen G gilt
a1(G) < 3a9(G) — 6.
SATZ 7.56. Der vollstindige Graph Cs ist nicht planar.

G

DEFINITION 7.57. Ein (ungerichteter) Graph G heifst paarer Graph, wenn dessen Knotenmen-
ge V(QG) in zwei disjunkte nichtleere Teilmengen Vi, Vo zerlegt werden kann, so daf$ alle Kanten
nur zwischen Vi und Vo verlaufen.

Der vollstindige paare Graph K,,, (m,n > 1) ist ein schlichter paarer Graph mit m + n
Knoten V(G) = V1 U Vs, wobei Vi m Knoten und Vo n Knoten enthdlt und jeder Knoten aus Vi
mit allen Knoten aus Vo durch eine Kante verbunden ist.

LEMMA 7.58. Fir einen einfachen, planaren Graphen G mit der Eigenschaft, dafs jeder Kreis
Linge > 4 hat gilt
Otl(G) § 204()(G) —4.

SATZ 7.59. Der vollstindige paare Graph K3 3 ist nicht planar.

K33

DEFINITION 7.60. Ein Graph H heifst Unterteilung eines Graphen G, wenn H aus G dadurch
hervorgeht, wenn in einer oder in mehreren Kanten von G zusdtzliche Knoten eingefiigt werden.

SATz 7.61 (Satz von Kuratowski). Eine Graph G ist genau dann nicht planar, wenn er einen
Teilgraphen enthdlt, der aus Cs oder K33 durch eventuelle Unterteilung (von Kanten) entsteht.

4.3. Duale Graphen.

DEFINITION 7.62. Sei G ein in die Ebene R? eingebetteter ungerichteter planarer Graph ohne
Schlingen, und es bezeichne F die Menge der Gebiete der Ebene R?, die durch den eingebetteten
Graphen festgelegt werden.

Der duale Graph G* von G hat als Knotenmenge V(G*) = F und ein Paar (fi, f2) von
verschiedenen Gebieten f1, fo € F bilden eine Kante von G*, wenn fi1, fo eine gemeinsame
begrenzende Kante e € E(G) haben.

Man beachte, dal, wenn es keine Knoten vom Grad < 2 gibt, die Kantenmengen von G und
G* dadurch bijektiv aufeinander abgebildet werden, insbesondere gilt neben der Eigenschaft
a1(G*) = a1(G) auch die Gleichheit ap(G*) = a2(G). Es gilt sogar as(G*) = ap(G), was aus
dem folgenden Satz abgeleitet werden kann.
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SATZ 7.63. Sei G ein in die Ebene R? eingebetteter ungerichteter planarer Graph ohne Schlingen
und ohne Knoten vom Grad < 2. Dann ist der duale Graph G* auch planar mit einer durch
die Konstruktion natirlichen Einbettung in die Ebene R?. Weiters ist der biduale Graph G** in
nattrlicher Weise isomorph zu G.

Es gibt noch weitere interessante Eigenschaften von planaren Graphen, wie den Vierfarben-
satz, der aussagt, dafl es moglich ist, die Gebiete eines in die Ebene eingebetteten planaren
Graphen immer mit nur vier Farben firben kann, so dafl je zwei aneinandergrenzende Gebiete
(d.h. die eine gemeinsame begrenzende Kante besitzen) verschieden geférbt sind. Dieser Satz
wird in néchsten Abschnitt iiber Farbungen genauer besprochen.

5. Farbungen und Matchings

5.1. Chromatische Zahl.

DEFINITION 7.64. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter Graph. Eine Farbung ist eine
Abbildung ¢: V — R (in eine Menge R von “Farben”).

Eine Farbung ¢ : V. — R heifit zuléssig, wenn fir alle Kanten e = (z,y) € E

c(x) # c(y)
gilt, d.h. benachbarte Knoten sind verschieden gefirbt.

Die chromatische Zahl x(G) ist die minimale Anzahl von Farben, fir die es eine zuldssige
Farbung der Knoten von G gibt.

Analog kénnte man auch zulissige Kantenfirbungen definieren. Dies ist jedoch nicht notwendig.
Ordnet man einem Graphen G = (V, E) einen Graphen G mit Knotenmenge V(G) = E und

(e1,e2) € E(GQ) = e1 #ea ANz, y,z €V : e1 = (z,y) Nea = (x, 2),
so entspricht einer zulissigen Kantenfirbung von G eine zulissige Knotenfirbung von G.

Das Bestimmen der chromatischen Zahl x(G) ist nur in den wenigsten Fillen einfach.
SATZ 7.65. Fir jeden schlichten ungerichteten Graphen G = (V; E) gilt
G)<1 d(v).
X(G) <1+ maxd(v)

SATZ 7.66. Fin schlichter ungerichteter Graph G = (V,E) ist genau dann mit < 2 Farben
zulissig farbbar (d.h. x(G) < 2), wenn er keine Kreise ungerader Linge enthdlt.

Graphen G = (V, E) mit chromatischer Zahl x(G) < 2 heiflen auch paare Graphen. Diese sind
ja dadurch charakterisiert, dal die Knotenmenge V' in zwei disjunkte Teilmengen Vi, Vo zerlegt
werden kann, so daf} es keine Kanten gibt, die Knoten innerhalb von V; verbinden und keine
Kanten, die Knoten innerhalb von V5 verbinden, d.h. man erhélt eine zuléssige Farbung mit 2
Farben, indem man alle Knoten aus Vi mit der ersten Farbe farbt und alle Knoten aus Vo mit
der zweiten Farbe.

Eine detaillierte Information tiber die Anzahl aller méglichen Farbungen gibt das chromatische
Polynom.

DEFINITION 7.67. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter Graph mit |V| = n Knoten. Fiir
jede natiirliche Zahl A > 1 bezeichne cy die Anzahl der verschiedenen zuldssigen Firbungen von
G mit < X\ Farben.
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Das chromatische Polynom von G ist ein Polynom P(z) € R[z] vom Grad n mit
P(X\) =ca
fir alle natirlichen Zahlen \ > 1.

SATZ 7.68. Fiir jeden schlichten ungerichteten Graphen G gibt es ein eindeutig bestimmtes chro-
matisches Polynom.

BEISPIEL 7.69. Das chromatische Polynom eines Dreiecks ist
PA) =2(A—=1)(A—2).
BEISPIEL 7.70. Das chromatische Polynom eines Baumes mit n Knoten ist
P(A) =X\ —1)"L

Offensichtlich kann aus dem chromatischen Polynom die chromatische Zahl ermittelt werden:
x(G) = min{\ € N* | P()\) # 0}.

5.2. Vierfarbensatz.

Der Vierfarbensatz lautet, dafl es bei einem in die Ebenen eingebetteten planaren Graphen
moglich ist, die dadurch entstehenden Gebiete mit nur vier Farben so zu farben, dafl keine zwei
Gebiete, die durch eine gemeinsame Kante begrenzt werden, gleich gefiarbt sind, d.h. es gibt eine
zuléssige Farbung der Gebiete mit vier Farben.

Interpretiert man diese Farbung der Gebiete als Knotenfirbung des dualen Graphen und
beniitzt man die Tatsache, dafl alle planaren Graphen (ohne Knoten mit Grad < 2, die ja bei
Farbungsproblemen mit > 3 Farben sowieso keine Rolle spielen) als duale Graphen auftreten,
so kann der Vierfarbensatz auch folgedermafien umformuliert werden.

SATZ 7.71. Fir jeden planaren Graphen G gilt

X(G) < 4.
Der Beweis dieses Satztes ist aulerdordentlich schwierig und wurde erstmals von Appel und
Haken mit intensiver Computerunterstiitzung bewiesen. Hingegen ist es moglich, mit ganz ele-
mentaren Mitteln

X(G) <5

zu beweisen.

5.3. Matchings.

DEFINITION 7.72. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter Graph. Ein Matching M ist eine
Teilmenge der Kanten E, so daf$ keine zwei Kanten aus M einen gemeinsamen Knoten haben.

Ein Matching M heifit maximal, wenn die Kardinalitit |M| unter allen Matchings von G
grofstmaoglich ist.

Ein Matching entspricht daher einer Auswahl von paarweise disjunkten zweielementiger Teil-
mengen der Knoten, die jeweils durch eine Kante verbunden sind.

DEFINITION 7.73. Sei M ein Matching eines schlichten ungerichteten Graphen G = (V, E). Ein
Weg W in G heif$t alternierend, wenn die Kanten in W abwechselnd in M und E\ M liegen.

Eine alternierender Weg W heifit erweiternd, wenn sowohl Anfangs-, als auch Endknoten von
W zu keiner Kante aus M gehdéren.
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Mit Hilfe von erweiternden alternierenden Wegen kénnen Matchings vergroflert werden.

LEMMA 7.74. Ist M Matching eines schlichten ungerichteten Graphen G und W ein erweitender
alternierender Weg in G, dann ist M' :== MAW ein Matching mit |M'| = |M|+ 1 Kanten.

Damit ergibt sich die folgende Charakterisierung von maximalen Matchings.

SATZ 7.75. Ein Matching M eines schlichten ungerichteten Graphen G ist genau dann mazximal,
wenn es keinen erweiternden alternierenden Weg gibt.

Bei paaren Graphen kénnen genauere Antworten gegeben werden.

DEFINITION 7.76. Sei G ein paarer Graph, d.h. G ist ein schlichter ungerichteter Graph, dessen
Knotenmenge V(G) in zwei disjunkte Teilmengen Vi, Vo zerlegt ist, so dafy es keine Kanten
gibt, die Knoten innerhalb von Vi verbinden und keine Kanten, die Knoten innerhalb von Vs
verbinden.

Die Defizienz D(G) von G ist durch
D(G) = max(]A] - [[(4)])

definiert.

Man beachte, dafl wegen || — |I'(@)| = 0 die Defizienz D(G) > 0 ist.

SATZ 7.77. Sei G ein paarer Graph mit Knotenmenge V(G) = V1 UVa. Dann ist die Grifle eines
mazimalen Matchings

Vil = D(G).

Man beachte, daf§ der Heiratssatz ein Spezialfall dieses Satzes (D(G) = 0) ist.

Insbesondere konnen in einem paaren Graphen auch vollstindige Matchings charakteri-
siert werden. (Ein Matching heifit vollstdndig, wenn alle Knoten zu einer Kante des Mat-
chings gehoren.) Wegen des Heiratssatzes gibt es genau dann ein vollsténdiges Matching, wenn
|[Vi] = |Va] ist und fiir alle A C V)

IT(A)| = |A]
erfiillt ist.

6. Kreise und Schnitte

DEFINITION 7.78. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter Graph mit |E| = m Kanten.
Die Menge V(G) = {f : V. — Zo} wird als Knotenraum und £(G) = {f : E — Za} als
Kantenraum bezeichnet. Knoten- und Kantenraum bilden Vektorrdume tber Zs. Das neutrale
Element ist jeweils die leere Menge & und jedes Element ist zu sich selbst invers.

Daf} der Knoten- und der Kantenraum tatséchlich Vektorrdme sind, sieht man am einfachsten

aus der Isomorphie zu ZgD(G) bzw. Zgl(G).

DEFINITION 7.79. Der von den Kreisen erzeugte Unterraum von E(G) wird als Kreisraum
C(G) von G bezeichnet.

SATZ 7.80. Die Menge der induzierten Kreise erzeugt den Kreisraum.

SATZ 7.81. Sei G = (V, E) ein Graph und F C E. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(1) FeC(G)
(2) F ist Vereinigung von disjunkten Kreisen von G.
(3) Im Graphen H = (V, F) sind alle Knotengrade gerade.

DEFINITION 7.82. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter Graph. Weiters sei Vi, Va eine
Zerlegung von V, d.h. Vi # @, Vo #£ @&, ViNVo = @ und V1 UVa = V. Unter dem Schnitt
S = E(V1,Va) von G versteht man die Menge von Kanten

S=E(V,Va) :={(v,w) € E|veV,we Va}.
d.h. die Kanten, die zwischen Vi und Vo bestehen.

Schnitte und Kreise eines schlichten ungerichteten zusammenhéngenden Graphen haben erstaun-
liche Parallelen. Einige sind im folgenden Satz zusammengestellt. (Dabei bezeichne A die sym-
metrische Differenz.)

SATZ 7.83. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter zusammenhdngender Graph. Dann gelten
die folgenden FEigenschaften.

(1) Sei T ein spannender Baum von G und S ein Schnitt von G. Dann ist E(T) NS # @,
d.h. jeder Schnitt hat mit jedem spannenden Baum wenigstens eine Kante gemeinsam.

(2) Sei T ein spannender Baum von G und K ein Kreis in G. Dann ist (E\E(T))NK # @.

(3) Sei S ein Schnitt von G und K ein Kreis in G. Dann ist |S N K| eine gerade Zahl.

(4) Sind S1,S2 zwei verschiedene Schnitte von G, dann ist S1ASy wieder ein Schnitt von
G.

(5) Sind K1, Ko zwei verschiedene Kreise in G, dann ist K1AKy entweder wieder ein Kreis
oder die disjunkte Vereinigung von mehreren Kreisen.

DEFINITION 7.84. Sei G = (V, E) ein schlichter ungerichteter zusammenhdngender Graph. Ein
verallgemeinerter Schnitt von G ist entweder die leere Menge oder ein Schnitt. Die Menge
aller verallgemeinerter Schnitte wird als Schnittraum C*(G) von G bezeichnet.

SATZ 7.85. Der Schnittraum eines ungerichteten schlichten Graphen (V, E) ist ein Unterraum
des Kantenraums und die Menge {E({v},V \{v}) ist ein Erzeugendensystem des Schnittraums.

LEMMA 7.86. Jeder Schnitt ist disjunkte Vereinigung von minimalen Schnitten.

SATZ 7.87. Schnittraum und Kreisraum bilden orthogonale Komplemente beziiglich des kanoni-

schen Skalarprodukts auf E(G).

DEFINITION 7.88. Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph, T ein spannender Baum von
T und e € E\ E(T). Figt man dem spannenden Baum T die Kante e hinzu, so entsteht ein
Kreis C,. Die Kreise C, werden als Fundamentalkreise von G zu T bezeichnet.

Sei nun e € E(T). Entfernt man die Kante e aus T, so zerfallt T' in zwei Komponenten K, und
K. Die Schnitte D, := E(V (K1), V(K2)) werden als Fundamentalschnitte bezeichnet.

SATz 7.89. Sei G = (V, E) ein schlichter, ungerichteter und zusammenhdingender Graph mit n
Knoten und m Kanten. Weiters set T ein spannender Baum von G. Dann ist die Menge der
Fundamentalkreise eine Basis von C(G) und die Menge der Fundamentalschnitte eine Basis von
C*(GQ). Weiters gilt dimC(G) =m —n+1 und dimC*(G) =n — 1.

Eine Anwendung dieser Theorie bildet die Theorie linearer (elektrischer) Schaltkreise mit den
Kirchhoffsche Gesetzen. Hier muf} allerdings der Kantenraum iiber R (oder C) betrachtet
werden (was in dhnlicher Weise wie oben durchgefiihrt werden kann, allerdings mufi auf G ei-
ne beliebige, aber feste Orientierung gewihlt werden.) Die elektrischen Strome auf den Kanten



7. ERZEUGENDE FUNKTIONEN VON GRAPHEN 81

und die Spannungen zwischen zwei benachbarten Knoten werden dann als Vektoren des Kan-
tenraums interpretiert, wobei sich herausstellt, dafi eine zuldssige Stromverteilung (die also den
Kirchhoffsche Gesetzen geniigt) ein verallgemeinerter Kreis ist und eine zulissige Spannungs-
verteilung ein verallgemeinerter Schnitt. Die oben angegebenen Dimensionen fiir diese Rdume
geben also an, wie viele verschiedene Gleichungen fiir die zu ermittelten Stome und Spannungen
aufgestellt werden miissen, um alle Groéflen berechnen zu kénnen.

7. Erzeugende Funktionen von Graphen

7.1. Ungerichtete Graphen.

SATZ 7.90. Es sei V = {v1,ve,...,v,} eine Menge von n Knoten. Dann ist die Anzahl Ty, der
verschiedenen schlichten ungerichteten Graphen G mit V(G) =V und m Kanten durch

- (2)

gegeben. Die (gemischte) erzeugende Funktion dieser Anzahlen ist

n

YN Tnm%ym => (1+ y)(g)%-

n>0m>0 n>0

Bezeichnet Chy die Anzahl der verschiedenen zusammenhdngenden schlichten ungerichteten
Graphen, so gilt auch

S Gy = log | (49O

n>0m>0 ’ n>0

7.2. Gerichtete Graphen.

SATZ 7.91. Es sei V = {v1,va,...,v,} eine Menge von n Knoten. Dann ist die Anzahl T,,,,, der
verschiedenen schlichten gerichteten Graphen G mit V(G) =V und m Kanten durch

i <n(nm— 1)>

gegeben. Die (gemischte) erzeugende Funktion dieser Anzahlen ist
z" m __ n(n—1) z"
53 TSy = S0 40
n>0m>0 n>0

Bezeichnet Cyy, die Anzahl der verschiedenen zusammenhdngenden schlichten gerichteten Gra-
phen, so gilt auch

Sy Cnm%ym —log [ S0+ y)n(nfl)%?

n>0m>0 ’ n>0

7.3. Markierte Biume.

SATZ 7.92. Es sei V = {v1,va,...,v,} eine Menge von n Knoten. Dann ist die Anzahl T,, der
verschiedenen Bdiume T mit V(T) =V durch

T, =n"2
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gegeben. Die exponentielle erzeugende Funktion dieser Anzahlen ist
n
1
STty = i) - @)
n>0

wobei 7(x) die Gleichung
7(x) = ze’ @)

erfillt.
7.4. Unmarkierte Bdume — der Satz von Otter.
SATZ 7.93. Es sei V = {v1,v9,...,v,} eine Menge von n Knoten und T, die Menge der Biume

T mit V(T) = V. Weiters sei T,, die Anzahl der Isomorphieklassen in T,. Die gewdhnliche
erzeugende Funktion dieser Anzahlen ist

S 1 9 9
ZT”E =r(z)— 5 (r(a:) —r(x ))
n>0
gegeben, wobei r(z) die Gleichung

r(z) = pe" (@)@ 37+

erfillt.
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{-kantenzusammenhéngend, 83
k-zusammenhéngend, 83

Ableitungsoperator, 32

Abstand zweier Knoten, 83
adjazente Knoten, 75
Adjazenzmatrix, 78

Algorithmus von Dijksta, 98
Algorithmus von Flojd-Warshall, 101

Algorithmus von Ford und Fulkerson, 101, 103

Algorithmus von Kruskal, 97
Algorithmus von Moore, 100

allgemeine Losung einer linearen Rekursion, 3

alternierender Weg, 93
Anfangsknoten, 75
Ansatzmethode, 3, 4
arithmetische Funktion, 54, 59
Artikulation, 83

Auszeichnen, 22

azyklischer Graph, 79

Bahn, 77

Baum, 83
Bernoullipolynome, 45
Bernoullizahlen, 45
bewerteter Graph, 97
Bindrbdume, 19
Bindrbaum, 84

binédrer Suchbaum, 85
Binomische Reihe, 9
bivariate erzeugende Funktion, 39
Blatt eines Baumes, 84
Box-Produkt, 29
Briicke, 83

chromatische Polynom, 92
chromatische Zahl, 91

Datenstruktur, 84

De Bruijn-Graph, 87

Defizienz eines paaren Graphen, 93
Dichte, 76

Diedergruppe, 69
Differentialoperator, 31
Differenzoperator, 4

digitaler Suchbaum, 85

Index

Dijkstra-Algorithmus, 98
direkter Nachfolger, 65
Dirichletsche Reihe, 63

Distanz, 98

doppelt stochastische Matrix, 54
dualer Graph, 91

ebener Graph, 89

ebener Wurzelbaum, 84

eigentliche arithmetische Funktion, 54
einfacher Graph, 75

Endknoten, 75

Endknoten eines Baumes, 84
Endpunkt, 88

Euler-Mascheronische Konstante, 47
Eulerprodukt, 64

Eulersche Linie, 87

Eulersche Polyederformel, 89
exponentielle erzeugende Funktion, 21
externer Knoten eines Baumes, 84

Férbung eines Graphen, 91

Faltung arithmetischer Funktionen, 54
Fibonaccizahlen, 1
Floyd-Warshall-Algorithmus, 101
Flu$}, 101, 105

formale Ableitung, 16

formale Potenzreihe, 15

formale Topologie, 17
Fundamentalkreis, 95
Fundamentalschnitt, 95

Gebiet, 89

Gertist, 87

gerichtete Kante, 75

gerichteter Graph, 75

geschlossene Eulersche Linie, 87
geschlossene Hamilitonsche Linie, 88
geschlossene Kantenfolge, 77
gewohliche erzeugende Funktion, 21
gewohnliche erzeugende Funktion, 7
Graph, 75

Halbordnung, 51
Hamiltonsche Linie, 88
harmonischen Zahlen, 47
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Hassediagramm, 51
Heiratssatz, 53

Hingrad, 76

homogene Losung, 5
Homogene lineare Rekursion, 1

induzierter Teilgraph, 76

Inhomogene lineare Rekursion, 5
Inklusions-Exklusions-Prinzip, 57

interner Knoten eines Baumes, 84
Inzidenzmatrix, 79

isomorphe Graphen, 78

Isomorphie (kombinatorischer Strukturen), 20

Kante, 75

Kantenfolge, 77

Kantenraum, 94

Kantenzug, 77
Kantenzusammenhang, 83

Kapazitéit eines Schnittes, 102
Knoten, 75

Knotenbasis, 81

Knotengrad, 76

Knotenraum, 94

Koeffizienten einer Potenzreihe, 12, 15
Kombinationen mit Wiederholung, 23
Kombinationen ohne Wiederholung, 22
kombinatorische Struktur, 20
komplementérer Graph, 77
Komponente, 81

Komposition von Potenzreihen, 16
Konvergenzabszisse, 63

Kreis, 77

Kreisraum, 94

Lénge einer Kantenfolge, 77
Laguerrepolynome, 34

leere Kantenfolge, 77
Lemma von Burnside, 67
lineare Ordnung, 51

Markierungsalgorithmus, 79
Matching, 53, 93
Matrix-Baum-Theorem, 87
maximales Matching, 93
Mehrfachkante, 75
Moore-Algorithmus, 100

Nachbar eines Knotens, 75

Nachfolger, 101

Nachfolger eines Knoten, 76

Netzwerk, 97

Normale Polynomfamilie, 32

Normale Polynomfamilie vom Binomialtyp, 33

obere Schranke, 65
offene Eulersche Linie, 87
offene Hamiltonsche Linie, 88

paarer Graph, 54, 90, 92

INDEX

Partialbruchzerlegung, 8
partielle Ordnung, 51
partikuldre Losung, 5
Partitionsprodukt, 27
Patricia Trie, 86
Permutationsmatrix, 54
planarer Graph, 89
Polygon, 88
Polygonzug, 88
Potenzsummen, 47
Produkt kombinatorischer Strukturen, 21

Quelle, 101

Reduktion eines Graphen, 81
Rekursionsgleichung, 1
Riemannsche Zetafunktion, 63
Rotationskorrespondenz, 25

Satz von Dilworth, 53

Satz von Kuratowski, 90

Satz von Pdlya, 71

schlichter Graph, 75

Schlinge, 75

Schnitt, 102

Schnitt eines Graphen, 94

Schnittraum, 94

schwach zusammenhingender Graph, 81
schwache Zusammenhangskomponente, 81
semimodularer Verband, 65

Senke, 101

spannender Baum, 87

spannender Wald, 87

stark zusammenhéngender Graph, 81
starke Zusammenhangskomponente, 81
Stirlingzahlen, 36

Stirlingzahlen 1. Art, 37

Stirlingzahlen 2. Art, 35, 37

Summe arithmetischer Funktionen, 54
Summe kombinatorischer Strukturen, 21, 27
Summenformel von Euler-McLaurin, 46
Symmetriegruppe, 69

Teilgraph, 76
Totalordnung, 51
translationsinvariant, 32
Transversalsystem, 53
trennende Menge, 82
Trie, 85

umbrale Komposition, 34

unendliche untere Dreiecksmatrix, 35
ungerichtete Kante, 75

ungerichteter Graph, 75
Unterteilung, 90

verallgemeinerter binomische Lehrsatz, 33
Verband, 65

Verschiebungsoperator, 32
Vierfarbensatz, 92
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vollstéandiger Graph, 77, 90
vollstéandiger paarer Graph, 90
vollsténdiges Matching, 93
Vorgénger, 76, 101

wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion, 40
Wald, 83

Weg, 77

Weggrad, 76

Wurzel eines Baumes, 84

Wurzelbaum, 84

Zetafunktion einer Halbordnung, 55
zulédssige Farbung eines Graphen, 91
zusammenhingender Graph, 80
Zusammenhang, 83
Zusammenhangskomponente, 81
Zyklentyp einer Permuation, 68
Zyklenzeiger einer Permutationsgruppe, 68
Zyklus, 77
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