Analysis aut Mannigtaltigkeiten

WS 2018/19

Franz Schuster

franz.schuster@Qtuwien.ac.at



Einleitung

Diese Vorlesung soll als eine Einfithrung in die Theorie glatter Mannigfaltigkeiten
dienen. Mannigfaltigkeiten stellen eine Verallgemeinerung von Kurven und Flédchen
dar. Etwas genauer, handelt es sich dabei um topologische Raume, die lokal wie ein
Euklidischer Raum aussehen und auf denen man Differential- und Integralrechnung
betreiben kann. Die Theorie der glatten Mannigfaltigkeiten ist in fast allen Teil-
gebieten sowohl der reinen als auch der angewandten Mathematik prasent und,
insbesondere, unverzichtbar in der modernen Differentialgeometrie sowie der Lie
Gruppen Theorie.

Der Preis fiir die grofle Kraft und vielseitige Einsetzbarkeit der Theorie glatter
Mannigfaltigkeiten ist die Notwendigkeit sehr abstrakte Strukturen aufzubauen.
Eine glatte Mannigfaltigkeiten kann man sich als eine Menge vorstellen, die zwei
Schichten an Struktur tragt: Einerseits die Struktur eines topologischen Raumes
und andererseits eine ,glatte® Struktur, die es uns erlaubt Werkzeuge der Analysis
einzusetzen. Als Voraussetzung fiir diese Vorlesung gilt daher ein gutes Versténdnis
der linearen Algebra und Analysis; eine Vertrautheit mit Begriffen aus der Topologie
ist ebenfalls von Vorteil.

Im ersten Teil der Vorlesung, bestehend aus Kapiteln 1 bis 3, beginnen wir mit den
grundlegenden Konzepten, wie dem Begriff der glatten Mannigfaltigkeit, glatten
Abbildungen und Tangentialraumen. Im zweiten Teil verwenden wir den Haupt-
satz iiber implizite Funktionen bzw. den Satz iiber die Umkehrabbildung um Sub-
mersionen, Immersionen, Einbettungen und Untermannigfaltigkeiten zu studieren.
Dieser zweite Teil besteht aus den Kapiteln 4 und 5. In den Kapiteln 6 bis 8
beschéftigen wir uns dann mit Vektorfeldern, Integralkurven, Fliissen und dem
Kotangentialbiindel. Im abschlieBenden Teil der Vorlesung, Kapitel 9 bis 12,
entwickeln wir die Theorie der Differentialformen auf glatten Mannigfaltigkeiten
und beweisen den Hauptsatz der Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten, den Satz
von Stokes.

Die Literatur zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten bzw. der Theorie glatter
Mannigfaltigkeiten ist duflerst umfangreich. Insbesondere gibt es eine Reihe sehr
guter Biicher zu diesem Themenkreis (siehe etwa die Liste auf der néchsten Seite),
welche aber haufig deutlich iiber den Stoffumfang dieser kurzen Vorlesung hinaus-
gehen. Ein besonders empfehlenswertes Buch (da sich die Vorlesung stark daran
anlehnen wird), ist ,,Introduction to smooth manifolds“ von J.M. Lee.
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1 Glatte Mannigfaltigkeiten

In diesem ersten Abschnitt sammeln wir die wichtigsten Definitionen, grundlegende
Eigenschaften sowie eine Reihe konkreter Beispiele von topologischen bzw. glatten
Mannigfaltigkeiten.

Definition. Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n ist ein topologischer
Raum M mit folgenden Eigenschaften:

e M ist ein Hausdorfl Raum

Fiir alle paarweise verschiedenen Punkte p,q € M existieren disjunkte offene
Mengen U,V C M mit p € U und q € V.

o M erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom

Die Topologie von M besitzt eine abzéhlbare Basis.

e M ist lokal Euklidisch zur Dimension n
Jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung, die homéomorph zu einer offenen
Teilmenge des R™ ist.

Das triviale Beispiel einer topologischen Mannigfaltigkeit ist die leere Menge. Ein
ebenfalls einfaches aber weit wichtigeres Beispiel ist der R™ selbst: Der euklidische
Raum R"™ ist als metrischer Raum Hausdorff und besitzt eine abzédhlbare Basis fiir
seine Topologie, etwa aus offenen Kugeln mit rationalen Mittelpunktskoordinaten
und rationalen Radii. Die drei definierenden Eigenschaften einer topologischen
Mannigfaltigkeit sollen sicher stellen, dass Mannigfaltigkeiten sich in vielerlei
Hinsicht wie dieses grundlegende Beispiel des R™ verhalten.

In der Praxis sind die Hausdorff Bedingung und das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
meist leicht zu tiberpriifen, insbesondere, bei Raumen die aus anderen Mannigfaltig-
keiten aufgebaut wurden (z.B. als (topologische) Teilrdiume oder Produktrédume).
So folgt etwa sofort, dass jede offene Teilmenge einer topologischen Mannigfaltigkeit
wieder eine topologische Mannigfaltigkeit derselben Dimension ist. Bevor wir zu
etwas spannenderen Beispielen kommen, fithren wir noch Koordinaten ein:

Definition. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine
Karte auf M ist ein Paar (U, ), wobei U C M eine offene Menge und ¢ : U — U
ein Homoomorphismus von U nach U = ¢(U) C R sind. Ist ¢(p) = 0 fiir ein p € U
so sagt man, die Karte (U, ) ist zentriert bei p.

Ist (U, p) eine Karte auf M, so nennt man U eine Koordinatenumgebung fir jeden
Punkt in U. Ist p(U) eine offene Kugel in R™, so nennen wir U eine Koordinaten-
kugel. Den Homoomorphismus ¢ nennt man (lokale) Koordinatenabbildung und die

Komponentenfunktionen (x!, ... 2™) von ¢ heiflen lokale Koordinaten in U.

Bemerkung.

(a) Nach der Definition topologischer Mannigfaltigkeiten ist jeder Punkt p € M
im Definitionsbereich einer Karte (U, ) enthalten. Ist p € U, so erhélt man
durch Subtraktion von ¢(p) eine neue Karte, die bei p zentriert ist.



Beispiele.

(a)

Graphen stetiger Funktionen

Es sei U C R" offen und F' : U — RF eine stetige Funktion. Der Graph von F
ist die Teilmenge des R x R* definiert durch

[(F)={(z,y) ER"xR": 2 € U and y = F(x)}.

Versehen mit der Spurtopologie wird I'(F') zu einem Hausdorff Raum, der das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Es sei pp : I'(F) — U gegeben durch

@F(xvy) =, (:U,y) € F(F>

Offenbar ist pp ein Homdomorphisms mit der Inversen p.'(z) = (v, F(x)).
Damit ist T'(F') eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n, die
homoomorph zu U ist und (I'(F), @) ist eine globale Karte auf I'(F').

Auf gleiche Weise zeigt man, dass jede Teilmenge des R"** welche definiert
wird, indem k der Koordinaten gleich einer stetigen Funktion der anderen n
(aus einer offenen Teilmenge des R™) gesetzt werden, auch eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension n ist.

Euklidische Sphdren

Es sei

S"={z e R"": ||z|| =1}
die Euklidische Einheitssphiire im R"*! versehen mit der Spurtopologie. Als
topologischer Teilraum des R"*! ist S Hausdorff und erfiillt das zweite
Abzéahlbarkeitsaxiom. Um zu zeigen, dass S" lokal Euklidisch ist, betrachten
wir die Teilmengen Ut C S", 1 <4 < n + 1, definiert durch

Ut ={(z",...,2"™) e S": 2" > 0}.

Analog seien U; C S", 1 < i < n + 1, die Teilmengen von S" mit x* < 0.
EsseiB" = {x € R" : ||z|| < 1} die offene Einheitskugel im R” und f : B* — R

die stetige Funktion
f(u) = /1 = [[ul?.

Fiir jedes i € {1,...,n + 1} sind die Mengen U Graphen der Funktionen
= O L A L

Damit sind (U7, ¢7°), wobei o3 : U~ — B" definiert ist durch

)

n+1) 1 i—1 i+l n+1)

+.1 _
o; (x, ... @ =(z,...,2 22T,

Karten fiir S”. Da jeder Punkt in S™ in einer dieser Karten enthalten ist, ist
S™ lokal euklidisch und daher eine topologische n-Mannigfaltigkeit.

Produkt Mannigfaltigkeiten

Es seien Mi,..., M, topologische Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
ny,...,ng. Dann ist My X --- X M} eine topologische Mannigfaltigkeit der
Dimension nj + - - - + ny mit Karten der Form (Uy X - -+ X Uy, 1 X -+ X ©pg),
wobei (Us, ¢;), 1 <i < k, Karten auf M; sind. (Ubungsbeispiel)



Aufgrund ihrer engen Beziehung zum Euklidischen Raum spielen Mannigfaltigkeiten
unter allen topologischen Rdumen eine sehr spezielle Rolle. Im Folgenden besprechen
wir einige ihrer besonderen topologischen Eigenschaften. Die erste davon besagt,
dass jede topologische Mannigfaltigkeit eine sehr brave Basis fiir ihre Topologie
besitzt. Zur Erinnerung, eine Teilmenge K eines topologischen Raumes X heif3t
relativ kompakt in X, wenn der Abschluss von K in X kompakt ist.

Proposition 1.1 Jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt eine abzdhlbare Basis
aus relativ kompakten Koordinatenkugeln.

Beweis: Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Wir nehmen
zunichst an, dass M eine globale Karte (M, ) besitzt mit ¢ : M — U C R™. Es sei
B die Menge aller offenen Kugeln B, () C R™ mit rationalen Radii  und rationalen
Mittelpunktskoordinaten deren Abschluss in U liegt. Offenbar ist jede dieser Kugeln
relativ kompakt in U. Die Menge B bildet nach Definition eine abzihlbare Basis
fir die Topologie in U. Da ¢ ein Homdomorphismus ist, schlieen wir, dass die
Menge {p~!(B) : B € B} eine abzihlbare Basis bestehend aus relativ kompakten
Koordinatenkugeln fiir die Topologie von M bildet.

Es sei nun M eine beliebige topologische n-Mannigfaltigkeit. Nach Definition ist
jeder Punkt von M im Wertebereich einer Karte enthalten ist. Wir zeigen nun, dass
M bereits durch abzéhlbar viele Karten iiberdeckt wird. Dazu sei B eine abzéhlbare
Basis fiir die Topologie von M und U eine Menge von Koordinatenumgebungen, die
M iiberdecken. Es sei weiters B' = {B € B: B C U fiir ein U € U} C B. Fiir jedes
B € B’ wihlen wir ein beliebiges U € U mit B C Ug. Es ist nun leicht zu sehen,
dass die Menge {Up : B € B'} eine abzihlbare Uberdeckung von M bildet.

Es seien {(U;, ¢;)} abzdhlbar viele Karten, die M iiberdecken. Nach dem ersten Teil
des Beweises hat jede Koordinatenumgebung U; eine abzéhlbare Basis aus relativ
kompakten Koordinatenkugeln und die Vereinigung all dieser abzédhlbaren Basen
bildet eine abzdhlbare Basis fiir die Topologie von M. Offenbar stimmt fiir jede
relativ kompakte Koordinatenkugel V' C U; der Abschluss von V' beziiglich U; mit
dem Abschluss in M {iberein. Damit ist aber V' auch relativ kompakt in M. |

Ein topologischer Raum M heif3t lokal kompakt, wenn es zu jedem Punkt in M eine
Umgebung gibt, deren Abschluss kompakt ist. Offenbar erhalten wir als eine direkte
Folgerung von Proposition 1.1:

Korollar 1.2 Jede topologische Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt.

Wir kommen nun zu Zusammenhangseigenschaften topologischer Mannigfaltigkeiten
und erinnern dazu zunéchst an folgende Begriffsbildungen:

e Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdingend, wenn X nicht in zwei
disjunkte nichtleere offene Mengen zerlegt werden kann.

e Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdingend, wenn es fiir jedes
Paar von Punkten x,y € X einen Weg f von x nach y gibt, d.h. eine stetige
Abbildung f : [0,1] — X mit f(0) =z und f(1) =v.

e Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend, wenn X eine
Basis bestehend aus wegzusammenhéngenden offenen Mengen besitzt.



Proposition 1.3 FEs sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende
Aussagen:

(a) M ist lokal wegzusammenhdngend.
(b) M ist genau dann zusammenhdngend, wenn M wegzusammenhdingend ist.

(¢) Die Zusammenhangskomponenten von M stimmen mit den Wegzusammen-
hangskomponenten von M tiberein.

(d) M hat hichstens abzihlbar viele Zusammenhangskomponenten und jede davon
st eine offene Teilmenge von M, die selbst wieder eine zusammenhdngende
topologische Mannigfaltigkeit bildet.

Beweis: Da jede Koordinatenkugel von M offenbar wegzusammenhéngend ist, folgt
Aussage (a) aus Proposition 1.1. Die Aussagen (b), (c) und (d) sind nun einfache
Konsequenzen aus (a). (Ubungsbeispiel) |

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Familie &/ von Teilmengen von
X heifit lokal endlich, wenn jeder Punkt in X eine Umgebung hat, die hoéchstens
endlich viele der Mengen in U schneidet.

Eine der wichtigsten Konsequenzen des zweiten Abzéhlbarkeitsaxioms ist der
Umstand, dass jede (glatte) Mannigfaltigkeit parakompakt ist. Zum Beweis dieser
Aussage, den wir in Kapitel 2 geben, benotigen wir das folgende Hilfsresultat.

Lemma 1.4 Jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt eine abzihlbare und lokal
endliche Uberdeckung durch relativ kompakte offene Mengen.

Beweis: Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Nach Proposition 1.1 gibt
es eine abzdhlbare Basis {B;};en der Topologie von M aus relativ kompakten
offenen Mengen. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion, dass M eine abzdhlbare
Uberdeckung {U;}en mit folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Uj ist eine relativ kompakte offene Teilmenge von M.
(i) closU;_; C U; fiir j > 2.
(iii) B; C U;.

Fiir k£ = 1 setzen wir U; = B;. Wir konnen nun annehmen, dass es offene Mengen
U;,j=1,...,k gibt, die (i)-(iii) erfiillen. Da clos Uy kompakt ist und durch die {B;}
sicher iiberdeckt wird, gibt es ein m; € N mit

closUy C By U---UDB,,.

Wir setzen nun Ugyy = By U -+ U B,,,. Damit sind sicher (i) und (ii) erfullt fir
J =k + 1. Wahlen wir my, so groB, dass auch my > k + 1, so ist auch By C Uy
und damit (iii) erfiillt. Da die {B;} eine Uberdeckung von M bilden, garantiert (iii)
dasselbe fur {U,}.



Um eine lokal endliche Uberdeckung zu erhalten setzen wir nun V; = U;\clos U;_s.
Als eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge clos U; ist clos V; kompakt.
Ist p € M beliebig, dann liegt p € Vj, wobei k der kleinste Index ist mit p € Uy.
Damit bilden die {V;} eine Uberdeckung von M. Da V}, nur nichtleeren Schnitt mit
Vik—1 und Vi besitzt ist diese Uberdeckung lokal endlich. [ |

Bevor wir zu glatten Mannigfaltigkeiten kommen, betrachten wir noch Fundamental-
gruppen topologischer Mannigfaltigkeiten. Dazu erinneren wir zunédchst an einige
grundlegende Begriffe:

Es seien X ein topologischer Raum und f,g : [0,1] — X zwei Wege in X mit
denselben Anfangs- und Endpunkten. Man nennt f und g homotop, symbolisch
f ~ g, wenn es eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — X gibt mit

e H(s,0)= f(s) und H(s,1) = g(s) fiir alle s € [0, 1],
e H(0,t) = f(0) = ¢g(0) und H(1,t) = f(1) = g(1) fiir alle t € [0, 1].

Fiir je zwei Punkte p,¢ € X bildet die so definierte Homotopierelation eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege von p nach ¢q. Die Aquivalenzklasse
eines Weges [ nennen wir Homotopieklasse von f und schreiben dafiir [f].

Fiir zwei Wege f,¢g in X mit f(1) = ¢(0) ist ihr Produkt f - ¢ der Weg

2s 0<s< 4
g ={ T 125y

Wie man leicht sieht, folgt aus f ~ f und g ~ ¢/, dass auch f-g ~ f'-¢. Damit
induziert das obige Produkt ein Produkt auf Homotopieklassen [f]-[g] := [f-¢|. Eine
einfache Rechnung zeigt, dass dieses Produkt assoziativ ist ([f]-[g])-[h] = [f]-([g]-[h])-

Eine Schleife in X mit Basispunkt ¢ € X ist ein Weg in X dessen Anfangs- und
Endpunkt ¢ ist. Die Menge der Homotopieklassen von Schleifen mit Basispunkt
q bezeichnen wir mit (X, ¢q). Versehen wir 7 (X, ¢) mit dem oben eingefithrten
Produkt, so wird m(X,q) zu einer Gruppe, der Fundamentalgruppe von X am
Basispunkt q. Das neutrale Element von (X, q) ist die Homotopieklasse des
konstanten Weges ¢,(s) = ¢, das Inverse von [f] ist die Homotopieklasse des Weges

f7Hs) = f(1—s).



Es ist nicht schwer zu zeigen (Ubungsbspiel), dass fiir wegzusammenhingende
Réume die Fundamentalgruppen mit unterschiedlichen Basispunkten alle isomorph
sind. Ist X wegzusammenhingend und (X, q) fiir ein/alle ¢ € X trivial (enthilt
nur [c,]), so nennt man X einfach zusammenhingend. Offenbar ist X genau dann
einfach zusammenhéngend, wenn je zwei Wege in X mit gleichen Anfangs- und End-
punkten homotop sind bzw. jede Schleife nullhomotop, d.h. homotop zum konstanten
Weg, ist. (Ubungsbeispiel)

Satz 1.5 Die Fundamentalgruppe jeder Zusammenhangskomponente einer topo-
logischen Mannigfaltigkeit st abzdihlbar.

Beweis: Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und B eine abzéhlbare Menge
von Koordinatenkugeln, die M iiberdecken. Fiir jedes Paar B, B’ € B besteht der
Durchschnitt B N B’ aus hochstens abzéhlbar vielen Komponenten, die alle weg-
zuammenhéngend sind. Es sei X' eine abzédhlbare Menge, die aus jeder Komponente
von BN B’ fiir alle B, B’ € B einen Punkt enthélt. Zu jedem B € B und jedem Paar
r, ' € XN B, sei pﬁx, ein beliebiger Weg von x nach z’ der in B verlauft.

Da die Fundamentalgruppen mit Basispunkten in derselben Wegzusammenhangs-
komponente isomorph sind, geniigt es zu zeigen, dass m (M, q) fiir beliebiges ¢ € X
abzéhlbar ist. Dazu definieren wir spezielle Schleifen als Schleifen mit Basispunkt
q, die ein endliches Produkt von Wegen der Form pﬁ » sind. Offenbar ist die Menge
aller speziellen Schleifen abzahlbar. Wir werden nun zeigen, dass jedes Element von
m1(M, q) durch eine spezielle Schleife reprisentiert wird.

Es sei f :[0,1] — M eine beliebige Schleife mit Basispunkt ¢. Offenbar bildet die
Menge {f~'(B) : B € B} eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Da [0, 1] kompakt ist,
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt Zahlen 0 = ag < a1 < --- < ap =1
mit [a;,_1,a;] C f~1(B) fiir ein B € B. Fiir 0 < ¢ < k sei f; die Einschrinkung von



f auf [a;_1,a;] aber reparametrisiert, sodass f; : [0,1] — M einen Teilweg von f
mit Anfangspunkt f(a;—;) und Endpunkt f(a;) darstellt. Weiters sei B; € B eine
Koordinatenkugel, die das Bild von f; enthélt. Fiir jedes i liegt f(a;) € B; N Biyq
und es gibt ein z; € X, das in derselben Komponente von B; N By, liegt wie f(a;).
SchlieBlich seien noch g; Wege in B; N B;,1 von x; nach f(a;), wobei wir zg = 2}, = ¢
und gy = g = ¢, setzen. Da g; ' - g; = Cf(a;), €rhalten wir nun

f=h-f=g-fi-gi' g forgat o ger oo g
Fiir jedes ¢ verlduft nun der Weg f; :== ¢;—1 - f; - 9; Yin B; von x;_; nach x;. Die
Koordinatenkugel B; ist aber einfach zusammenhingend, womit f; homotop zu
pﬁif Lz; ist. Es folgt, dass die Schleife f homotop zu einem endlichen Produkt von
Wegen der Form pﬁx, und damit zu einer speziellen Schleife ist. ]

Um auch Differential- und Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten zu betreiben,
benotigen wir mehr als nur eine topologische Struktur, denn grob gesprochen
sind Ableitungen nicht invariant unter Homoéomorphismen. Die zusétzliche ,,glatte
Struktur® fithrt zum Begriff der glatten Mannigfaltigkeit erlaubt uns zu entscheiden,
welche Funktionen auf unserer Mannigfaltigkeit glatt bzw. differenzierbar sind. Wir
wiederholen zunéchst einige Begriffe aus der Euklidischen Analysis.

Es seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen. Wir nennen eine Funktion £ : U — V
glatt oder C'*°, wenn die Komponentenfunktionen von F' partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung besitzen. Ist F' dariiber hinaus bijektiv mit einer glatten
Inversen, so nennt man F' einen Diffeomorphismus.

Die Idee hinter der Definition glatter Funktionen ist leicht erklart: Jeder Punkt aus
einer topologischen Mannigfaltigkeit M liegt im Wertebereich einer Koordinaten-
abbildung ¢ : U — U C R". Wir konnten daher f : M — R glatt nennen, wenn
fop™!:U — R glatt ist. Das Problem bei dieser Definition ist die Unabhingigkeit
von der Wahl der Koordinatenabbildung. Um diese zu garantieren, fithrt man eine
neue Struktur bestehend aus ,glatten Karten* ein.

Definition. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sind
(U, @) und (V,4) zwei Karten aus M mit U NV # (), so heifit der Homdomorphis-
mus Yot p(UNV) = (UNV) der Kartenwechsel von ¢ nach ¢. Wir nennen
zwei Karten (U, ¢) und (V,4) von M glatt kompatibel, wenn entweder U NV = ()
oder der Kartenwechsel 1) o =1 ein Diffeomorphismus ist.

Ein Atlas fir M ist eine Menge von Karten deren Koordinatenumgebungen M {iber-
decken. Ein Atlas A heifit glatt, wenn je zwei Karten in A glatt kompatibel sind.

Bemerkung.

(a) In der Praxis kann man oft zeigen, dass fiir jedes Paar von Koordinaten-
abbildungen ¢ und 1 in einem gegebenen Atlas der Kartenwechsel 1) o =1
glatt ist. Fiir den Nachweis, dass der Atlas glatt ist, ist es dann nicht mehr
notwendig zu zeigen, dass 1 o ¢! ein Diffeomorphismus ist, da die Inverse
(o™t = po! ebenfalls einen Kartenwechsel darstellt, von dem wir
bereits wissen, dass er glatt ist.



Wir kénnten nun M mit einer ,glatten Struktur® versehen, indem wir einen glatten
Atlas fiir M finden. Eine Funktion f : M — R heifit dann glatt, wenn f o ¢!
fiir jede Koordinatenabbildung ¢ in unserem Atlas glatt ist. Diese Konstruktion hat
noch einen Schonheitsfehler: Im Allgemeinen, gibt es viele glatte Atlanten die so die-
selbe , glatte Struktur® auf M erzeugen, d.h. auf dieselbe Menge glatter Funktionen
fithren. Ein einfaches Beispiel sind die folgenden beiden Atlanten auf R™:

A = {(R",Idgn)}
.AQ = {(Bl($),ld31(x)) Z$€Rn}

Offenbar sind A; und A, verschieden, eine Funktion f : R" — R aber genau dann
sglatt® beziiglich eines der beiden Atlanten, wenn sie im iiblichen Sinn glatt ist.
Einige Autoren losen dieses Problem indem sie zu Aquivalenzklassen von Atlanten
ibergehen. Wir verfolgen einen anderen (weiter verbreiteten) Ausweg:

Definition. Ein glatter Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit M heif3t
maximal, wenn er in keinem echt grofleren glatten Atlas enthalten ist. Wir nennen
einen maximalen glatten Atlas auf M auch eine glatte Struktur auf M.

Eine glatte Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, A) bestehend aus einer topologischen
Mannigfaltigkeit M versehen mit einer glatten Struktur A.

Bemerkungen.

(a) Die Definition eines maximalen Atlas A sichert, dass jede Karte auf M, die
glatt kompatibel mit allen Karten aus A ist, auch schon in A enthalten ist.

(b) Eine topologische Mannigfaltigkeit, kann viele verschiedene glatte Strukturen
tragen oder auch gar keine ermoglichen!

Das folgende Lemma zeigt, dass es fiir die Definition einer glatten Struktur geniigt
irgend einen glatten Atlas anzugeben.

Lemma 1.6 Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende
Aussagen:

(a) Jeder glatte Atlas fiir M ist in einem eindeutig bestimmten maximalen glatten
Atlas enthalten.

(b) Zwei glatte Atlanten fir M bestimmen genau dann dieselbe glatte Struktur,
wenn thre Vereinigung ein glatter Atlas ist.

Beweis : Zum Beweis von (a) sei A ein glatter Atlas auf M und A sei die Menge
aller Karten auf M, die glatt-kompatibel mit allen Karten aus A sind. Wir zeigen
zuniichst, dass A ein glatter Atlas ist, d.h. dass fiir je zwei Karten (U, ¢), (V, ) € A
die Abbildung o ™t : (U NV) = (U NV) glatt ist.

Dazu sei x = p(p) € (U NV) beliebig. Da M durch die Koordinatenumgebungen
der Karten aus A iiberdeckt wird, gibt es eine Karte (W, 0) € A mit p € W. Da jede
Karte in A glatt-kompatibel mit (W, 6) ist, sind die Abbildungen §o¢~! und )0~
auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen glatt. Dap € UNV NW, ist die Abbildung
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ot = (o) o (0ot glatt in einer Umgebung von z. Da x € (U NV)
beliebig war, ist 1) o =1 glatt in einer Umgebung von jedem Punkt in o(U NV).
Damit ist A ein glatter Atlas und da jede Karte auf M, die mit allen Karten aus
A und damit speziell aus A vertriglich ist, auch schon in A liegt, ist A maximal.
Ist B irgend ein anderer maximaler Atlas, der A enthilt, so folgt sofort B C A und
damit aufgrund der Maximalitit B = A.

Aussage (b) ist nun ebenfalls eine unmittelbare Konsequenz der Definition von A
von oben und (a). [ |

Bemerkungen.

(a) Besitzt eine topologische Mannigfaltigkeit M eine globale Karte, so ist die
Bedingung der glatten Kompatiblitiat trivialerweise erfiillt. Daher bestimmt
so eine Karte automatisch eine glatte Struktur auf M.

(b) Andert man die Kompatibilititsanforderung an Kartenwechsel in einem Atlas,
so fithrt das auf C* Strukturen oder reell bzw. komplex analytische Strukturen
und damit auf C* bzw. reell-analytische und komplexe Mannigfaltigkeiten.

Bevor wir zu Beispielen glatter Mannigfaltigkeiten kommen, iibertragen wir noch
einige der bereits bekannten Begriffsbildungen fiir topologische Mannigfaltigkeiten
auf die Situation glatter Mannigfaltigkeiten:

Jede Karte (U,¢) aus einem maximalen Atlas einer glatten Mannigfaltigkeit M
nennen wir eine glatte Karte. Die Begriffe der glatten Koordinatenabbildung und
glatten Koordinatenumgebung, sowie der glatten Koordinatenkugel sollten damit auch
klar sein. Der Beweis der folgenden , glatten” Verfeinerung von Proposition 1.1 ist
eine einfache Adaption des urspriinglichen Beweises (und wird nicht ausgefiihrt):
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Proposition 1.7 Jede glatte n-Mannigfaltigkeit besitzt eine abzdhlbare Basis aus
reguldren Koordinatenkugeln, das sind glatte relativ kompakte Koordinatenkugeln
B C M, sodass es fiir geeignete 0 < r < 1’ eine glatte Koordinatenkugel B O clos B
und eine glatte Koordinatenabbildung ¢ : B' — R™ gibt mit

#(B)=B,(0),  ¢lclosB) =clos B,(0),  o(B') = By(0).

Fiir eine gegebene glatte Karte (U,¢) auf einer glatten Mannigfaltigkeit M
ermoglicht die Koordinatenabbildung ¢ : U — U C R" eine Identifikation von
U und U. Damit kénnen wir U auch als Teilmenge des R™ und jeden Punkt p € U

durch seine lokale Koordinatendarstellung p = ¢(p) = (2, ..., 2") reprisentieren.

Beispiele.

(a) Null-dimensionale Mannigfaltigkeiten

Eine null-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M ist ein abzahlbarer
diskreter topologischer Raum. Fiir jeden Punkt p € M ist die einzige zu RY
homéomorphe Umgebung {p} selbst, womit die Kompatibilitatsanforderung
an die Koordinatenabbildungen ¢ : {p} — R p € M, trivialerweise erfiillt
ist. Damit besitzt M eine eindeutige glatte Struktur.

(b) Der Euklidische Raum R™ und endlich-dimensionale Vektorrdume

Der n-dimensionale Euklidische Raum R™ ist eine glatte Mannigfaltigkeit ver-
sehen mit der durch die globale Karte (R", Idg») bestimmten glatten Struktur.
Wir nennen dies die Standard glatte Struktur. Wie man leicht zeigt, besitzt der
R™ jedoch viele verschiedene glatte Strukturen (Ubungsbeispiel).

Ist V' nun ein beliebiger n-dimensionaler (reeller) Vektorraum, so bestimmt
jede Norm auf V eine Topologie beziiglich derer V' eine natiirliche glatte
Struktur trigt: Jede Basis {E4,...,E,} C V definiert einen Isomorphismus
E : R — V, definiert durch E(x) = ) ;' 2'E;. Diese Abbildung ist
ein Homdomorphismus, womit der Atlas bestehend aus der globalen Karte
(V,E~1) eine eindeutige glatte Struktur bestimmt. Da Basiswechsel durch
invertierbare lineare Abbildungen und damit Diffeomorphismen beschrieben
werden, folgt, dass die Wahl einer anderen Basis auf dieselbe glatte Struktur
fithrt. Wir nennen diese die Standard glatte Struktur auf V.

(¢) Offene Untermannigfaltigkeiten

Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und U C M offen. Die Menge Ay
aller glatten Karten (V) auf M mit V' C U definiert einen glatten Atlas auf
U. Um das zu sehen, verwenden wir, dass p € U sicher in irgend einer Karte
(W, @) von M enthalten ist. Setzen wir daher V' = WNU, dann ist (V, ¢|y) eine
Karte in Ay die p enthélt. Der Nachweis, dass die Karten Ay glatt kompatibel
sind, ist trivial. Damit ist jede offene Teilmenge von M selbst wieder eine glatte
n-Mannigfaltigkeit. Versehen mit der hier definierten glatten Struktur, nennen
wir jede offene Teilmenge eine offene Untermannigfaltigkeit von M.
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(d) Matriz-Mannigfaltigkeiten

Es bezeichne M(m x n,R) den Vektorraum der m x n Matrizen mit reellen
Eintrdgen. Nach (b) ist M(m x n,R) eine glatte mn-Mannigfaltigkeit. Ist
m = n, so schreiben wir kurz M(n, R) anstatt M(n x n,R).

Die allgemeine lineare Gruppe GL(n,R) ist die offene Teilmenge von M(n, R)

bestehend aus allen invertierbaren Matrizen. Nach (c) ist GL(n,R) daher eine

glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n?.

Analog sind fiir m < n oder n < m die offenen Teilmengen von M(m x n,R)
bestehend aus allen Matrizen von Rang m oder n glatte Mannigfaltigkeiten
der Dimension mn.

(e) FEuklidische Sphdiren
Die n-Sphiare S* C R"™"! ist eine topologische n-Mannigfaltigkeit. Sind
(UF, wii), 1 <i<n+1, die weiter oben definierten Karten, so gilt fiir ¢ < j,

3
(pii o (goji)_l(ul,...,u”) = (ul,...,ui_l,uiﬂ,...,uj_l,:l: 1-— ||u||2,uj,...,u”)

und eine ganz dhnliche Formel fiir ¢ > j. Im Falle, ¢ = j ergibt sich ganz einfach
©F o (pF)™! = idgn, womit die Menge aller Karten der Form (U7, ¢7) einen
glatten Atlas bildet, der wiederum eine glatte Struktur auf S” bestimmt. Wir
nennen dies die Standard glatte Struktur auf S™.

(f) Glatte Produkt-Mannigfaltigkeiten

Sind My, ..., My topologische Mannigfaltigkeiten der Dimensionen nq, ..., ng,
dann ist My X -+ - X M, eine topologische (ng + - - - + ny)-Mannigfaltigkeit mit
Karten der Form (U X -+ X Uy, 1 X -+ X @), wobei (U, ¢;), 1 < i < k,
Karten auf M; sind. Je zwei solcher Karten sind glatt kompatibel, da

(1 % - X ah) o (1 X - X ) TH= (o) X X (Yo pp ),
was eine glatte Abbildung ist. Damit tragt M; x - - - X M}, eine natiirliche glatte
Struktur.

Zur Konstruktion glatter Mannigfaltigkeiten ist das folgende Lemma oft niitzlich:

Lemma 1.8 Es sei M eine Menge versehen mit einer Familie {U,} von Teilmengen
von M und Abbildungen ¢, : U, — R™ fiir jedes o, sodass:

(a) Fiir jedes a ist po(Uy) € R™ offen und ¢, : Uy — @a(Uy) eine Bijektion.
b) Fiir je zwei o, 8 sind po(Uy, NUg) und pg(U, NUg) offen im R™.
B B B
(c) Ist Uy N Uz # 0, dann ist ¢, o 9051 : wp(Ua NUp) — pa(Us N Ug) ein

Diffeomorphismus.

(d) Abzihlbar viele der U, tberdecken M.

(e) Fiir je zwei verschiedene p,q € M, gibt es entweder ein U, das p und q enthdlt
oder disjunkte Mengen U, und Ug mit p € U, und q € Us.

Dann st M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer glatten Struktur, die eindeutig
bestimmt ist durch die Eigenschaft, dass (U,, ¢a) glatte Karten sind.
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Beweis: Wir definieren zunéchst eine Topologie auf M indem wir alle Mengen der
Form ¢! (V), fiir V' C R" offen, als Basis wihlen. Um zu zeigen, dass diese Basis
wohldefiniert ist, geniigt es nachzuweisen, dass jede nichtleere Schnittmenge von je
zwei o1 (V) und ngI(W) wieder eine Basismenge ist. Dazu verwenden wir, dass
nach (c) die Menge ¢, 0 ;' (W) einerseits eine offene Teilmenge von ¢, (U, N Up)
und andererseits wegen (b) auch offen in R™ ist. Damit ist aber

o' (V)N g (W) = 05" (VN a0 05" (W)
ebenfalls eine Basismenge.

Nach Definition ist jede der Abbildungen ¢, ein Homéomorphismus, womit M lokal
Euklidisch von der Dimension n ist. Aus Eigenschaft (e) folgt auf einfache Weise,
dass M ein Hausdorff Raum ist. Ist {U,,} eine abzdhlbare Teilfamilie der U,, die M
iberdeckt, dann besitzt jede der Mengen U,, eine abzdhlbare Basis; die Vereinigung
all dieser ist eine abzihlbare Basis von M, womit M das zweite Abzahlbarkeits-
axiom erfiillt. Offenbar ist nach (c) die Familie {(U,, ¢,)} ein glatter Atlas auf M,
der nach Lemma 1.6 eine eindeutige glatte Struktur auf M bestimmt. |

Im Folgenden skizzieren wir kurz eine Anwendung von Lemma 1.8:

Beispiel - Grassmann Mannigfaltigkeiten.

Es sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fiir 0 < k& < n bezeichne G (V)
die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume von V. Im Folgenden verwenden wir
Lemma 1.8, um zu zeigen, dass G (V') in natiirlicher Weise die Struktur einer glatten
k(n — k)-Mannigfaltigkeit, genannt die k-Grassmann Mannigfaltigkeit, tragt.

Dazu seien P und ) Unterrdume von V' der Dimension £ und n —k mit V = P® Q.
Weiters sei L(P, Q) der Vektorraum aller linearen Abbildungen von P nach ) und
Ug :={W € Gp(V) : QNW = 0} C Gg(V). Wir definieren noch eine Abbildung
Y L(P,Q) — Ug durch ¢(A) = {z + Az : x € P}.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 1 eine Bijektion ist, sei ¢ = ¢~ : Ug — L(P, Q).
Da L(P,Q) = M((n — k) x k,R) = R¥"=) kinnen wir (Ug, ¢) als Karte auf G4 (V)
ansehen. Da ¢(Ug) = L(P,Q), ist Eigenschaft (a) aus Lemma 1.8 sicher erfiillt.

Es sei nun (P’, Q') ein weiteres Paar komplementéirer Unterrdume, und ', ¢’ die
zugehorigen Koordinatenabbildungen. Die Menge ¢(Ug N Uy ) C L(P, Q) besteht
aus allen A € L(P,Q) mit {v + Az : € P} N Q" = 0, was offenbar eine offene
Menge ist. Damit ist auch Eigenschaft (b) aus Lemma 1.8 erfiillt. Zum Nachweis von
Lemma 1.8 (c) miissen wir zeigen, dass ¢’ o o= = ¢’ 0 1) glatt ist. Diesen technisch
mithsamen aber nicht schwierigen Schritt, werden wir hier nicht ausfiihren.

Ist {E4,...,E,} eine feste Basis von V, so bestimmt jede Partition dieser Basis-
elemente in k£ bzw. n — k Elemente komplementédre Unterrdume P und @). Offenbar
wird Gy (V') von den endlich vielen Mengen Uy, die durch alle moglichen Partitionen
der gegebenen Basis bestimmt sind, tiberdeckt. Damit ist Eigenschaft (d) von
Lemma 1.8 nachgewiesen. Die Hausdorff Bedingung (e) ist schliefilich noch wie folgt
einzusehen: Sind P, P' C V zwei k-dimensionale Unterrdume, so gibt es immer einen
Unterraum Q der Dimension n — k mit PN Q = P’ N = 0, dann sind aber P und
P’ in der Koordinatenumgebung Uy, die durch (P, )) bestimmt wird, enthalten.
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Zum Abschluss des ersten Kapitels kommen wir noch zu glatten Mannigfaltigkeiten
die (in einem noch zu prézisierenden Sinn) einen ,,Rand“ besitzen. Prototypen
solcher Mannigfaltigkeiten sind etwa die abgeschlossene Euklidische Einheitskugel
oder abgeschlossene Halbsphéren. Das lokale Modell fiir Mannigfaltigkeiten mit
Rand ist nicht mehr der R™ sondern die abgeschlossene obere Halbebene

H" = {(«',...,2") € R" : 2" > 0}.

Wir verwenden int H” und 0H", um das Innere bzw. den Rand von H" zu bezeichnen.

Definition. Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand M ist ein
Hausdorff Raum, der das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt und in dem jeder Punkt
eine Umgebung besitzt, die hombomorph zu einer offenen Teilmenge von H" ist.

Ein Paar (U, ¢) bestehend aus einer offene Teilmenge U C M und einem Homomor-
phismus ¢ : U — U C H" nennen wir eine Karte auf M. Wir nennen (U, ¢) eine
innere Karte, wenn o(U) C int H” und eine Randkarte, wenn o(U) N OH™ # ().

Die besonderen topologischen Eigenschaften von topologischen Mannigfaltigkeiten
iibertragen sich auch auf topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand:

Proposition 1.9 FEs sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) M ist lokal wegzusammenhdngend.

(b) M hat hichstens abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten, von denen jede
wieder eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ist.

(¢) Die Fundamentalgruppe jeder Zusammenhangskomponente wvon M ist
abzdihlbar.

Um zu sehen, wie man glatte Strukturen auf topologische Mannigfaltigkeiten mit
Rand tibertrigt, kldren wir noch was wir unter glatten Funktionen auf H"™ verstehen:
Es sei U C H" offen. Eine Abbildung F : U — R* heifit glatt, wenn es zu jedem
x € U eine offene Menge V' C R™ mit € V und eine glatte Abbildung F : V — R*
gibt, die mit F' auf V N H" {ibereinstimmt.

Definition. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine glatte
Struktur auf M ist ein maximaler glatter Atlas, d.h. eine Menge von Karten auf M,
die M iiberdecken und deren Kartenwechsel glatt sind. Versehen mit einer solchen
glatten Struktur, wird M zu einer glatten Manngifaltigkeit mit Rand.

Ein Punkt p € M heifit Randpunkt, wenn sein Bild unter einer Koordinaten-
abbildung in OH" liegt; wir nennen p € M einen inneren Punkt von M, wenn sein
Bild unter einer Koordinatenabbildung in int H" liegt. Die Menge aller Rand- bzw.
inneren Punkte von M bezeichnen wir mit M bzw. mit int M.

Bemerkung.

(a) Jede glatte n-Mannigfaltigkeit kann auch als glatte n-Mannigfaltigkeit mit
Rand angesehen werden, indem einfach Koordinatenabbildungen mit einem
Diffeomorphismus von R"™ nach H" verkniipft werden.

15



2 Glatte Abbildungen

Die Motivation zur Definition glatter Strukturen auf Mannigfaltigkeiten war das
Anliegen glatte Abbildungen einzufiihren und mit ihnen zu arbeiten. Im Folgenden
fithren wir dies aus, insbesondere beschéftigen wir uns mit Diffeomorphismen, d.h.
glatten und bijektiven Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, und fithren am
Ende des Kapitels ein sehr wichtiges Werkzeug ein, die Zerlegung der Eins, das es uns
erlauben wird aus lokal glatten Objekten global glatte Objekte zusammenzubauen.

Definition. Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Ist f : M — R* und (U, ¢)
eine Karte auf M, so heifit die Funktion f: ©(U) — R*, definiert durch f: fop™i,
die Koordinatendarstellung von f beziiglich (U, ¢).

Eine Funktion f : M — R¥ heiBt glatt, wenn es zu jedem p € M eine glatte Karte
(U, ) von M mit p € U gibt, sodass die Koordinatendarstellung von f beziiglich
(U, p) glatt ist auf der offenen Teilmenge ¢(U) des R™. Wir bezeichnen mit C*°(M)
die Menge aller glatten reellwertigen Funktionen auf M.

Bemerkung.

(a) Ist M = U eine offene Teilmenge des R™, so ist offenbar f : M — R* genau
dann glatt auf M, wenn f im iiblichen Sinn eine glatte Funktion auf U ist
(man nehme einfach ¢ = Id).

Die obige Definition glatter Funktionen ist nur ein Spezialfall eines allgemeineren
Glattheitsbegriffs fiir Abbildungen zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Ist /' : M — N und
sind (U, ¢) und (V, ) Karten auf M bzw. N mit F(U) C V, so heifit die Funktion
F: o(U) — ¢(V), definiert durch F =1oF oy, die Koordinatendarstellung von
F beziiglich (U, ¢) und (V, ).

Eine Funktion F': M — N heifit glatt, wenn es zu jedem p € M glatte Karten (U, ¢)
von M mit p € U und (V,4) von N mit F(p) € V gibt, sodass F(U) C V und die
Koordinatendarstellung von F' beziiglich (U, ¢) und (V) glatt ist.

Bemerkung.

(a) Ist F': M — N glatt, so sind die Koordinatendarstellungen von F' beziiglich
jedem Paar glatter Karte (U, ) und (V; 1) von M bzw. N mit F'(U) C V glatt
(Ubungsbeispiel).

Wie das folgende einfache Lemma zeigt, ist Glattheit eine lokale Eigenschaft:

Lemma 2.1 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und {Uy }aca eine offene
Uberdeckung von M. Gibt es zu jedem o € A eine glatte Abbildung F, : Uy, — N,

sodass Fa|UamUﬁ = F5|UQQUB fur alle o, B € A, dann gibt es eine eindeutig bestimmte
glatte Abbildung F : M — N mit F|y, = F, fir alle a € A.

Beweis: Ubungsbeispiel. [ |
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Von einer natiirlichen Definition glatter Funktionen wiirde man erwarten, dass sie
Stetigkeit impliziert. Dies ist hier auch der Fall:

Proposition 2.2 Jede glatte Funktion zwischen glatten Mannigfaltigkeiten ist
stetig.

Beweis: Es sei F': M — N glatt. Dann gibt es zu jedem p € M glatte Karten
(U, ) von M mit p € U und (V,4) von N mit F(p) € V, sodass F(U) C V und
poFopl:plU)— (V) glatt, und damit stetig, ist. Da ¢ : U — (U) und
¥ 'V — (V) Homoomorphismen sind, folgt auch die Stetigkeit von

Flu=vlo@WoFop H)op:U—=V.

Da p € M beliebig war, folgt, dass F' stetig in einer Umgebung von jedem Punkt
und damit auf ganz M ist. |

Um nachzuweisen, dass eine gegebene Funktion F' : M — N glatt ist, muss man
nach Definition zu jedem p € M Koordinatenumgebungen U von p und V' von F'(p)
finden mit F(U) C V. Diese Anforderung sichert gerade, dass eine glatte Funktion
F auch stetig ist. Ist jedoch Stetigkeit schon bekannt, so kann die Glattheit von F
auf einfachere Weise nachgewiesen werden:

Lemma 2.3 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N eine
stetige Abbildung. Sind {(Us, o)} und {(Vs,¢3)} glatte Atlanten fiir M bzw. N und
sind fiir alle o und (8 die Abbildungen g0 F o p ! auf ihren jeweiligen Definitions-
bereichen glatt, dann ist F' glatt.

Beweis: Es seien p € M und (U,, @), (Vs,13) glatte Karten aus den gegebenen
glatten Atlanten mit p € U, und F(p) € V5. Aufgrund der Stetigkeit von F ist die
Menge U = F~}(V3) N U, offen in M und F(U) C V. Damit erfiillen die glatten
Karten (U, ¢q|v) und (Vs,13) die Bedingungen fiir die Glattheit von F'. |

Ebenfalls wenig iiberraschend ist die folgende Aussage:

Proposition 2.4 Die Zusammensetzung glatter Abbildungen zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten ist glatt.

Beweis: Es seien F': M — N und G : N — P glatte Abbildungen und p € M
beliebig. Da G glatt ist, gibt es glatte Karten (V,6) von N mit F'(p) € V und (W, )
von P mit G(F(p)) € W, sodass G(V) C W und p o Go 67! : (V) — (W)
glatt ist. Da F stetig ist, ist F~(V) eine offene Umgebung von p in M, daher gibt
es eine glatte Karte (U, ¢) fiir M mit p € U C F~'(V). Nach der Bemerkung vor
Lemma 2.1 ist die Koordinatendarstellung 6 o F o ¢~ : p(U) — (V) glatt. Damit
erhalten wir insgesamt G o F(U) C G(V) C W, und

Yo(GoF)op ™t =@WoGolh ) o(loFopt): oU)— (W)

ist als Zusammensetzung glatter Abbildungen zwischen offenen Teilmengen des
Euklidischen Raumes, selbst glatt. ]

Wir sind nun in der Lage einige Beispiele glatter Abbildungen anzugeben.
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Beispiele.

(a) Jede Abbildung von einer null-dimensionalen Mannigfaltigkeit in eine glatte
Mannigfaltigkeit ist automatisch glatt.

(b) Die Inklusionsabbildung ¢ : S* — R"*! von der n-Sphére versehen mit der
Standard glatten Struktur ist sicher stetig. Sie ist glatt, da die Koordinaten-
darstellungen beziiglich der in Kapitel 1 eingefiihrten glatten Karten (Uf, ©i),
1 <7< n—+1, gegeben sind durch

vo (o)t .. . u") = (ul, R T V4 e [T TS ,u”) :

was glatte Abbildungen auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen, ndmlich der
Menge mit ||ul| < 1, sind.

(c) Seien My, ..., My, N glatte Mannigfaltigkeiten und m; : My x -+ x My, — M,
die Projektion auf den i-ten Faktor. Eine Abbildung F': N — M; X --- X M},
ist genau dann glatt, wenn jede der Komponentenfunktionen m;0 F' : N — M,
glatt ist (Ubungsbeispiel).

Die Definition glatter Abbildungen iibertrdagt sich auch ohne Schwierigkeiten auf
Abbildungen zwischen glatten Mannigfaltigkeiten mit Rand. Es ist dabei nur der
richtige Begriff (der in Kapitel 1 besprochen wurde) fiir glatte Funktionen auf H"
zu beriicksichtigen. Die Details sind einfach auszuarbeiten.

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Ein Diffeomorphismus
zwischen M und N ist eine glatte bijektive Abbildung F' : M — N mit glatter
Inversen. Wir nennen M und N diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphismus
zwischen M und N gibt, und schreiben dann M ~ N.

Eine Abbildung F': M — N heif}t ein lokaler Diffeomorphismus, wenn es zu jedem
p € M eine Umgebung U gibt, sodass F'(U) offen ist in N und F|y : U — F(U) ein
Diffeomorphismus ist.

Bemerkung.

(a) Ein zentraler Untersuchungsgegenstand der Analysis auf Mannigfaltigkeiten
sind Eigenschaften glatter Mannigfaltigkeiten, die invariant unter Diffeomor-
phismen sind. Ein interessantes Beispiel hierfiir ist die Frage ob eine gegebene
topologische Mannigfaltigkeit glatte Strukturen besitzt, die nicht diffeomorph
zueinander sind. Wie Arbeiten von Munkres und Moise zeigen, besitzt jede
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension < 3 eine bis auf Diffeomorphie
eindeutige glatte Struktur. Aus Arbeiten von Donaldson und Friedman folgt,
dass der R" eine bis auf Diffeomorphie eindeutige glatte Struktur besitzt, fiir
alle n # 4. Der R* besitzt iiberabzihlbar viele verschiedene glatte Strukturen,
von denen keine zwei diffeomorph sind.
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Beispiele.

(a) Die Abbildung F' : B" — R", definiert durch F(z) = z/(1 — [|z|*), ist ein
Diffeomorphismus, womit B"” ~ R".

(b) Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine glatte Karte auf M, dann
ist ¢ : U = p(U) C R" ein Diffeomorphismus.

Als néchstes kommen wir zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der Analysis auf
Mannigfaltigkeiten, den Zerlegungen der Eins. Dieses Werkzeug erlaubt es global
glatte Objekte aus lokal glatten zusammenzubasteln. Die folgenden Konstruktionen
basieren dabei stark auf der Existenz von glatten Funktionen, die positiv sind in
gewissen Bereichen einer glatten Mannigfaltigkeit und identisch Null sonst. Ist f eine
reell- oder vektorwertige Funktion auf einem topologischen Raum X, so bezeichnen
wir mit supp f den Trdager von f, d.h.

supp f =clos{p € X : f(x) # 0}.
Lemma 2.5 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine glatte Funktion h: R — R mit 0 < h(t) <1 und

(1 firt<i,
h(t)_{() firt > 2.

(b) Es gibt eine glatte Funktion H : R" — R mit 0 < H(z) <1 und

|1 firz e clos By(0),
H(w) = { 0 fir x ¢ clos B;(O).

Beweis: Es sei f: R — R die Funktion, definiert durch

e/t fiir t > 0,
f(t)_{o fiir ¢ < 0.

Wir zeigen zunéchst, dass f glatt ist. Dazu geniigt es nachzuweisen, dass f beit =0
beliebig oft stetig differenzierbar ist. Eine einfache Induktion zeigt, dass fiir ¢ > 0,
die k-te Ableitung von f die Form

(t) _
FO(t) = o e (2.1)
hat, wobei pg(t) ein Polynom ist. Da weiters fiir jedes m > 0,
o1/t
lim —0, (2.2)
t—0+t ™

erhalten wir
lim f®)(t) = 0.

t—0t+
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Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes k& > 0 gilt f*)(0) = 0. Wir verwenden wieder
Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist die Aussage richtig nach Definition. Wir kénnen
daher £ > 0 annehmen. Es geniigt nun zu zeigen, dass links- und rechtsseitige
Ableitungen von f*+1)(0) existieren und beide Null sind. Die linksseitige Ableitung
ist dabei trivial, und fiir die rechtsseitige erhalten wir wegen (2.1) und (2.2),

t) —
. F®() = f90) . et =1/t _ () i PO g
t—0+ t t—0+ t 10+ $2k+1

0.

ad (a): Es sei h: R — R definiert durch

f2-1)
fC=t)+ f(t-1)
Offenbar erfiillt dann h die geforderten Eigenschaften.
ad (b): Es sei H : R" — R definiert durch

h(t) =

H(x) = h(][=]])-
Offenbar erfiillt dann H die geforderten Eigenschaften. |

Wir benétigen auch noch die bereits angekiindigte wichtige Aussage, dass jede
(glatte) Mannigfaltigkeit parakompakt ist. Dazu erinneren wir zunéchst an die
Definition von Parakompaktheit.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Ist U eine offene Uberdeckung von
X, s0 heifit eine weitere offene Uberdeckung V von X eine Verfeinerung von U, wenn
es zu jedem V € V ein U € U gibt mit V' C U. Ein topologischer Raum X heifit
parakompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine lokal endliche Verfeinerung
besitzt.

Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so nennen wir eine offene Uberdeckung {V;} von
M reguldr, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

e Die Uberdeckung {V;} ist abzihlbar und lokal endlich.

e Jede Menge V; ist Koordinatenumgebung einer glatten Karte ¢; : V; — R” mit
pi(Vi) = Bs(0) C R™.

e Die offenen Mengen {U; := ¢;'(B;(0))} iiberdecken ebenfalls M.

Satz 2.6 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann besitzt jede offene Uberdeckung
von M eine requlire Verfeinerung. Insbesondere ist M parakompakt.

Beweis: Es sei X eine beliebige offene Uberdeckung von M und {V;} eine abziihlbare
und lokal endliche Uberdeckung von M durch relativ kompakte offene Mengen. Fiir
p € M sei weiters W, eine Umgebung von p, die nur endlich viele der Mengen V;
schneidet. Ersetzen wir W, durch den Schnitt von W, mit jenen Vj, die p enthalten,
so kdnnen wir annehmen, dass fiir p € V; auch W, C V;.
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Da X eine offene Uberdeckung von M ist, gibt es zu jedem p € M ein X € X mit
p € X. Bilden wir wieder den Schitt von W, mit X, so kénnen wir auch annehmen,
dass W, in einem X € X enthalten ist. Da M nach Proposition 1.7 eine Basis aus
glatten Koordinatenkugeln besitzt, kénnen wir schliefilich noch annehmen, dass W,
Koordinatenumgebung einer glatten Kartenabbildung ¢, : W, — Bs(0) ist, deren
Zentrum in p liegt. Es sei U, = ¢, *(B1(0)).

Fiir jedes k € N ist die Familie {U, : p € closV,} eine offene Uberdeckung der
kompakten Menge closVy. Daher gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, etwa
Ub,...,U™. Esseien (W}, ¢p), ..., (W™, ©"*) die zugehorigen glatten Karten. Die
Vereinigung iiber alle k,i € N der Mengen {WW;} bildet offenbar eine offene Uber-
deckung von M, die X verfeinert. Um zu zeigen, dass es sich dabei um eine regulére
Uberdeckung handelt bleibt zu zeigen, dass sie lokal endlich ist.

Zu jedem Paar k,i € N gibt es ein j € N mit W} C V;. Nach Konstruktion muss
dann V; N clos Vi, # 0, also auch V; NV, # (. Ist daher W} N W}, # 0, so gibt es
Indizes j,j" € N, sodass die Mengen V; N Vj,, V; NV, und Vj;y NV} alle nicht leer
sind. Da die {V},} lokal endlich sind, gibt es aber zu festem j € N, nur endlich viele
solcher Indizes j/,k’. Damit konnen auch nur endlich viele Mengen W}, die Menge
W} schneiden. |

Definition. Es sei M ein topologischer Raum und & = {X,}4ca eine offene Uber-
deckung von M. Eine Familie {1, : M — R},c4 stetiger Funktionen heifit eine X
untergeordnete Zerleqgung der Fins, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

e 0 <1,(x) <1fir alle « € A und alle z € M.
e supp ¥, C X.
e Die Familie der Tréger {supp ¢s aca ist lokal endlich.

® > caValx)=1fir alle z € M.
Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so nennen wir {¢, : M — R},eca eine glatte
Zerlequng der Fins, wenn jede der Funktionen 1, glatt ist.

Aus der Parakompaktheit einer glatten Mannigfaltigkeit, folgt nun die Existenz von
Zerlegungen der Eins.

Satz 2.7 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und X = {Xo Y aca eine offene Uber-
deckung von M, dann gibt es eine X untergeordnete glatte Zerleqgung der Eins.

Beweis: Nach Satz 2.6 gibt es eine regulére Verfeinerung {W;} von X. Fiir jedes i,
sei ¢; : W; — B3(0) eine glatte Koordinatenabbildung. Wir setzen

Ui=¢; ' (Bi(0)) und V=g (B(0)).
Fiir jedes © € N, definieren wir f; : M — R durch

f, — H o (pl auf I/‘/Z'a
10 auf M\clos V;,

wobei H : R — R die glatte Funktion aus Lemma 2.5 (b) ist. Beachte, dass auf
W;\clos V; die beiden Definitionen von f; jeweils die Nullfunktion ergeben, womit f;
wohldefiniert und glatt ist. Es gilt weiters supp f; C W;.
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Mit Hilfe der Funktionen f; definieren wir nun neue Funktionen ¢; : M — R durch

PR (1C)
9(r) = e Ty

Da die Uberdeckung {W;} lokal endlich ist, hat die Summe im Nenner der g; nur
endlich viele von Null verschiedene Terme in einer Umgebung von jedem Punkt und
definiert daher eine glatte Funktion. Da weiters f; = 1 auf U; und die {U;} ebenfalls
eine Uberdeckung von M bilden, ist der Nenner auch stets positiv, womit die g;
glatte Funktionen auf M sind. Offenbar gilt 0 < ¢g; <1 und ) .2, ¢g; = 1.

Durch Umindizierung erhalten wir aus den g; nun eine X' = { X, }aea untergeordnete
Zerlegung der Eins. Da die Uberdeckung {W;} eine Verfeinerung von X ist, gibt es
zu jedem i € N einen Index a(i) € A, sodass W; C X,(;). Fiir jedes a@ € A, sei
Yo : M — R definiert durch

¢a = Z Gi-

{ieN:a(i)=a}

Gibt es keinen Index ¢ mit a(i) = «, so ist die obige Summe als die Nullfunktion
zu interpretieren. Da diese Summe wieder nur endlich viele von Null verschiedene
Terme in einer Umgebung von jedem Punkt enthélt, sind die 1), glatte Funktionen
mit 0 < Y, < 1 und suppv, € X,. Dariiberhinaus ist die Familie der Triger

{suppv¥a}aca lokal endlich und >~ Yo =>2", 0 = 1. -

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, A C M abgeschlossen und
U O A eine offene Teilmenge von M. Eine stetige Funktion ¢ : M — R heifit
Bump Funktion fiir A mit Tréger in U, wenn 0 < ¢ < 1 und

Y =1auf A und supp ¥ C U.

Die Funktion H aus Lemma 2.5 (b) ist ein Beispiel einer Bump Funktion. Wie das
folgende Korollar zu Satz 2.7 zeigt, existieren auf glatten Mannigfaltigkeiten stets
glatte Bump Funktionen.

Korollar 2.8 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, A C M abgeschlossen und
U DO A eine offene Teilmenge von M, dann gibt es eine glatte Bump Funktion
fur A mit Trager in U.

Beweis: Es sei Uy = U und U, = M\A. Bezeichnet {1o,v,} die der offenen Uber-
deckung {Up, U;} untergeordnete Zerlegung der Eins, so gilt ¢; = 0 auf A und daher
1o = 1 auf A. Damit ist aber 1)y die gesuchte glatte Bump Funktion. |

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und A C M. Wir nennen
eine Abbildung F : A — N glatt, wenn es zu jedem p € A eine offene Umgebung
W C M von p gibt und eine glatte Abbildung F : W — N deren Einschrinkung
auf W N A mit F iibereinstimmt.

Als eine zweite Anwendung von Satz 2.7 zeigen wir, dass glatte Funktionen auf
abgeschlossenen Teilmengen einer glatten Mannigfaltigkeit M fortgesetzt werden
kénnen auf ganz M.
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Korollar 2.9 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und A C M abgeschlossen. Ist
f:A—RF eine glatte Funktion, dann gibt es zu jeder offenen Menge U 2 A eine
glatte Funktion f : M — RF mit

fla=f und  suppfCU.

Beweis: Fiir jedes p € A wahlen wir eine Umgebung W, von p und eine glatte
Funktion Tp : W, — Rk die mit f auf W, N A iibereinstimmt. Ersetzen wir (falls
notwendig) W, durch W, N U, so kénnen wir annechmen, dass W, C U. Die Familie
{W, : p € AJU{M\A} ist eine offene Uberdeckung von M. Es sei {1, : p € A}U{tho}
eine dieser Uberdeckung untergeordnete glatte Zerlegung der Eins mit supp v, €W,
und supp ¢y C M\ A.

Fiir jedes p € A ist das Produkt @/prp eine glatte Funktion auf W, die eine glatte
Fortsetzung auf ganz M hat, indem sie einfach identisch Null auf M \supp v, gesetzt
wird. Wir kénnen daher f : M — R¥ folgendermaBen definieren

F@) =) ()], ().

pEA

Da die Familie der Triger {supp,} lokal endlich ist, hat diese Summe nur endlich
viele von Null verschiedene Terme in einer Umgebung jedes Punktes von M und
definiert daher eine glatte Funktion. Ist x € A, dann gilt ¢y(x) = 0 und E(:L’) = f(x)
fir jedes p fiir das ¢, (x) # 0. Damit erhalten wir

F@) = vp(x)f(z) = (%(m) + Z%(m)) flz) = f(2).

Die Funktion f ist also eine glatte Fortsetzung von f. Ist x € supp f, dann
besitzt = eine Umgebung, auf der hochstens endlich viele der Funktionen 1, von
Null verschieden sind. Da aber x € supp ¢, fiir zumindest ein p € A sein muss, folgt
zreW,CU. |

Bemerkung.

(a) Eine zu Korollar 2.9 analoge Aussage fiir analytische Funktionen auf einer
analytischen Mannigfaltigkeit ist sicher falsch, da eine analytische Funktion,
die auf einer zusammenhéangenden Menge definiert und auf einer offenen Teil-
menge verschwindet schon identisch Null sein muss.

Zum Abschluss dieses Kapitels konstruieren wir noch mit Hilfe von Satz 2.7 positive
glatte Funktionen deren Sub-Niveaumengen alle kompakt sind.

Korollar 2.10 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann gibt es eine positive glatte
Funktion f: M — R mit der Figenschaft, dass die Sub-Niveaumengen

M,={zeM: f(z) <c}

kompakt sind fiir jedes ¢ € R.
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Beweis: Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und {V;} eine abzihlbare offene Uber-
deckung von M durch relativ kompakte offene Mengen. Weiters sei {1} eine dieser
Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir definieren f : M — R durch

fp) = Zﬁ/}j(p)-

Da diese Summe nur endlich viele von Null verschiedene Terme in einer Umgebung
jedes Punktes von M besitzt, ist f glatt. Weiters folgt aus

f(p) = Zl/}j(p) =1,

dass f positiv ist. Es sei nun N € N beliebig. Ist p ¢ U;V:l clos Vj, dann ist ¢;(p) =0
fir 1 <7 < N, und damit

fp) = Z 3 (p) > Z Nep;(p) ZNzwj(p) = N.

Ist daher f(p) < N, dann folgt p € Ujvzl clos V;. Damit ist fiir jedes ¢ < N, die

Menge M, als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge Ujvzl clos V; selbst
kompakt. |
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3 Tangentialvektoren

Das Grundkonzept der Differentialrechnung (in einer oder in mehreren Variablen)
ist die lineare Approximation. Um solchen linearen Approximationen auch auf
Mannigfaltigkeiten Sinn zu geben, benotigen wir Tangentialriume an die Punkte
einer glatten Mannigfaltigkeit, die wir uns als eine Art ,lineares Modell“ fiir die
Mannigfaltigkeit in der Nédhe eines Punktes vorstellen kénnen.

Zunéchst betrachten wir sehr konkrete, geometrische Tangentialvektoren im R"™. Das
sind einfach Vektoren, die an einen Punkt im R"™ angehéngt sind.

Definition. Der geometrische Tangentialraum an R™ im Punkt a € R" ist die Menge
R definiert durch
R = {(a,v) : v € R"}.

Ein geometrischer Tangentialvektor im R™ ist ein Element von R} fiir ein a € R™.

Wir schreiben im Folgenden ein Element (a,v) € R” in der Form v, bzw. v|,. Die
Menge R wird zu einem Vektorraum mit den Operationen

Vg +Wq = <U+w)aa
c(vg) = (),

Bezeichnen {ey, ..., e,} die Standardbasis von R™, so bilden offenbar die Vektoren
€ila, 1 <i < mn, eine Basis des n-dimensionalen Vektorraumes R”.

Um zum Begriff des Tangentialraumes an einen Punkt einer glatten Mannigfaltigkeit
zu kommen, stehen uns bisher im wesentlichen nur glatte Funktionen und glatte
Koordinatenabbildungen zur Verfiigung. Eine Moglichkeit geometrische Tangential-
vektoren auf glatte Funktionen im R™ anzuwenden, ist die Richtungsableitung: Jedes
v, € R bestimmt ein Funktional D, |, : C*°(R") — R durch

Duof = Duffa) = 5| fla+ o)
t=0

Die Abbildung D, |, ist linear und erfiillt dariiber hinaus die Produktregel

Dyla(fg) = f(a)Dylag + g(a)Dylaf.
Diese Eigenschaft fiithrt auf folgende

Definition. Ist a € R”, so nennen wir ein lineares Funktional w : C*°(R") — R
eine Derivation an a, wenn fiir alle f, g € C*°(R") gilt

w(fg) = fla)wg + gla)wf. (3.1)

Es bezeichne T, (R™) die Menge aller Derivationen von C*°(R") an a.

Die Menge T, (R") bildet offenbar einen Vektorraum mit den Operationen

(wi+we)f = wif +wsf,
(cw)f = c(wf).
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Lemma 3.1 Es seia € R" und w € T,(R™). Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Ist f eine konstante Funktion, dann gilt wf = 0.
(b) Ist f(a) = g(a) =0, dann gilt w(fg) = 0.

Beweis: Aufgrund der Homogenitéat von w geniigt es (a) fiir die Funktion f(x) =
zu zeigen. Aus der Produktregel (3.1) folgt

wf=w(ff)= fla)wf+ fla)uf =2wf,

und damit wf = 0. Aussage (b) ist eine direkte Konsequenz der Produktregel (3.1).
|

Wie die folgende Proposition zeigt, ist der Vektorraum 7,(R"™) isomorph zum
geometrischen Tangentialraum R} und damit insbesondere ebenfalls n-dimensional.

Proposition 3.2 Fir jedes a € R™ ist die Abbildung
Vo > Dyla
ein Isomorphismus zwischen den Vektorraumen R} und T,(R™).

Beweis: Da Richtungsableitungen linear (in den Richtungen) sind, ist die Abbildung
Ve —> Dyl ebenfalls linear. Um zu zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist, sei
v, € R™ im Kern der Abbildung, d.h. D,], ist die Nullderivation. Ist v, = >, v'e;|,
und f die j-te Koordinatenfunktion 7/ : R® — R, so gilt

. " ; 0
0= Dyla(a) = D20 (&)

i=1

Da j € {1,...,n} beliebig war, folgt v|, = 0.
Es bleibt die Surjektivitdt der Abbildung zu zeigen. Es sei w € T,(R") und
v, ..., v" € R definiert durch

vt = w(a?).
Wir zeigen im Folgenden, dass w = D,|,, wobei v = Y. v'e;. Dazu sei f € C>°(R")
beliebig. Nach der Taylorformel (mit Restglied) gibt es glatte Funktionen g1, ..., g,
auf R™ mit g;(a) = 0 fiir 1 <i < n, sodass

+Z@x’ x—a —kz:gZ x—a

Da die Summanden in der zweiten Summe ein Produkt von Funktionen sind, die bei
x = a verschwinden, folgt aus Lemma 3.1

» 0
wf =w(f +Zaxz +Z w(gi(z)(z' —a')) = 6,g:i()v

und damit wf = D,|.f. Da f beliebig war, folgt w = D,|,. [

Als direkte Folgerung von Proposition 3.2 notieren wir:
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Korollar 3.3 Fiir jedes a € R™ bilden die n Derivationen

9 9
ox| = Oxm|,’
definiert durch
0 af
ox’ af_ 0931'( )

eine Basis von T,(R").
Motiviert durch Proposition 3.2 geben wir nun folgende

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir nennen ein lineares Funktional
v:C®(M) — R eine Derivation an p € M, wenn fiir alle f,g € C>°(M) gilt

v(fg) = f(p)vg + g(p)vf.

Der Vektorraum 7, M aller Derivationen von C*°(M) an p heiit der Tangentialraum
von M an p. Ein Element von T, M heifit Tangentialvektor von M an p.

Das Analogon zu Lemma 3.1 im Kontext glatter Mannigfaltigkeiten ist:

Lemma 3.4 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und v € T,M. Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) Ist f eine konstante Funktion, dann gilt vf = 0.
(b) Ist f(p) = g(p) =0, dann gilt v(fg) = 0.

Um diese sehr abstrakte Definition von Tangentialvektoren an eine Mannigfaltigkeit
mit geometrischen Tangentialvektoren im R" in Beziehung zu setzen, verwenden wir
natiirlich lokale Koordinaten. Dazu benétigen wir allerdings zunéchst den Begriff des
Differentials einer glatten Abbildung.

Definition. Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N eine glatte
Abbildung, so ist fiir jedes p € M das Differential dF, : T,M — Trp) N von F' an
der Stelle p definiert durch

dF,(0)(f) = v(f o F).

Bemerkungen.

(a) Das Funktional dF,(v) : C*°(N) — R ist nach Definition linear und auch eine
Derivation, da

dF,(0)(fg) = v((fg)o F) = w((foF)(goF))
= J(F(p))dEy(v)(g) + g(F(p))dFp(v)(f)-

Damit ist dF), : T,M — Trq) N wohldefiniert.
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(b) Das (totale) Differential einer glatten Abbildung f : U C R™ — R™ ist eine
lineare Abbildung (gegeben durch die Jacobi-Matrix von f), die die ,beste
lineare Approximation“ von f im jeweiligen Punkt darstellt. Das Differential
einer glatten Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten spielt eine ganz
analoge Rolle. Wie wir spiter sehen werden, wird dF), in lokalen Koordinaten
auch durch die Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung von F' repriisentiert.
In der Literatur trdgt das Differential auch den Namen Pushforward, totale
Ableitung oder Tangentialabbildung.

Lemma 3.5 Sind M, N, P glatte Mannigfaltigkeiten, F': M — N und G : N — P
glatte Abbildungen und p € M, dann gelten folgende Aussagen:

(a) dF, : T,M — Tpq)N ist linear.
(b) d(G o F)p = dGF(p) ¢} de : TpM — TGoF(p)P-
(C) d(IdM)p = IdTpM : TpM — TpM

(d) Ist F' ein Diffeomorphismus, dann ist dF, : T,M — Tpp)N ein Vektorraum
Isomorphismus und (dF,)™" = d(F~") ().

Beweis: Ubungsbeispiel. [ |

Beispiel.

Fiir jeden endlich dimensionalen Vektorraum V und jedes a € V, gibt es einen
natiirlichen (d.h. unabhéngig von der Wahl einer Basis) Isomorphismus V' — T,V
sodass fiir jede lineare Abbildung L : V' — W das folgende Diagramm kommutiert:

Vv = TV
L drL,
W TyW

Beweis: Fiir v € V sei die Derivation D, |, von C*(V) an a, gegeben durch

Dulof = Duf(a) = 5

fla+tv).
t=0
Offenbar definiert diese Zuordnung v +— D,|, eine basisunabhingige Abbildung
V — T,V. Genau wie im Beweis fiir R” zeigt man leicht, dass es sich dabei um
einen Isomorphismus handelt. Es sei nun L : V — W eine lineare, und damit
insbesondere glatte, Abbildung. Dann gilt

LD = Dila(fol)= o f(L(a+ )
t=0
d
= —| @) +tL(v)) = Diwlr@wf-
t=0
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Um Koordinatendarstellungen von Tangentialvektoren behandeln zu koénnen,
miissen wir uns noch mit einem kleinen technischen Problem auseinandersetzen:
Wiéhrend wir den Tangentialraum in einem Punkt einer glatten Mannigfaltigkeit
M iiber Derivationen auf ganz M eingefiihrt haben, sind Karten im Allgemeinen
nur in offenen Teilmengen von M definiert. Wie der folgende Satz zeigt, sind aber
tatséchlich Tangentialraume ebenfalls rein lokale Konstrukte:

Satz 3.6 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Es seip € M undv € T,M. Sind f und g glatte Funktionen auf M, die in
einer Umgebung von p tbereinstimmen, dann gilt vf = vg.

(b) Es sei U C M eine offene Untermannigfaltigkeit von M und ¢ : U — M
die Inklusionsabbildung. Dann ist das Differential dv, : T,U — T,M fiir jedes
p € U ein Isomorphismus.

Beweis: ad (a): Aufgrund der Linearitdt von v geniigt es zu zeigen, dass vh = 0 fiir
jedes h, das in einer Umgebung von p verschwindet. Es sei ) € C°°(M) eine glatte
Bump Funktion, die 1 auf dem Trdger von h ist und deren Triger in M\{p} liegt.
Da ©¥h = h auf ganz M und h(p) = ¥(p) = 0, erhalten wir vh = v(bh) = 0 aus
Lemma 3.4.

ad (b): Es sei B eine Umgebung von p mit clos B C U. Wir nehmen zunéchst an,
dass v € T,U und di,(v) = 0 € T,M. Ist f € C°(U) beliebig, dann gibt es nach
Korollar 2.9 eine glatte Funktion f € C°°(M) mit Tréiger in U und f = f auf clos B.
Es folgt nun aber aus (a)

vf =v(flv) = v(f o) =diy(v)f =0,

und damit v = 0, also die Injektivitét von dt,.

Es sei nun w € T,,M beliebig. Wir definieren v : C*°(U) — R durch v f = wf, wobei
f eine beliebige glatte Funktion auf M ist, die mit f auf clos B iibereinstimmt.
Nach (a) ist vf unabhingig von der Wahl von f und damit wohldefiniert. Offenbar
ist v € T,(U) und es gilt fiir g € C*(M),

diy(v)g = v(g o) =w(gor) = wg,

wobei wir verwendet haben, dass g, gor und go¢ alle auf B iibereinstimmen. Damit
ist auch die Surjektivitdt von di, gezeigt. ]

Bemerkung.

(a) Aufgrund von Satz 3.6 (b) kénnen wir von nun an den Tangentialraum 7,U
fiir jedes p € U mit dem Tangentialraum 7, M identifizieren. Damit kénnen
Derivationen aus 7,U auch auf Funktionen auf ganz M angewandt werden.

Es sei nun (U, ¢) eine glatte Karte fiir die glatte Mannigfaltigkeit M. Da ¢ ein
Diffeomorphismus von U auf eine offene Teilmenge U C R" ist, folgt aus Satz 3.6 (b)
und Lemma 3.5 (d), dass dy, : T,M — T, R" ein Isomorphismus ist.
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Nach Korollar 3.3 besitzt T,,)R" eine Basis aus den Derivationen 9/9z"|, ().

t = 1,...,n. Damit bilden die Urbilder dieser Derivationen unter dy, eine Basis
fir T,,M. Symbolisch schreiben wir diese Basisvektoren in der Form
0 0

oxt

= (9071)s0(p) i
P O »(p)
und nennen sie die Koordinatenvektoren an p beziiglich des gegebenen Koordinaten-
systems. Ist f : U — R eine glatte Funktion, so gilt

_ o

a (Fos™) = Lip)

oxt

0
- Ot

f

p

»(p)

wobei f = f o ! die Koordinatendarstellung von f und p = (p',...,p") = o(p)

die Koordinatendarstellung von p ist.

Zusammenfassung. FEs sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Fiir jedes p € M
ist T,M ein n-dimensionaler Vektorraum. Ist (U, (z',...,2")) eine beliebige glatte
Karte, die p enthlt, dann bilden die Koordinatenvektoren {0/0z"|,}1<i<n eine Basis

von T, M.

Jeder Tangentialvektor v € T, M kann also eindeutig in der Form

v:;v or’

geschrieben werden. Wir nennen (v', ..., v") die Komponenten von v in Bezug auf

das gegebene Koordinatensystem. Die Komponenten bestimmen sich leicht durch

p

< u ;027 -
v(z?) = Zv e (p) = 7.

i=1

Wir wenden uns nun der Bestimmung von Differentialen in lokalen Koordinaten zu.
Dazu betrachten wir zuerst den Spezialfall offener Teilmengen U C R”, V' C R™
und einer glatten Funktion F' : U — V. Fiir p € U wollen wir die Matrix von
dF, : T,R" — TrpR™ in Bezug auf die Standardkoordinatenbasen bestimmen. Es

bezeichne (z',... z") die Koordinaten im Wertebereich und (y!,...,y™) jene im
Bild. Dann folgt aus der Kettenregel
0 0 ) OF7
dF, . = . F)= —(F 4
p (81’1 p) f ort p(fo ) Z ay]< (p)) Ot (p)
j=1
N OF7, 0
— i ) i f
(j: or oyl Flp)
Damit ist
0 = OFI 0
dF, ( - ) = =(p) 5 , (3.2)
or ) = ox oyl Fp)




oder in anderen Worten: Die Matriz von dF, ist gerade die Jacobi-Matriz von F'.
Im betrachteten Spezialfall stimmt also das Differential dF), : T,R" — T, R™ mit
dem gewohnlichen Differential DF(p) : R® — R™ iiberein (wenn wir R¥ mit seinem
Tangentialraum identifizieren).

Es sei nun F : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.

Ist (U, p) eine glatte Karte von M mit p € U und (V%) eine glatte Karte von N

mit F'(p) € V, dann ist die Koordinatendarstellung von F' gegeben durch
F=y¢oFopt:oUnFY(V)) = (V).

Das Differential von dﬁf) wird beziiglich der Standardkoordinatenbasen durch die
Jacobi-Matrix von F dargestellt. Unter Verwendung von Fo@~! = 1~!o I erhalten

wir daher
0 ~ 0
- a0 (2] )) = (2. )
p> p( "\ ox ©(p) o "\ Ox »(p)

0
dr, (—
oz’
" OF 8 " 9F 9
) j=1 Oz Oy’ F(e(p)) j=1 Oz oy’

Damit wird auch dF, beziiglich der gegebenen Koordinatenbasen durch die Jacobi-
Matrix der Koordinatendarstellung von F' représentiert.

F(p)

Bemerkung.
(a) Seien (U, ) und (V, ) zwei glatte Karten auf M und p € U N V. Bezeichnen
(x!,...,2") die Koordinatenfunktionen von ¢ und (z',...,Z") jene von 1, so

kann jeder Tangentialvektor v an p beziiglich der jeweiligen Koordinatenbasen
dargestellt werden. Eine einfache Rechnung zeigt, dass sich die Komponenten
von v bei einem Koordinatenwechsel wie folgt verhalten:

n

v =

o (33)

Wir wenden uns Tangentialrdumen an Punkte auf Mannigfaltigkeiten mit Rand zu:

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten mit Rand und p € M. Der
Tangentialraum T,M von M an p ist der Vektorraum der Derivationen von C'*°(M)
an p. Ist F': M — N eine glatte Abbildung, so ist das Differential von F' an p € M
definiert als die lineare Abbildung dF, : T,M — T (N) gegeben durch

(dF,0)f = v(f o F).

Den wichtigsten Umstand dieser zum Fall glatter Mannigfaltigkeiten vollig analogen
Definition halten wir in folgendem Resultat fest:

Proposition 3.7 Ist M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit Rand und
p ein Randpunkt von M, dann ist T,M ein n-dimensionaler Vektorraum und die
Koordinatenvektoren {0/0x"|, }1<i<n beziiglich einer beliebigen glatten Karte bilden
eine Basis von T,M.
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Beweis: Nach Definition ist 7,M ein Vektorraum. Wie im Fall glatter Mannig-
faltigkeiten zeigt man, dass das Differential dy, : T,M — T,;,)H" jeder glatten
Koordinatenabbildung ein Isomorphismus ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir
jedes a € OH" der Tangentialraum T,H" ein n-dimensionaler Vektorraum ist, der
von den Standardkoordinatenvektoren aufgespannt wird.

Dazu zeigen wir, dass das Differential di, : T,H" — T,R™ der Inklusionsabbildung
t : H" < R"™ ein Isomorphismus ist. Angenommen di,v = 0. Es sei f eine beliebige
glatte Funktion in einer Umgebung von a € H". Eine Anwendung von Korollar 2.9
liefert eine glatte Funktion f, definiert auf einer offenen Teilmenge U des R" mit
p € U, die auf U N H" mit f iibereinstimmt. Damit ist f = f o ¢ auf der offenen
Teilmenge U N H™ und daher

vf =v(fot) = (diw)f =0,

woraus die Injektivitét von di, folgt. Es sei nun w = Y, w'd/9z"|, € T,R" beliebig.
Wir definieren v € T,H" durch

TN Of
vf—wf—;waxi(a).

Aufgrund der Stetigkeit der Ableitungen von f in a sind diese bereits durch die
Ableitungen von f in H" bestimmt, und v daher wohldefiniert. Es ist nun einfach
zu zeigen, dass w = di,v, womit di, auch surjektiv ist. ]

Ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R"™ kénnen wir uns als Abbildung
vorstellen, die an jeden Punkt aus U einen Vektor aus R™  anhéngt“. Als Verall-
gemeinerung dieses bekannten Konzepts auf eine glatte Mannigfaltigkeit M liegt es
nahe Abbildungen zu betrachten, die jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor
v € T,M zuordnen. Wir widmen ein spéteres Kapitel dem Studium von Vektor-
feldern, miissen dazu aber zuerst ihren Wertebereich etwas prézisieren:

Definition. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbiindel T'M von
M definiert als disjunkte Vereinigung aller Tangentialrdume an Punkte aus M:

™™ = [[ .M = [ J{(p.v) : v € T,M}.

peEM peEM
Die natiirliche Projektion w: TM — M ist gegeben durch m(p,v) = p.

Wie der folgende Satz zeigt, tragt das Tangentialbiindel T'M einer glatten Mannig-
faltigkeit selbst wieder die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit.

Satz 3.8 Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, so trigt das Tangentialbindel T M
von M in natiirlicher Weise die Struktur einer glatten 2n-Mannigfaltigkeit, sodass
die Projektion w: TM — M glatt ist.
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Beweis: Wir definieren zundchst Karten fiir 7'M und verwenden dann Lemma 1.8.
Ist (U, p) eine glatte Karte fiir M und bezeichnen (z!,...,2") die Koordinaten-
funktionen von ¢, dann sei @ : 71 (U) — R?" definiert durch

(&
1O

=1

) = (@), ") 00,

Das Bild von g ist offenbar ¢(U) x R™, und damit eine offene Teilmenge von R?".
Die Abbildung ¥ ist bijektiv, mit der Inversen
so‘l(x))

Pt a0 = ((pl(:v), ;Ui Bii
Die so definierten Karten (77!(U),) (bzw. Koordinaten (z',v");<i<,) fiir TM
heiflen die Standardkoordinaten fiir 7M.

Es seien nun (U, ¢) und (V,¢) zwei glatte Karten fiir M, (2*) und (') die jeweiligen
Koordinatenfunktionen von ¢ und ¢ und (7=*(U), %), (7~ *(V),¢) die zugehédrigen
Karten fiir T M. Die Mengen

p(r N U)NTHV)) = p(UNV)xR* und (7 H(U)N7 Y V) =w(UNV)xR"

sind offen in R?" und der Kartenwechsel )o@ ! : p(UNV) x R" = (UNV) x R?
kann explizit berechnet werden. Mit Hilfe von (3.3) ergibt er sich zu

n ~ n ~
py . ozt . . or" . .
Yo Yot ... 2"t 0" = (I, 2 O (@)’ - O (x)vz>

wobei T = (o~ (z)). Damit ist 1) o @ ~' offenbar glatt.

Es sei nun {U;} eine abzihlbare Uberdeckung von M durch glatte Koordinaten-
umgebungen. Dann ist {7*(U;)} eine abzihlbare Uberdeckung von T'M durch
offene Mengen und die zugehorigen Standardkoordinaten erfiillen die offenbar die
Bedingungen (a)-(d) von Lemma 1.8. Um (e) nachzweisen, beachten wir, dass
zwei verschiedene Punkte der Form (p,v), (p,w) € TM in derselben Karte liegen
wéhrend es fiir Punkte der Form (p,v), (¢,w) € TM disjunkte glatte Koordinaten-
umgebungen U,V von M gibt mit p € U und ¢ € V, womit 7~ }(U) und 7= (V)
disjunkte glatte Koordinatenumgebungen sind, die (p,v) bzw. (¢,w) enthalten.
Damit liefert eine Anwendung von Lemma 1.8 nun eine glatte Struktur fiir TM,
deren glatte Karten gerade die Standardkoordinaten sind.

Um zu sehen, dass 7 glatt ist, beachten wir, dass die Koordinatendarstellung von
7 in Bezug auf Karten (U, ¢) fiir M und (7=*(U),p) fiir TM die glatte Abbildung
m(x,v) = x ist, womit nach Lemma 2.3 7 : TM — M glatt ist. |

Durch Zusammenfassung der Differentiale einer glatten Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, erhalten wir eine Abbildung zwischen den entsprechenden
Tangentialbiindeln.

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N glatt. Das
globale Differential von F ist die Abbildung dF : TM — TN, deren Einschriankung
auf jeden Tangentialraum 7,M C T'M durch dF), gegeben ist.
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Proposition 3.9 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N
glatt. Dann ist auch das globale Differential dF : TM — TN glatt.

Beweis: Aus der Koordinatendarstellung (3.2) von dF), folgt, dass dF die folgende
Koordinatendarstellung in Bezug auf die Standardkoordinaten fiir 7'M hat:

n 1 n n
dF(z',... 2" vt . 0" = (Fl(x),,F"(x) or (z)v", . or (x)vl> :

’ — oxt o — ox?
Damit ist die Koordinatendarstellung von dF' glatt, wenn F' glatt ist. ]

Die folgenden Eigenschaften des globalen Differentials folgen sofort aus Lemma 3.5.

Lemma 3.10 Sind M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N wund
G : N — P glatte Abbildungen, dann gelten folgende Aussagen:

(a) d(G o F) = dG o dF.
(b) d(Idar) = Idras.

(c) Ist F ein Diffeomorphismus, dann ist auch dF : TM — TN ein Diffeo-
morphismus und (dF)~' = d(F1).

Wir wollen als néchstes eine sehr geometrischen Interpretation von Tangential-
vektoren geben. Dazu zunéchst folgende

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und J C R ein Intervall (das wir
als glatte Mannigfaltigkeit eventuell mit Rand auffassen). Eine glatte Kurve in M
ist eine glatte Abbildung v : J — M.

Ist v eine glatte Kurve in M, so ist der Tangentialvektor 7'(tg) € T’ )M an v bei
d

to eJ definiert durch
! t — d R
'7( 0) ,Yt() <dt tO) 9

wobei d/dt|, die Standardkoordinatenbasis von T3 R ist.

Ist f: M — R eine glatte Funktion, so gilt

d
to)f:%

Es sei nun (U, ¢) eine glatte Karte fiir M mit Koordinatenfunktionen (z',..., z").
Ist v(to) € U, so konnen wir in der Nédhe von ¢y die Koordinatendarstellung von ~
in der Form (y(¢),...,7"(t)) schreiben. Aus der Formel fiir die Bestimmung des
Differentials in lokalen Koordinaten erhalten wir daher

d

¥ (to) f = dy, (— d(f o7)

dt

(foy)=

to

7 (to)-

Vlto) = 3 (t0)

=1

(3.4)

¥(to)
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Damit ist 7/(o) der Tangentialvektor, dessen Komponenten beziiglich der gegebenen
Koordinatenbasis die Ableitungen der Komponentenfunktionen von ~ sind.

Wie der folgende Satz zeigt, stimmt der Tangentialraum in einem Punkt einer glatten
Mannigfaltigkeit mit der Menge der Tangentialvektoren an glatte Kurven in M im
gegebenen Punkt iiberein.

Satz 3.11 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Jeder Tangentialvektor
v € T,M ist Tangentialvektor an eine glatte Kurve in M durch p.

Beuweis: Es sei (U, p) eine glatte Karte, die bei p zentriert ist, und v = Y, v'd/9z"|,
in Bezug auf die entsprechende Koordinatenbasis. Wir definieren eine glatte Kurve
v :(—e,e) = U durch

Y(t) =ttt .. ™).

Damit sind die Komponenten der Koordinatendarstellung von v in der Notation von
Formel (3.4) gegeben durch 7/(t) = tv', 1 < i < n. Offenbar ist 7(0) = p und aus
Formel (3.4) folgt sofort

|
=

0
oxt

V()= v

7(0)

Die folgende Proposition gibt Auskunft dariiber, wie sich Tangentialvektoren an
Kurven unter der Komposition von Abbildungen verhalten:

Proposition 3.12 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N
eine glatte Abbildung. Ist v : J — M eine glatte Kurve in M, so ist der Tangential-
vektor bei ty € J an die glatte Kurve F'ovy:J — N gegeben durch

(F o) (to) = dF(Y (to))-

Beweis: Auswickeln der Definitionen ergibt

d d
—dFody | =
tt0> ° 7<dt

(F'o7)(to) = d(F o) <d—

) = dF(v'(to))-

Bemerkungen.

(a) Proposition 3.12 kann (und wird im Folgenden) dazu verwendet werden
Differentiale auszurechnen: Ist F': M — N eine glatte Abbildung und p € M,
so kénnen wir dF,(v) fir v € T,M bestimmen, indem wir eine glatte Kurve vy
wahlen, deren Tangentialvektor bei ¢ = 0 gerade v ist, da

dF,(v) = (F 27)'(0).
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(b)

Satz 3.11 motiviert einen alternativen Zugang zum Begriff des Tangential-
raumes an eine Mannigfaltigkeit: Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und
p € M. Es bezeichne C, die Menge aller glatten Kurven v :J — M mit 0 € J
und v(0) = p. Auf C, sei weiters eine Aquivalenzrelation wie folgt definiert:
M ~ Y2, wenn (fov;)(0) = (fov2)'(0) fiir jede glatte reellwertige Funktion f,
die in einer Umgebung von p definiert ist. Die Abbildung @ : C,/ ~ — T,M,
gegeben durch ®[] = 4/(0), ist dann bijektiv (Ubungsbeispiel).

Eine weitere Alternative zum Begriff des Tangentialraumes, die besonders
wichtig fiir analytische Mannigfaltigkeiten ist, verwendet den Begriff des
Keimes einer Funktion: Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so heifit ein Paar
(f,U), wobei U C M offen und f : U — R eine glatte Funktion ist, ein glattes
Funktionselement auf M. Zu gegebenem p € M nennen wir zwei Funktions-
elemente (f,U) und (g,V) mit p € U NV &dquivalent, wenn f = g auf einer
Umgebung von p. Die Aquivalenzklasse [(f, U)] = [f], eines Funktionselements
(f,U) bezeichnet man den Keim von f bei p.

Fiir jedes p € M bezeichne C}° die Menge der Keime von glatten reellwertigen
Funktionen bei p. Versehen mit den Operationen

(£, O+ (9. V)] = [(f+9,UNV)],
(£, U)] = [lef,U)],
(£, O] -9 V)] = [(fg, UNV)],

wird Cp° zu einer assoziativen Algebra iiber R. Es ist nicht schwer zu zeigen,
dass der Vektorraum der Derivationen von C;° an p, das sind alle linearen
Funktionale X : C7° — R mit

X[fgl, = f(p)Xlglp + 9(p) X[f]p,

isomorph zu T, M ist. (Ubungsbeispiel).
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4 Submersionen, Immersionen, Einbettungen

Im Folgenden gehen wir der Frage nach, ob wir aus den Eigenschaften der , besten
linearen Approximation® einer glatten Abbildung in der Néhe eines Punktes, also
den Eigenschaften des Differentials der Funktion, Riickschliisse auf Eigenschaften
der Funktion selbst ziehen koénnen. Es stellt sich heraus, dass dies im Falle von
Abbildungen mit konstantem Rang in der Tat moglich ist.

Als Vorbereitung der Diskussion der zentralen Begriffsbildungen dieses Abschnitts,
erinnern wir zundchst an den Begriff der eigentlichen Abbildung aus der Topologie,
der uns in dieser Vorlesung immer wieder begegnen wird.

Definition. Sind X und Y topologische Rédume, so heifit eine Abbildung F': X — Y
eigentlich, wenn das Urbild F~'(K) jeder kompakten Menge K C Y kompakt ist.

Im Folgenden Lemma tragen wir einige einfache aber niitzliche Kriterien zusammen,
die sicherstellen, dass eine gegebene Abbildung eigentlich ist. Dazu erinnern wir noch
daran, dass eine Teilmenge A C X saturiert beziiglich einer Abbildung F : X — Y
heifit, wenn A = F~1(F(A)).

Lemma 4.1 FEs seien X und Y topologische Rdume. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Ist X kompakt und Y ein Hausdorff Raum, dann ist jede stetige Abbildung
F: X —Y eigentlich.

(b) Ist F: X — Y eine eigentliche Abbildung und A C X saturiert in Bezug auf
F, dann ist F|4 : A — F(A) eigentlich.

(c) Es seien X und Y Hausdorff Riume und F : X —'Y eine stetige Abbildung.
Gibt es eine stetige Abbildung G 'Y — X mit G o F = Idx, dann ist F
eigentlich.

Beweis: ad (a): Ist K CY kompakt, dann ist K auch abgeschlossen in Y, da Y ein
Hausdorff Raum ist. Aus der Stetigkeit von F folgt, dass auch F~!(K) abgeschlossen
in X und, da X kompakt ist, damit auch kompakt ist.

ad (b): Es sei K C F(A) eine beliebige kompakt Menge. Da A beziiglich F' saturiert
ist, gilt (F|4) 1K) = F7(K). Da F eigentlich ist, ist F~'(K) aber kompakt.

ad (c): Es sei K C Y eine kompakte Teilmenge. Fiir jeden Punkt x € F~}(K) gilt
r = G(F(r)) € G(K). Da K abgeschlossen ist in Y, ist F~!(K) eine abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Menge G(K) und damit kompakt. |

Fiir Abbildungen zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten gibt es eine weitere
anschauliche Charakterisierung eigentlicher Abbildungen, die auf folgender Begriffs-
bildung beruht: Ist X ein topologischer Raum, so sagen wir eine Folge p; € X, 7 € N,
entflieht ins Unendliche, wenn jede kompakte Teilmenge von X hochstens endlich
viele Folgenglieder enthélt.
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Proposition 4.2 FEs seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten. Fine stetige
Abbildung F' - M — N st genau dann eigentlich, wenn fiir jede Folge p; € M, i € N,
die ins Unendliche entflieht auch die Folge F(p;) € N ins Unendliche entflieht.

Beweis: Es sei zundchst F' eigentlich und p; € M, i € N, eine Folge in M die ins
Unendliche entflieht. Entflieht die Folge F(p;) € N, i € N, nicht ins Unendliche,
dann gibt es eine kompakte Menge K C N, die unendlich viele F'(p;) enthélt. Da F
eigentlich ist, liegen damit aber unendlich viele p; in der kompakten Menge F~*(K),
ein Widerspruch.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass jede Folge in M die ins Unendliche entflieht
durch F' auf eine Folge in N abgebildet wird, die ebenfalls ins Unendliche entflieht.
Wir benutzen nun, dass Folgenkompaktheit und Kompaktheit in Hausdorff R&umen,
die das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen, dquivalent sind. Es sei K C N eine
kompakte Menge und L = F~}(K) C M. Wir zeigen, dass L folgenkompakt ist,
d.h. jede Folge in L eine konvergente Teilfolge besitzt. Angenommen p; € L, i € N,
besitzt keine konvergente Teilfolge, dann entflieht p;, i € N, offenbar ins Unendliche,
also auch die Folge F(p;) € K, i € N. Dies ist ein Widerspruch, da K kompakt ist.

|

Ein sehr wichtiger (wenn auch nicht schwieriger) Satz aus der Topologie besagt,
dass jede stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Hausdorff Raum
abgeschlossen ist. Im Hinblick auf Lemma 4.1 (a) stellt folgende Proposition eine
Verallgemeinerung dieser Aussage im Kontext topologischer Mannigfaltigkeiten dar:

Proposition 4.3 Ist F': M — N eine eigentliche stetige Abbildung zwischen zwei
topologischen Mannigfaltigkeiten, dann ist F' abgeschlossen.

Beweis: Essei K C M eine abgeschlossene Teilmenge und y € clos F/(K). Wir wollen
zeigen, dass y € F(K). Dazu konstruieren wir zunéchst eine Folge y; € F(K), 71 € N
mit y; — y. Da N eine topologische Mannigfaltigkeit ist, besitzt y eine abzédhlbare
Umgebungsbasis Uy, k € N. Indem wir zu Durchschnitten iibergehen, kénnen wir
annehmen, dass U; D Us O ... Wir wihlen nun ein y; aus U; N F(K). Ist V eine
beliebige Umgebung von y, dann gibt es einen Index m € N, sodass U, C V fiir alle
k > m. Damit liegen aber alle y, € V' fiir £ > m, womit y; — y. Da y; € F(K), gibt
es z; € K mit F(z;) = y;.
Sei nun U eine relativ kompakte Umgebung von y € N. Dann gilt y, € U C clos U fiir
hinreichend grofie & und damit z, € F~!(closU). Da F eigentlich ist, ist die Menge
F~(clos U) kompakt. Daher besitzt die Folge z eine konvergente Teilfolge Ty, die,
da K abgeschlossen ist, gegen ein z € K konvergiert. Aufgrund der Stetigkeit von
F folgt daher

F(z) = lim F(zy,) = jllrgoykj =y € F(K).

j—00

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun den zentralen Definitionen dieses
Abschnitts zuwenden.
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Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N eine
glatte Abbildung. Der Rang von F bei p € M ist definiert als der Rang der linearen
Abbildung dF}, : T,M — Tr@)N. Hat F' denselben Rang k an jedem Punkt, so sagen
wir F' hat konstanten Rang und schreiben rank F' = k.

Eine glatte Abbildung F' : M — N heifit Submersion, wenn dF, in jedem Punkt
surjektiv ist (wenn also rank F' = dim V). Die Abbildung F' heifit Immersion, wenn
ihr Differential in jedem Punkt injektiv ist (wenn also rank F' = dim M ). Eine glatte
Einbettung ist eine Immersion F' : M — N die auch eine topologische Einbettung
ist (d.h. ein Homéomorphismus auf ihr Bild F'(M) C N mit der Spurtopologie).

Bemerkung.

(a) Man beachte, dass eine glatte Finbettung eine Immersion und eine topologische
Einbettung ist, nicht blof eine topologische Einbettung, die auch glatt ist.

Beispiele.

(a) Sind My, ..., M} glatte Mannigfaltigkeiten, dann ist jede der Projektionen
m o My X -+ X My — M,; eine Submersion. Speziell ist auch die Projektion
7w R"F — R” auf die ersten n Koordinaten eine Submersion.

(b) Seien M, ..., M glatte Mannigfaltigkeiten und p; € M; beliebig fest gewéhlte
Punkte. Jede der Abbildungen ¢; : M; — M; x --- x M}, definiert durch

L](Q) = (plu see 7pj*17Q7pj+17 see 7pk)

ist eine glatte Einbettung. Speziell ist die Inklusionsabbildung R" < R"*
welche (x!,... 2") auf (z',...,2",0,...,0) abbildet, eine glatte Einbettung.

(c) Eine glatte Kurve v : J — M auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist genau
dann eine Immersion, wenn +'(t) # 0 ist fiir alle t € J.

(d) Ist F: M — N ein lokaler Diffeomorphismus, dann ist ' sowohl eine Immersion
als auch eine Submersion.

(e) Die Abbildung v : (—7/2,37/2) — R?, definiert durch v(t) = (sin 2¢, cost), ist
eine injektive Immersion, da +/(¢) stets ungleich Null ist. Es ist jedoch keine
topologische Einbettung, da ihr Bild kompakt ist in der Spurtopologie, ihr
Definitionsbereich jedoch nicht.

(f) Die glatte Kurve v : R — R?, gegeben durch y(t) = (£3,0), ist eine topologische
Einbettung und glatt, aber keine glatte Einbettung, da ~/(0) = 0.

Da jede abgeschlossene, injektive, stetige Abbildung eine topologische Einbettung
ist, erhalten wir aus Lemma 4.1 (a) und Proposition 4.3 sofort

Proposition 4.4 FEs sei F': M — N eine injektive Immersion. Ist M kompakt oder

F' eine eigentliche Abbildung, dann ist F' eine glatte Einbettung mit abgeschlossenem
Bild.
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Beispiel.

In Kapitel 2 haben wir gesehen, dass die Inklusionsabbildung ¢ : S* < R"*! glatt
ist, indem wir ihre Koordinatendarstellung in geeigneten glatten Karten angegeben
haben. Beziiglich derselben Koordinaten ist es leicht nachzuweisen, dass das
Differential von ¢ in jedem Punkt injektiv ist. Damit ist ¢ eine injektive Immersion
und nach Proposition 4.4 daher auch eine glatte Einbettung.

Die analytischen Hilfsmittel zur Untersuchung, in wie weit das lokale Verhalten einer
glatten Funktion durch das Verhalten ihres Differentials wiedergespiegelt wird, sind
der Hauptsatz iiber implizite Funktionen und der Satz von der Umkehrabbildung:

Hauptsatz iiber implizite Funktionen. Es sei U C R" x R¥ eine offene Teil-
menge und es bezeichne (z,y) = (x',..., 2"y, ... y*) die Standardkoordinaten auf
U. Weiters sei ® : U — RF eine glatte Abbildung, (a,b) € U und ¢ = ®(a,b). Ist die

k x k Matrix .
0P’
(8yj (@ b))

nichtsinguldr, dann gibt es Umgebungen Vo C R™ von a und Wy C R¥ von b und
eine glatte Abbildung F : Vo — Wy, sodass ®~(c) N Vy x Wy der Graph von F ist,
d.h. es gilt genau dann ®(z,y) = c fir (z,y) € Vo x Wy, wenn y = F(x).

Satz von der Umkehrabbildung. Es seien U und V' offene Teilmengen von R"
und F : U — V eine glatte Abbildung. Ist DF(p) nichtsinguldr an einem Punkt
p € U, dann gibt es zusammenhdngende Umgebungen Uy C U von p und Vo C V
von F(p), sodass F|y, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist.

Die beiden Séatze sind eng miteinander verwandt, in dem Sinn, dass bei Kenntnis von
einem der andere leicht hergeleitet werden kann. Die fiir unsere Zwecke wichtigste
Konsequenz ist das folgende als Satz vom konstanten Rang bekannte Resultat:

Satz 4.5 Es seien U C R™ und V C R" offene Mengen und F : U — V eine
glatte Abbildung mit konstantem Rang k. Dann gibt es zu jedem p € U glatte Karten
(Uo, ) auf U zentriert in p und (Vo, ) auf V- mit F(Uy) C Vo, sodass

YpoFop tat,. .. ok " o a™) = (2. 2%,0,...,0).

Beweis: Die Voraussetzung, dass DF(p) Rang k hat, impliziert, dass die Jacobi-
Matrix von F' einen von Null verschiedenen k£ Minor besitzt. Durch Umordnen der
Koordinaten (falls notwendig) kénnen wir daher annehmen, dass die Matrix

(5)
Oz’ ig=1,..k

.....

nichtsingulér ist. Wir schreiben nun die Standardkoordinaten im R™ in der

Form (x,y) = (z%,...,2%y', ..., 4™ %) und fiir jene im R" verwenden wir
(v,w) = (v},..., 0% wh ..., w"*). Durch eine Translation unserer Koordinaten-
systeme konnen wir weiters p = (0,0) und F(p) = (0,0) annehmen. Schreiben

wir schlieBlich noch F(x,y) = (Q(x,y), R(x,y)) fiir geeignete glatte Abbildungen
Q:U — RFund R : U — R" %, dann ist unsere Voraussetzung also nun, dass die
Matrix (0Q'/0x7) nichtsinguliir in (0, 0) ist.
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Es sei ¢ : U — R™ definiert durch

p(r,y) = (Qz,y),y).
Dann ist die Jacobi-Matrix von ¢ an (0,0) gegeben durch

Q" @
DQD(O, 0) — OxJ (07 0) oyl (07 0)
0 [mfk

und damit nichtsinguldr. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung gibt es daher
zusammenhingende Umgebungen Uy von (0,0) und Uy von ¢(0,0) = (0,0), sodass
¢ : Uy — Uy ein Diffeomorphismus ist. Schreiben wir die Inverse von ¢ in der Form
o Yz, y) = (A(x,y), B(z,y)), mit geeigneten glatten Abbildungen A : U, — RF

und B : Uy — R™ %, so folgt aus

(z,y) = p(Alz,y), B(z,y)) = (Q(A(z,y), B(x,y)), B(z,y))
durch Vergleich der Komponenten, dass B(z,y) = y. Damit hat ¢~! die Form

o (x,y) = (Alz,9), 1)

Beachten wir weiters, dass aus pop~! = Id noch Q(A(z,y),y) = x folgt, so erhalten
wir fiir F' o =1 die Form

Foyp (2,y) = (z,R(x,y)),

wobei R : Uy — RF definiert ist durch R(x,y) = R(A(z,y),y). Die Jacobi-Matrix
von F o ¢! an einem beliebigen Punkt (z,y) € U, ist daher

» I, 0
D(Fogp ) (v,y) = ( oR' OR’ ) :

527 (T Y) W(%?/)
Da die Zusammensetzung einer glatten Abbildung mit einem Diffeomorphismus

ihren Rang nicht verindert, hat F o o™ ! konstanten Rang k in U. Dies ist offenbar
nur moglich, wenn die partiellen Ableitungen OR' /0y’ auf U, verschwinden. Das

bedeutet, dass R nicht von (y',...,y™ %) abhingt. Schreiben wir S(z) = R(z,0),
so erhalten wir also

Fog™(z,y) = (z,5(z)). (4.1)
Um den Beweis abzuschlieflen, benétigen wir noch eine glatte Karte (Vp, 1)) fiir R™
um (0,0). Es sei Vj C V die offene Menge definiert durch

Vo= {(v,w) €V : (v,0) € To}.
Dann ist V; Umgebung von (0,0), da (0,0) € Uy. Wir definieren ¢ : V5 — R" durch
(v, w) = (v,w—S5(v)).

Die Abbildung ¢ ist ein Diffeomorphismus auf ihr Bild, da ihre Inverse einfach
gegeben ist durch ¢ ~!(s,t) = (s,t + S(s)). Damit ist (Vp, ) eine glatte Karte und
aus (4.1) folgt wie gewiinscht

Yo Fop (z,y) =¢(x,5(z)) = (z,5(x) - S(x)) = (x,0).
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Da wir obige Sétze nicht nur auf glatte Abbildungen zwischen offenen Teilmengen
des R™ anwenden wollen, ist es niitzlich diese auch fiir glatte Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten zu formulieren.

Satz 4.6 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, p € M und F : M — N eine
glatte Abbildung fiir die dF, : T,M — TpqN bijektiv ist. Dann gibt es zusammen-
hingende Umgebungen Uy von p und Vo von F(p), sodass Fly, : Uy — Vy ein
Diffeomorphismus ist.

Beweis: Die Voraussetzung, dass dF' bijektiv ist in einem Punkt, impliziert, dass M
und N dieselbe Dimension haben. Damit folgt die Behauptung aber aus dem Satz
von der Umkehrabbildung angewandt auf die Koordinatendarstellung von F. ]

Korollar 4.7 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N eine
glatte Abbildunyg.

(a) F ist genau dann eine lokaler Diffeomorphismus, wenn F' eine Immersion und
eine Submersion ist.

(b) Haben M und N dieselbe Dimension und ist F eine Immersion oder eine
Submersion, dann ist F' ein lokaler Diffeomorphismus. Ist F' bijektiv, dann ist
F' ein Diffeomorphismus.

Beweis: Aussage (a) ist ein Ubungsbeispiel. Die Behauptung aus (b), dass F' ein
lokaler Diffeomorphismus ist, folgt unmittelbar aus Satz 4.6. Der Umstand, dass
jeder bijektive lokale Diffeomorphismus ein Diffeomorphismus ist, liefert die zweite
Behauptung. ]

Das Analogon von Satz 4.5 im Kontext glatter Mannigfaltigkeiten ist

Satz 4.8 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m und n
und F : M — N eine glatte Abbildung mit konstantem Rang k. Dann gibt es zu jedem

p € M glatte Koordinaten (x',... x™) zentriert in p und (v',...,v") zentriert in
F(p) beziiglich derer F die folgende Koordinatendarstellung besitzt
F(x',. .. b o8 ™) = (2. 2%,0,...,0). (4.2)

Beweis: Ersetzen wir M und N jeweils durch glatte Kartenumgebungen U C M
von p und V' C N von F(p) und F durch seine Koordinatendarstellung, so folgt die
Behauptung unmittelbar aus Satz 4.5. |

Das folgende Korollar zu Satz 4.8 zeigt, dass Abbildungen mit konstantem Rang
genau diejenigen sind, deren lokales Verhalten mit dem ihrer Differentiale iiberein-
stimmt.

Korollar 4.9 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N eine
glatte Abbildung. Ist M zusammenhdngend, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) F hat konstanten Rang.

(b) Zu jedem p € M gibt es glatte Karten um p und F(p) beziglich derer die
Koordinatendarstellung von F' linear ist.
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Beweis: Hat F' konstanten Rang, dann hat F' nach Satz 4.8 eine lineare Koordinaten-
darstellung der Form (4.2) in der Umgebung von jedem Punkt. Es besitzte nun
umgekehrt F' eine lineare Koordinatendarstellung in einer Umgebung von jedem
Punkt. Da jede lineare Abbildung konstanten Rang hat, hat F' damit konstanten
Rang in einer Umgebung von jedem Punkt. Da M zusammenhéngend ist, hat daher
F konstanten Rang auf ganz M. ]

Fiir den Beweis einer sehr niitzlichen Konsequenz von Satz 4.8 benttigen wir Mengen
von Maf3 Null auf Mannigfaltigkeiten.

Definition. Wir sagen eine Menge A C R™ hat Maf§ Null, wenn A fiir jedes d > 0
durch abzdhlbar viele Wiirfel (oder dquivalent dazu: Kugeln), deren Volumen in
Summe kleiner als 0 ist, iberdeckt werden kann.

Ist A Teilmenge einer glatten n-Mannigfaltigkeit M, so sagen wir A hat Mafl Null,
wenn fiir jede glatte Karte (U, o) fiir M die Menge p(A N U) Mafl Null in R™ hat.

Bemerkungen.

(a) Wie die folgende einfache Aussage impliziert, ist der Begriff der Mengen von
Maf} Null auf Mannigfaltigkeiten invariant unter Diffeomorphismen:

Ist A C R" eine Menge von Maf$ Null und F' : A — R"™ eine glatte Abbildunyg.
Dann hat F(A) auch Maf$ Null.

(b) Es sei A Teilmenge einer glatten n-Mannigfaltigkeit M. Ist {(Ua, o)} eine
beliebige Uberdeckung von A durch glatte Karten, sodass p(ANU,) Mafl Null
im R™ hat fiir jedes a;, dann hat A Mafl Null in M.

(c) Ist F': U — R" eine glatte Abbildung, wobei U eine offene Teilmenge von R™
mit m < n ist, dann hat F(U) MaB Null im R".

Satz 4.10 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F' - M — N eine glatte
Abbildung mit konstantem Rang. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist F surjektiv, dann ist F' eine Submersion.
(b) Ist F' injektiv, dann ist F' eine Immersion.

(c) Ist F' bijektiv, dann ist F' ein Diffeomorphismus.

Beweis: Es sei m = dim M, n = dim N und k = rank F'. Fiir den Beweis von (a)
nehmen wir an, dass F' keine Submersion ist, dass also k < n. Nach Satz 4.8 besitzt
daher F'in der Umgebung von jedem Punkt eine Koordinatendarstellung der Form

F(at,. . ok 2F ™y = (2t 2F0,...,0). (4.3)
Da jede offene Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit eine abzihlbare Teiliiberdeckung
besitzt, konnen wir abzahlbar viele glatte Karten {(U;, ¢;)} von M und {(V;,¢;)}
von N finden, sodass die {U;} die Mannigfaltigkeit M iiberdecken, die Abbildung F
die Menge U; in V; abbildet, und die Koordinatendarstellung von F': U; — V; durch
(4.3) gegeben ist. Da F(U;) in einem k-dimensionalen Schnitt von V; enthalten ist,

hat F(U;) Ma8 Null in N. Da F(M) die abzdhlbare Vereinigung der Mengen F(U;)
ist, hat auch F(M) Mafl Null in N, womit F’ nicht surjektiv sein kann.
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Fiir den Beweis von (b) nehmen wir an, dass F' keine Immersion ist, dass also
k< m. Auch in diesem Fall besitzt F' in der Umgebung von jedem Punkt eine
Koordinatendarstellung der Form (4.3). Es folgt, dass F'(0,...,0,¢) = F(0,...,0,0)
fiir jedes hinreichend kleine ¢, womit F' nicht injektiv ist.

Da eine bijektive glatte Abbildung von konstantem Rang nach (a) eine Submersion
und nach (b) eine Immersion ist, haben M und N dieselbe Dimension. Korollar 4.7
impliziert nun, dass F' ein Diffeomorphismus ist, was (c) beweist. |

Mit Hilfe von Satz 4.8 wollen wir als néichstes unser Verstindnis von Eigenschaften
von Submersionen weiter ausbauen. Dazu benotigen wir zunéchst die folgende

Definition. Es seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten und 7 : M — N
eine stetige Abbildung. Ein Schnitt von 7 ist eine stetige Rechtsinverse fiir 7, d.h.
eine stetige Abbildung o : N — M, sodass

moo =idy.

Ein lokaler Schnitt von m ist eine stetige Abbildung o : U — M definiert auf einer
offenen Teilmenge U C N mit m o o = idy.

Einige der wichtigsten Eigenschaften von Submersionen folgen aus dem Umstand,
dass diese eine Vielzahl von lokalen Schnitten zulassen.

Satz 4.11 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und © : M — N eine
Submersion. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Jeder Punkt von M ist im Bild eines lokalen glatten Schnitts von 7 enthalten.
(b) 7 ist eine offene Abbildung.

Beweis: ad (a): Es sei p € M und ¢ = m(p) € N. Da eine Submersion konstanten

Rang hat, kénnen wir nach Satz 4.8 glatte Koordinaten (x!,... 2™) zentriert in p
und (y!,...,y*) zentriert in ¢ so wihlen, dass 7 die Koordinatendarstellung
71—(‘1'17 7$k7xk+1’ ’l’m) = (x:l? 7:Bk)

besitzt. Ist nun € hinreichend klein, so ist der Koordinatenwiirfel
C.={xcR™: |z'| <efiri=1,...,m}

eine Umgebung von p deren Bild unter m der Koordinatenwiirfel
Cl={yeRr:|y|<cfiri=1,... k}

ist. Die Abbildung o : C! — (., definiert durch ihre Koordinatendarstellung
o(xt,. .. 2%) = (x',...,2%0,...,0), ist daher ein glatter lokaler Schnitt von 7 mit
o(q) = p-

ad (b): Es sei W eine beliebige offene Teilmenge von M und ¢ € w(W). Fir
jedes p € W mit w(p) = ¢, enthélt W, nach dem Beweis von (a), einen offenen

Koordinatenwiirfel C. zentriert in p, sodass 7(C.) ein offener Koordinatenwiirfel in
(W) zentriert in 7(p) = ¢ ist. Damit ist (V) offen. |
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Schliefflich fassen wir mit unserem folgenden Resultat noch zwei niitzliche Aussagen
iiber die Komposition glatter Abbildungen mit Submersionen zusammen.

Proposition 4.12 Es seien M, N und P glatte Mannigfaltigkeiten und © : M — N
eine surjektive Submersion. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Eine Abbildung F : N — P ist genau dann glatt, wenn F o glatt ist.

(b) Ist F': M — P eine glatte Abbildung, die konstant ist auf den Fasern von m,
dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung F : N — P mit Fow = F.

Beweis: ad (a): Wenn F' glatt ist, ist auch die Zusammensetzung F o glatt. Nehmen
wir daher umgekehrt an, dass F' o 7 glatt ist und es sei ¢ € N beliebig. Fiir jedes
p € 7 1(q) gibt es nach Satz 4.11 (a) eine Umgebung U von ¢ und einen glatten
lokalen Schnitt o : U — M von 7 mit o(q) = p. Damit impliziert 7 o o = Idy aber

Fly=Flpoldy =F|po(roo)=(Fom oo

was als Zusammensetzung glatter Abbildungen glatt ist. Damit ist F' in einer
Umgebung von jedem Punkt glatt, und damit insgesamt glatt.

ad (b): Wenn F existiert, muss offenbar F(q) = F(p) fiir p € 7n7!(q) gelten.
Wir verwenden diese einfache Beobachtung zur Definition von F: Fiir ¢ € N sei
F(q) = F(p), wobei p € M ein beliebiger Punkt aus der Faser 7~!(q) ist. Da 7
surjektiv ist, ist 77!(q) sicher nicht leer. Da F konstant auf den Fasern von 7 ist,
ist F' wohldefiniert und erfiillt F o = F nach Konstruktion. Damit ist aber F' auch
glatt nach (a). |

Zum Abschluss dieses Abschnitts kommen wir zu einer sehr wichtigen Klasse glatter
Abbildungen, den glatten Uberlagerungen, die vor allem fiir tiefergehende Unter-
suchungen glatter Mannigfaltigkeiten unerlésslich ist. Dazu erinnern wir zunéchst
an Uberlagerungen topologischer Riaume:

Definition. Sind X und X topologische Riume, wobei X ein zusammenhingender
und lokal wegzusammenhéngender Raum ist, so heifit eine surjektive und stetige
Abbildung 7 : X — X eine Uberlagerung, wenn es zu jedem p € X eine zusammen-
hiingende Umgebung U gibt, sodass jede Komponente von 7—!(U) homdomorph auf
U abgebildet wird. Wir sagen dann, dass U gleichmdfig tiberlagert wird von . Der
Raum X heifit die Basis der Uberlagerung und X wird Uberlagerungsraum genannt.

Bemerkungen.

(a) Jede 1 Uberlagerung 7 : X — X ist ein lokaler Homdomorphismus (d.h. jedes
q € X hat eine Umgebung U C X, sodass die Einschrankung von 7 auf U ein
Homé&omorphismus ist) und eine offene Abbildung.

(b) Eine injektive Uberlagerung ist ein Homéomorphismus.

(c) Ist m : X — X eine Uberlagerung, dann hat jede Faser 7 (z), x € X, dieselbe
Kardinalitét, welche die Anzahl der Bldtter der Uberlagerung genannt wird.
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Definition. Ist 7 : X — X eine Uberlagerung und F' : Y — X ecine stetige
Abbildung, so heifit eine stetige Abbildung F': Y — X ein Lifting von F', wenn

ToF =F.

Liftings miissen im Allgemeinen weder existieren, noch eindeutig sein. Die von uns
gestellten Zusammenhangsbedingungen an X stellen allerdings sicher, dass fiir Wege
in X stets ein Lifting existiert:

Satz 4.13 Es sei m: X — X eine Uberlagerung. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Weg-Lifting
Ist f:[0,1] — X ein Weg und g, € Y_mz't m(qy) = f(0), dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Lifting f : [0,1] — X von f mit f(0) = q,.

(b) Homotopie-Lifting
Sind f, g :[0,1] — X homotope Wege und £.5:[0,1] = X Liftings von f und
g mit f(0) =g(0), dann sind auch f und g homotop.

(c) Eindeutigkeit von Liftings

Ist'Y zusammenhdngend und F : Y — X eine stetige Abbildung, dann sind je
zwei Liftings von F', die an einem Punkt tibereinstimmen, bereits identisch.

Beweis: Siehe z.B. das Buch: J.M. Lee, Introduction to Topological Manifolds,
Graduate Texts in Mathematics 202, Springer, New York, 2000. |

Im Kontext glatter Mannigfaltigkeiten betrachtet man restriktivere Uberlagerungen:

Definition. Sind M und M zusammenhiingende glatte Mannigfaltigkeiten, so heift
eine surjektive und glatte Abbildung 7 : M — M eine glatte Uberlagerung, wenn
es zu jedem p € M eine zusammenhéngende Umgebung U gibt, sodass jede
Komponente von 7~ !(U) diffeomorph auf U abgebildet wird. Wir sagen dann auch
hier, dass U gleichmdfig iiberlagert wird von w. Die Mannigfaltigkeit M heifit die
Basis der glatten Uberlagerung und M wird Uberlagerungsmannigfaltigkeit genannt.

Grundlegende einfache Eigenschaften topologischer Uberlagerungen iibertragen sich
sofort auf glatte Uberlagerungen:

Proposition 4.14 Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Jede glatte Uberlagerung m : M — M st ein lokaler Diffeomorphismus, eine
Submersion und eine offene Abbildung.

(b) Eine injektive glatte Uberlagerung ist ein Diffeomorphismus.

(¢) FEine topologische Uberlagerung ist genau dann eine glatte Uberlagerung, wenn
sie ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Die folgenden Resultate sind Versionen von Satz 4.11 (a) und Proposition 4.12 (a)
im Kontext glatter Uberlagerungen:
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Proposition 4.15 Es sei w : M — M eine glatte Uberlagerung. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) Es gibt zu jedem q € M_eine Umgebung U von p = mw(q) und einen glatten
lokalen Schnitt o : U — M, sodass o(p) = q. Insbesondere ist jeder Punkt von
M im Bild eines glatten lokalen Schnitts von .

(b) Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung F' : M — N st genau
dann glatt, wenn die Abbildung F'omw : M — N glatt ist.

Wie der folgende Satz zeigt, induzieren topologische Uberlagerungen von zusammen-
héngenden Mannigfaltigkeiten eine glatte Struktur auf dem Uberlagerungsraum.

Satz 4.16 Es sei M eine zusammenhdngende glatte n-Mannigfaltigkeit und
7w+ M — M eine topologische Uberlagerung. Dann ist auch M eine topologische
n-Mannigfaltigkeit, die mit einer eindeutig bestimmten glatten Struktur versehen
werden kann, sodass 7 eine glatte Uberlagerung wird.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass M eine topologische n-Mannigfaltigkeit ist. Da
7 ein lokaler Homéomorphismus ist, folgt sofort, dass M lokal Euklidisch ist.

Es seien p, ¢ € M verschiedene Punkte. Ist 7(p) = 7(¢) und U C M eine gleichméBig
iiberlagerte offene Menge, die 7(p) enthélt, dann sind die Komponenten von 7=1(U),
die p und ¢ enthalten, disjunkte offene Mengen in M. Ist w(p) # 7(q), dann gibt
es disjunkte offene Mengen U,V C M, die 7(p) bzw. m(q) enthalten, womit aber
7~ 1(U) und 7=1(V) offene Mengen in M sind, die p und ¢ trennen. Insgesamt ist

daher M ein Hausdorfl Raum.

Um nachzuweisen, dass M das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, zeigen wir
zuniichst, dass jede Faser m71(q), ¢ € M, abzihlbar ist. Dazu geniigt es nach
Satz 1.5 eine surjektive Abbildung 8 : m(M,q) — 7 '(q) zu finden. Dazu sei
7o € ™ !(q) beliebig und [f] € (M, q) die Homotopieklasse einer beliebigen Schleife
f :10,1] — M mit Basispunkt ¢. Nach Satz 4.13 (a) gibt es ein Lifting (nicht not-
wendig eine Schleife) f : [0,1] — M von f mit Anfangspunkt g,. Nach Satz 4.13
(b) sind auflerdem solche Liftings homotoper Schleifen mit Basispunkt ¢ wieder
homotop und haben daher denselben Endpunkt. Damit hingt f(1) € 7—'(¢) nur
von der Homotopieklasse von f ab und wir kénnen S[f] = f(1) setzen. Da M als
zusammenhdngender und lokal wegzusammenhéngender Raum, auch wegzusammen-
héingend ist (siche 1. Ubungsblatt), gibt es zu jedem § € 7 '(q) einen Weg
G:[0,1] — M von g, nach g. Daher ist § = 37 o g] und damit 3 surjektiv.

Die Vereinigung aller gleichmifBig iiberlagerten offenen Mengen bildet eine offene
Uberdeckung von M und besitzt, da M eine glatte Mannigfaltigkeit ist, daher eine
abzihlbare Teiliiberdeckung {U; : i € N}. Nach dem zuvor gezeigten, besitzt 7= (U;)
hochstens abzéhlbar viele Komponenten. Da jede Komponente homoomorph zu U;
ist, besitzt sie eine abzdhlbare Basis fiir ihre Topologie. Die Vereinigung all dieser
abzihlbaren Basen bildet wiederum eine abzihlbare Basis fiir die Topologie von M,
womit M das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.
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Zur Konstruktion eines glatten Atlas auf M sei § € M und U eine gleichmiBig
tiberlagerte Umgebung von 7(g). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass U auch die
Koordinatenumgebung einer glatten Kartenabbildung ¢ : U — R"™ ist. Bezeichnet
U die Komponente von 7~ (U), die g enthélt, und setzen wir = pom: U — R",
so ist (U, ) eine Karte auf M und alle solche Karten iiberdecken M. Uberschneiden
sich zwei solcher Karten (U, %) und (V, 1)), so ist der Kartenwechsel gegeben durch

an_l = (o 7T|UOV) o(po 7T|U07)_1 =1to 90_1

und damit glatt. Damit erhalten wir einen glatten Atlas, der eine glatte Struktur auf
M bestimmt. Der Nachweis, dass es sich dabei um die eindeutig bestimmte glatte
Struktur handelt beziiglich der 7 glatt ist, ist ein Ubungsbeispiel. |

Selbst fiir surjektive lokale Diffeomorphismen ist es im Allgemeinen nicht leicht
nachzuweisen, dass es sich um Uberlagerungen handelt. Im Folgenden werden wir
ein Kriterium angeben, dass dies aber sicherstellt. Es basiert auf dem Begriff der
eigentlichen Abbildung.

Satz_4.17 Es seien M und M zusammenhingende glatte Mannigfaltigkeiten und
m M — M ein egentlicher lokaler Diffeomorphismus. Dann ist 7 eine glatte
Uberlagerunyg.

Beweis: Da m ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist 7 speziell auch offen, und als
eigentliche Abbildung, nach Proposition 4.3 auch abgeschlossen. Damit st (M)
offen und abgeschlossen in M. Da M zusammenhdngend ist, muss ©(M) = M

gelten, 7 ist also surjektiv.

Es sei p € M beliebig. Da 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist, hat jeder Punkt von
77! (p) eine Umgebung auf der 7 injektiv ist. Das bedeutet aber, dass 7~ !(p) eine
diskrete Menge ist, d.h. zu jedem ¢ € 7 '(p) gibt es eine Umgebung U, sodass
UNnn(p) = q. Da 7 eigentlich ist, ist die Menge 7~ *(p) aber auch kompakt und
muss daher endlich sein, etwa 7=!(p) = {Py,...,D;}. Zu jedem 1 < i < k gibt es
eine Umgebung V; von p; die durch 7 diffeomorph auf eine Umgebung V; C M
abgebildet wird. O.B.d.A. kénnen wir V; NV =  fiir i # j annehmen.

Setzen wir U = V3 N --- N Vg, dann ist U eine Umgebung von p mit
UcCcy (4.4)

fiir jedes i € {1,...,k}. Da K = M\(V,U---UVy}) abgeschlossen ist in M und 7
eine abgeschlossene Abbildung ist, ist auch 7(K) C M abgeschlossen. Wir kénnen
daher U durch U\r(K) ersetzen, sodass weiter (4.4) gilt und zusétzlich

W_l(U)gvlLJ"'UVk. (45)

Nun ersetzen wir noch, falls notwendig, U durch die Zusammenhangskomponente
von U, die p enthélt und zeigen nun, dass U gleichméflig iiberlagert wird von 7.
Dazu sei U; = 7~ 1(U) N V;. Aufgrund von (4.5) ist dann 7=Y(U) = U, U --- U Uy,
Da 7 : V; — V; ein Diffeomorphismus ist, impliziert (4.4), dass auch 7 : U; — U ein

Diffeomorphismus ist, womit insbesondere U; zusammenhingend ist. Da Uy, ..., Uy
disjunkte zusammenhiingende Teilmengen von 7~ (U) sind, handelt es sich dabei
genau um die Zusammenhangskomponenten von 7=1(U). |
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5 Untermannigfaltigkeiten

Viele der bekanntesten Beispiele von Mannigfaltigkeiten, wie etwa die n-Sphére S™
oder der Torus T", treten als Teilmengen anderer Mannigfaltigkeiten auf. In diesem
Abschnitt befassen wir uns daher mit der Frage, unter welchen Voraussetungen,
eine Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit selbst als glatte Mannigfaltigkeit auf-
gefasst werden kann. Dabei betrachten wir zwei Fille, die eingebetteten und die
immersierten Untermannigfaltigkeiten.

Im Folgenden identifizieren wir fiir ¥ < n den R¥ mit dem Unterraum von R"
gegeben durch

{(a*, ... 2F 2" 2" eR M == 2" = 0],

Glatte Untermannigfaltigkeiten werden wir durch Mengen modellieren, die lokal
homdomorph zu offenen Teilmengen des R¥ sind.

Definition. Es seien £k € N mit &k < n, ¢#*',...,¢* € R und U C R” offen. Wir
nennen eine Teilmenge von U der Form

S={(z',... 2" M eU M = =)
einen k-Schnitt von U.

Bemerkung.

(a) Offenbar ist jeder k-Schnitt einer offenen Teilmenge U C R"™ homomorph zu
einer offenen Teilmenge des R*.

(b) Wir werden manchmal auch k-Schnitte betrachten, bei denen wir andere als
die letzten Koordinaten gleich einer Konstante setzen.

Definition. Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und (U, ¢) eine glatte Karte
auf M. Wir nennen eine Teilmenge S C U einen k-Schnitt von U, wenn ¢(S) ein
k-Schnitt von o(U) ist. Eine Teilmenge S C M heifit eingebettete Untermannig-
faltigkeit der Dimension k, wenn es zu jedem Punkt p € S eine glatte Karte (U, ¢)
von M gibt, sodass p € U und U N S ein k-Schnitt von U ist. In diesem Fall nennen
wir (U, o) eine Schnittkarte fiir S in M und die zugehérigen Koordinaten (z!, ..., z")
nennen wir Schnittkoordinaten.

Ist S eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M, so heifit dim M — dim S die
Kodimension von S in M. Eine eingebettete Hyperfliche ist eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit der Kodimension 1. Offene Untermannigfaltigkeiten betrachten wir
als eingebettete Untermannigfaltigkeiten der Kodimension 0.

Bemerkung.

(a) Es ist manchmal praktisch mit Schnittkoordinaten zu arbeiten bei denen
1t = ... = ¢ = 0. Dies kann durch Subtraktion einer Konstante von
jeder Koordinatenfunktion aber leicht erreicht werden.
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Wie das folgende Ubungsbeispiel zeigt, ist die Definition von eingebetteten Unter-
mannigfaltigkeiten eine lokale.

Lemma 5.1 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S eine Teilmenge von M.
Besitzt jeder Punkt p € S eine Umgebung U C M, sodass U N S eine eingebettete
k-Untermannigfaltigkeit von U ist, dann ist auch S eine eingebettete k-Unter-
mannigfaltigkeit von M.

Unser néchstes Resultat erklédrt den Namen ,eingebettete® Untermannigfaltigkeit.

Satz 5.2 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine eingebettete
k-Untermannigfaltigkeit von M. Versehen mit der Spurtopologie wird S zu einer
topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension k, die eine eindeutige glatte Struktur
tragt, sodass die Inklusionsabbildung S — M eine glatte Einbettung ist.

Beweis: Da wir S mit der Spurtopologie versehen, erbt S die Hausdorft Eigenschaft
von M und erfiillt auch das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom. Um zu zeigen, dass S lokal
Euklidisch ist, konstruieren wir einen Atlas fiir S. Die Idee dabei ist es, aus den
gegebenen Schnittkoordinaten (z',...,2") von S in M, lokale Koordinaten

(xt,...,2%) fiir S zu erhalten.

Dazu bezeichne 7 : R — R* die Projektion auf die ersten k& Koordinaten. Ist (U, )
eine Schnittkarte fiir S, dann seien

V=UnS, V=mop(V), Yp=moply:V—=>V.

Da ¢ und 7 beide offene Abbildungen sind, ist V' offen in R*. Die Abbildung v ist
ein Homdomorphismus, da 1 die stetige Inverse ¢! o j| besitzt, wobei j : R — R”
gegeben ist durch

Damit ist S eine topologische k-Mannigfaltigkeit und die Inklusionsabbildung
t: S — M eine topologische Einbettung.

Um S mit einer glatten Struktur zu versehen, verwenden wir die oben konstruierten
Karten und zeigen, dass diese glatt kompatibel sind. Es seien (U, ¢) und (U’,¢’)
zwei Schnittkarten fiir S in M und (V,4), (V', ') die zugehorigen Karten fiir S.
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Der Kartenwechsel ¥’ o ¢)~! ist dann gegeben durch

Yoy =moypopTloy,

was als Zusammensetzung der glatten Abbildungen 7, ¢’ o ¢! und j selbst glatt

ist. Damit ist der von uns konstruierte Atlas ein glatter Atlas, der eine eindeutig
bestimmte glatte Struktur auf S bestimmt.

In Bezug auf eine Schnittkarte (U, ) und die zugehorige Karte (V1)) von S, hat
die Inklusionsabbildung ¢ : S < M die Koordinatendarstellung

vzt 2Ry = (2t R e,

was offenbar eine Immersion ist. Damit ist die Inklusionsabbildung ¢ eine injektive
Immersion und eine topologische Einbettung, also eine glatte Einbettung.

Es sei nun A eine (weitere) glatte Struktur auf S fiir die die Inklusionsabbildung
t: S < M eine glatte Einbettung ist. Es bleibt zu zeigen, dass A mit der von uns
konstruierten glatten Struktur iibereinstimmt. Dazu geniigt es nachzweisen, dass die
von uns konstruierten Karten mit den Karten aus A glatt kompatibel sind. Es sei
daher (U, ¢) eine Schnittkarte fiir S in M, (V,4) die zugehorige Karte fiir S und
(W,0) eine beliebige Karte aus .A. Wir miissen zeigen, dass

Yo oW NV) = p(WnNV)

ein Diffeomorphismus ist. Dazu bemerken wir zuniichst, dass 1) o671 als Zusammen-
setzung von Homdomrophismen selbst ein Homéomorphismus ist. Die Abbildung
ist auch glatt, da sie als Zusammensetzung der folgenden glatten Abbildungen
geschrieben werden kann:

oW NV) Wy S U L R T RE,

dabei betrachten wir W NV als offene Teilmenge von S (mit der glatten Struktur A)
und U als offene Teilmenge von M. Fiir den Nachweis, dass ¢ o =1 ein Diffeo-
morphismus ist, geniigt es nach Korollar 4.7 zu zeigen, dass es eine Immersion ist.
Es gilt offenbar

d(ipo 0_1)9(19) = dmp-1(p) 0 dpp 0 diy 0 d(9_1)9(p)'

Jede der linearen Abbildungen dy,, di, und d(0~")g(,) ist injektiv und damit auch
deren Zusammensetzung. Das Differential dm -1, ist nicht injektiv, die Zusammen-
setzung dm,—1,) © dipy, o du, o d(071)g() ist aber injektiv, wenn

Imd(p ool )y NKerdry-1(,) = {0}.

k+1
y o

Da der Wertebereich von ¢ in S liegt, sind die Koordinaten x ., 2" im Werte-

bereich von ¢ ot o 0~ konstant:

worof t(y,....yf) = (z'(y),..., 2" (y), ... ).

Damit liegt der Wertebereich des Differentials dieser Abbildung in span {eq, ..., ex},
wéhrend offenbar Ker dm,-1(,) = span {ej11,...,e,}. |

Die Umkehrung von Satz 5.2 gilt ebenfalls:
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Satz 5.3 Das Bild jeder glatten Finbettung ist eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit.

Beweis: Es sei F': N — M eine glatte Einbettung. Wir miissen zeigen, dass jeder
Punkt in F(N) eine Koordinatenumgebung V' C M besitzt, sodass F'(N) NV ein
Schnitt ist. Dazu sei p € N beliebig. Da eine glatte Einbettung konstanten Rang
hat, gibt es nach Satz 4.8 glatte Karten (U, ¢) und (V,1) zentriert in p und F(p)
beziiglich derer F'|y : U — V die Koordinatendarstellung

F(x',... 2" = (2',...,2"0,...,0)

hat. Indem wir V' eventuell kleiner machen, folgt daraus, dass F'(U) ein Schnitt in
V ist. Da eine glatte Einbettung ein Homdomorphismus auf ihr Bild versehen mit
der Spurtopologie ist, folgt aus dem Umstand, dass F'(U) offen ist in F'(N), dass es
eine offene Menge W C M gibt mit F'(U) = WNF(N). Ersetzen wir daher V' durch
V := V. NW, so erhalten wir eine Schnittkarte (V,4[s), die F(p) enthilt und fiir
die VN F(N) =V N F(U) ein Schnitt von V ist. [

Korollar 5.4 FEingebettete Untermannigfaltigkeiten sind genau die Bilder glatter
Einbettungen.

Wie im Falle einer eingebetten Untermannigfaltigkeit des R™ mochten wir auch
fir allgemeine eingebettete Untermannigfaltigkeiten S den Tangentialraum 7,,S an
einen Punkt von S als einen Unterraum des Tangentialraumes im Punkt p der
umgebenden Mannigfaltigkeit ansehen. Unter geeigneten Identifikationen ist dies
auch tatséchlich gerechtfertigt:

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine eingebettete Untermannig-
faltigkeit von M. Da die Inklusionsabbildung ¢ : S < M eine glatte Einbettung ist,
haben wir in jedem Punkt p € S eine injektive Abbildung di, : 17,5 — T,M. Fiir
einen Vektor v € T,S, wirkt das Bild du,v € T,M auf eine Funktion f € C*(M)
durch
diy(0)f = v(f 02) = v(f]s).

Wir werden im Folgenden den Tangentialraum 7,5 stets mit seinem Bild unter d,
identifizieren und damit 7,S als Unterraum von T,M auffassen! Das folgende
Resultat enthilt eine niitzliche Charakterisierung von 7,5:

Proposition 5.5 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, S C M eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit und p € S. Als Unterraum von T,M ist der Tangentialraum
T,S gegeben durch

1,8 ={veT,M:vf=0 fir ale f € C*°(M) mit f|s = 0}.
Beweis: Es sei zunédchst v € TS C T,,M. Dann gibt es ein w € 7,5 mit v = di,(w).
Ist f € C®(M)und flg =0, dann gilt for =0, also
vf =du,(w)f =w(for)=0.

Es sei nun v € T,M ein Tangentialvektor mit vf = 0 fiir alle f, die auf S
verschwinden. Es seien (z',...,2") Schnittkoordinaten fiir S in einer Umgebung
U von p, sodass U N S die Teilmenge von U mit z**! = ... = 2" = 0 ist und

(x1,...,2%) die Koordinaten fiir U N S sind.
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Die Inklusionsabbildung ¢ : S N U — M hat nun beziiglich dieser Koordinaten die
Darstellung

Wzt 2R = (2 ... 28,0,...,0).
Damit folgt, dass 7,5 (oder genauer, di,T,,S) genau der Unterraum von 7}, M ist, der
von 0/0zt,,...,0/0z"|, aufgespannt wird. Schreiben wir daher die Koordinaten-
darstellung von v in der Form

Y

p

0
ox’

n
v = E v
i=1

so folgt offenbar, dass genau dann v € 7,5, wenn v* = 0 fiir i > k.

Es sei nun ¢ eine glatte Bumpfunktion mit Triger in U, die identisch 1 in einer
Umgebung von p ist. Fiir einen Index 57 > k, definieren wir eine glatte Funktion
f: M — R durch

| pla)r? firxeU
f(m)_{o fiic 2 € M\U.

Da j > k, verschwindet f auf S, womit

Damit ist wie behauptet v € T,,S. n

Beispiele.
(a) Graphen als Untermannigfaltigkeiten

Ist U C R” offen und F : U — R* glatt, dann ist der Graph von F eine
eingebettete n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"*,

Beweis: Es sei ¢ : U x R¥ — U x R¥ definiert durch
p(r,y) = (z,y — F(z)).
Offenbar ist ¢ ein Diffeomorphismus mit der Inversen
0 Hu,v) = (u,v+ F(u)).
Da ¢(I'(F)) gerade der Schnitt {(u,v) : v = 0} von U x R* ist, folgt, dass
['(F) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit ist. |

(b) Euklidische Sphdren

Fiir jedes n > 0 ist S eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von R**!, da es
lokal der Graph einer glatten Funktion ist: Der Schnitt von S™ mit der offenen
Menge {z : ' > 0} ist der Graph der Funktion

ot = f(at, T at L amth),

wobei f : B" — R gegeben ist durch f(u) = /1 — |Ju||?. Analog ist der Schnitt
von S" mit {x : 2* < 0} der Graph von —f. Da jeder Punkt von S™ in einer
dieser offenen Mengen enthalten ist, folgt aus (a) und Lemma 5.1, dass S™ eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit ist. Die dadurch induzierte glatte Struktur
auf S™ stimmt mit der Standard glatten Struktur auf S™ iiberein.
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Eine Moglichkeit um zu zeigen, dass eine Teilmenge einer glatten Mannigfaltigkeit
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit ist, besteht darin sie als Bild einer glatten
Einbettung zu identifizieren. In der Praxis kommt es aber héufiger vor, dass eine
Untermannigfaltigkeit als Level Set einer glatten Abbildung représentiert wird.

Definition. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ® : M — N eine
beliebige Abbildung. Fiir ¢ € N nennt man die Menge ®~!(c) ein Level Set von .

Beispiele.

(a) Essei @ : R"™ — R die Funktion definiert durch ®(x) = ||z||?. Das Level Set
®~1(1) von ® stimmt dann gerade mit der n-Sphire S C R"! {iberein.

(b) Es sei ¥ : R? — R die glatte Abbildung definiert durch ¥(z,y) = z* — y*.
Das Level Set ¥=1(0) von ¥ stimmt offenbar mit der Vereinigung der beiden
Geraden x = y und x = —y iiberein und ist daher (wie man leicht zeigt) keine
eingebettete Untermannigfaltigkeit des R2.

Wie Beispiel (b) zeigt, ist nicht jedes Level Set einer glatten Abbildung auch eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit. Wir werden daher im Folgenden Kriterien
suchen, die garantieren das dies immer der Fall ist. Um unser erstes Resultat zu
motivieren betrachten wir eine lineare Version dieses Problems: Jeder k-dimensionale
Unterraum S C R™ kann als der Kern einer linearen Abbildung L realisiert
werden. Gilt also dim S = dim Ker L = k, dann muss dimIm L. = n — k sein. Eine
natiirliche Moglichkeit S zu spezifizieren, ist daher eine surjektive lineare Abbildung
L : R™ — R"* anzugeben, deren Kern gerade S ist.

Im Kontext glatter Mannigfaltigkeiten sind die Submersionen das Analogon von
surjektiven Abbildungen. Wir wir gleich sehen werden, ist in der Tat jedes Level Set
einer Submersion von einer n-Mannigfaltigkeit in eine (n — k)-Mannigfaltigkeit eine
eingebettete k-Untermannigfaltigkeit. Es gilt sogar die folgende stiarkere Aussage:

Satz 5.6 Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ® : M — N eine glatte
Abbildung von konstantem Rang k, dann ist jedes Level Set von ® eine abgeschlossene
eingebettete Untermannigfaltigkeit der Kodimension k in M.

Beweis: Es sei ¢ € N beliebig und S := ®'(c) C M. Aufgrund der Stetigkeit von ®
ist S abgeschlossen. Um zu zeigen, dass es eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
ist, miissen wir zeigen, dass es zu jedem p € S eine Schnittkarte fiir S in M gibt,
die p enthélt. Nach Satz 4.8 gibt es glatte Karten (U, ¢) zentriert in p und (V)
zentriert in ¢ = ®(p), sodass die Koordinatendarstellung von ® beziiglich dieser
Karten die Form

(2. 2™ = (24 ... ,2%,0,...,0)
hat. Damit ist aber SN U der Schnitt

{(z',....,2™) €U 2" =--- =2"=0}. |

Da jede Submersion konstanten Rang hat erhalten wir aus Satz 5.6 sofort:
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Korollar 5.7 Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ® : M — N eine
Submersion, dann ist jedes Level Set von ® eine abgeschlossene eingebettete
Untermannigfaltigkeit von M deren Kodimension mit dim N idibereinstimmd.

Die beiden letzten Resultate konnen wir sogar noch deutlich verallgemeinern, da wir
die Bedingung an den Rang ja nur auf dem gegebenen Level Set iiberpriifen miissen.

Definition. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und ® : M — N glatt. Ein
Punkt p € M heifit reguldrer Punkt von ®, wenn d®,, : T,M — Ty, N surjektiv ist,
ansonsten heiflt p kritischer Punkt. Ein Punkt ¢ € N heifit ein reguldrer Wert von
®, wenn jeder Punkt des Level Sets ®7!(c) ein regulérer Punkt ist, ansonsten heifit
c ein kritischer Wert. Ist ¢ ein regulirer Wert von ®, dann nennen wir ®~!(c) ein
reguléres Level Set.

Bemerkungen.

(a) Ist dim M < dim N, dann ist jeder Punkt von M kritisch. Jeder Punkt von M
ist genau dann regulédr, wenn ® eine Submersion ist.

(b) Ist ®1(c) = 0, dann ist ¢ regulir.

(c) Ist f: M — R eine glatte Funktion, dann ist p € M genau dann reguldrer
Punkt von f, wenn df, # 0.

(d) Die Menge der regulidren Punkte von & ist eine offene Teilmenge von M.

Satz 5.8 Jedes reguldre Level Set einer glatten Abbildung ist eine abgeschlossene
eingebettete Untermannigfaltigkeit deren Kodimension mit der Dimension thres
Bildes tibereinstimmt.

Beweis: Es sei ® : M — N eine glatte Abbildung und ¢ € N ein regulérer Wert mit
®~!(c) # (). Damit ist der Rang von d®, gleich dim N in jedem Punkt von ®~!(c).
Wir zeigen nun, dass die Menge U der Punkte mit rank d®, = dim N offen ist in M.
Dann ist ®|y : U — N eine Submersion, womit wir Korollar 5.7 anwenden konnen.
Beachten wir dann noch, dass eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von U auch
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M ist, folgt die Behauptung des Satzes.

Um zeigen, dass U offen ist, sei m = dim M, n = dim N und p € U. In Bezug auf
glatte Koordinaten in der Ndhe von p und ®(p), bedeutet die Voraussetzung, dass
rankd®, = n in p ist, dass die n x m Matrix von d®, eine n x n Untermatrix
mit nicht verschwindender Determinante besitzt. Aus Stetigkeitsgriinden ist diese
Determinante aber dann in einer ganzen Umgebung von p ungleich Null, das
bedeutet ® hat Rang n in dieser ganzen Umgebung. |

Nicht jede eingebettete Untermannigfaltigkeit kann als Level Set einer Submersion
realisiert werden. Das néchste Resultat zeigt, das dies jedoch zumindest lokal so ist.
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Proposition 5.9 FEs sei S eine Teilmenge einer glatten n-Mannigfaltigkeit M.
Dann ist S genau dann eine eingebettete k- Untermannigfaltigkeit von M, wenn jeder
Punkt p € S eine Umgebung U in M hat, sodass U NS Level Set einer Submersion
O U — R gst.

Beweis: Es sei zunéchst S eine eingebettete k-Untermannigfaltigkeit. Sind
(z!,...,2") Schnittkoordinaten fiir S auf einer offenen Teilmenge U C M, dann
ist die Abbildung ® : U — R"*, die in Koordinaten gegeben ist durch

O(z) = (2, ... 2",

offenbar eine Submersion, unter deren Level Sets auch S N U ist.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass es zu jedem Punkt p € S eine Umgebung U
und eine Submersion ® : U — R"* gibt, sodass S N U = ®&~!(c) fiir ein ¢ € R"7*.
Nach Korollar 5.7 ist S N U eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von U. Nach
Lemma 5.1 ist daher auch S eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M. ]

Definition. Ist S C M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit, so heifit eine glatte
Abbildung ® : M — N eine definierende Abbildung von S, wenn S ein reguléres Level
Set von ® ist. Ist N = R"* sprechen wir auch von einer definierenden Funktion
von S. Ist allgemeiner U eine offene Teilmenge von M und ® : U — N eine glatte
Abbildung, sodass S N U ein reguliares Level Set von & ist, so nennen wir ® eine
lokale definierende Funktion von S.

Nach Proposition 5.9 hat jede eingebettete Untermannigfaltigkeit eine lokal
definierende Funktion in einer Umgebung von jedem Punkt. Das Auffinden einer
(lokalen oder globalen) definierenden Funktion ist in der Praxis nicht ganz einfach.
Im Folgenden besprechen wir ein etwas komplizierteres Beispiel als die Sphére:

Beispiel.

Es sei Mg (mxn,R) die Teilmenge des Vektorraumes M(m xn, R) der m xn Matrizen
bestehend aus Matrizen von Rang k. Ist 0 < k£ < min{m,n}, dann ist My(m x n,R)
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit der Kodimension (m — k)(n — k).

Beweis: Ist Ey € Mg(m x n,R), dann besitzt Fy eine k x k Untermatrix mit nicht
verschwindender Determinante. Wir nehmen zunéchst an, dass

_( 4 B
EO - ( CO DO ) )
wobei Aj eine k x k Matrix mit det Ay # 0 ist. Es sei U C M(m x n,R) definiert
durch

Uz{(é, g)eM(mxn,R):detA%O}.

Aufgrund der Stetigkeit der Determinantenfunktion, ist U eine offene Teilmenge von
M(m x n,R), die Ey enthélt. Da die Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix
den Rang einer Matrix nicht veréndert, hat

A B
E:(C D)GU
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genau dann Rang k£, wenn auch

A B At —AT'B Y I 0

C D 0 ) ~\CA™t D-CA'B
Rang k hat, also wenn D — CA™!'B die Nullmatrix ist. Wir definieren daher die
Abbildung ® : U — M((m — k) x (n — k), R) durch

A B\ »
@(CD)_D—CA B.

Offenbar ist @ glatt und ®71(0) = My(m x n,R) N U. Um also zu zeigen, dass
Mi(m x n,R) N U eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von U ist, miissen wir
nachweisen, dass d®p surjektiv ist fiir jedes £ € U. Da M((m — k) x (n — k),R)
ein Vektorraum ist, kénnen wir den Tangentialraum am Punkt ®(E) auch wieder
mit M((m — k) x (n — k), R) identifizieren. Es ist also zu zeigen, dass es zu jedem
X € M((m — k) x (n — k),R) einen Tangentialvektor in TgU gibt, der durch d®g
auf X abgebildet wird. Dazu definieren wir die glatte Kurve v : R — U durch

V(t):(é thx)'

Dann ist 7/(0) € TrU und

g/ (0) = (B o) (1) = L

= (D+iX - CATB)=X.

t=0

Damit ist d® g eine Submersion und nach Korollar 5.7 daher My(m x n,R) N U eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit von U.

Ist nun E € Mg(m x n,R) beliebig, so kann E{, durch einen (den Rang erhaltenden)
linearen Isomorphismus R : M(m x n,R) — M(m x n,R) in eine Matrix in U
transformiert werden. Somit ist U’ = R™!(U) aber eine Umgebung von Ej und

¢ :=PoR:U — M((m—k)x (n—k),R)

eine Submersion mit ®~1(0) = My(m x n,R) N U’. Damit besitzt jeder Punkt
in Mg(m X n,R) eine Umgebung U’ in M(m x n,R), sodass My(m x n,R) N U’
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von U’ ist. Nach Lemma 5.1 ist daher
Mg (m x n,R) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M(m x n,R). [

Wie das néchste Lemma zeigt, konnen wir mit Hilfe definierender Funktionen leicht
den Tangentialraum einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit beschreiben.

Lemma 5.10 Es ser M eine glatte Mannigfaltigkeit und S eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit von M. Ist ® : U — N eine beliebige lokal definierende Abbildung
fiir S, dann gilt fir jedes p € SNU,

1,5 = Ker d®,,.
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Beweis: Wir identifizieren 7,,S wieder mit dem Unterraum du,(7,S) C T,,M, wobei
t: S — M die Inklusionsabbildung bezeichnet. Da ® o ¢ konstant ist auf S N U,
ist d®, o di, : T,S — Tep) N die Nullabbildung, also Imdi, € Kerd®,. Aus der
Definition definierender Abbildungen folgt aber, dass d®, : T, M — T4, N surjektiv
ist, womit

dim Ker d®, = dim T, M — dim Ty, N = dimT),S = dim Im dy,,

was insgesamt Im di, = Ker d®, ergibt. ]

Eingebettete Untermannigfaltigkeiten sind zwar die am h&aufigsten auftretenden
Typen von Untermannigfaltigkeiten, aber fiir manche Zwecke, insbesondere das
Studium von Lie Untergruppen, ist es niitzlich noch eine allgemeinere Klasse von
Untermannigfaltigkeiten zu betrachten.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Unter einer immersierten
Untermannigfaltigkeit der Dimension k£ von M verstehen wir eine Teilmenge S C M
versehen mit einer Topologie (nicht unbedingt der Spurtopologie), die S zu einer
topologischen k-Mannigfaltigkeit macht, und einer glatten Struktur, sodass die
Inklusionsabbildung ¢ : S < M eine glatte Immersion ist.

Jede eingebettete Untermannigfaltigkeit ist offenbar auch eine immersierte
Untermannigfaltigkeit. Allgemeiner treten immersierte Untermannigfaltigkeiten in
folgender Weise auf:

Ist F': N — M eine injektive Immersion, dann kénnen wir das Bild F(N) C M mit
einer eindeutigen Topologie und glatten Struktur versehen, sodass F' : N — F(N)
ein Diffeomorphismus wird: Wir legen dazu eine Menge U C F(N) als offen fest,
wenn F~1(U) C N offen ist, und verwenden als glatte Kartenabbildungen auf F/(N)
die Abbildungen der Form ¢ o F'~!, wobei ¢ eine glatte Kartenabbildung auf N ist.
Es ist dann die Inklusionsabbildung ¢ : F'(N) < M eine injektive Immersion, da sie
Zusammensetzung eines Diffeomorphismus und einer injektiven Immersion ist:

F(N) 55 N 2
Das Analogon zu Korollar 5.4 enthélt das folgende Resultat.

Proposition 5.11 Immersierte Untermannigfaltigkeiten sind genau die Bilder von
injektiven Immersionen.

Beweis: Ist N C M eine immersierte Untermannigfaltigkeit, dann ist die Inklusions-
abbildung ¢ : N < M eine injektive Immersion. Umgekehrt, haben wir gesehen, dass
das Bild einer injektiven Immersion mit einer eindeutigen Topologie und glatten
Struktur versehen werden kann, sodass es eine immersierte Untemannigfaltigkeit
wird und die Immersion ein Diffeomorphismus auf ihr Bild wird. |

Beispiel.

Die Abbildung v : (—7/2,37/2) — R2, definiert durch ~(¢) = (sin2t, cost), ist eine
injektive Immersion, womit ihr Bild versehen mit der oben besprochenen Topologie
und glatten Struktur zu einer immersierten Untermannigfaltigkeit wird. Als glatte
Mannigfaltigkeit ist das Bild dann diffeomorph zu R.
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Obwohl eine immersierte Untermannigfaltigkeit S C M kein topologischer Teilraum
von M sein muss, konnen wir den Tangentialraum an einen Punkt p € S doch
mit einem Unterraum von 7, M identifizieren: Die Inklusionsabbildung ¢ : S < M
ist eine injektive Immersion, damit ist di, : 1,5 — T,M injektiv. Wie im Falle
eingebetteter Mannigfaltigkeiten, identifizieren wir daher 7,5 mit dv,7,S C T,M.

Die Frage ob eine vorgelegte Teilmenge S einer glatten Mannigfaltigkeit M eine
immersierte Untermannigfaltigkeit ist, ist schwieriger zu beantworten als die
analoge Frage fiir eingebettete Untermannigfaltigkeiten, da weder die Topologie
noch die glatte Struktur im vorhinein bekannt sind. Die Frage ist daher, ob es
irgendeine Topologie und glatte Struktur auf S gibt, die S zu einer immersierten
Untermannigfaltigkeit machen.

Obwohl viele immersierte Untermannigfaltigkeiten nicht eingebettet sind, zeigt das
folgende Lemma, dass zumindest lokal jede immersierte Untermannigfaltigkeit mit
einer eingebetteten iibereinstimmt.

Lemma 5.12 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : N — M eine
Immersion. Dann gibt es zu jedem p € N eine Umgebung U von p in N, sodass
Fly : U — M eine glatte Finbettung ist.

Beweis: Ubungsbeispiel. ]

Bemerkung.

(a) Man beachte, dass es nach Lemma 5.12 zu einer immersierten Untermannig-
faltigkeit S C M und einem p € S stets eine Umgebung von p in S gibt, sodass
U eingebettet ist, aber es nicht unbedingt eine Umgebung V' von p in M gibt,
sodass V' NS eingebettet ist.

Definition. Ist S C M eine immersierte k-Untermannigfaltigkeit von M, so nennen
wir eine glatte Einbettung X : U — M eine lokale Parametrisierung von S, wenn
U C R¥ offen ist, X (U) C S offen ist und X glatt als Abbildung nach S ist.

Beispiele.
(a) Die Inverse jeder Kartenabbildung ist eine lokale Parametrisierung von M.

(b) Die Abbildung F : B?> — R3, gegeben durch
F(u,v) = (u,v,\/l — u? —2)2) ,

ist eine lokale Parametrisierung von S? mit der offenen oberen Halbsphire als

Bild.

Lemma 5.13 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine immersierte
Untermannigfaltigkeit. Jeder Punkt p € S ist im Bild einer lokalen Parametrisierung
von S enthalten. Ist X : U — M eine beliebige lokale Parametrisierung von S, dann
gibt es eine eindeutig bestimmte glatte Karte (V, ) von S, sodass X = top™!, wobei
t:S — M die Inklusionsabbildung bezeichnet.

Beweis: Ubungsbeispiel. [ |
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Bevor wir uns mit Einschrénkungen von glatten Abbildungen auf Untermannig-
faltigkeiten befassen, noch einige Worte zu Untermannigfaltigkeiten von Mannig-
faltigkeiten mit Rand. Die meisten der bisher gegebenen Definitionen iibertragen
sich ohne Anderung:

Sind M und N glatte Mannigfaltigkeiten mit Rand, so heifit eine glatte Abbildung
F : M — N eine Immersion, wenn dF}, injektiv ist in jedem Punkt. Ist dF}, surjektiv
in jedem Punkt, dann heiffit F' eine Submersion. Ist F' eine Immersion und eine
topologische Einbettung, dann nennen wir F' eine glatte Einbettung.

Eine Teilmenge S einer glatten Mannigfaltigkeit mit Rand M ist eine immersierte
Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn S die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit
mit Rand tragt, sodass die Inklusionsabbildung ¢ : S < M eine Immersion ist. Die
Menge S ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn S zusétzlich
mit der Spurtopologie versehen ist.

Bemerkung.

(a) Beachte, dass wir von einer eingebetten Untermannigfaltigkeit mit Rand nicht
die Existenz von Schnittkarten verlangen.

Beispiele.

(a) Fiir jedes k < n ist die abgeschlossene k-dimensionale Einheitskugel cl B* eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit mit Rand in clB™.

(b) Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit mit Rand, dann ist OM eine eingebettete
(n — 1)-Untermannigfaltigkeit (ohne Rand) von M. (Ubungsbeispiel)

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob fiir glattes F' : M — N die Einschrinkung
des Definitionsbereichs auf eine Untermannigfaltigkeit immer noch glatt ist.

Proposition 5.14 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N
eine glatte Abbildung. Ist S C M eine immersierte Untermannigfaltigkeit, dann ist
Fl|s:S — N glatt.

Beweis: Die Inklusionsabbildung ¢ : S < M ist nach Definition einer immersierten
Untermannigfaltigkeit glatt. Damit ist aber auch F|g = F o glatt. [ |

Die Situation wird komplizierter, wenn wir nicht den Definitions- sondern den
Wertebereich einer glatten Abbildung einschranken. Die resultierende Abbildung
muss namlich nicht unbedingt glatt, ja nicht einmal stetig sein.

Beispiel.
Wir betrachten wieder das Bild S der Abbildung v : (—7/2,37/2) — R?, definiert
durch ~(t) = (sin2t,cost). Versehen mit der durch 7 induzierten Topologie und
glatten Struktur ist S eine immersierte Untermannigfaltigkeit von R2. Betrachte
nun die glatte Abbildung G : R — R2, gegeben durch

G(t) = (sin 2t, cost).

Das Bild von G liegt offenbar in S. Als Abbildung von R nach S ist G aber unstetig,
da 77! o G nicht stetig ist an t = —7/2.
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Wie unser néchstes Resultat zeigt, ist die Unstetigkeit aber das einzige Problem das
beim Einschrinken des Wertebereichs auftreten kann.

Proposition 5.15 Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und S C N eine
immersierte Untermannigfaltigkeit. Ist F' : M — N eine glatte Abbildung deren
Bild in S enthalten ist, sodass F als Abbildung von M nach S stetig ist, dann ist
F: M — S auch glatt.

Beweis: Es sel p € M beliebig und ¢ = F(p) € S. Da die Inklusionsabbildung
t: S < N eine Immersion ist, gibt es nach Lemma 5.12 eine Umgebung V' von
g in S, sodass |y : V < N eine glatte Einbettung ist. Das bedeutet es gibt eine
Schnittkarte (W, ) fiir V in N zentriert in ¢. Setzen wir V; = WNV und ¢ = mo),
wobei 7 : R*” — R¥ die Projektion auf die ersten & = dim S Koordinaten ist, dann

ist (Vp, ) eine glatte Karte fiir V. Da Vo = (¢|y) "} (W) offen ist in V, ist es auch

offen beziiglich der Topologie in S. Also ist (Vp, 1) auch eine glatte Karte fiir S.

Es sei U = F71(V) € M. Offenbar ist p € U und aufgrund der Stetigkeit von F
ist U offen. Es sei (Up, ) eine glatte Karte auf M mit p € Uy C U. Dann ist die

Koordinatendarstellung von F' : M — S in Bezug auf die Karten (Up, ¢) und (Vp, ¢)
gegeben durch

EoFogpfl :Wo(zﬂoFogp*l)
und daher glatt, da F': M — N glatt ist. ]

Die Situation ist einfacher im Falle von eingebetteten Untermannigfaltigkeiten.

Korollar 5.16 FEs secien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und S C N eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit. Dann ist jede glatte Abbildung F' : M — N
deren Bild in S enthalten ist, auch als Abbildung von M nach S glatt.

Beweis: Da S C N die Spurtopologie hat, ist jede stetige Abbildung F': M — N,

deren Bild in S enthalten ist, automatisch stetig als Abbildung nach S. Damit folgt
die Behauptung aus Proposition 5.15. |
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6 Vektorfelder

Vektorfelder sind vertraute Untersuchungsobjekte aus der reellen Analysis, wobei
in diesem Setting ein Vektorfeld eine stetige Abbildung auf einer offenen Teilmenge
U C R" ist, die wieder in den R™ abbildet. Wir wollen in diesem Abschnitt Vektor-
felder auf abstrakten glatten Mannigfaltigkeiten definieren und untersuchen. Dazu
greifen wir auf den Begriff des Tangentialbiindels zuriick:

Definition. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so heifit eine stetige Abbildung
Y : M — TM ein Vektorfeld auf M, wenn

WOY:IdM, (61)

bzw. dquivalent dazu, wenn p — Y, := Y (p) € T,M fiir jedes p € M. Wir nennen
eine Abbildung Y : M — TM ein grobes Vektorfeld, wenn Y Relation (6.1) erfiillt.

Der Tréager eines Vektorfeldes Y : M — T'M ist die Menge definiert durch
suppY ={pe M :Y, #0}.

Ist Y : M — TM ein grobes Vektorfeld und (U, (z',...,2")) eine glatte Karte fiir
M, so konnen wir den Wert von Y an jedem Punkt p € U beziiglich der Koordinaten-
vektoren ausdriicken:

Y, => Y'(p) o
=1

Die auf diese Weise bestimmten Funktionen Y; : U — R heiflen die Komponenten-
funktionen von Y beziiglich der gegebenen Karte.

p

Wir werden uns hauptséchlich fiir glatte Vektorfelder interessieren. Daher hier ein
erstes Kriterium, das sicherstellt, dass ein vorgelegtes grobes Vektorfeld glatt ist.

Lemma 6.1 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und Y : M — TM ein grobes
Vektorfeld. Ist (U, (x%)) eine glatte Karte auf M, dann ist Y genau dann glatt auf
U, wenn die Komponentenfunktionen Y beziiglich dieser Karte glatt sind.

Beweis: Es seien (z*,v")1<;<, die Standardkoordinaten auf 7=*(U) C T'M beziiglich
einer Karte (U, (2)) fiir M. Dann ist die Koordinatendarstellung von Y : M — TM
auf p(U) gegeben durch

Y(z)=(FoYop )= (z',...,2" Y (z),...,Y"(2)),

wobei Y die i-te Komponentenfunktion von Y beziiglich der (z') Koordinaten
bezeichnet. Damit folgt die Behauptung aber aus Lemma 2.3. ]

Beispiel.
Ist (U, (z')) eine glatte Karte auf M, dann bestimmt die Zuordnung

p =

i
3xp

ein, nach Lemma 6.1, glattes Vektorfeld auf U, genannt das i-te Koordinaten-
vektorfeld. Wir bezeichnen es symbolisch mit 9/dz".
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Unser nédchstes Resultat zeigt, dass jeder Tangentialvektor an einem Punkt einer
glatten Mannigfaltigkeit zu einem globalen glatten Vektorfeld erweitert werden kann.

Proposition 6.2 FEs ser M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zu jedem p € M und
veT,M gibt es ein glattes VektorfeldY : M — TM mitY, = v.

Beweis: Es seien (U, (z')) eine glatte Karte mit p € U und >, v'9/d2"|, die ent-
sprechende Koordinatendarstellung von v. Ist 9 eine glatte Bump Funktion mit
Tréger in U und ¢(p) = 1, dann ist das Vektorfeld Y : M — T'M definiert durch

- { 0T |, aev
! 0 q & supp ¢
nach Lemma 6.1 glatt. Offenbar ist auch Y, = v. |

Notation. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit X(M) die
Menge aller glatten Vektorfelder auf M.

Die Menge X(M) wird zu einem Vektorraum versehen mit den Operationen
(aY +02), = aY, + bZ,.
Ist feC®(M)und Y € X(M), dann ist fY : M — TM, definiert durch

(fY)p = f(p)Y
ein glattes Vektorfeld (Ubungsbeispiel).

Eine wichtige Eigenschaft glatter Vektorfelder ist, dass sie Operatoren auf glatten
Funktionen definieren: Ist Y € X(M) und f € C*(U) fiir eine offene Teilmenge
UCM,dann ist Y f: U — R, definiert durch

Yf(p)=Y,f

eine glatte Funktion auf U. Da der Wert eines Tangentialvektors an p bei Anwendung
auf eine glatte Funktion nur von den Werten der Funktion in einer beliebig kleinen
Umgebung von p abhéngt, folgt fiir offene Mengen V' C U, dass (Y f)|v = Y (f|v)-

Diese Betrachtungsweise von Vektorfeldern als Operatoren fiithrt auf ein weiteres
Kriterium fiir Glattheit:

Lemma 6.3 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. FEin grobes Vektorfeld
Y : M — TM st genau dann glatt, wenn fir jede offene Menge U C M wund
jedes f € C°(U) die Funktion Y f: U — R glatt ist.

Beweis: Es sei zunéchst Y ein grobes Vektorfeld fiir das Y f glatt ist wann immer f
glatt ist. Sind (z°) glatte Koordinaten auf U C M, so ist jede Koordinatenfunktion
2! eine glatte Funktion auf U. Wenden wir Y auf eine dieser Funktionen an, so
erhalten wir

i ;0 i i
Y :ZYJ@(:U):Y.
J

Da Yz nach Voraussetzung glatt ist, sind die Komponentenfunktionen von Y glatt
und damit nach Lemma 6.1 auch Y.
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Es sei nun Y glatt und f eine beliebige glatte Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C M. Zu jedem p € U konnen wir glatte Koordinaten (z') in einer Umgebung
W C U von p wihlen. Dann gilt aber fiir jedes x € W,

- (Sre ] ) r-Trege

Da nach Lemma 6.1 die Komponentenfunktionen Y7 glatt sind auf W folgt, dass
Y f glatt ist auf W. Da p € U beliebig war folgt, dass Y f auf U glatt ist. |

Eine wichtige Konsequenz von Lemma 6.3 ist, dass ein glattes Vektorfeld Y € X(M)
einen linearen Operator auf C*°(M) definiert durch

f=Yf
Dieser Operator erfiillt dariiberhinaus die Produktregel fiir Vektorfelder
Y(fg)=[Yg+gY/,

wie man leicht sieht durch Evaluierung an einem beliebigen Punkt.

Definition. Eine lineare Abbildung Z : C*°(M) — C*(M) heiBt Derivation (im
Unterschied zu Derivation an p), wenn fiir alle f, g € C*(M) gilt

Z(fg) = fZg+gZf.

Wie die folgende Proposition zeigt, ist jede Derivation von C'*° (M) durch ein glattes
Vektorfeld induziert.

Proposition 6.4 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung
YV:C®(M)— C>®(M) ist genau dann eine Derivation, wenn es ein glattes Vektor-
feld Y € X(M) gibt mit Yf =Y f.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass es zu jeder Derivation Y : C®°(M) — C*(M) ein
Vektorfeld Y gibt mit Y f = Y f fiir alle f € C°°(M). Wenn es so ein Vektorfeld
gibt, so muss offenbar fiir jedes p € M und jedes f € C°(M) gelten

Yo f = Vf)p)

Da Y linear ist, liefert die Produktregel fiir ) evaluiert an p, dass Y, : C*°(M) - R
tatséchlich eine Derivation an p ist, also ein Tangentialvektor in T, M.

Es bleibt zu, dass p — Y, ein glattes Vektorfeld ist. Dazu wollen wir Lemma 6.3
verwenden. Ist f € C°°(M) eine global definierte glatte Funktion, so ist Yf = Y f
sicher glatt. Wir miissen die analoge Aussage fiir glatte Funktionen zeigen, die nur
auf einer offenen Teilmenge U C M definiert sind. Fiir jedes p € U, sei dazu v eine
glatte Bump Funktion die identisch 1 in einer Umgebung von p ist und deren Tréger
in U liegt. Wir definieren

- | of autl,
f= 0 auf M\supp 1.

Dann ist Y f = Y f glatt und stimmt nach Satz 3.6 mit Y f in einer Umgebung von
p iiberein. Damit ist Y f glatt in einer Umgebung von jedem Punkt von U. |
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Ist F': M — N eine glatte Abbildung und Y ein Vektorfeld auf M, so erhalten wir
fiir jedes p € M einen Tangentialvektor dF,(Y,) € Tr()N durch das Differential
von F' angewandt auf Y),. Dies definiert im Allgemeinen aber kein Vektorfeld auf N
(wenn F' etwa nicht surjektiv oder nicht injektiv ist).

Definition. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M — N eine glatte
Abbildung. Gibt es zu einem Vektorfeld Y auf M ein Vektorfeld Z auf N mit der

Eigenschaft, dass fiir jedes p € M gilt dF},(Y,) = Zp(y), dann nennen wir ¥ und 7
F-verwandt.

Ein niitzliches Kriterium zum Uberpriifen ob zwei Vektorfelder F-verwandt sind, ist
enthalten im folgenden

Lemma 6.5 Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N eine glatte
Abbildung. Vektorfelder Y € X(M) und Z € X(N) sind genau dann F-verwandt,
wenn fiir jede glatte Funktion f definiert auf einer offenen Teilmenge von N gilt

Y(foF)=(Zf)oF (6.2)

Beweis: Fiir beliebiges p € M und einer beliebigen in einer Umgebung von F'(p)
glatten Funktion f gilt einerseits

Y(foF)(p) =Y,(foF)=dF,(Y,)f
und andererseits

(Zf)o F(p) = (Zf)(F(p) = Zrp[-
Damit gilt aber (6.2) genau dann fiir jedes glatte f, wenn dF,(Y,) = Zp(,) fiir alle
p € M, d.h. genau dann, wenn Y und Z tatséchlich F-verwandt sind. ]

Obwohl es im Allgemeinen zu einer gegebenen glatten Abbildung F : M — N und
einem Vektorfeld Y € X(M) kein Vektorfeld auf N geben muss, dass F-verwandt
ist mit Y, gibt es einen Spezialfall wo dies tatsdchlich immer der Fall ist.

Proposition 6.6 Sind M, N glatte Mannigfaltigkeiten und st F' : M — N ein
Diffeomorphismus, dann gibt es zu jedem Vektorfeld Y € X(M) ein eindeutig
bestimmtes Vektorfeld F.Y € X(N), den Pushforward wvon Y durch F, das
F-verwandt ist mit Y.

Beweis: Damit Z € X(N) F-verwandt mit Y ist, muss dF,(Y,) = Zp, fir je-
des p € M gelten. Ist nun F' ein Diffeomorphismus, so definieren wir ein zu Y
F-verwandtes Vektorfeld Z einfach durch

Zy = dFp-1(g)(Yr-1(9))-

Offenbar ist Z das eindeutige grobe Vektorfeld das F-verwandt ist mit Y. Schliellich
bemerken wir, dass Z als Zusammensetzung glatter Abbildungen

Z=dF oY o F!

selbst glatt ist. [ |
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Ist S C M eine immersierte oder eingebettete Untermannigfaltigkeit, so kann ein
Vektorfeld X auf M im Allgemeinen nicht auf S eingeschrankt werden, da X, nicht
unbedingt in 7,5 C T,M liegen muss fiir alle p € S. Dieses Problem fiihrt auf
folgende Begriffsbildung;:

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine immersierte
oder eingebettete Untermannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X auf M heif3t tangential
zu S, wenn X, € T, C T, M fiir jedes p € S.

Aus Proposition 5.5 erhalten wir sofort:

Lemma 6.7 FEs seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, S C M eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit und Y ein glattes Vektorfeld auf M. Dann ist Y genau dann
tangential zu S, wenn Y f fir jede Funktion f € C*(M) mit f|s = 0 verschwindet.

Ist S C M eine immersierte Untermannigfaltigkeit und Y ein glattes Vektorfeld
auf M, zu dem es ein (-verwandtes Vektorfeld X € X(S) gibt, dann ist Y offenbar
tangential zu S, da Y, = di,(X,,) fiir jedes p € S. Wie das folgende Resultat zeigt,
gilt auch die Umkehrung dieser Aussage:

Proposition 6.8 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine immersierte
Untermannigfaltigkeit. Es bezeichne weiters v : S — M die Inklusionsabbildung. Ist
Y € X(M) tangential zu S, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes glattes Vektorfeld
Y|s auf S, das t-verwandt ist mit Y.

Beweis: Da Y tangential ist zu S, gibt es nach Definition zu jedem p € S einen
Vektor X, € T,,S mit Y, = di,(X,,). Da du, injektiv ist, ist X, eindeutig bestimmyt.
Das definiert ein grobes Vektorfeld X auf S. Es bleibt zu zeigen, dass X glatt ist.
Es sei py € S beliebig. Da eine immersierte Untermannigfaltigkeit lokal eingebettet
ist, gibt es eine Umgebung V' von p, in S, die eingebettet ist in M. Es sei U die
Kartenumgebung einer Schnittkarte fiir V' in M die py enthélt und W = V N U.
Als Schnitt von U ist W eine abgeschlossene Teilmenge von U. Ist f € C°(W),
dann gibt es eine Fortsetzung f € C>=(U) von f zu einer glatten Funktion auf U
(Ubungsbeispiel). Damit erhalten wir fiir jedes p € W,

Xfp)=X,(f) = Xp(ﬂW) = Xp(fo L) = deXp(T) = Yp(?) = Yf(p)-

Es folgt X f = (Y f)|w, was glatt ist auf W. Da py beliebig gewihlt war, ist X glatt
in einer Umgebung von jedem Punkt von S und damit insgesamt glatt. |

Bevor wir zu einer der wichtigsten Operationen auf Vektorfeldern, der Lie Klammer,
kommen, bemerken wir noch, dass alle (Definitionen und) Aussagen iiber Tangential-
biindel und Vektofelder einfach herzuleitende Entsprechungen fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand besitzen.

Definition. Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und V,W € X(M) glatte
Vektorfelder. Die Lie Klammer von V und W ist das Vektorfeld [V, W] € X(M)
definiert durch

V.W]f =VWf - WVF.
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Bemerkungen.

(a) Um zu sehen, dass [V, W] ein Vektorfeld ist, geniigt es nach Proposition 6.4
nachzuweisen, dass [V, W] eine Derivation ist: Fiir f,g € C*(M) gilt

V.WI(fg) = VIW(fg) = W({V(fg) =V(IWg+gW[)=W(fVg+gVF)
= fVWy+gVW [ —fWVg—gWV = fIV,W]g+g[V,W]f.

(b) Der Wert des Vektorfeldes [V, W] an einem Punkt p € M ist die Derivation an

p gegeben durch
V. Whf =V, (Wf) =Wy (V).

Diese Formel ist fiir praktische Berechnungen schwer zu handhaben, da sie die
Berechnung zweiter Ableitungen von f erfordert, die sich am Ende aber wieder
wegkiirzen. Besser geeignet ist folgende Formel in lokalen Koordinaten:
Sind V = >, V'0/0x" und W = 37, W79/da’ die Koordinatendarstellungen
von V und W beziiglich glatter lokaler Koordinaten (x%) auf M, dann gilt

SOWI SOVIN 0
[V, W] _Z; (V oW M) et (6.3)
Beweis: Es gilt
0 of 0 af
— i P2 ) i 72
v = S (Twgd) T (sri)

B L OWI LOVIN Of
B Z(V oz’ - 83:1)83:1'

/l:hj

Aus der Definition der Lie Klammer folgen sofort eine Reihe (einfacher aber) grund-
legender Eigenschaften:

Proposition 6.9 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und V,W, X € X(M).
Dann gelten folgenden Aussagen:

(a) Bilinearitat: Fir a,b € R ist
[aV 4+ bW, X| = a]V, X] + bW, X] wund [X,aV +bW]=a[X,V]+ b[X,W].

(b) Antisymmetrie:
V. W] =—[W,V].

(¢c) Jacobi Identitit:
V. [W. X]]+ W, [ X, V]| + [X, [V.W]] = 0.
(d) Fiir f,g € C=(M) ist
[fV.gW] = fglV.W] + (fVgW — (gW f)V.
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Beispiel.
Da die Komponentenfunktionen der Koordinatenvektorfelder (9/0z') beziiglich
einer beliebigen Karte konstant sind, folgt aus (6.3) fiir ihre Lie Klammern:

0/02",9/027) = 0.

Eine weitere wichtige FEigenschaft der Lie Klammer ist ihre Vertriglichkeit mit
F-Verwandschaft:

Proposition 6.10 Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N eine
glatte Abbildung. Sind Vi,Va € X(M) und Wy, Wy € X(N) glatte Vektorfelder,
sodass V; mit W; F-verwandt ist fir i = 1,2, dann ist auch [Vi,Va] mit [Wy, W]
F-verwandt.

Beweis: Da V; und W; F-verwandt sind, folgt aus Lemma 6.5,
ViVa(fo ) =Vi((Waf) o F) = (WiWaf) o F
und analog VoVi(f o F') = (WoW;f) o F. Damit erhalten wir aber

Vi, Vol(f o F) = (WiWaf) o ' — (WoWyf) o F = ([Wy, Wa]f) o F.

Als Spezialfille von Proposition 6.10 notieren wir zwei wichtige Korollare.

Korollar 6.11 FEs seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und VW € X(M). Ist
F: M — N ein Diffeomorphismus, dann gilt

F[V,W] = [F.V, EW].

Korollar 6.12 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine immersierte
Untermannigfaltigkeit. Sind Y, und Yo glatte Vektorfelder auf M, die tangential zu
S sind, dann ist auch [Y1,Y3] tangential zu S.

Beweis: Nach Proposition 6.8 gibt es glatte Vektorfelder X, Xy auf S, sodass X;
i-verwandt ist mit Y; fiir ¢ = 1,2. Nach Proposition 6.10 ist dann aber [Xi, X3]
i-verwandt mit [Y7, Y] und damit tangential zu S. |

Ein wichtiger Anwendungsbereich von Lie Klammern liegt in der Theorie von Lie
Gruppen. Darauf konnen wir in dieser Vorlesung leider aber nicht néher eingehen.
Lie Klammern werden uns allerdings in Abschnitt 8 wieder begegnen, wo wir sie
geometrisch als eine Art Richtungsableitung von Vektorfeldern interpretieren.
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7 Kotangentialbiindel

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit linearen Funktionalen, den Kovektoren,
auf Tangentialraumen glatter Mannigfaltigkeiten. Wahrend Tangentialvektoren eine
koordinatenfreie Interpretation von Ableitungen von Kurven ermdoglichen, wird sich
zeigen, dass Kovektoren zu einer Art koordinatenfreiem Analogon des Gradienten
einer Funktion fithren. Wir beginnen zunéchst mit einer kurzen Wiederholung der
Grundlagen zu dualen Vektorrdumen.

Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so bezeichnen wir mit V* den zu V
dualen Vektorraum aller linearen Funktionale w : V' — R auf V. Wir nennen die
Elemente von V* Kovektoren.

Proposition 7.1 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ist {by,...,b,}
eine Basis von V, dann bilden die Kovektoren {e',... e"}, definiert durch
i |1 firi=j
5<b3>_{ 0 firi;j
eine Basis von V*, genannt die zu {by,...,b,} duale Basis. Insbesondere ist
dimV* =dim V.
Bemerkung.
(a) Ist {by,...,b,} eine Basis von V und {€', ..., &"} die dazu duale Basis von V*,

dann gilt fiir v =3, 0v'b; € V,
el(v) = Zvigj(bi) = .

Ist daher w = > w;e? € V*, so folgt

w(v) = Z wjv’.

Definition. Es seien V, W Vektorrdume und A : V' — W eine lineare Abbildung.
Die zu A duale oder transponierte Abbildung A* : W* — V* ist definiert durch

(A*w)(v) = w(Av), weWveV

Proposition 7.2 FEs seien V und W Vektorrdume und A : V. — W eine lineare
Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) (Ao B)* = B* o A*.
(b) (Idy)* : V* — V* ist die Identitit auf V*.
Ein sehr wichtiger Umstand betreffend dem Bidualraum V** = (V*)* enthalt

Proposition 7.3 Zu jedem endlich-dimensionalen Vektorraum V gibt es einen
natirlichen (also basisunabhdngigen) Isomorphismus & : V- — V** definiert durch

E(v)(w) = w(v), weVr
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Bemerkung.

(a) Wir bemerken noch einmal, dass Proposition 7.3 eine kanonische Identifikation
von V und seinem Bidualraum V** ermoglicht. Im Gegensatz dazu, gibt es
keinen natiirlichen (basisunabhéngigen) Isomorphismus zwischen V' und V*.

Wir wenden uns nun wieder glatten Mannigfaltigkeiten zu.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir p € M definieren wir den
Kotangentialraum Ty M an p, als den Dualraum von T}, M:

T*M = (T,M)".

Die Elemente von T7 M nennen wir Tangentialkovektoren oder Kovektoren an p.

Bemerkungen.

(a) Ist (U, (z")) eine glatte Karte auf M, dann gibt es fiir jedes p € U eine zur
Koordinatenbasis (9/0x°[,) duale Basis von TM, die wir (A’|,) bezeichnen.
Damit kann jeder Kovektor w € T7M dargestellt werden in der Form

w= Z Wi
i

(b) Es seien (U, (%)) und (V,(z")) zwei glatte Karten auf M mit p € U N V.

Bezeichnen (\|p) und (T|p) die entsprechenden Koordinatenbasen von 1M,
so kann jeder Kovektor w an p beziiglich beider Basen dargestellt werden.
Eine einfache Rechnung zeigt, wie sich die Komponenten von w bei einem
Koordinatenwechsel verhalten:
ol
w; = j %(p)wj. (7.1)
Da nach der Kettenregel fiir das Verhalten der Koordinatenvektorfelder bei
einem Koordinatenwechsel ein analoges Verhalten gilt
0 T’ ( KA
dui|, ~ £ 021V o

p p

werden Kovektoren in der Literatur auch kovariante Vektoren genannt. Da sich
Tangentialvektoren nach (3.3) entgegengesetzt transformieren, nennt man sie
auch kontravariante Vektoren.

Definition. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M ist das Kotangentialbiindel T* M von
M definiert als disjunkte Vereinigung aller Kotangentialrdume an Punkte von M:

M= [[T;M = J{(pw) :weT;M}.
pEM peEM

Die natiirliche Projektion w: T*M — M ist gegeben durch 7(p,w) = p.

Ist (U, (z')) eine glatte Karte auf M, und bezeichnet (\‘|,) fiir jedes p € U die zu
(0/0x"],) duale Basis von Ty M, so nennen wir die Abbildung X* : U — T*M das
i-te Koordinatenkovektorfeld.
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Genau wie das Tangentialbiindel tragt auch das Kotangentialbiindel die Struktur
einer glatten Mannigfaltigkeit.

Satz 7.4 Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, so tragt das Kotangentialbiindel
T*M wvon M in natirlicher Weise die Struktur einer glatten 2n-Mannigfaltigkeit,
sodass die Projektion w : T*M — M glatt ist.

Beweis: Unter Verwendung von Lemma 1.8 verlduft der Beweis analog zu Satz 3.8.
Wir skizzieren daher nur die Konstruktion der Karten fiir 7" M und die Berechnung
der Kartenwechsel. Ist (U, ¢ = (2)) eine glatte Karte auf M, dann sei die Abbildung
®: 71 (U) = U x R" definiert durch

i (Z fiAilp> = (p, (&1, -, &),

wobei A’ das i-te Koordinatenkovektorfeld in Bezug auf (z?) ist. Ist nun (V¢ = (7'))
eine weitere glatte Karte und ¥ : 771(V) — V x R™ definiert analog zu ®, so folgt
auf 771 (U N V) aus (7.1) fiir den Kartenwechsel

Bow(p, (€ E) = <p( WY %@)a)).
|

Ist (U, (2%)) eine glatte Karte auf M, dann bildet 7~*(U) zusammen mit der glatten
Abbildung

Z&)‘ZLD = ('rl(p)a s >:En(p)7€17 s 7671)

eine glatte Karte fiir T7*M. Wir bezeichnen die so definierten Koordinaten (z°, &%)
die Standardkoordinaten fiir 7*M beziiglich (z*).

Definition. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so heifit eine stetige Abbildung
w: M — T*M ein Kovektorfeld oder 1-Form, wenn

mow = Idyy, (7.2)

bzw. dquivalent dazu, wenn p +— w, := w(p) € Ty M fiir jedes p € M. Wir nennen
w: M — T*M ein grobes Kovektorfeld, wenn w Relation (7.2) erfiillt.

Beziiglich beliebiger glatter Koordinaten auf einer offenen Teilmenge U C M, kann
ein Kovektorfeld w mit Hilfe der Koordinatenkovektorfelder (%) dargestellt werden

w = Zwi)\i.

Die n Funktionen w; : U — R heiflen die Komponentenfunktionen von w und sind

charakterisiert durch
wn(p) = w ( 0 )
i - p 'L .
ox »

Um zu iiberpriifen ob ein vorgelegtes grobes Kovektorfeld glatt ist, gibt es wieder
eine Reihe von Moglichkeiten. Analog zum Fall von Vektorfelder notieren wir:
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Lemma 7.5 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w : M — T*M ein grobes
Kovektorfeld auf M. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Ist w = >, w; X' die Koordinatendarstellung von w beziglich einer beliebigen
glatten Karte (U, (")) auf M, dann ist w genau dann glatt auf U, wenn die
Komponentenfunktionen w; glatt sind.

(b) Das Kovektorfeld w ist genau dann glatt, wenn fir jedes auf einer offenen
Teilmenge U C M glatte Vektorfeld X, die Funktion (w, X) : U — R definiert
durch

(w, X)(p) = wp(X))
glatt ist.

Beispiel.
Ist (U, (2%)) eine glatte Karte auf M, dann sind die n Koordinatenkovektorfelder
AL, ..., A" nach Lemma 7.5 glatt auf U.

Notation. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit X*(M) den
Vektorraum aller glatten Kovektorfelder auf M.

Ist fe C®(M)und we X*(M), dann ist fw: M — T*M, definiert durch
(fw)p = f(p)wp
ein glattes Kovektorfeld.

Wir kommen nun zur wichtigsten Anwendung von Kovektorfeldern. Sie erméglichen
ndmlich dem Gradienten einer Funktion koordinatenunabhéngig Sinn zu geben.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und f € C*°(M). Das Differential
df von f ist das glatte Kovektorfeld auf M definiert durch

df,(v) = vf, veT,M.

Bemerkung.

(a) Um zu schen, dass df tatsdchlich glatt ist, verwenden wir Lemma 7.5(b): Ist
X ein glattes Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C M, dann ist auch
(df, X) = X f glatt und damit df glatt.

Um die Verbindung zum klassischen Gradienten einer Funktion herzustellen,
betrachten wir das Differential df in lokalen Koordinaten. Es sei also (U, (z"))
eine glatte Karte auf M und ()\") die zugehérigen Koordinatenkovektorfelder auf
U. Schreiben wir df in der Form

dfp = Z Ai(p)/\i|p7

mit glatten Komponentenfunktionen A; : U — R, so gilt

0 0 0
Ai(p) = dfy (@ ) = O = a;;(p)-
72

f

p




Damit erhalten wir o7
Uy =3 G 0¥ (73)

Die Komponentenfunktionen von df beziiglich jeder glatten Karte sind also die
partiellen Ableitungen von f beziiglich dieser Koordinaten. Daher kénnen wir df
als koordinatenunabhéngiges Analogon des Gradienten einer Funktion ansehen.

Bestimmen wir das Differential der Koordinatenfunktionen 27 : U — R, so erhalten
wir

ozl
- oxt

dxj‘p = (p>>‘i‘p = )‘j‘p’
Das bedeutet, das i-te Koordinatenkovektorfeld ist nichts anderes als dx'! Wir
verwenden daher von jetzt an auch die neue Notation da’ fiir die Koordinaten-
vektorfelder. Formel (7.3) nimmt dann folgende Form an

of i
df, = e (p)dx'|,.

Proposition 7.6 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und f,g € C(M). Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) Fiir alle a,b € R ist d(af + bg) = adf + bdg.
(b) d(fg) = fdg + gdf .
(c) Fir g #0 gilt d(f/g) = (gdf — fdg)/g".

(d) Ist J C R ein Intervall, welches das Bild von f enthdilt, und h : J — R glatt,
dann ist d(ho f) = (W o f)df.

(e) Ist f konstant, dann ist df = 0.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Differentials ist die folgende Charakterisierung
von glatten Funktionen deren Differential verschwindet.

Proposition 7.7 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und f € C*(M), dann ist
genau dann df =0, wenn f auf jeder Zusammenhangskomponente von M konstant
15¢.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass M zusammenhéngend ist und miissen dann
nach Proposition 7.6 (e) nur noch zeigen, dass df = 0 impliziert, dass f konstant
ist. Dazu sei p € M fest und C = {g € M : f(q) = f(p)}. Fiir einen beliebigen
Punkt g € C sei U eine glatte Koordinatenkugel zentriert in ¢. Nach (7.3) gilt dann
df 0z = 0 auf U fiir jedes 7. Damit ist aber f konstant auf U. Daraus folgt, dass
die Menge C offen ist und aufgrund der Stetigkeit von f ist sie auch abgeschlossen.
Da M zusammenhéngend ist, folgt C = M. |
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Bemerkung.

(a) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M und f € C°°(M). Durch die
Wahl einer glatten Karte, die p enthélt, konnen wir f als glatte Funktion auf
einer offenen Teilmenge U C R" ansehen. Die Taylor Formel zeigt dann, dass
fiir betragsméfig kleine v € R” gilt

fo ) = 1) = 0 00 = 3 5L )daly o) = di o),

wobei wir hier v als Element von T,R" = R" ansehen. Das bedeutet, df, ist
das lineare Funktional, das kleine Anderungen von f in den unabhéngigen
Variablen in der Ndhe von p am besten approximiert.

Unser néchstes Resultat ist ein Analogon zu Proposition 3.12 fiir Differentiale.

Proposition 7.8 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, f € C°(M) und vy :J — M
eine glatte Kurve, dann ist die Ableitung der Funktion fo~y :J — R gegeben durch

(f o) (t) = dfs) (' (1))-
Beweis: Aus den Definitionen folgt fiir jedes ty € J,

d d
to)f_a

dt

(a) Fiir glatte f : M — R haben wir nun zwei Arten von ,, Ableitungen* definiert,
einerseits das Differential df, als lineare Abbildung von T, M nach Ty)R
und andererseits das Differential df, als lineare Abbildung von 7,,M nach R.
Identifizieren wir R mit seinem Tangentialraum in einem beliebigen Punkt, so
sieht man durch Ubergang zu lokalen Koordinaten, dass diese beiden Begriffe
der Ableitung von f iibereinstimmen: Beide werden durch die Zeilen-Matrix
beschrieben, deren Komponenten die partiellen Ableitungen von f sind.

(fov)=(fo)(t)

to

dfy10) (7 (t0)) = (o) f = dryg (

Bemerkungen.

(b) Passend zur Diskussion in (a) kénnen wir fiir eine glatte Kurve v in M und
f € C®°(M) den Ausdruck (f o~)'(t) einerseits als Element des Tangential-
raumes 7o, ()R ansehen, das nach Proposition 3.12 mit df,(7/(t)) tiberein-
stimmt, und andererseits als die gewochnliche Ableitung einer rellen Funktion,
die nach Proposition 7.8 mit df. ) (7'(t)) iibereinstimmt.

Wir haben gesehen, dass jede glatte Abbildung G : M — N eine lineare Abbildung
dGy, : TyM — Tgu) N auf Tangentialvektoren induziert, das Differential von G.
Indem wir diese Abbildung dualisieren also zur Transponierten iibergehen, erhalten
wir den sogenannten Pullback von GG auf Kovektoren

Das Uberraschende an Pullbacks ist, dass wihrend fiir Vektorfelder im Allgemeinen
kein Pushforward existiert, gibt es stets einen Pullback von glatten Kovektorfeldern.

74



Definition. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und G : M — N eine glatte
Abbildung. Der Pullback dGj, : T¢N — Ty M von G an p ist definiert durch
dG(w)(v) = w(dGy(v)), w € Tg,N,v € T, M.

Ist w ein glattes Kovektorfeld auf N, so ist der Pullback G*w das Kovektorfeld auf
M definiert durch
(G'w)p = dG (wag)):

Um zu zeigen, dass der Pullback glatter Kovektorfelder glatt ist, benotigen wir
zunéchst:

Lemma 7.9 FEs seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und G : M — N eine glatte
Abbildung. Ist f € C°(N) und w € X*(N), dann gilt
G*df =d(f oG) und  G*(fw) = (f o G)G*w.
Beweis: Es sei v € T,M beliebig. Dann gilt
(G df)p(v) = (dG(dfaw))(v) = dfaw (dGp(v) = dGy(v) f
— ([0 G) = d(f 0 G)y(v).
Die zweite Behauptung folgt aus
(G*(fw))p = dG((fw)aw) = dG,(f(G(p))wawr) = [(G(p)dG(waw)
= J(G)(G W) = ((f 0 G)G"w)y.
|

Proposition 7.10 Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und G : M — N eine
glatte Abbildung. Ist w ein glattes Kovektorfeld auf N, dann ist G*w ein glattes
Kovektorfeld auf M.

Beweis: Es sei p € M beliebig und (U, (z')) eine glatte Karte auf M mit p € U
und (V, (y7)) eine glatte Karte auf N mit G(p) € V. Schreiben wir w in lokalen
Koordinaten in der Form w = ) i wjdy’ mit glatten Funktionen w; : V' — R, so
folgt aus Lemma 7.9,

G'w=G" (Z wjdyj> = (wjoG)Gdy = (wjoG)d(y o G),
J J J
womit G*w glatt ist. |

Bemerkung.

(a) Wir notieren noch einmal die im letzten Beweis hergeleitete Formel fiir die
Berechnung von Pullbacks in lokalen Koordinaten:

G'w=> (wjoG)dc. (7.4)
J
Hier bezeichnet GY die j-te Komponentenfunktion von G beziiglich der
gegebenen Koordinaten.
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Beispiel.
Es sei G : R? — R? die Abbildung definiert durch
(u,v) = G(x,y, 2) = (2y, ysin 2),
und es sei w € X*(R?) das Kovektorfeld
w=udv+vdu.

Nach (7.4) ist dann der Pullback G*w gegeben durch

G'w = (uo@)d(woQG)+ (voG)d(uoG) = (2%y)d(ysin z) + (ysin z)d(z*y)
= 2*y(sin zdy + y cos z dz) + ysin z(2zy dr + 22dy)

2zy* sin z dx + 22%y sin 2 dy + 2%y* cos z dz.

Wir bemerken als néchstes, dass die Einschrankung eines Kovektorfeldes auf eine
Untermannigfaltigkeit unproblematisch ist. Ist ndmlich S C M eine immersierte
Untermannigfaltigkeit und w ein glattes Kovektorfeld auf M, dann ist der Pullback
t*w ein glattes Kovektorfeld auf S. Fiir v € T,,S gilt dann

(Cw)p(v) = wy(dep(v)) = wp(v),

da di, : 7,5 — T,M die Inklusionsabbildung ist. Das bedeutet (*w ist einfach die
Einschréankung von w auf Vektoren tangential zu S. Wir schreiben daher auch oft
wl|s anstatt t*w. Es ist allerdings zu beachten, dass w|g identisch verschwinden kann
auf S, wihrend w als Kovektorfeld auf M, nicht auf S verschwindet.

Beispiel.

Es sei w = dy auf R? und S die 2-Achse aufgefasst als Untermannigfaltigkeit
von R?. Als Kovektorfeld auf R? verschwindet w in keinem Punkt, da eine seiner
Komponenten stets 1 ist. Fiir die Einschrankung w|s gilt jedoch

wls =v'dy =d(yot) =0,
da y identisch Null ist auf S.

Eine weitere wichtige Anwendung von Kovektorfeldern liegt in Kurvenintegralen auf
glatten Mannigfaltigkeiten. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:

Definition. Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und w ein glattes Kovektorfeld
auf [a, b]. Ist die Koordinatendarstellung von w beziiglich der Standardkoordinaten
auf [a, b] gegeben durch w; = f(t) dt, so definieren wir das Integral von w iiber [a, 0]

durch .
/ w= / f(t)dt.
[a,b] a

Wie das folgende Resultat zeigt, ist das so definierte Integral invariant unter
Diffeomorphismen.
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Proposition 7.11 Es sei w ein glattes Kovektorfeld auf dem kompakten Intervall
la,b] CR. Ist p: [c,d] — [a,b] ein monoton steigender Diffeomorphismus, dann gilt

/ Yrw = / w.
[e,d] [a,b]

Beweis: Bezeichnen wir die Standardkoordinaten auf [c, d] mit s und jene auf [a, b]
mit ¢, so folgt aus (7.4), dass die Koordinatendarstellung von ¢*w gegeben ist durch
(p*w)s = f((s))¢'(s) ds. Damit folgt aus der Substitutionsregel fiir Integrale,

/[c,d} Prw = /cdf(QO(S))SO’(S) ds = /abf(t) di — /[a’b] o

Bemerkung.

(a) Ist ¢ : [¢,d] — [a,b] ein monoton fallender Diffeomorphismus, dann gilt
/ Yw=— / w.
le,d] [a,b]

Definition. Es sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit. Unter einem Kurvensegment
auf M verstehen wir eine stetige Kurve 7 : [a, b] — M definiert auf einem kompakten
Intervall [a,b]. Wir nennen ~y glatt, wenn es eine glatte Fortsetzung auf ein offenes
Intervall, das [a, b] enthélt, besitzt.

Ein stiickweise glattes Kurvensegment ist ein Kurvensegment ~ : [a,b] — M mit der
Eigenschaft, dass es eine endliche Partition a = ap < a1 < -+ < ax = b von |[a, 0]
gibt, sodass 7|(,_, 4, glatt ist fiir alle 7.

Das folgende Hilfsresultat zeigt, dass wir durch stiickweise glatte Kurvensegmente
von jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit, jeden anderen erreichen koénnen.

Lemma 7.12 Ist M eine zusammenhdngende glatte Mannigfaltigkeit, dann kénnen
je zwei Punkte von M durch stiickweise glatte Kurvensegmente verbunden werden.

Beweis: Es sei p € M beliebig aber fest gewéhlt und es sei C C M die Menge aller
Punkte ¢ € M, die durch ein stiickweise glattes Kurvensegment mit p verbunden
werden konnen. Da p € C und M zusammenhéngend ist, geniigt es zu zeigen, dass
C offen und abgeschlossen ist.

Ist ¢ € C, dann gibt ein stiickweise glattes Kurvensegment v von p nach ¢. Ist nun
U eine glatte Koordinatenkugel zentriert in ¢ und ¢’ € U beliebig, so kann man
leicht ein stiickweise glattes Kurvensegment von ¢’ nach p wie folgt konstruieren:
Wir durchlaufen zunéchst v von p nach ¢ und folgen dann in Koordinaten einem
Geradenstiick von ¢ nach ¢’. Damit ist auch ¢’ € C und daher C offen.

Ist schliefflich ¢ € AC, so sei wieder U eine glatte Koordinatenkugel zentriert in ¢q. Da
¢ ein Randpunkt von C ist, gibt es einen Punkt ¢’ € CNU. Wie zuvor ist es leicht nun
ein stiickweise glattes Kurvensegment von p nach ¢ zu konstruieren, womit ¢ € C
und damit C abgeschlossen ist. |

Wir sind nun in der Lage das Kurvenintegral eines Kovektorfeldes zu definieren.

7



Definition. Ist v : [a,b] — M ein glattes Kurvensegment und w ein glattes
Kovektorfeld auf M, dann ist das Kurvenintegral von w iiber v definiert durch

/w :/ Yw.
Y [avb}

Ist ~ stiickweise glatt, so definieren wir
k

/ w= Z / 7w,
v i=1 7 lai—1,a4]
wobei [a;_1,a;], 7 =1,...,k die Teilintervalle sind auf denen = glatt ist.

Proposition 7.13 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, v : [a,b] — M ein stickweise
glattes Kurvensegment und w,wy,ws € X*(M). Dann gilt:

(a) Fiir cy,co € R gilt

/(clwl + Cz&)g) =C /Wl + CQ/CL)Q.
Y Y vy

(b) Ist~y eine konstante Kurve, dann ist fﬁ/w =0.

/w:/w+/w,
il st Y2

wobei v, = 7|[a,c] und vy = 7|[cvb}'

(¢) Fira < c<b gilt,

Unser néichstes Resultat gibt eine niitzliche alternative Darstellung fiir das Kurven-
integral eines Kovektorfeldes.

Proposition 7.14 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und v : [a,b] — M ein stick-
weise glattes Kurvensegment, dann gilt

/7“’ - /ab ws()(7'(£)) dt.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass v glatt ist und die Kurve ganz in einer
glatten Kartenumgebung enthalten ist. Schreiben wir v = (y'(¢),...,y™(t)) und
w =Y, w;dx’ in Koordinatendarstellung, so gilt

wyn(V'(1) = Z wi(Y(t))da' (v/(1)) = Z wi(Y(£)(4")'(2)-

Damit erhalten wir aus (7.4),

(Yw)e =Y (wion(®)d(r), = Zwi(v(t))(’yi)’(t) dt = wy) (7'(1)) dt

i

und daher fiir das Kurvenintegral

b
/ w= / Vi = / oy (7(8)) .
¥ [a,b] a
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Ist nun « ein beliebiges glattes Kurvenstiick, so gibt es aufgrund der Kompaktheit
von [a,b] eine Zerlegung a = ag < a3 < -+- < a = b, sodass y[a;_1, a;] fir jedes i
ganz in einer glatten Kartenumgebung enthalten ist. Wir kénnen daher das obige
Argument auf die einzelnen Teilintervalle anwenden. Analog gehen wir vor, wenn ~y
ein stiickweise glattes Kurvensegment ist. |
Beispiel.
Es sei M = R?\{0} und w das Kovektorfeld auf M gegeben durch
rdy —ydx
w=—>"\
2?2 + y?

Ist v : [0,27] — M das glatte Kurvensegment definiert durch

v(t) = (cost,sint),

so ist v*w leicht zu berechnen indem wir x = cost und y = sint in der Definition
von w substituieren. Es folgt

cost(costdt) —sint(—sintdt 2
[ [ cmtlontd) st "y,
~ [0,27] sin”t + cos®t 0

Eine der wichtigsten Eigenschaften von Kurvenintegralen ist deren Invarianz unter
Parameterwechseln:

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und « : [a,b] — M, 75 : [¢,d] - M
zwel stiickweise glatte Kurvensegmente. Wir sagen 7 ist aus v durch einen die
Orientierung erhaltenden (umkehrenden) Parameterwechsel hervorgegangen, wenn
es einen monoton steigenden (fallenden) Diffeomorphismus ¢ : [¢,d] — [a,b] gibt

mit ¥ =y o .

Ist ¢ : [¢,d] — |a,b] ein monoton steigender Diffeomorphismus, so folgt unmittelbar
aus Proposition 7.11 fiir glatte Kurvensegmente,

/w:/ (vow)*MZ/ w*v*w:/ v*wz/w-
5 fe.d] fe.d] 0.0 v

Anwendung dieser Argumentation auf einzelne Teilintervalle stiickweise glatter
Kurvensegmente liefert das angekiindigte Resultat.

Proposition 7.15 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, w ein glattes Kovektorfeld
auf M und v ein stickweise glattes Kurvensegment in M. Ist 5 aus vy durch einen
die Orientierung erhaltenden (umkehrenden) Parameterwechsel hervorgegangen, so

gilt
/7 w= () / .

Wie in der gewohnlichen Analysis kann der Wert des Kurvenintegral eines
,Potentialfeldes“ besonders einfach bestimmt werden.
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Satz 7.16 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : [a,b] — M ein stiickweise
glattes Kurvensegment. Dann gilt fiir jedes f € C*°(M),

/ df = F(4(6)) — F(7(a)).

Beweis: Es sei zunéchst vy glatt. Dann gilt nach Proposition 7.14 und 7.8, sowie dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/ if = / 0f (7 (£)) dt = / (f o) (8)dt = F(2(B) — F(r(a)).

Ist v nur stiickweise glatt und sind a = a9 < --- < ax = b die Endpunkte der
Intervalle auf denen v glatt ist, so folgt durch Anwendung des ersten Teils des
Beweises auf die einzelnen Teilintervalle

k
/ af =3 (Fras)) — Fr(a))) = FOB) — Fra).
Y i=1 [ |

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Man nennt ein glattes Kovektor-
feld w exakt auf M, wenn es eine Funktion f € C*°(M) gibt mit w = df. In diesem
Fall, heifit f ein Potential fiir w.

Man nennt das Kovektorfeld w konservativ, wenn das Kurvenintegral von w iiber
jedes geschlossene (d.h. mit demselben Anfangs- und Endpunkt) stiickweise glatte
Kurvensegment verschwindet.

Bemerkungen.

(a) Das Potential eines exakten Kovektorfeldes ist nicht eindeutig bestimmt. Nach
Proposition 7.7 ist die Differenz zweier Potentiale allerdings konstant auf jeder
Zusammenhangskomponente von M.

(b) Ein glattes Kovektorfeld w ist genau dann konservativ, wenn

[= ]

fiir je zwei stiickweise glatte Kurvensegmente v und 7 mit denselben Anfangs-
und Endpunkten.

Nach Satz 7.16 ist jedes exakte Kovektorfeld konservativ. Wie der néchste Satz zeigt,
gilt auch die Umkehrung.

Satz 7.17 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fin glattes Kovektorfeld auf M
15t genau dann konservativ, wenn es exakt ist.

Beweis: Nach Satz 7.16 geniigt es zu zeigen, dass jedes konservative w € X*(M)
exakt ist. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass M zusammenhingend ist. Wir
bezeichnen fiir p,q € M mit
q
/ w
p

den Wert des Kurvenintegrals von w iiber ein beliebiges stiickweise glattes Kurven-
segment v von p nach ¢. Da w konservativ ist, ist diese Notation gerechtfertigt.
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Es gilt dann offenbar

D2 p3 P3
/ w+/ w :/ w (7.5)
p1 p2 p1

fiir beliebige p1, p2, p3 € M. Wir wéihlen nun ein beliebiges py € M fest und definieren
f: M — R durch

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass df = w. Dazu sei qy € M beliebig und (U, (z%))
eine glatte in ¢y zentrierte Karte. Schreiben wir die Koordinatendarstellung von w
in der Form w = ", w;dx’, so ist also zu zeigen, dass

of
%(%) = w;(qo)
fiir alle j = 1,...,n. Wir fixieren dazu j und definieren ein glattes Kurvensegment

v : [~g,e] — U iiber seine Koordinatendarstellung ~v(¢t) = (0,...,0,¢,0,...,0),
wobei ¢ in der j-ten Koordinate lduft und € so klein gewihlt ist, dass y[—¢,e] C U.
Es sei p; = v(—¢) und die Funktion f: M — R definiert durch

Aus (7.5) folgt dann

f@—ﬂ@jgwigwfﬁw,

was nicht von ¢ abhingt. Damit unterscheiden sich f und f nur durch eine
Konstante. Es geniigt also zu zeigen, dass

of
@(%) = w;(4o)-
Aus (3.4) folgt +/(t) = 0/027|, ), und damit

wyy (' (1) = Z%’(’Y(t))dxi (%

) = w;((1)).

(1)

Da die Einschrankung von 7 auf [—e, t] ein glattes Kurvensegment von p; nach 7(t)
ist, erhalten wir aus Proposition 7.14

?wwzéfwaﬂwmwmw:/lm@mS

—&

und damit aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

of F d /_ w;(7(s)) ds = w;j(7(0)) = w;(qo),

- d
_— — / O = — t —= —
50 (0) =7 (O)f = = tzofov( )=
womit w = df fiir zusammenhéngendes M gezeigt ist. Ist M nicht zusammenhéngend
und bezeichnen M; die Komponenten von M, so gibt es nach dem ersten Teil des
Beweises Funktionen f; € C*°(M;) mit df; = w auf M;. Definieren wir f : M — R
als die Funktion, die auf M; gleich f; ist, so folgt w = df auf M. |

t=0
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Das von uns auf Seite 79 besprochene Beispiel zeigt, dass nicht jedes Kovektorfeld
exakt ist. Eine sehr einfache notwendige Bedingung enthélt das folgende

Lemma 7.18 Seiw ein exaktes Kovektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M.
Dann erfiillen die Komponentenfunktionen wy von w beziiglich jeder glatten Karte
die Relation

&uj . 8%»

ort  Oxd’

(7.6)

Beweis: Es sei f ein Potential fiir w. Ist (U, (z')) eine beliebige glatte Karte auf M
und w = Y, w;dz’ die Koordinatendarstellung von w, dann sind wegen w = df die
Komponentenfunktionen von w gegeben durch w; = df/0z". Da f glatt ist auf U
gilt aber auch
o’f O*f
Oxidzd  Oxidxi
und damit die Relation (7.6). |

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w ein glattes Kovektorfeld
auf M. Man nennt w geschlossen, wenn die Komponenten w; von w beziiglich jeder
Karte die Relation (7.6) erfiillen.

Wie das folgende Resultat zeigt, ist es fiir den Nachweis, dass ein gegebenes
Kovektorfeld geschlossen ist, nicht notwendig Relation (7.6) in jeder Karte zu iiber-
priifen. Es geniigt ein glatter Atlas.

Proposition 7.19 Es sei w ein glattes Kovektorfeld auf M. FErfillen die
Komponentenfunktionen von w Relation (7.6) in einer beliebigen glatten Karte um
jeden Punkt, dann ist w geschlossen.

Wir verschieben den Beweis von Proposition 7.19 bis ans Ende dieses Abschnitts,
wo wir in der Lage sein werden, einen einfachen Beweis anzugeben.

Korollar 7.20 Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und G : M — N ein
lokaler Diffeomorphismus. Dann bildet der Pullback G* : X*(N) — X*(M) ezakte

Kovektorfelder auf exakte ab und geschlossene Kovektorfelder auf geschlossene.

Beweis: Die Behauptung fiir exakte Kovektorfelder folgt direkt aus Lemma 7.9. Zum
Beweis der Aussage fiir geschlossene Kovektorfelder sei (U, ) eine beliebige glatte
Karte auf N. Da G ein lokaler Diffeomorphismus ist, bildet dann ¢ o G eine glatte
Karte auf M in einer Umgebung von jedem Punkt von G~(U). Beziiglich der so
gewdhlten Koordinaten, ist die Koordinatendarstellung von GG die Identitat. Erfiillt
daher w die Relation (7.6) in U, dann erfiillt G*w Relation (7.6) in G~*(U). Eine
Anwendung von Proposition 7.19 liefert nun die gewiinschte Aussage. |

Die naheliegende Frage ob jedes geschlossene Kovektorfeld auch exakt ist, ist subtiler
als die analoge Frage fiir konservative Kovektorfelder. Die Antwort fiir geschlossene
Kovektorfelder hangt ndmlich, wie das folgende Beispiel illustriert, von der Form
des Definitionsbereiches ab.
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Beispiel.
Wir betrachten wieder auf M = R?*\{0} das Kovektorfeld gegeben durch
rdy —ydx

2 +y?

Eine einfache Rechnung zeigt, dass w geschlossen ist. Wie wir bereits besprochen
haben, ist w allerdings nicht exakt auf R?\{0}. Schrenken wir den Definitionsbereich
von w jedoch auf die rechte Halbebene

U={(r,y) eR*: x>0}

ein, so gilt dort

w=d <arctan Q) .
T

Wir nennen eine Teilmenge U C R" sternférmig, wenn es ein ¢ € U gibt, sodass fiir
jedes x € U die Verbindungsstrecke von ¢ nach x ganz in U liegt.

Satz 7.21 Ist U C R" eine offene sternformige Menge, dann ist jedes geschlossene
Kovektorfeld auf U exakt.

Beweis: Es sei U sternformig in Bezug auf ¢ € U und es sel w = >, w;dz’ ein
geschlossenes Kovektorfeld auf U. Um ein Potential fiir w zu konstruieren, bezeichnen
wir fir jedes z € U mit v, : [0,1] — U die Verbindungsstrecke von ¢ nach z,
parametrisiert durch

YV:(t) = c+t(x —¢).
Es sei f: U — R die Funktion definiert durch

Um zu zeigen, dass f ein Potential von w ist, miissen wir wieder df/0z" = w; fiir
i =1,...,n nachweisen. Aus (3.4) folgt w,, (74 (t)) = >, wi(c + t(z — ¢)) (2" — ¢)
und damit aus Proposition 7.14

@)= [ wnonde= [ S ulerte—opa - )

Da der Integrand glatt ist, diirfen wir Integration und Differentiation vertauschen,
und erhalten so unter Verwendung der Voraussetzung, dass w geschlossen ist,

%(@ = /0 (Z 2‘;’;< (:c—c))(xi—ci>+wj(c+t(a:—c))> dt

= / (Zt—c+tx—c))(xi—ci)+wj(c—|—t(3c—c))) dt
_ A%(twj(cﬂ(x—c))) dt = w;(x).
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Korollar 7.22 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w ein geschlossenes
Kovektorfeld auf M. Dann besitzt jedes p € M eine Umgebung auf der w exakt ist.

Beweis: Es sei p € M beliebig. Nach Voraussetzung gibt es eine glatte Koordinaten-
kugel (U, ¢), die p enthélt, auf der w Relation (7.6) erfiillt. Da eine Kugel sternférmig
ist, konnen wir Satz 7.21 auf die Koordinatendarstellung von w anwenden und
erhalten eine Funktion f € C*(U) mit w|y = df. |

Da wir im obigen Beweis nur verwendet haben, dass es eine glatte Karte gibt auf der
w Relation (7.6) erfiillt, konnen wir nun auch (ohne Zirkelschluss) einen einfachen
Beweis von Proposition 7.19 angeben:

Beweis von Proposition 7.19: Es sei p € M beliebig und (U, (2)) eine glatte Karte
mit p € U auf der w die Relation (7.6) erfiillt. Durch eventuelles Einschrénken von
U konnen wir annehmen, dass U eine Koordinatenkugel ist. Nach dem Beweis von
Korollar 7.22 ist dann w|y exakt und daher geschlossen. Da p € M beliebig war, ist
w in einer Umgebung von jedem Punkt geschlossen und damit auch auf ganz M. R
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8 Integralkurven und Fliisse

Wir wenden uns nun den priméren geometrischen Objekten zu, die mit einem glatten
Vektorfelder assoziiert werden kénnen, ndmlich dessen Integralkurven. Dabei handelt
es sich um glatte Kurven, deren Tangentialvektoren an jedem Punkt mit dem Wert
des gegebenen Vektofeldes dort iibereinstimmen. Die Familie aller Integralkurven
eines Vektorfeldes bestimmt wiederum eine Familie von Diffeomorphismen offener
Teilmengen der Mannigfaltigkeit, welche man einen Fluss nennt. Der Hauptsatz
dieses Abschnitts zeigt, dass jedes glatte Vektorfeld einen eindeutigen maximalen
Fluss bestimmt. Am Ende des Kapitels fithren wir schliellich noch die Lie-Ableitung
ein, welche es erlaubt koordinatenunabhiingig die Anderungsrate eines Vektorfeldes
entlang des durch ein anderes Vektorfeld bestimmten Flusses zu berechnen.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V ein glattes Vektorfeld auf M.
Eine Integralkurve von V ist eine glatte Kurve v : J — M, sodass fiir alle t € J,

Y(t) = Vyw-

Ist 0 € J, dann heifit der Punkt p = (0) der Startpunkt von ~.

Beispiele.
(a) Es seien (z,y) die Standardkoordinaten auf R? und

0
V=

das erste Koordinatenvektorfeld. Offenbar sind die Integralkurven von V
genau die Geraden parallel zur x-Achse mit Parametrisierungen der Form
v(t) = (a +t,b) fir a,b € R. Damit existiert eine eindeutige Integralkurve
von V' mit Startpunkt an einem beliebgen vorgegebenen Punkt und die Bilder
verschiedener Integralkurven sind entweder identisch oder disjunkt.

(b) Es sei nun W das Vektorfeld auf R? definiert durch

0 0
W=2——-y—.
Yoy You
Ist v : R — R? eine glatte Kurve, in Standardkoordinaten geschrieben als
y(t) = (x(t),y(t)), dann bedeutet die Bedingung +'(t) = W, an v eine
Integralkurve von W zu sein, dass

9 9
ox oy

0

0 —y(t) B

(1) B

+ /(1)
()

= (1)
7(¢)

() v(®)

Vergleich der Komponenten dieser Vektoren zeigt, dass dies genau dann gilt,
wenn z(t) und y(t) Losungen des folgenden Systems gewohnlicher Differential-
gleichungen sind:
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Damit sind die Integralkurven von W von der Form
v(t) = (acost — bsint,asint + bcost)

fiir beliebige a,b € R. Wieder gibt es eine eindeutige Integralkurve von W
mit Startpunkt an einem beliebigen vorgegebenen Punkt (a,b) € R? und die
Bilder verschiedener Integralkurven sind entweder identisch oder disjunkt.

Ist V' ein glattes Vektorfeld auf M und v : J — M eine glatte Kurve auf M, dann
konnen wir v auf einer Koordinatenumgebung U C M in der Form

V() = ('), ..., 7" (1)

schreiben. Die Bedingung +/(t) = V, ) an 7 eine Integralkurve zu sein, kann daher
auf U C M durch das System gewohnlicher Differentialgleichungen

(@) =V @), ..., 9" (1),

(Y () = VI B, - ()

ausgedriickt werden, wobei die Komponentenfunktionen V* von V auf U glatt sind.
Wir erinnern daher als néichstes an den bekannten Hauptsatz iiber die Lésungen
solcher Differentialgleichungssysteme, der garantiert, dass es zumindest fiir ¢ in
einem kleinen Intervall eine eindeutige Losung gibt, die einer beliebigen Anfangs-

bedingung (v'(to),...,v"(to)) = (z',..., ™) geniigt.
Satz 8.1 FEs sei U C R"™ offen und V : U — R" eine glatte Abbildung. Fiir to € R

und x = (x',... 2") € U betrachte das Anfangswertproblem
(V) (@) = Vi (@), ."(1),  i=1,..m, (8.1)
V'(to) = ', i=1,...,n. :

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fliir jedesty € R und xg € U gibt es ein offenes Intervall Jy, das to enthdlt, und
eine offene Teilmenge Uy C U, welche xy enthdlt, sodass es fir jedes x € U,
eine glatte Kurve v : Jy — U gibt, die (8.1) ldst.

(ii) Je zwei differenzierbare Losungen von (8.1) stimmen auf thren gemeinsamen
Definitionsbereichen tiberein.

(i1i) Es seien Jy und Uy wie in (i) und 6 : JoxUy — U definiert durch 6(t, z) = ~(t),
wobei vy = Jy — U die eindeutige Lisung von (8.1) zur Anfangsbedingung
v(to) = = bezeichnet. Dann ist 0 glatt.

Wir werden in weiterer Folge eine Reihe von Konsequenzen von Satz 8.1 herleiten.
Als erstes notieren wir eine direkte einfache Folgerung.

Proposition 8.2 Fs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' ein glattes Vektorfeld
auf M. Dann gibt es zu jedem Punkt p € M ein ¢ > 0 und eine glatte Kurve
v (—e,e) = M, sodass y eine Integralkurve von V mit Startpunkt p ist.
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Das néchste Lemma zeigt, welche Auswirkungen Reparametrisierungen einer
Integralkurve durch Dilatationen bzw. Translationen haben. Aussage (ii) zeigt ins-
besondere, dass der Startpunkt einer Integralkurve auf einfache Weise verschoben
werden kann.

Lemma 8.3 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V' ein glattes Vektorfeld auf M,
J C R ein Intervall und v : J — M eine Integralkurve von V.

(i) Bezeichnet J fir a € R das Intervall J = {t € R : at € J}, dann ist die Kurve
~:J — M, definiert durch ¥(t) = v(at), Integralkurve des Vektorfeldes aV .

(ii) Bezeichnet j fir b € R das Intervall J = {t € R : t +b € J}, dann ist die
Kurve 5 : J — M, definiert durch %(t) = ~(t + b), auch Integralkurve des
Vektorfeldes V.

Beweis: Es sei f eine glatte Funktion in einer Umgebung eines Punktes 7(ty). Dann
gilt aufgrund der Kettenregel und dem Umstand, dass v Integralkurve von V' ist

d d
— —
Tt f = —|  (FeNt)=—| (for)(at)
dt|,_y, dt|,_,,
= a(fo 7>,(at0) = W'(ato)f = aVW(to)fv
womit (i) gezeigt ist. Der Beweis von (ii) ist ganz analog. |

Schlieflich wollen wir noch zeigen, dass Integralkurven mit F'-Verwandtschaft ver-
traglich sind.

Proposition 8.4 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N
eine glatte Abbildung. Dann sind X € X(M) undY € X(N) genau dann F-verwandt,

wenn fiir jede Integralkurve v von X die Kurve F' o~y eine Integralkurve von Y ist.

Beweis: Es seien zunéchst X und Y F-verwandt und v : J — M eine Integralkurve
von X. Definieren wir ¢ : J — N durch o = F o ~, dann gilt

o'(t) = (Fov)(t) = dFyu(Y(t) = dFyw)(Xyw = Yree) = Yo

womit o eine Integralkurve von Y ist.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass F' Integralkurven von X auf Integralkurven
von Y abbildet und es sei zu gegebenem p € M die Kurve v : (—¢,6) — M eine
Integralkurve von X mit Startpunkt p. Da F o 7 eine Integralkurve von Y mit
Startpunkt F'(p) ist, gilt

Yi) = (F07)(0) = dF,(v(0)) = dF,(X,),
womit X und Y F-verwandt sind. [ |

Wir wollen nun die Gesamtheit aller Integralkurven eines gegebenen Vektorfeldes
betrachten. Dazu sei M wieder eine glatte Mannigfaltigkeit und V' € X(M). Wir
nehmen vorerst auch an, dass es zu jedem Punkt p € M eine eindeutige Integralkurve
von V mit Startpunkt in p gibt, die fiir alle t € R definiert ist und bezeichnen diese
mit 0®) : R — M.
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Fiir jedes t € R konnen wir nun eine Abbildung 6, : M — M definieren indem
wir einen Punkt p € M auf den Punkt auf der Intergralkurve %) zum Zeitpunkt ¢
abbilden:

Da nach Lemma 8.3 (ii) die Kurve ¢ ~ 0®) (¢t + s) auch eine Integralkurve von
V ist mit Startpunkt ¢ = 6®)(s), folgt aus der Eindeutigkeit von Integralkurven,
dass 0@ (t) = 0@ (t + s). Ubersetzen wir diesen Umstand in eine Aussage iiber die
Abbildungen 6;, so folgt

(0: 0 05)(p) = Or15(p).

Da auBerdem 6y(p) = 6®)(0) = p, impliziert dies, dass die Abbildung § : Rx M — M
eine Gruppenaktion der additiven Gruppe R auf M definiert. Dies motiviert nun die
folgende

Definition. Ein globaler Fluss auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist eine stetige
Abbildung 6 : R x M — M, sodass fiir alle s,t € R und alle p € M,

0(t,0(s,p)) =0(t +s,p),  6(0,p) =p. (8.2)
Ist 6 : R x M — M glatt, so sprechen wir von einem glatten globalen Fluss.

Durch einen (glatten) globalen Fluss 6 werden die folgenden zwei Familien von
Abbildungen induziert:

e Zujedem t € R, sei 6, : M — M definiert durch
0i(p) = 0(t,p)-
Die definierenden Eigenschaften (8.2) sind dquivalent zu
0; 005 = Opps, 0o = Idyy,.

Jede der Abbildungen 6, : M — M ist offenbar ein Homeomorphismus. Ist 6
glatt, dann ist jedes 6; ein Diffeomorphismus.

e Zu jedem p € M, definieren wir die Kurve % : R — M durch
0P (t) = 0(t,p).
Dann ist M disjkunkte Vereiningung der Kurven ®).

Wie das néchste Resultat zeigt, wird jeder glatte globale Fluss von den Integral-
kurven eines Vektorfeldes induziert.

Proposition 8.5 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 6 : R x M — M ein
glatter globaler Fluss, dann definiert

p =V, :=0W(0)eT,M

ein glattes Vektorfeld V auf M, genannt der infinitesimale Erzeuger von 6, und jede
Kurve 0®) ist eine Integralkurve von V.
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Beweis: Um zu zeigen, dass das grobe Vektorfeld V' auch glatt ist, geniigt es nach
Lemma 6.3 nachzuweisen, dass V f fiir jede glatte Funktion f : U — R definiert
auf einer offenen Teilmenge U C M glatt ist. Dazu beachte zunéchst, dass fiir jedes
solche f und p € U gilt

d

Vi) =Vl = 09(0)f = = FOV(®)

0

== s,

(0.p)

Da f(0(t,p)) als Zusammensetzung glatter Funktionen glatt ist in (¢,p), sind auch
die partiellen Ableitungen von f in Bezug auf ¢ glatt. Damit hiangt V f(p) glatt von
p ab, womit V' glatt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ) eine Integralkurve von V ist, also dass %) (t) = Vow 1)
fiir alle p € M und ¢ € R. Dazu sei t; € R beliebig und ¢ = 0% (ty) = 6;,(p). Dann
miissen wir zeigen, dass 0% (¢y) = V,. Es gilt zunichst fiir alle t € R,

0\ (t) = 0:(q) = 0:(04,(P)) = Ory4,(p) = 0w (t +to),
womit fiir jede glatte Funktion f definiert in einer Umgebung von ¢ gilt

d

Vf = 000)f = S| FEO@) = T A0+ 1) = 0w

t=0 t=0

Beispiele.

(a) Der durch V' = 9/0z in R? erzeugte Fluss 7 : R x R? — R? ist gegeben durch

T(z,y) = (x + t,y).

Damit verschiebt fir jedes ¢ € R die Abbildung 7; die Ebene um |¢| nach rechts
bei ¢ > 0 und nach links bei ¢ < 0.

(b) Der durch W = x20/dy — yd/0x erzeugte Fluss 0 : R x R? — R? ist gegeben
durch
Oi(z,y) = (rcost — ysint, rsint + ycost).

Damit rotiert fiir jedes ¢ € R die Abbildung 6; die Ebene um den Ursprung
um den Winkel .

Da jeder glatte globale Fluss ein Vektorfeld induziert, dessen Integralkurven genau
die durch den Fluss definierten Kurven sind, ist es naheliegend zu Fragen, ob umge-
kehrt jedes Vektorfeld infinitesimaler Erzeuger eines glatten globalen Flusses ist. Wie
das folgende Beispiel zeigt, ist das im Allgemeinen nicht der Fall, da es Vektorfelder
gibt deren Integralkurven nicht fiir alle ¢ € R definiert sind.

Beispiel.
Es sei M = R? und W = 220/0z. Es ist leicht nachzurechnen, dass die eindeutige
Integralkurve von W mit Startpunkt (1,0) gegeben ist durch

2 (t) = (%0) |

Diese Kurve kann offenbar nicht iiber t = 1 stetig fortgesetzt werden.

89



Definition. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann nennen wir eine eine offene
Menge D C R x M einen Flussbereich fiir M, wenn fiir jedes p € M die Menge
DWP) = {t € R: (t,p) € D} ein offenes Intervall ist, welches 0 enthiilt.

Ein (lokaler) Fluss auf M ist eine stetige Abbildung 6 : D — M, wobei D ein
Flussbereich ist, die fiir alle p € M,

erfiillt und fiir alle s € D® und ¢t € DY) sodass s +t € D),
0(t,0(s,p)) = Ot + 5,1). (8.4)

Ist 0 ein Fluss auf M so definieren wir (wie im Falle eines globalen Flusses)
bi(p) = 0V (t) = 0(t.p),  (t,p) €D.
Weiters sei fiir jedes t € R,
M, ={pe M: (t,p) € D},

sodass
peM, & teD?P & (t,p) eD.

Proposition 8.6 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 0 : D — M ein glatter

Fluss, dann definiert
p =V, = 609'(0)

ein glattes Vektorfeld V auf M, genannt der infinitesimale Erzeuger von 6, und jede
Kurve 0®) ist eine Integralkurve von V.

Beweis: Ubungsbeispiel ]

Definition. Man nennt eine Integralkurve eines Vektorfeldes mazimal, wenn sie
nicht zu einer Integralkurve auf einem grofleren offenen Interval fortgesetzt werden
kann. Ein Fluss heiflt maximal, wenn er keine Fortsetzung auf einen grofleren Fluf3-
bereich erlaubt.

Wir sind nun in der Lage den Hauptsatz iiber Fliisse zu beweisen.

Satz 8.7 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V € X(M). Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten maximalen glatten Fluss 0 : D — M, dessen infinitesimaler
Erzeuger V ist. Dieser Fluss hat folgende Eigenschaften:

(i) Fiir jedes p € M, ist die Kurve 8% : D®) — M die eindeutige maximale
Integralkurve von V- mat Startpunkt p.

(ii) Ist s € DV dann ist DYCP) das Intervall DP) — s = {t —s:t € DV},

(iii) Fiir jedes t € R ist die Menge M, offen in M und 6, : M, — M_, ist ein
Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung 6_,.

Der Fluss 6 heif$t der von V' erzeugte Fluss.
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Beweis: Nach Proposition 8.2 gibt es zu jedem p € M eine Integralkurve von V' mit
Startpunkt p. Angenommen ~,% : J — M sind zwei Integralkurven von V definiert
auf demselben Intervall J und so, dass v(tg) = J(to) fiir ein ¢, € J. Es sei weiters

S=A{teJ:(t) =71}

Da ty € § ist S nicht leer. Die Menge S ist auflerdem abgeschlossen in J aufgrund
der Stetigkeit von v und 7. Es sei nun ¢; € S beliebig. Dann gibt es eine glatte
Koordinatenumgebung um den Punkt p = ~(¢;), sodass v und 7 beide Losungen
desselben Differentialgleichungssystems mit Anfangsbedingung ~(t1) = 7(t1) = p
sind. Nach Satz 8.1 ist daher v = 7% auf einem ganzen Intervall, das t; enthilt,
womit & auch offen ist in J. Da J zusammenhédngend ist, folgt S = J, womit
v = 7 auf ganz J. Damit stimmen je zwei Integralkurven auf ihrem gemeinsamen
Definitionsbereich iiberein.

Fiir jedes p € M sei D® die Vereinigung aller offenen Intervalle J C R, die 0
enthalten und auf denen eine Integralkurve mit Startpunkt p definiert ist. Weiters
definieren wir % : D®) — M durch %) (t) = ~(t), wobei 7 eine beliebige Integral-
kurve mit Startpunkt p ist, die auf einem offenen Intervall definiert ist, das 0 und
t enthilt. Da alle solchen Integralkurven an ¢ iibereinstimmen, ist #®) wohldefiniert
und offenbar die eindeutige maximale Integralkurve von V mit Startpunkt p.

Es sei nun D = {(t,p) € Rx M : t € D®P)}. Weiters definieren wir  : D — M durch

0(t,p) = 0,(p) = 67 (2).

Nach Definition erfiillt # dann (i). Um zu zeigen, dass 6 ein Fluss ist, seien p € M
und s € DP fest und ¢ = (s, p) = P (s). Die Kurve v : D?) — s — M, definiert
durch y(t) = 6% (t+s) hat Startpunkt ¢ und ist nach Lemma 8.3 eine Integralkurve
von V. Daher stimmt v mit @ auf deren gemeinsamen Definitionsbereich iiberein,
was dquivalent zu (8.4) ist. Die Eigenschaft (8.3) folgt direkt aus der Definition von
6. Aufgrund der Maximalitit von (@ kann der Definitionsbereich von ~ nicht grofer
als D@ sein, womit D) — s C D@, Da 0 € DP| folgt daher —s € D@ und (8.4)
impliziert #%)(—s) = p. Anwendung derselben Argumentation auf (—s,q) anstatt
auf (s,p) zeigt, dass D@ + s C DP oder anders ausgedriickt, D@ C D@ — s,
womit (ii) gezeigt ist.

Wir wollen als néchstes zeigen, dass D offen ist in Rx M (und damit ein Flussbereich)
und dass 6 : D — M glatt ist. Dazu sei W C D die Menge aller (¢,p) € D, sodass 0
definiert und glatt ist auf einer Produktumgebung von (¢, p) der Form J x U C D,
wobei J C R ein offenes Intervall ist, das 0 und ¢ enthélt, und U C M eine Umgebung
von p. Dann ist W offen in R x M und die Einschrdnkung von 6 auf W ist glatt. Es
geniigt also zu zeigen, dass W = D. Angenommen dies wére nicht der Fall. Dann
gibt es einen Punkt (79, py) € D\W. O.B.d.A. kénnen wir 75 > 0 annehmen.

Es sei to = inf{t € R: (¢,po) ¢ W}. Nach Satz 8.1 angewandt in einer Koordinaten-
umgebung von py ist @ in einer Produktumgebung von (0, pg) definiert und glatt,
womit t; > 0. Da tg < 75 und D®) ein offenes Intervall ist, das 0 und 7y enthilt,
folgt ¢y € D). Es sei nun gy = ) (¢;). Dann gibt es nach Satz 8.1 ein € > 0 und
eine Umgebung Uy von ¢q, sodass (—e,&) x Uy C W,
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Wihle nun ein ¢; < to, sodass t; +¢ > to und @) (¢t;) € Uy. Da t; < t, ist
(t1,p0) € W, womit (t;—0,t14+0) x Uy C W fiir geeignetes 6 und U;. Nach Definition
von W ist daher 0 definiert und glatt auf [0,¢; + ) x U;. Da 0(t1, po) € Uy, konnen
wir U; so klein wihlen, dass 6 die Menge {t;} x U; in U, abbildet. Es sei nun

0 :[0,t; +¢) x Uy — definiert durch

a(t ): et(p), p€U1,0§t<t1,
P (O1—¢,00,)(p), peU,t1 —e<t<t;+e.

Da 6 ein Fluss ist, stimmen diese Definitionen auf gemeinsamen Bereichen iiberein.
Aufgrund unserer Wahl von U;, t; und e ist 6 glatt. Nach Lemma 8.3 ist jede
der Abbildungen t + 6(t,p) eine Integralkurve von V, womit aber @ eine glatte
Fortsetzung von 6 auf eine Umgebung von (g, pp) ist, im Widerspruch zu unserer
Wahl von ty. Es folgt W = D.

Es bleibt noch (iii) zu zeigen. Die Menge M, ist offen, da die Menge D offen ist.
Dariiber hinaus folgt aus (ii) die Implikationskette

peM, = te DP) — pl@) — p) _ —~ _¢ ¢ PO:) — 0,(p) € M_,,

welche zeigt, dass 0, die Menge M, auf M_; abbildet. Da 6 ein Fluss ist, folgt weiter,
dass 0_; o 0; die Identitdat auf M, ist. Vertauschen der Rollen von ¢ und —t zeigt,
dass 6; 0 0_; die Identitét auf M_; ist, womit auch (iii) bewiesen ist. [ |

Das folgende Resultat zeigt, wie sich die Vertriglichkeit von Integralkurven mit
F-Verwandtschaft auf Fliisse iibertrégt.

Proposition 8.8 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, F : M — N eine
glatte Abbildung, X € X(M) und Y € X(N). Bezeichne 0 den von X erzeugten
Fluss und n den von Y erzeugten Fluss. Sind X und Y F-verwandt, dann gilt fir
jedest € R und p € M,,

F(M;) € N, und (nyo F)(p) = (F o 6;)(p).
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Beweis: Nach Proposition 8.4 ist fiir jedes p € M die Kurve F o 8% eine Integral-
kurve von Y mit Startpunkt F o #®)(0) = F(p). Aufgrund der Eindeutigkeit von
Integralkurven muss daher die maximale Integralkurve n¥®) zumindest auf dem
Intervall D) definiert sein und dort muss F o §®) = 5nF®) gelten. Das bedeutet
aber, dass

peM, = teD? = teD¥®) =  EF@p)eN,
was dquivalent ist zu F(M;) C Ny, und, dass fiir alle t € D®),
F(@(p) (t) = n(F(p))(t),

was wiederum dquivalent ist zu (1, o F')(p) = (F o 6;)(p) fiir alle p € M. |

Korollar 8.9 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — N ein
Diffeomorphismus. Ist X € X(M) und 0 der von X erzeugte Fluss, dann ist der

von F,X erzeugte Fluss gegeben durch n, = F o0, o F~1 und hat den Flussbereich
Ny = F(M,) fiir jedes t € R.

Vektorfelder, die einen globalen Fluss erzeugen, sind von besonderer Bedeutung und
bekommen daher einen eigenen Namen.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein glattes Vektofeld X € X(M)
heifit vollstindig, wenn es einen globalen Fluss erzeugt bzw., dquivalent dazu, wenn
jede seiner maximalen Integralkurven auf ganz R definiert ist.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass jedes Vektorfeld mit kompaktem Tréger
vollstandig ist. Dazu benétigen wir zunédchst folgendes Hilfsresultat.

Lemma 8.10 FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' ein glattes Vektorfeld
auf M mit davon erzeugtem Fluss 6. Gibt es ein € > 0, sodass fiir jedes p € M der
Definitionsbereich von 0% das Intervall (—e, ) enthilt, dann ist V vollstindig.

Beweis: Angenommen es gibt ein p € M, sodass der Definitionsbereich D® von
0™ nach oben beschrinkt ist (analoge Argumentation funktioniert fiir nach unten
beschrinktes DP). Es seien b = sup DP) ¢ty > 0 so, dass b—e < to < b und
q = 0P (ty). Nach Voraussetzung ist 0(9)(¢) zumindest auf ¢t € (—¢, ) definiert. Wir
definieren nun eine Kurve v : (—¢,ty +¢) — M durch

(1) oP)(t), —e <t <b,
MW=V 0@t —ty), to—e<t<tyte.

Beachte, dass die beiden Definitionen auf dem gemeinsamen Definitionsbereich tiber-
einstimmen, da

09(t —to) = O11,(q) = (=1, © b1,) (p) = Ou(p) = 8P (2).

Nach Lemma 8.3 ist 7y eine Integralkurve mit Startpunkt p, was, wegen ty + & > b,
einen Widerspruch ergibt. ]
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Satz 8.11 Jedes glatte Vektorfeld mit kompaktem Trdger auf einer glatten Mannig-
faltigkeit ist vollstandig.

Beweis: Es sei V' ein glattes Vektorfeld mit kompaktem Trager auf der glatten
Mannigfaltigkeit M und K = supp V. Fiir jedes p € K gibt es eine Umgebung
U, von p und ein €, > 0, sodass der von V erzeugte Fluss zumindest auf (—¢,, ¢,) xU,
definiert ist. Aufgrund der Kompaktheit von K iiberdecken bereits endlich viele
solcher Mengen U,,,...,U,, die Menge K. Setzen wir ¢ = min{e,,,...,&p,}, S0
folgt, dass jede maximale Integralkurve mit Startpunkt in K zumindest auf (—¢, ¢)
definiert ist. Da V' = 0 auflerhalb von K, ist jede Integralkurve von V mit Start-
punkt in M\ K konstant und kann daher auf ganz R definiert werden. Damit ist die
Voraussetzung von Lemma 8.10 erfiillt und es folgt, dass V' vollstindig ist. |

Korollar 8.12 [st M eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit, dann ist jedes glatte
Vektorfeld auf M wvollstindig.

Fliisse sind das technische Hilfsmittel fiir viele geometrische Konstruktionen
auf Mannigfaltigkeiten. Die meisten dieser Konstruktionen basieren auf unserem
nédchsten Resultat, welches beschreibt, wie sich Fliisse in der Umgebung gewisser
Untermannigfaltigkeiten verhalten.

Satz 8.13 Es set M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine eingebettete
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Weiters seien V- € X(M) ein glattes Vektor-
feld, welches nirgends tangential zu S ist, @ : D — M der von V erzeugte Fluss
und

O=RxS)ND und P =0|o.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) : O — M ist eine Immersion.
(i1) 0/0t € X(O) ist -verwandt mit V.

(1ii) Es gibt eine glatte positive Funktion § : S — R, sodass die Einschrdnkung von
® auf den Flussbereich

Os ={(t,p) € O: [t| <4(p)}

injektiv ist. Insbesondere, ist ®(Os) eine immersierte Untermannigfaltigkeit
von M, die S enthdlt und V ist tangential zu ®(Oy).

(i) Hat S Kodimension 1, dann ist ®|o, ein Diffeomorphismus auf eine offene
Untermannigfaltigkeit von M .

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis von (ii). Dazu sei p € S fest gewéhlt und
: DP - R x S die Kurve o(t) = (¢, ) Dann ist (¢ o 0)(t) = 6(t,p) eine
Integralkurve von V, womit fiir jedes ¢, € D) gilt

(‘9

) = (P o) (to) = Vap):
(to,p)
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Als néchstes zeigen wir (i). Die Einschrankung von @ auf {0} x S stimmt mit der
Hintereinanderausfithrung des Diffeomorphismus {0} x S — S und der Einbettung
S — M iiberein und ist daher einer Einbettung. Daher stimmt die Einschrinkung
von d® ) auf T,S (aufgefasst als Unterraum von Tip,)O = ToR @ T,,S) mit der
Inklusionsabbildung 7,S < T,M iiberein. Ist (E4,..., E)) eine Basis von 1,5 so
folgt, dass d® o) die Basis (0/0t|(0p), E1, - -, Er) fir To,)O auf (V,, Ey, ..., Ey)
abbildet. Da V,, nicht tangential zu S ist, ist dieses (k + 1)-Tupel linear unabhéngig
und daher d® ;) injektiv.

Um zu zeigen, dass d® an anderen Punkten auch injektiv ist, sei fiir (tg, po) € O die
Translation 73, : O — R x S definiert durch 7, (¢,p) = (t +to, p). Da 0 ein Fluss ist,
ist

Tty 0P = P o by,
als Abbildung von O nach M. Da 7, und 6;, beide lokale Diffeomorphismen sind,
erhalten wir duch Differentiation, dass

d(Tto>(07po) © dq)(tmpo) = d(I)(O,po) ° d(eto)po

als Abbildungen von T{g,,)O nach T, po) M. Da aber d(7y,)(0,pe) und d(by,)p, beide
Isomorphismen sind, miissen d®, ,,) und d(6y,),, denselben Rang haben, womit (i)
gezeigt ist.

Nun kommen wir zum Beweis von (iii). Zu gegebenem py € S seien (U, (z%))
Schnittkoordinaten fiir S in M zentriert in py, sodass U N S gerade die Menge
2l = ... = " = 0 ist (hier ist n = dim M). Da V nicht tangential zu S ist,
ist zumindest eine der letzten n — k& Komponenten von V,,, etwa V7 (py), von Null
verschieden. Indem wir U falls notwendig verkleinern, kénnen wir annehmen, dass
fiir alle p € U,

Vi)l > ¢ (8.5)

fiir ein geeignetes ¢ > 0. Da weiters ®~!(U) offen ist in R x S, kénnen wir eine Zahl
€p, > 0 und eine Umgebung W,, von p, in S wéhlen, sodass (—¢p,.p,) X Wy, € O
und @ ((—epy, £py) X Wpy) C U. Schreiben wir die Komponentenfunktionen von @ in
diese Koordinaten als

o(t,p) = (®'(t,p),-.., 2" (t,p)).
dann erfiillt, da ® die Einschrinkung eines Flusses ist, die Funktion ®/ die Beziechung
8;@9'
ot
Aus (8.5) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daher

|®7(t, p)| > c|t| und damit ist fir (¢,p) € (—€py»Epy) X W, genau dann (¢,p) € S,
wenn ¢ = 0 ist.

(t,p) =V (®(t,p)),  VI(0,p) =0.

Es sei {¢, : p € S} eine glatte Zerlegung der Eins, die der offenen Uberdeckung
{W, : p € S} untergeordnet ist. Weiters definiere f : S — R durch

f(Q) - Z gpwp(Q)-

peS
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Dann ist f glatt und positiv. Fiir jedes ¢ € S gibt es nur endlich viele p € S, sodass
¥,(q) > 0. Ist py einer dieser Punkte, sodass €,, maximal unter allen ¢, ist, dann
folgt

f(q) < e Z#’p(‘ﬁ = Epo-

peES

Ist daher (¢,q) € O so, dass |t| < f(q), dann ist (¢,q) € (—€py, Epy) X W), und damit
genau dann ®(t,q) € S, wenn ¢t = 0 ist.
Es sei nun 0 = 5 f. Angenommen ®|o, ist nicht injektiv, also ®(¢,q) = (¢, ¢') fiir
(t,q), (t',q") € Os. O.B.d.A. kénnen wir f(q') < f(q) annehmen. Unsere Annahme
bedeutet, dass 6;(q) = 0y (q'), womit 6;_(q) = ¢' € S. Da (t,q) und (t',¢') beide in
Oy liegen, gilt aullerdem

=t < [t[+[t] < 3f(a) +37(d) < fla),
woraus t = t' und ¢ = ¢’ folgt.

Es bleibt nun nur noch (iv) zu zeigen. Hat S Kodimension 1, dann ist ®|p, eine
injektive glatte Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension also ein
lokaler Diffeomorphismus nach Korollar 4.7 (b). Als lokaler Diffeomorphismus ist
®|p, aber eine offene Abbildung und daher eine Einbettung. Das Bild dieser Ein-
bettung ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0 und daher eine offene
Untermannigfaltigkeit (Ubungsbeispiel). |

Bevor wir uns mit Lie-Ableitungen von Vektorfeldern befassen kénnen, benétigen
wir noch die folgende Begriffsbildung.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' ein glattes Vektorfeld auf
M. Ein Punkt p € M heifit ein singuldrer Punkt von V', wenn V,, = 0 ist, und sonst
ein reguldrer Punkt.

Das Verhalten von Integralkurven, die an reguldren Punkten starten, ist grundlegend
verschieden von solchen die an singuléren Punkten starten.

Proposition 8.14 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V ein glattes Vektor-
feld auf M mat davon erzeugtem Fluss 0 : D — M. Ist p € M ein singuldrer Punkt
von V', dann ist D®) = R und 0P die konstante Kurve 0P)(t) = p. Ist p € M ein
requlirer Punkt von V., dann ist %) : D®) — M eine glatte Immersion.

Beweis: Ist V,, = 0, dann ist die konstante Kurve v : R — M, gegeben durch
v(t) = p, offenbar die eindeutige maximale Integralkurve von V' mit Startpunkt p
und damit gleich 0.

Angenommen fiir ein p € M ist #®) keine Immersion. Wir wollen zeigen, dass dann
p ein singuldrer Punkt von V ist. Dazu beachte zunéchst, dass die Voraussetzung,
dass 6 keine Immersion ist bedeutet, dass 0% (s) = 0 fiir ein s € D®. Es sei
q = 0®)(s). Wie im ersten Absatz folgt dann D@ = R und 6@ (t) = ¢ fiir alle ¢ € R.
Nach Satz 8.7 (ii) ist dann aber auch D®) = R und fiir alle ¢ € R gilt

0P (t) = 0,(p) = 0:—s(0:(p)) = Or—s(q) = q.
Setzen wir t = 0, folgt p = ¢ und damit ) (¢) = p und V,, = §®’(0) = 0. |
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Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ¢ : D — M ein Fluss. Ein
Punkt p € M heifit Gleichgewichtspunkt von 0, wenn 0(t, p) = p fiir alle t € D®),

Nach Proposition 8.14 sind die Gleichgewichtspunkte eines glatten Flusses genau
die singuléren Punkte seines infinitesimalen Erzeugers.

Der folgende Satz beschreibt vollstindig, bis auf Diffeomorphie, wie ein Vektorfeld
in der Umgebung eines reguldren Punktes aussieht.

Satz 8.15 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V ein glattes Vektorfeld auf M
und p € M ein requlirer Punkt von V. Dann gibt es glatte Koordinaten (s') auf
einer Umgebung von p fiir die V' die Koordinatendarstellung 0/9s* hat.

Beweis: Wir wihlen glatte Koordinaten (U, (z')) zentriert in p und definieren die
Hyperfliche S C U durch 27 = 0, wobei j so gewéihlt wird, dass V7(p) # 0. Dies ist
moglich, da p ein reguldrer Punkt ist.

Da V, € 71,5, konnen wir S falls notwendig so verkleinern, dass V' nirgends
tangential ist zu S. Nach Satz 8.13 gibt es dann einen Flussbereich Os C R x S,
sodass die Einschréinkung des von V' erzeugten Flusses ein Diffeomorphismus &
von Qs auf eine offene Menge W C M ist, die S enthilt. Fiir eine geeignete
Produktumgebung (—¢,¢) x Wy von (0,p) in Os wéhlen wir nun eine glatte lokale
Parametrisierung X : Q — S, deren Bild in W; enthalten ist, wobei  C R*!
offen ist mit Koordinaten (s?,...,s"). Dann ist die Abbildung ¥ : (—¢,¢) x Q@ — M
gegeben durch
U(t, s ...,s") =&, X(s,...,5")

ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung von p in M. Da der Pushforward von
d/0t unter dem Diffeomorphismus (,s!,...,s") — (¢, X(s%,...,s")) wieder 9/0t
ist und ®,(9/0t) =V, folgt W,(9/0t) = V. Damit ist ¥~ eine glatte Koordinaten-
abbildung beziiglich der V' die Koordinatendarstellung 0/0t hat. Wenn wir nun ¢ zu
s umbennen, ist die Behauptung gezeigt. |

Wir haben Tangentialvektoren v in einem Punkt p einer glatten Mannigfaltigkeit M
als Operatoren eingefiihrt, die einer glatten Funktion f eine Zahl vf zuordnen,
die wir als Richtungsableitung der Funktion f im Punkt p interpretiert haben.
Wir wollen uns jetzt mit der Frage befassen, wie man ,,Richtungsableitungen® von
Vektofeldern definieren kann. Im Euklidischen Raum ist das kein Problem, man
definiert die Richtungsableitung eines glatten Vektorfeldes W in Richtung v € T, R"
einfach als den Vektor

d

_ 4 Wosto = Wy
dt '

D, W (p) ;

Wyt = lim
=0 t—0

Eine kurze Rechnung zeigt dann, dass D,W (p) einfach durch Anwendung von D,
auf jede Komponente von W berechnet werden kann:

0
oxt

D) =Y DI ()

p
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Leider héangt diese Definition sehr von der Vektorraumstruktur des R™ ab, welche
es erlaubt W, und W, beide als Elemente von R" zu interpretieren. Auf einer
allgemeinen Mannigfaltigkeit liegen diese beiden Vektoren allerdings nicht in dem-
selben Vektorraum. In der Tat gibt es keine koordinatenunabhéngige Moglichkeit
Richtungsableitungen eines Vektorfeldes in Richtung eines Vektors auf einer all-
gemeinen Mannigfaltigkeit einzufiithren. Ersetzt man den Vektor v € T, M allerdings
durch ein Vektorfeld V' € X(M), kann der von V' erzeugte Fluss verwendet werden,
um Werte von W auf den Punkt p zuriickzuziehen und dort zu differenzieren.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, V' ein glattes Vektorfeld auf M
und 6 der von V erzeugte Fluss. Fiir jedes glatte Vektorfeld W auf M, definieren

wir ein grobes Vektorfeld £y W, genannt die Lie Ableitung von W in Bezug auf V|
durch

dO_D) e, (W) — W,
d(0—).(p)(Wo.(y)) = lim (0-D)on)(Wouin) p

d
(Lv W)y = - . lim ;

(8.6)

Das folgende Hilfsresultat zeigt, dass die Ableitung in (8.6) tatséchlich stets existiert
und LW auch glatt ist.

Lemma 8.16 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und V,W € X(M) glatte
Vektorfelder auf M. Dann existiert (LyW), fir jedes p € M und LyW ist ein
glattes Vektorfeld.

Beweis: Es sei 6 der von V erzeugte Fluss. Fiir beliebiges p € M sei (U, (2%)) eine
glatte Karte, die p enthélt. Weiters wéhle ein offenes Intervall Jy, welches 0 enthélt,
und eine offene Teilmenge Uy C U, die p enthilt, sodass 6 die Menge Jy X Uy in U
abbildet. Fiir (¢,2) € Jy x Uy, schreiben wir die Komponentenfunktionen von 6 in
der Form (0'(¢,x),...,0"(t,z)). Dann ist fiir jedes (¢,z) € Jy x Uy die Matrix von
d(0-1)o,(z) : To,@)M — T, M gegeben durch

(§§;<—t,9(t,x>>> .

00"

— JxJ
Z?J

Damit ist

(—t,0(t,2))W (0(t, z)) % . (8.7)

T

d(0_1)9,(2) W, () =

Da die Funktionen 6" und W7 glatt sind, hiingt der Koeffizient von 9/0x'|, glatt von
(t,x) ab. Es folgt, dass (LyW),, welches man durch Ableitung von (8.7) an ¢t = 0
erhélt, existiert und fiir jedes x € U, glatt von x abhéngt. ]

Definition (8.6) von Ly W ist fiir praktische Berechnungen nicht brauchbar. Wie der
folgende Satz gibt es aber eine viel einfachere Methode zur Bestimmung von £y W.

Satz 8.17 Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und VW € X(M) glatte
Vektorfelder auf M. Dann gilt

LyW = [V, W].
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Beweis: Es sei R(V) C M die Menge der reguldren Punkte von V. Beachte, dass
R(V) offen ist in M aufgrund der Stetigkeit von V und, dass der Abschluss von
R(V) gerade der Tréger von V ist.

Wir wollen zeigen, dass (Ly W), = [V, W], fiir alle p € M. Dazu unterscheiden wir
drei Félle:

e peR(V)
Nach Satz 8.15, gibt es Koordinaten (u') in einer Umgebung von p, sodass V

die Koordinatendarstellung V' = 9/0u' hat. In diesen Koordinaten ist der von
V erzeugte Fluss 0 gegeben durch

Op(u) = (u' +t,u?, ... u").

Fiir jedes feste ¢ ist die Matrix von d(6_;)g, () in diesen Koordinaten also die
Identitat an jedem Punkt. Damit ist fiir jedes u € U,

_ 0
d0-1)o, )y Wo, ) = d(0_-t)o,u Wi (u' +t,u?, .. u") —
(O—)o. () Woy(w)) (0—t)o.(u) (2]: (v +tu u") 5.5 Mu))
= ZWj(ul—l—t u?, .. u")i
' 9 ) Y au] Y
J
Nach Definition (8.6) gilt daher
d . 9] oW o)
Wu:— WJ ! t 2... n_': 1... n—,.
(LvW) &), 2 (u' +1, 0%, ,U)auju j P ,u)awu

Aufgrund von Formel (6.3) fiir die Lie Klammer in Koordinaten stimmt dieser

Ausdruck mit [V, W], iiberein.

e pcsuppV
Da supp V' der Abschluss von R(V) ist, folgt (LyW), = [V, W], aufgrund der
Stetigkeit der Vektorfelder auf beiden Seiten aus dem ersten Fall.

e pe M\suppV
In diesem Fall ist V' = 0 in einer Umgebung von p. Daraus folgt einer-
seits, dass 6; die Identitdt in einer Umgebung von p fiir alle ¢ ist, sodass
d(0-1)o,(»)(Wo,(p)) = W), womit (Ly W), = 0. Andererseits ist auch [V, W], =0
nach (6.3).

Satz 8.17 ermdglicht uns nun eine geometrische Interpretation der Lie Klammer
zweier Vektorfelder zu geben: Es handelt sich dabei um die Richtungsableitung
des zweiten Vektorfeldes entlang des vom ersten Vektorfeld erzeugten Flusses. Aus
Satz 8.17 folgen schliefllich auch eine Reihe nicht-trivialer Eigenschaften der Lie
Ableitung aus den entsprechenden Eigenschaften der Lie Klammer.
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Korollar 8.18 Fs seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und V, W, X € X(M) glatte
Vektorfelder auf M. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) LW = — LoV
(i) Ly[W, X] = [LyW, X] + [W, Ly X].
(iii) Loy X = Ly LwX — L Ly X.
(iv) Fiir g € C(M) gilt Ly (gW) = (Vg)IW + gLy W,

(v) Ist F': M — M ein Diffeomorphismus, dann ist F.(LyX) = LpyvF.X.
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9 Tensoren und Differentialformen

Wie wir bereits in fritheren Kapiteln gesehen haben, stellt die lineare Algebra viele
Begriffe und Hilfsmittel bereit, die in der Analysis auf Mannigfaltigkeiten unver-
zichtbar sind. Im folgenden Abschnitt gehen wir einen Schritt weiter und betrachten
multilineare Objekte, genauer werden wir uns mit Tensoren und Tensorfeldern, und
speziell, mit alternierenden Tensorfeldern, den Differentialformen, beschéftigen.

Definition. Seien Vi, ..., Vi, W Vektorrdume. Eine Abbildung F' : Vi x---xV, = W
heilt multilinear, wenn F linear in jedem Argument ist:

F(uy,...;av;+ad'vl, ... o) = aF (v, ... 05,0 08) + @ F(ug, oo 000 o).
Beispiele.
(a) Das Skalarprodukt im R™ ist eine skalarwertige bilineare Funktion.

(b) Die Determinante ist eine reellwertige multilineare Funktion von n Vektoren
im R".

(c) Das Kreuzprodukt im R? ist eine vektorwertige bilineare Abbildung.

Definition. Es sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und k& € N.
Ein kovarianter Tensor vom Rang k, oder kurz ein kovarianter k-Tensor, ist eine
multilineare Funktion

T:Vx---xV =R,

k—mal

Ein 0-Tensor ist einfach eine reelle Zahl. Die Menge T%(V*) aller kovarianten
k-Tensoren auf V' ist ein Vektorraum mit den Operationen

(aT)(v1,...,v5) = aTl(vy,... ),
(T+T)(v1,...,v1) = T(vr,...,08) + T (vg,...,0).

Beispiele.

(a) Jeder Kovektor w : V' — R ist ein kovarianter 1-Tensor. Damit kénnen wir auf
natiirliche Weise 7! (V*) mit V* identifizieren.

(b) Kovariante 2-Tensoren auf V sind reellwertige bilineare Funktionen und
werden deshalb auch Bilinearformen genannt. Jedes innere Produkt auf V'
ist ein kovarianter 2-Tensor.

(c) Die Determinante ist ein kovarianter n-Tensor auf R™.
(d) Es seien w,n € V*. Definiere eine Abbildung w ® n:V x V — R durch
w @ n(v1,v2) = w(ve)n(ve).

Die Linearitédt von w und 7 impliziert, dass w ® n ein kovarianter 2-Tensor ist.
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Das letzte Beispiel konnen wir auch auf Tensoren beliebigen Ranges verallgemeinern.

Definition. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und S € T*(V*),
T € TY(V*). Definieren wir eine Abbildung

SRT:Vx---xV =R
————
(k+1)—mal

durch

ST (v, ) = S(1, oy 0) T (Vka1y -+ 5 Vrt),
dann ist S ® T offenbar ein kovarianter Tensor vom Rang k + [, genannt das
Tensorprodukt von S und T

Bemerkung.

(a) Das Tensorprodukt ist bilinear und assoziativ.

Proposition 9.1 Es set V' ein reeller n-dimensionaler Vektorraum und
{E\,...,E,} eine belicbige Basis von V. Ist {e',... "} die dazu duale Basis,
dann bildet die Menge der k-Tensoren

B={"® --@c%:1<1y,...,4 <n}
eine Basis von T*(V*), womit dim T*(V*) = nk.
Beweis: Es sei T € T*(V*) beliebig. Fiir ein beliebiges k-Tupel natiirlicher Zahlen
(i1,...,0) mit 1 <1i; < n, definiere die Zahl T}, ;, durch
Tiy.i, = T(E; JEi).

1.0k 19

Wir wollen nun zeigen, dass dann
T=)> Th,e" @@t (9.1)
i1 el

womit span B = T#(V*). Aufgrund der Multilinearitét ist ein kovarianter Tensor,
durch seine Werte auf Basisvektoren bestimmt. Damit folgt die Behauptung aus

Z T;l...z‘kf‘:il K- R Eik(Ejl, ey E]k) = Z T;lmik{fil (Ejl) e Eik(Ej )
Bl yeeesls 01yl

Tj.jp = T(Ej17 R E]k)
Es bleibt zu zeigen, dass die Tensoren in B linear unabhénig sind. Angenommen

Z i@ @™ = 0.

Anwendung auf eine beliebige Folge (Ej;,...,E};,) liefert dann mit derselben

Rechnung wie oben T}, ;, = 0 fiir jeden Koeffizienten. [ |

Bemerkung.

(a) Der Beweis von Proposition 9.1 zeigt auch, dass die Komponenten 7;, ;, eines

Tensors T' beziiglich der Basis B gegeben sind durch T(E; , ..., E;,).
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Der Umstand, dass jeder kovariante k-Tensor als Linearkombination von Tensor-
produkten von Kovektoren geschrieben werden kann, legt die Notation

"V =V*®-- @ V*
nahe, wobei wir die rechte Seite mit dem Vektorraum aller Linearkombinationen von

Tensorprodukten von Elementen aus V* identifizieren. Wir geben im Folgenden eine
Konstruktion an, die dieser Notation allgemeiner Sinn gibt.

Definition. Es sei S eine Menge. Der von S erzeugte freie Vektorraum R(S), ist
die Menge aller endlichen formalen Linearkombinationen von Elementen von S mit
reellen Koeffizienten. Dabei verstehen wir unter einer endlichen formalen Linearkom-
bination eine Funktion F : S — R mit F(s) = 0 fiir alle bis auf endlich viele s € S.
Versehen mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation, wird R({S) zu einem
reellen Vektorraum. Identifizieren wir jedes Element s € S mit der Funktion, die den
Wert 1 an s und Null sonst annimmt, dann kann jedes Element F € R(S) eindeutig
in der Form F = EZ’; a;s; geschrieben werden, wobei genau fiir si,...,s,, € S
dann F(s;) # 0 und a; = F(s;). Damit bildet S eine Basis des Vektorraumes R(S),
der offenbar genau dann endlich-dimensional ist, wenn S endlich ist.

Bemerkung.

(a) Charakteristische Eigenschaft freier Vektorrdume

Es sei S eine Menge und W ein Vektorraum. Jede Abbildung F': S — W
besitzt eine eindeutige lineare Fortsetzung F': R(S) — W.

Definition. Es seien V' und W endlich-dimensionale reelle Vektorrdume und R der
Unterraum des freien Vektorraumes R(V x W), der von allen Elementen der Form
Cl(l}, w) - (CLU, w)a
CL(Uu U)) - (U’ CLU}),

(Ua w) + (Ulv w) - (U + UI? U)),

(U7 'LU) + (U’ w/) - (Uv w + w’),
fir a € R, v,v" € V und w,w’ € W, aufgespannt wird. Das Tensorprodukt V& W
der Vektorrdume V und W ist der Quotientenraum R(V x W)/R. Die Aquivalenz-

klasse eines Elements (v, w) in V' ® W bezeichnen wir mit v ® w und sprechen vom
Tensorprodukt von v und w.

Bemerkungen.
(a) Aus der Definition von V @ W folgt unmittelbar

av@w) = aww=1vQ aw,
vRw+Yew = (v+0)w,
vwt+rveuw = v (w+w).

(b) Nach Definition kann jedes Element von V' ® W als Linearkombination von
Elementen der Form v ® w mit v € V, w € W geschrieben werden. Es ist
jedoch nicht jedes Element von V' @ W von der Form v ® w.

103



Satz 9.2 Seien V,W endlich-dimensionale reelle Vektorrdume. Ist A .V xW — X
eine bilineare Abbildung in einen beliebigen Vektorraum X, dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung A : V @ W — X, sodass das folgende
Diagramm kommutiert

Vx4 X
™ ~_

A
VoW

wobei (v, w) = v w.

Beweis: Aufgrund der charakteristischen Eigenschaft freier Vektorrdume, gibt es zu
jeder Abbildung A : V x W — X eine eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung
A :R(V x W) — X. Diese Fortsetzung ist charakterisiert durch A(v,w) = A(v, w)
wann immer (v,w) € V. x W CR(V x W).

Die Voraussetzung, dass A bilinear ist, impliziert, dass der Unterraum R im Kern von
A liegt. Daher induziert A eine lineare Abbildung A: VoW =R(V x W)/R — X
mit AoIl = A, wobei IT : R(V x W) — V@ W die natiirliche Projektion bezeichnet.
Dies ist offenbar dquivalent dazu, dass Aom = A.

Die Eindeutigkeit von A folgt aus dem Ustand, dass jedes Element von V @ W als
Linearkombination von Elementen der Form v ® w geschrieben werden kann, und
A eindeutig durch ihre Werte auf solchen Elementen A(v ® w) = A(v, w) = A(v, w)
bestimmt ist. |

Bemerkung.

(a) Die Eigenschaft aus Satz 9.2 charakterisiert das Tensorprodukt V' @ W' bis auf
Isomorphie (Ubungsbeispiel).

Proposition 9.3 Es seien V, W und X endlich-dimensionale reelle Vektorriume.
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Das Tensorprodukt V* @ W* ist kanonisch isomorph zum Raum B(V, W) aller
bilinearen Funktionen von V' x W nach R.

(b) Ist {E;} eine Basis von V und {F};} eine Basis von W, dann bildet die Menge
aller Elemente der Form E; ® F; eine Basis von V @ W, womit offenbar
dimV @W =dimV - dim W.

(¢) Es gibt einen eindeutigen Isomorphismus (V@ W)@ X -V @ (W ® X), der
(v@w)®x auf v @ (W x) abbildet.

Beweis: Zum Beweis von (a) definieren wir eine Abbildung ® : V*x W* — B(V, W)
durch

®(w, n)(v, w) = w(v)n(w).
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Da @ offenbar bilinear ist, gibt es nach Satz 9.2 eine eindeutige lineare Abbildung
O V*@W* — B(V,W) mit o = . Um zu zeigen, dass ® ein Isomorphismus ist,
konstruieren wir eine Inverse. Dazu seien {E;} und {F;} Basen von V' bzw. W und
{e'} und {y’} die dazu dualen Basen. Da V* ® W* durch Elemente der Form w ® 7
mit w € V* und n € W* aufgespannt wird, kénnen wir jeden Tensor 7 € V* @ W*

in der Form ' ‘
T=) e @y
1,J
darstellen. Wir definieren nun eine Abbildung ¥ : B(V, W) — V* @ W* durch

=> b(E, )¢
k,l

Wir behaupten, dass ¥ = &' Umdas zu sehen, seien 7 = Z” Tl @ € VIQWH,
be B(V,W),v eV und w € W, dann gilt einerseits

Vod(r) = Z‘I’ (Ex, F)e* @ ¢ —ZTZJ (£' ® ) (Ey, F))e* @ ¢
,7,k,l

= Z 7 (e, @) (Br, R)eF @ ¢! = ) 7ie' (Br) @ (F)e* @ ¢
,7,k,l ,7,k,l

und andererseits

P o \Ij(b) (Uv w) = Z b(Ek’ Fl)a(gk & SOZ)O}J w) = Z b<Ek’ Fl)gk(v)(pl(w)
k,l

k.l

— Z b(Ey, Fy)v"w' = b(v, w).
el

Damit ist U = & gezeigt. Beachte, dass wir zwar fiir den Beweis, dass ®
invertierbar ist, Basen verwendet haben, ® aber kanonisch definiert war.

Da die Tensoren der Form &' ® ¢/ den Vektorraum V* @ W* aufspannen und
dim B(V, W) = dimV - dim W ist, folgt aus (a), dass {e' ® ¢’} eine Basis von
V* @ W* bilden. Anwendung dieser Beobachtung auf V' = (V*)* und W = (W*)*
liefert Behauptung (b).

Um schlieBlich (¢) zu zeigen, definieren wir fiir jedes x € X eine Abbildung
a, VW —=Ve(We®X) durch

az(v,w) =v® (v ).
Fiir jedes © € X ist a, offensichtlich bilinear, damit gibt es nach Satz 9.2 eine
eindeutige lineare Abbildung @, : VW — V(W ®X) mit a,(v@w) = v@(w®x).
Analog bestimmt die Abbildung f: (V@ W) x X -V @ (W ® X) definiert durch

BT, x) = au(7)

105



eine lineare Abbildung f: (Ve W)® X -V & (W ® X) mit
Blv@w) @) =v® (we ).

Da V®(W ®X) von Elementen der Form v® (w®x) aufgespannt wird, ist 3 offenbar
surjektiv und damit aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem Umstand, dass jeder Isomorphismus (V@ W)@ X -V ® (W ® X),
der (v® w) ® z auf v ® (w ® x) abbildet auf Elementen der Form (v ® w) ® x mit
(3 iibereinstimmen muss. Diese Elemente spannen aber ganz (V @ W) ® X auf. B

Als Konsequenz von Proposition 9.3 erhalten wir nun auch die gewiinschte Bezichung
zwischen abstrakten Tensorprodukten von Vektorrdumen und den zuvor definierten
konkreteren kovarianten k-Tensoren.

Korollar 9.4 Ist V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, dann ist der
Raum T*(V*) aller kovarianten k-Tensoren auf V kanonisch isomorph zum k-fachen
Tensorprodukt V* @ --- @ V*.

Beweis: Ubungsbeispiel. ]

Das abstrakte Tensorprodukt von Vektorrdumen erlaubt auch die folgende Verall-
gemeinerung des Begriffes der kovarianten Tensoren:

Definition. Es sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Der Raum
T*(V) der kontravarianten Tensoren vom Rang k ist definiert durch

T"V)=V® V.
k—mal
Allgemeiner ist fiir k£, € N, der Raum der gemischten Tensoren auf V vom Typ

(k,1) definiert durch

TEIWV) =V @ - VeV & V.
k:I;al l:n:al

Bemerkung.

(a) Aufgrund der kanonischen Identifikation V' = V** und Korollar 9.4, kann ein
Element von T%(V) als multilineare Funktion von V* x - - x V* nach R aufge-
fasst werden. Analog, kénnen gemischte Tensoren aus 7®! (V') als reellwertige
multilineare Funktionen von k& Kovektoren und [ Vektoren angesehen werden.

Wir kommen nun zur natiirlichen Verallgemeinerung von Vektor- und Kovektor-
feldern auf glatten Mannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Das Tensorbiindel kovarianter
k-Tensoren auf M ist definiert durch

T M = [ T M).

pEM
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Das Tensorbiindel kontravarianter k-Tensoren auf M ist definiert durch
T"TM = [ TH(T,M)
peEM
und das Tensorbiindel gemischter Tensoren vom Typ (k,1) auf M ist

T®OTM = [ T%(T,M).

peEM

Bemerkungen.

(a) Wie die folgenden natiirlichen Identifikationen zeigen, sind das Tangential- und
Kotangentialbiindel Spezialfélle von Tensorbiindeln:

T°T*M = T°TM = M x R, TYT*M = T*M, TYTM =TM.

(b) Genau wie das Tangential- und Kotangentialbiindel tragen die Tensorbiindel
TFT*M, TFTM und T*DT M die Struktur glatter Mannigfaltigkeiten:

Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, so tragen die Tensorbiindel T*T*M,

TFTM und T*YTM in natirlicher Weise die Struktur glatter Mannigfaltig-
keiten, sodass die Projektionen auf M glatt sind.

Definition. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so heifit eine stetige Abbildung
o: M — TFT*M ein kovariantes Tensorfeld, wenn

moo = Idy, (9.2)

wobei 7 : TFT*M — M die natiirliche Projektion bezeichnet. Ist die Abbildung o
glatt, so sprechen wir von einem glatten kovarianten Tensorfeld. Wir nennen eine
Abbildung o : M — T*T*M ein grobes kovariantes Tensorfeld, wenn o (9.2) erfiillt.

Die Definitionen von kontravarianten und gemischten Tensorfeldern sind analog. Wir
bezeichnen die Vektorrdume der glatten kontravarianten bzw. gemischten Tensor-
felder mit ['(T*T'M) bzw. T(T*™)T M) und schreiben fiir den Vektorraum der glatten
kovarianten Tensorfelder T*(M) := T(T*T*M).

Genau wie Vektor- und Kovektorfelder besitzen Tensorfelder beziiglich beliebiger
glatter lokaler Koordinaten (x') Standarddarstellungen:

(Y o drt ® - @ dat, o€ THM);
10k
o — Z O'Jlu-JlMle@...@afj” UEF(TkTM);
- ‘71 7777 ]l . . . )
T ooyt 0ked ©- - @dot, o e TN(THITM),
. j11 ~~~~~~~~~ Jlj

Die Funktionen oy, _;,, 07'7 bzw. aﬁ::'_;’;

beziiglich der gegebenen Koordinaten.

heiflen die Komponentenfunktionen von o

Das folgende Lemma stellt ein Analogon zu Lemma 7.5 dar. Da der Beweis sehr
dghnlich zu den entsprechenden Resultaten fiir Vektorfelder aus Kapitel 3 verlauft
fithren wir ihn nicht aus.
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Lemma 9.5 Fs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und o - M — T*T*M ein grobes
kovariantes Tensorfeld. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) o ist glatt.

(b) Die Komponentenfunktionen von o sind beziiglich beliebiger glatter Karten auf
M glatt.

(c) Sind Xy, ..., Xy glatte Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge U C M, dann
ist die Funktion o(Xy,...,X) : U — R, definiert durch

o(Xy,... 7Xk)(p) = Up(X1|pv cee ’Xk’p)a

glatt.

Tensorfelder kénnen, analog zu Vektor- und Kovektorfelder, mit glatten Funktionen
(also 0-Tensorfeldern) multipliziert werden. Allgemeiner ist das Tensorprodukt von
Tensorfeldern punktweise definiert und wie man leicht zeigt, gilt:

Lemma 9.6 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, o € TH(M), 7 € TY(M) und
f € C>®(M). Dann sind fo und c @T auch glatte Tensorfelder, deren Komponenten
beziiglich einer beliebigen glatten Karte gegeben sind durch

(fa>i1...ik = fo'il...ika

(U®T)i1---ik+z = Oipeig Tigpipgr-

Definition. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten. Ist F' : M — N eine glatte
Abbildung, dann ist fiir jedes k& € N und jedes p € M der punktweise Pullback durch
F' die Abbildung dF; : T* (T N) — T*(Tx M) definiert durch

(dFS) (X1, .., Xi) = S(dF, (X)), ..., dFy(Xy)).

Die Eigenschaften des Pullbacks von Kotangentialvektoren haben natiirliche Verall-
gemeinerungen im Kontext von kovarianten Tensoren auf Tangentialrdumen.

Proposition 9.7 Es seien M, N, P glatte Mannigfaltigkeiten, F' : M — N und

G : N — P glatte Abbildungen, p € M, S € Tk(T;(p)N) und T € TZ(T;(p)N). Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) dF} : Tk(T;i(p)N) — TH(T M) ist linear.

(b) dF;(S®T) =dF;S @ dF,;T.

(¢c) d(GoF)s=dF;o dGp,) T’“(TgOF(p)P) — Tk(T;M).

(d) d(Idy);S = S.
Beweis: Ubungsbeispiel. [ |
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Genau wie im Falle von Kovektorfeldern, ist auch der Pullback von kovarianten
Tensorfeldern wohldefiniert.

Definition. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten. Ist /' : M — N eine glatte
Abbildung und o € T*(N), dann ist der Pullback F*o von o das glatte kovariante
k-Tensorfeld auf M definiert durch

(F70)p = dE, (0r@))-

Sind Xy,..., Xy € T,M, dann gilt also
(F*0)p(X1, ..., X)) = opp)(dF,y(Xq), ..., dFy(Xk)).

Die folgende Proposition fasst einige einfache Eigenschaften des Pullbacks von
Tensorfeldern zusammen.

Proposition 9.8 FEs secien M, N, P glatte Mannigfaltigkeiten, F : M — N und
G : N — P glatte Abbildungen, o € T*(N), 7 € TYN) und f € C*(N). Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) F*(fo) = (fo F)F*o.

(b) F*(c ®@71) = F‘o® F*r.

(c) F*o ist ein glattes Tensorfeld.

(d) F*: TF(N) — T*(M) ist linear.

(e) (GoF)* = F*oG*.

(f) (Ildy)'o =o.
Beweis: Ubungsbeispiel. ]
Bemerkung.

(a) Ist f € C®°(M), und damit ein 0-Tensorfeld, und o ein glattes k-Tensorfeld,
dann konnen wir f ® ¢ mit fo und F*f mit f o F' identifizieren. Damit ist
Eigenschaft (a) aus Proposition 9.8 nur ein Spezialfall von (b).

Korollar 9.9 Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und o € T*(N). Istp € M
und sind (y’) glatte Koordinaten fiir N in einer Umgebung von F(p), dann hat F*o
die folgende Koordinatendarstellung in einer Umgebung von p:

* ( Z crjl__,jkdyjl R ® dyjk> = Z (0j,..5.0F) dy" o F)®---®d(y’ o F).
J j

15037k 15e-50k
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Bemerkungen.

(a) Korollar 9.9 zeigt, dass der Pullback F*o mit derselben Technik berechnet
werden kann, die wir schon fiir Kovektorfelder in (7.4) kennengelernt haben.

(b) Im Allgemeinen ist weder ein Pushforward noch ein Pullback von gemischten
Tensorfeldern definiert; im Spezialfall eines Diffeomorphismus, jedoch schon.

Wir wenden uns nun Tensoren, die invariant unter Permutationen ihrer Argumente
sind, zu. Diese spielen in der Differentialgeometrie eine besonders wichtige Rolle.

Definition. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ein kovarianter
k-Tensor T auf V' heifit symmetrisch, wenn fiir beliebige 1 <i < j <k

T(Xy, . X X X)) =T(Xe, X X X,

Wir bezeichnen den Unterraum von T%(V*) aller symmetrischen kovarianten
k-Tensoren mit ¥*(V*). Die natiirliche Projektion Sym : T*(V*) — X*(V*), genannt
Symmetrisierung, ist wie folgt definiert: Sei Sy die Gruppe der Permutationen der
Menge {1,...,k}. Fiir T € T*(V*) und o € Sy, sei °T € T*(V*) definiert durch

TT(Xy, ., X)) = T(Xoq1), - - > Xoth))-

Beachte, dass dann 7(?T") = 7?T. Der Tensor Sym 7 ist nun definiert durch

SymT = % > °T.

T oEeSy

Bemerkung.
(a) Ist T ein kovarianter k-Tensor, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist symmetrisch.

(il) Fur Xq,..., X € Vist T(Xq,..., Xx) unabhéingig von der Reihenfolge
der Argumente.

(iii) Die Komponenten T;, ;. von T in Bezug auf eine beliebige Basis sind
invariant unter beliebigen Permutationen der Indizes.

Lemma 9.10 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jeden kovarianten Tensor T ist SymT symmetrisch.
(b) T ist genau dann symmetrisch, wenn SymT =T

Beweis: Es sei T € TF(V*) und 7 € S}, eine beliebige Permutation. Dann gilt

1 g 1 TO
SymT)(Xrqy, - Xewy) = 4 DT Xy, X)) = o DX, X

" o€eSy, €Sk

1
= E Z nT(Xl, c. 7Xk:) = (SymT)(Xl, R an:)

" ES)
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Zum Beweis von (b) beachte, dass einerseits fiir jedes symmetrische 7" nach der
letzten Bemerkung ?T" = T fiir alle 0 € Sk, womit sofort Sym7T = T folgt. Ist
andererseits Sym 7' = T, dann ist 7" symmetrisch nach (a). |

Sind S und T symmetrische Tensoren auf V', dann ist ihr Tensorprodukt S ® T" im
Allgemeinen nicht symmetrisch. Mit Hilfe der Symmetrisierung kénnen wir jedoch
ein Produkt definieren, das symmetrische Tensoren auf symmetrische abbildet.

Definition. Sind S € ¥*(V*) und T € X{(V*), so ist ihr symmetrisches Produkt
ST € Y*+(V*) definiert durch

ST =Sym(S®T).

Proposition 9.11 Das symmetrische Produkt ist kommutativ und bilinear. Sind
S, T kovariante 1-Tensoren, dann gilt

1
ST = §(S®T+T®S).
Beweis: Ubungsbeispiel. [ |

Ein symmetrisches Tensorfeld auf einer Mannigfaltigkeit ist einfach ein kovariantes
Tensorfeld, dessen Wert an jedem Punkt ein symmetrischer Tensor ist. Auch das
symmetrische Produkt zweier symmetrischer Tensorfelder ist punktweise definiert.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik auf
M ist ein glattes symmetrisches 2-Tensorfeld, das in jedem Punkt positiv definit
ist. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), wobei M eine glatte
Mannigfaltigkeit und ¢ eine Riemannsche Metrik auf M ist.

Die wichtigsten Beispiele symmetrischer Tensoren auf Vektorrdumen sind die
Inneren Produkte. Sie erlauben es Langen von Vektoren und Winkel zwischen ihnen
zu definieren und bilden damit die Grundlage der Euklidischen Geometrie. Die
Ubertragung dieser Ideen auf Mannigfaltigkeiten fithrt in natiirlicher Weise auf
die Klasse der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Leider konnen wir uns aus Zeit-
griinden nicht eingehender mit diesen sehr wichtigen Typen von Mannigfaltigkeiten
auseinandersetzen, sondern kommen jetzt zu alternierenden Tensoren. Diese bilden
ein Gegenstiick zu den symmetrischen Tensoren und spielen eine zentrale Rolle in
der Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten.

Die zentrale Frage im Folgenden ist: Wie konnen wir Integrale auf Mannigfaltigkeiten
koordinatenunabhéngig definieren? Offenbar gibt es keine Moglichkeit das Integral
reellwertiger Funktionen koordinatenunabhéngig auf Mannigfaltigkeiten (beliebiger
Dimension) zu definieren. Ist zum Beispiel C' C R" der n-dimensionale Wiirfel und
f:C — R konstant f(x) =1, dann gilt

/C fdz = vol(C),

was nicht einmal unter linearen Koordinatentransformationen invariant ist.
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In Kapitel 8 haben wir allerdings gesehen, dass wir Kovektorfelder iiber Kurven
auf Mannigfaltigkeiten integrieren kénnen. Wir suchen also jetzt eine Art , Feld®,
das wir in koordinatenunabhéngiger Weise {iber Untermannigfaltigkeiten der
Dimension k£ > 1 integrieren kénnen. Der Wert dieses Feldes an einem Punkt sollte
ein Funktional sein, das k& Tangentialvektoren {Xj,..., X;} an einem Punkt eine
Art signiertes Volumen zuordnet. Ein Beispiel im R™ wére die Determinante. Dabei
handelt es sich um einen kovarianten n-Tensor, der auflerdem die Eigenschaft hat,
das Vorzeichen zu wechseln, wenn zwei seiner Argumente vertauscht werden. Dies
motiviert folgende

Definition. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ein kovarianter
k-Tensor T" auf V' heif3t alternierend, wenn fiir beliebige 1 <i < j <k,

T(vi, .o Ve U,y 0) = =T (V1,0 U, o Vg e, ).

Wir bezeichnen den Unterraum von T%(V*) aller alternierenden kovarianten
k-Tensoren mit A*(V*). Die natiirliche Projektion Alt : T*(V*) — A*(V*), genannt
alternierende Projektion, ist definiert durch

1 g
AT = o Zs(sgna)( T).
oEdE

Bemerkungen.

(a) Ist T ein kovarianter k-Tensor, dann sind die folgenden Aussagen fdquivalent:

(i) T ist alternierend.
(ii) Fur vy,...,v, € V und o € Sy, ist
T (Vo(1ys - - > Vo)) = (sgno)T(vy, ..., vp).
(iii) T(vy,...,v) = 0 wann immer die Vektoren vy,...,vy € V linear
abhéngig sind.
(iv) Die Komponenten T3, ;, von T in Bezug auf eine beliebige Basis wechseln

das Vorzeichen, wann immer zwei Indizes vertauscht werden.

Nach (iii) gibt es keine von Null verschiedenen alternierenden k-Tensoren auf
V, wenn k > dim V ist.

(b) Offenbar ist jeder 0-Tensor und jeder 1-Tensor alternierend. Ein alternierender
2-Tensor ist eine schief-symmetrische Bilinearform auf V.

(c¢) Jeder 2-Tensor T' kann geschrieben werden als Summe eines alternierenden
und eines symmetrischen Tensors:
1 1
T(Ua w) = Q(T(U7 ’U)) - T<w7 U)) + §(T(U7 w) + T<w7 U))

Eine entsprechende Aussage fiir Tensoren hoheren Ranges gilt nicht!

Das folgende Lemma (und dessen Beweis) sind ein Analogon zu Lemma 9.10.
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Lemma 9.12 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jeden kovarianten Tensor T ist AltT alternierend.
(b) T ist genau dann alternierend, wenn At T =T.

Wir wollen nun eine Basis von A*(V*) konstruieren. Dazu nennen wir ein k-Tupel
I = (iy,...,ix) natiirlicher Zahlen einen Multiindex der Léange k. Ist I ein solcher
Multiindex und ¢ € S, dann schreiben wir I, fiir den Multiindex

Iy = (io)s - - s o (k))-

Beachte, dass I, = (I,), fiir 0,7 € Sg. Sind I und J zwei Multiindizes der Lénge
k, so definieren wir

57 — | seno I und J haben keinen Index doppelt und J = I, fiir ein o € S;
=10 sonst.

Es sei nun V ein n-dimensionaler Vektorraum und {e',...,&"} eine Basis fiir V*.
Fiir jeden Multiindex I = (iy,...,4) der Linge k mit 1 <'iy,..., i, < n, sei e’ der
kovariante k-Tensor definiert durch

D) ) oo
e'(vy, ..., v) = det : : = det
gik (/Ul) e 6ik (Uk‘) ’Uik PP ’U]ka

Da Determinanten das Vorzeichen wechseln, wenn zwei Spalten vertauscht werden,
ist e’ alternierend. Wir nennen ¢’ einen elementaren alternierenden k-Tensor.

Lemma 9.13 Es sei {E;} eine Basis von V', {€'} die dazu duale Basis von V* und
el definiert wie oben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Hat I einen Index, der zweimal auftritt, dann ist e = 0.
(b) Ist J =1, fiir ein o € S, dann gilt ' = (sgno)e’.
(¢c) Ist J = (j1,...,Jk), dann gilt '(E},, ... E;, ) = &5.

Beweis: Hat I einen Index der doppelt auftritt, dann hat fiir beliebige vy, ..., vy
die Determinante aus der Definition von &/(vy, ..., v;) zwei gleiche Zeilen und ist
daher Null, womit (a) folgt. Entsteht J aus I durch Transposition zweier Indizes,
dann tauschen die entsprechenden Determinanten in der Definition von ¢/ und &’/
das Vorzeichen, was Aussage (b) impliziert.

Zum Beweis von (c) unterscheiden wir vier Félle. Hat I einen Index doppelt, dann
gilt e/ = 6% = 0 nach (a). Hat J einen Index doppelt, dann ist e/(E;,,..., E;,) =0
da ¢! alternierend ist. Besitzt weder I noch J einen Doppelindex und ist J keine
Permutation von I, dann hat die Matrix deren Determinante in der Definition von
el(E},, ..., Ej,) berechnet wird, mindestens eine Zeile bestehend aus Nullen, womit
el(E,,...,E;) = 0. Ist J = I, dann ist e/(E;,,...,E;,) die Determinante der
Einheitsmatrix, also 1. Ist daher J = I,, dann gilt nach (b)

e'(Ej,,...,E;) = (sgno)e’(Ej,, ..., E;) =sgno = . |
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Die elementaren alternierenden k-Tensoren &! bilden noch keine Basis von A¥(V*),
da sie nicht linear unabhéngig sind (einige von ihnen sind sogar Null). Indem wir uns
auf aufsteigende Multiindizes I = (i1, ...,ix), i1 < -+ < i, beschrinken, erhalten
wir jedoch eine Basis, wie das néichste Resultat zeigt. Es ist im Folgenden praktisch
fiir die Summation iiber aufsteigende Multiindizes, ein eigenes Summationssymbol

zu verwenden:
E ! T[€I = E T[éj.
I

{I:1<iy <<ip<n}

Proposition 9.14 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Ist {'} eine Basis
von V*, dann bildet fiir jedes k < n die Menge

£ = {e" : I ist aufsteigender Multiindex der Linge kY

eine Basis von A*(V*), womit

dim AF(V*) = <")
k
Ist k > n, dann gilt A*(V*) = 0.

Beweis: Die Behauptung A¥(V*) = 0 fiir k¥ > n, folgt aus dem Umstand, dass
k > n Vektoren in einem n-dimensionalen Vektorraum stets linear abhéngig sind.
Fiir k& < n miissen wir nun zeigen, dass die Menge £ den Raum A*(V*) aufspannt
und aus linear unabhéingigen Tensoren besteht. Dazu bezeichne {E;} die zu {&'}
duale Basis von V.

Es sei T' € A*(V*) beliebig. Zu jedem Multiindex I = (iy,...,i) sei Ty die Zahl
definiert durch

19 ¢

Da T alternierend ist, ist 77 = 0, wenn [ einen doppelten Index besitzt und
T; = (sgno)Ty, wenn J = [, fir 0 € Si. Unter Verwendung von Lemma 9.13
erhalten wir daher fiir einen beliebigen Multiindex J,

> T By, Ey) =Y T =Ty =T(Ey,,..., Ej,),
I I
womit Y Tye! = T. Damit ist span & = A*(V*). Angenommen es gilt
> T =0
I

fiir geeignete Koeffizienten T7. Ist J ein beliebiger aufsteigender Multiindex, dann
erhalten wir aus Lemma 9.13,

0= Z’T[&I(Ejlw-ijk) =17,
1

womit jeder der Koeffizienten 7T'; Null ist, also die Menge der Tensoren &£ linear
unabhéngig ist. [ |
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Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, dann ist A”(V*) nach Proposition 9.14 ein
1-dimensionaler Vektorraum, der von e'~" aufgespannt wird. Eine sehr niitzliche
Konsequenz dieses Umstandes ist die folgende Beschreibung des Verhaltens eines
alternierenden n-Tensors unter linearen Abbildungen.

Korollar 9.15 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und w € A™(V*). Ist
AV =V eine beliebige lineare Abbildung und vy, ...,v, € V, dann gilt

w(Avy, ..., Av,) = (det A)w(vy, ..., Up). (9.3)

Beweis: Es sei {E;} eine Basis von V und {¢'} die dazu duale Basis von V*. Weiters
bezeichne (A]) die Matrix von A in Bezug auf {E;} und es seien A; = AE;. Nach
Proposition 9.14 ist w = ce!" fiir eine geeignete Zahl c.

Da beide Seiten von (9.3) multilinear sind in vy, ..., v,, geniigt es die Behauptung
fir v; = E;, i = 1, ..., n nachzuweisen. Die rechte Seite von (9.3) ergibt dann

(det A)ce'™(Ey,...,E,) = cdet A
und die linke Seite

W(AEy, ..., AE,) = ce"""(Ay, ..., A,) = cdet(¢7(A;)) = cdet(A) = cdet A. m

Wir fiithren nun, analog zum symmetrischen Produkt von symmetrischen Tensoren,
ein Produkt auf alternierenden Tensoren ein.

Definition. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, w € A¥(V*) und n €
AY(V*). Das Keil- oder duere Produkt von w und 7 ist der alternierende (k + [)-
Tensor definiert durch

(k +1)!

wAn= ol Alt(w ®@n).

Der zunéchst merkwiirdig anmutende Normierungsfaktor ist motiviert durch

Lemma 9.16 Es sei {e',... "} eine Basis von V*. Fiir beliebige Multiindizes
I=(iy,...,0) und J = (41, ..., ;) ist

efnel =€,
wobei I.J der Multiindex ist gegeben durch (iy, ..., ik, j1,---,J1)-

Beweis: Aufgrund der Multilinearitit von e/ und €’ geniigt es zu zeigen, dass

51 A EJ(EPN . .- >Epk+z) = 51J(Ep1> ceey Epk+l) (9'4)
fiir jede Folge {E,,, ..., E,,,,} von Basisvektoren. Dazu unterscheiden wir:

e P =(p1,...,prs1) hat einen doppelten Index

In diesem Fall sind beide Seiten von (9.4) Null, da sowohl e/ A e’ als auch &7
alternierende Tensoren sind.

e P enthilt einen Index, der weder in I noch in J vorkommt.

Die rechte Seite von (9.4) ist dann nach Lemma 9.13 (¢) Null. Die linke Seite
von (9.4) ist auch Null nach Lemma 9.13 (c), da jeder Term in der Entwicklung
der linken Seite entweder £/ oder ¢/ ausgewertet an einer Folge von Basis-
vektoren, die weder durch eine Permutation von I noch J indiziert ist, enthélt.
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e P =1J und P hat keinen doppelten Index.

In diesem Fall ist die rechte Seite von (9.4) gleich 1 nach Lemma 9.13 (c),
es bleibt also zu zeigen, dass auch die linke Seite von (9.4) gleich 1 ist. Nach
Definition ist

kE+1)!
e'NeV(E,,,... E (k+1)

Pk+z) - L A]t(gI ® 5J)(EP17 s >Epk+z)

1 I J
= D 58 0) By Ep)2 By By

0ESk+1

Nach Lemma 9.13 sind die einzigen von Null verschiedenen Summanden in
dieser Summe, die fiir welche o die ersten k Indizes und die letzten [ Indizes von
P separat permutiert. Anders ausgedriickt, o muss von der Form o = 77, wobei
7 € Si die Menge {1,. .., k} permutiert und n € S; die Menge {k+1, ..., k+1}.
Da sgn(7mn) = (sgn7)(sgnn), erhalten wir

el /\8J(Ep1, o Epyy) =

k Z (sgn 7)(sgn n)eI(EpT(D, . ,EpT(k))e‘](Epn(kH), s Epn(k+l))

TESk, 77€Sl
(/{3' Z SgnT pT(1)7 e p‘f‘(k) > <l| Z sgnn pn(k+1)7 T 7Epn(k+z))>
TES) nes;
(A1t€ )( p1y o )(A1t6 )( Pk+17"‘7Epk+l>
( p1yc 7Epk)5J<Epk+1’ tot 7Epk+z) =1

e P ist eine Permutation von /.J und P hat keinen doppelten Index

In diesem Fall bringt uns eine Permutation von P zuriick auf den letzten Fall.
Da durch die Permutation beide Seiten von (9.4) mit demselben Vorzeichen
multipliziert werden, folgt die Behauptung. ]

Proposition 9.17 Das duflere Produkt hat die folgenden Figenschaften:
(a) Bilinearitdt:

(aw+dW)An = alwAn)+d(w An),
nA(aw+dw') = anAw)+d(nAw).

(b) Assoziativitit:
wA(AE) = (wAn)AE.

(c) Antikommutativitit: Fir w € A*(V*) und n € AY(V*) gilt

wAn=(—1)"nAw.
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(d) Ist {e',...,e"} eine Basis von V* und I = (i,...,ix) ein beliebiger Multi-
index, dann gilt . .
NN nER =€l

1

(e) Fiir beliebige Kovektoren w*, ... w* und Vektoren vy, ..., vy, gilt

WA AWy, ) = det(w (vy)). (9.5)

Beweis: Die Bilinearitdt des dufleren Produkts folgt aus der Definition, da das
Tensorprodukt bilinear und Alt linear ist. Zum Beweis der Assoziativitit, bemerken
wir, dass nach Lemma 9.16,

(" ANeYANeB =T Nl =B = I NTE =T A (67 N EF).

Der allgemeine Fall folgt nun aus der Bilinearitéit. Analog folgt aus Lemma 9.16,

JI

el nel =l = (sgnt)e’! = (sgnt)e’! Ae”,

wobei 7 die Permutation ist, die I.J auf JI abbildet. Offenbar gilt sgn7 = (—1)*,
da 7 als Zusammensetzung von kl Transpositionen geschrieben werden kann (jeder
Index von [ muss an jedem Index von J vorbei). Die Antikommutativitét folgt nun
aus der Bilinearitét. Aussage (d) folgt durch Induktion aus Lemma 9.16. Es bleibt
(e) zu zeigen. Ist jedes w’ ein Basiskovektor £, dann folgt die Behauptung aus (d).
Da beide Seiten von (9.5) multilinear sind in (w?, ... ,w") folgt (e) allgemein. W

Bemerkungen.

(a) Das duBere Produkt ist die eindeutig bestimmte assoziative, bilineare und
antikommutative Abbildung A*(V*) x AY(V*) — AF(V*), die (9.5) erfiillt.

(b) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Definiere den Vektorraum A(V*) durch
A(V*) =P ARV,
k=0

Aus Proposition 9.14 folgt, dass dim A(V*) = 2". Proposition 9.17 zeigt,
dass das duflere Produkt A(V*) zu einer assoziativen, graduierten und anti-
kommutativen Algebra macht. A(V*) heifit die dufere Algebra von V.

Wir wenden uns nun alternierenden Tensorfeldern, den Differentialformen, zu.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Die Teilmenge von T*T*M
bestehend aus alternierenden Tensoren bezeichnen wir mit AT M:
ATM = T AT M),
peEM
Das Tensorbiindel A¥T*M trigt in natiirlicher Weise die Struktur einer glatten
Mannigfaltigkeit, sodass die Projektion 7 : A¥T*M — M glatt ist.
Eine stetige Abbildung w : M — AFT*M heifit k-Differentialform (kurz k-Form),

wenn
mow = Idy,,

Die Zahl k heifit der Grad der Form w. Wir bezeichnen den Vektorraum aller glatten
k-Formen mit QF(M).
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Beziiglich einer beliebigen glatten Karte auf M, kann eine k-Form w lokal in der
Form
w = Z/wfdx“ ARRRIAN fial
I
dargestellt werden, wobei die Koeffizientenfunktionen wy stetig auf der Koordinaten-
umgebung sind. Da nach Lemma 9.13 (c) gilt

da:“/\~-/\d:1:i’“( 9 0 ):5§7

sind die Komponentenfunktionen w; bestimmt durch

Y (R
Wy = w o’ g |

(a) Eine 0-Form ist eine stetige reellwertige Funktion auf M.

Beispiele.

(b) Eine 1-Form ist ein Kovektorfeld auf M.

(c¢) Jede n-Form auf R™ ist eine stetige reellwertige Funktion multipliziert mit
de' A+ A dx™.

Das auflere Produkt zweier Differentialform ist auch wieder punktweise definiert:
(WAN), = wy Anp. Damit ist das dulere Produkt einer k-Form mit einer [-Form eine
(k + [)-Form. Ist f eine 0-Form und 7 eine k-Form, so identifizieren wir das duflere
Produkt f An mit fr. Durch das duflere Produkt wird daher der Vektorraum

(M) = P (M),

zu einer assoziativen, graduierten und antikommutativen Algebra.

Ist ' : M — N eine glatte Abbildung und w eine glatte Differentialform auf N,
dann ist der Pullback F*w eine glatte Differentialform auf M, definiert genau wie
fiir allgemeine glatte Tensorfelder durch

(F*w)p(v1, ..., vk) = wpp) (dFy(v1), . .., dFy(vg)).

Ist speziell ¢« : N < M die Inklusionsabbildung einer immersierten Untermannigfal-
tigkeit, dann schreiben wir w|y anstatt (*w.

Lemma 9.18 Es sei F': M — N eine glatte Abbildung. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) F*: QF(N) — QF(M) ist linear.
(b) E*(wAn) = (Fw) A (F7).

(c) Beziiglich beliebiger glatter Koordinaten gilt

1 1

F* <Z’w1dyi1 A Adyik) => (wroF)d(y" o F) A--- Ad(y"* o F).

Beweis: Ubungsbeispiel. [ |
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Die Regel zur Berechnung von Pullbacks von Differentialformen in Koordinaten kann
auch dazu verwendet werden, die Darstellungen einer Differentialform beziiglich
unterschiedlicher Koordinaten zu berechnen.

Beispiel.
Es sei w die 2-Form gegeben durch dz A dy im R?. Indem wir die Transformation auf
Polarkoordinaten x = rcosf, y = rsin @ als eine Darstellung der Identitédt in Bezug
auf verschiedene Koordinaten betrachten, folgt
w = drxAdy=d(rcosf) Ad(rsind)
= (cosfdr —rsinfdf) A (sin Odr + r cos 0d6)
= rcos’fdr Adf — rsin®0dd A dr = rdr A db,

wobei wir verwendet haben, dass dr A dr = df A df = 0 und df A dr = —dr N d6.

Die Analogie der im letzten Beispiel hergeleiteten Transformationsregel mit der
Substitutionsregel fiir Doppelintegrale beim Wechsel von kartesischen zu Polar-
koordinaten ist kein Zufall, wie das folgende Resultat zeigt.

Proposition 9.19 Es sei F : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten

n-Mannigfaltigkeiten. Sind (x%) und (y’) glatte Koordinaten auf offenen Teilmengen
UCM bzw. VCN und ist u e C*(V), dann gilt auf U N F~YV),

F*(udy* A--- Ndy™) = (uo F)(det DF)dz* A --- A dx™, (9.6)

wobei DF die Matrixz der partiellen Ableitungen der Koordinatendarstellung von F
bezeichnet.

Beweis: Da die Faser von A"T*M an jedem Punkt durch dz! A--- Adz™ aufgespannt
wird, geniigt es zu zeigen, dass beide Seiten von (9.6) dasselbe ergeben, wenn sie auf
(0/0x',...,0/02™) angewandt werden. Nach Lemma 9.18 gilt

F*(udy* A--- ANdy™) = (wo F)dF* A--- NdF™

Proposition 9.17 (e) zeigt weiters, dass

0 0 (0 OFJ
N n _~_ ) = 7| = —
o e (2 )~ (ar () < (25,

Damit ergibt sich die linke Seite von (9.6) nach Anwendung auf (9/dz",...,0/9z"™)
also zu (u o F')det DF'. Die rechte Seite von (9.6) ergibt dasselbe Ergebnis, da
dz' A« ANdz™ ()0, ..., 0/0z") = 1. |

Korollar 9.20 Sind (U, (%)) und (U, (z7)) diberlappende glatte Karten auf M, dann
gilt auf UNU,

v

dTl/\~--/\df”:det( :
ox?

)d:cl/\~~~/\d:1:”.

Beweis: Anwendung von Proposition 9.19, wobei F' die Identitét auf U N U ist, und
wir die Koordinaten (x*) im Definitionsbereich und (z7) im Wertebereich verwenden,
liefert die Behauptung. |
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Als néchstes wollen wir einen sehr wichtigen Differentialoperator auf glatten Formen,
die duflere Ableitung, definieren, die eine Verallgemeinerung des Differentials einer
Funktion ist. Als Motivation erinneren wir zunédchst an die notwendige Bedingung
dafiir, dass zu einer gegebenen 1-Form w eine Funktion existiert, sodass w = df:
Es muss in jedem glatten Koordinatensystem

Oy _ 0w (9.7)
oxt  OxJ
gelten, d.h. w muss geschlossen sein. Um zu einer koordinatenfreien Interpretation
dieser Bedingung zu kommen, verwenden wir, dass (9.7) antisymmetrisch in den
Indizes ¢ und j ist und daher als ¢j-Komponente einer 2-Form dw interpretiert werden

kann 5 5
. wj _ Wi i j
dw = ; (&Ci 81:3'> dx' N da’. (9.8)
Damit ist w also geschlossen, wenn dw = 0.

Wir wollen nun Formel (9.7) auf allgemeine k-Formen verallgemeinern und zeigen,
dass es zu jeder Mannigfaltigkeit einen Differentialoperator d : QF(M) — QFFL(M)
gibt mit d(dw) = 0 fiir alle w. Damit ist bei gegebener k-Form w eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer (k — 1)-Form 7 mit w = dn, dass dw = 0.

Die Definition des Operators d in Koordinaten ist leicht anzugeben:

d(Z'dele /\---/\da:j"‘> :Z'dwj/\dle A - A dadk, (9.9)
J

J

Bemerkungen.

(a) Unter Verwendung von dz’ A dx® = —da® A da? folgt, dass sich fiir eine 1-Form
w Formel (9.9) zu (9.8) reduziert.

(b) Ist f eine glatte O-Form, also eine reellwertige glatte Funktion, dann reduziert
sich (9.9) genau zum Differential von f:

cﬁ=§:§§@¥

Der Beweis, dass die Definition (9.9) koordinatenunabhéngig ist, benotigt etwas
Arbeit und ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 9.21 Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M gibt es eindeutig bestimmte lineare
Abbildungen d : QF(M) — QFL(M) definiert fiir jedes k > 0, die die folgenden
FEigenschaften haben:

(i) Ist f € C®°(M), dann ist df das Differential von f, also
df(X) =X f.
(ii) Sind w € Q¥(M) und n € Q' (M), dann gilt
dwAn) =dwoAn+ (=1)Fw Adn.
(iii) dod = 0.
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Der Operator d heifit duflere Ableitung und hat auflerdem folgende Eigenschaften:
(a) Beziiglich beliebiger glatter Koordinaten, ist d gegeben durch (9.9).

(b) d ist lokal definiert, d.h. ist w = W' auf einer offenen Teilmenge U C M, dann
ist dw = dw' auf U.

(¢) d vertauscht mit Einschrinkungen: Ist U C M eine offene Menge, dann gilt

d(wlv) = (dw)lu-

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass M durch eine einzelne glatte Karte iiberdeckt
wird. Es seien (z!,...,2") globale glatte Koordinaten auf M. Wir definieren nun
d: QF(M) — QFFL(M) durch (9.9). Die so definierte Abbildung ist offenbar linear
und erfiillt (i). Zum Beweis von (ii) und (iii) miissen wir zunéchst zeigen, dass d die
Beziehung d(fdx') = df A dz! fiir jeden Multiindex nicht blof8 aufsteigende erfiillt.
Hier und im Folgenden verwenden wir die Abkiirzung dz! = dx™ A--- Adx™. Hat I
einen doppelten Index, dann ist offenbar d(fdz’) = df A dx! = 0. Ansonsten, sei o
die Permutation, die I zu einem aufsteigenden Multiindex macht. Dann gilt

d(fdz") = (sgno)d(fdx”) = (sgno)df Adx’ = df A da’.

Fiir den Beweis von (ii) geniigt es aufgrund der Linearitét von d, Formen der Gestalt
w = fda! und n = gdx’ zu betrachten. Es gilt dann

dwAn) = d((fdz") A (gda”)) = d(fgda' Adax’) = (gdf + fdg) Adz" A da’
= (df Nd2") A (gda”) + (=1)*(f dz") A (dg A dx?)
= dwAn+ (=) wAdy,
wobei (—1)* aus der Gleichung dg A da! = (—=1)*dz! A dg folgt. Hier verwenden wir,
dass dg eine 1-Form und da! eine k-Form ist.

Eigenschaft (iii) beweisen wir zunéchst fiir den Spezialfall einer 0-Form. In diesem
Fall gilt

_ 8f J|l — a2f i J
>’f 0* f N
ZK], (axiaxa‘ B axa'aa;z‘) o e =0

Fiir den allgemeinen Fall einer k-Form verwenden wir nun den Fall £ = 0 und (ii)
zur Berechnung von

d(dw) =d (Z dwy Ada?t A A dwjk>
J

k
= d(dwy) Ada" A Nda? Y Y (=1) dwy Ada?t A Ad(da) A - A dat
J J =1

=0.
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Wir haben damit gezeigt, dass fiir Mannigfaltigkeiten die durch eine einzelne Karte
tiberdeckt werden ein Operator d existiert, der die Eigenschaften (i), (ii), und (iii)
hat. Die Eigenschaften (a), (b), (¢) folgen unmittelbar aus der Definition, zusammen
mit der Bemerkung, dass jede offene Teilmenge von M durch eine einzelne Karte
iiberdeckt werden kann, wenn dies fiir M mdglich ist.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von d zu beweisen. Angenommen es existiert ein
weiterer Operator d : Q¥(M) — Q¥'(M), der (i), (ii) und (iii) erfiillt. Es sei
w =" wydz’ € Q*(M) beliebig. Aus der Linearitit von d und (ii) folgt dann,

dw = a<2’wjd:vj1/\---/\dasjk>
J
= Y ldwy Nda" A Ada?t 4 (=1)°>  wyd(dat A A da).
J J

Anwendung von (ii) zeigt, dass der letzte Term in eine Summe entwickelt werden
kann, bei der jeder Summand einen Faktor der Form d(d2’") enthilt. Nach (i) sind
diese Faktoren gleich d(dz/') und damit Null nach (iii). Da jede Komponentenfunk-
tion wy glatt ist, folgt aus (i), dass dw; = dw; und daher dw = dw ist. Dies beweist
den Satz fiir Mannigfaltigkeiten, die durch eine globale Karte iiberdeckt werden.

Sei nun M eine beliebige glatte Mannigfaltigkeit. Auf jeder Koordinatenumgebung
U C M, liefert der erste Teil des Beweises einen eindeutig bestimmten linearen
Operator dy der glatte k-Formen auf glatte (k 4 1)-Formen abbildet und (i)-(iii)
erfiilllt. Auf der Menge U N U" wo zwei Karten iiberlappen, erfiillen nach (c) die
Einschrankungen von dyw und dyw auf U N U’ die Beziehung

(dUw>|UﬂU’ = dUmU/w = (dU/w)|UmU/.

Wir kénnen daher d : QF(M) — QF1(M) definieren, indem wir fiir beliebiges p € M
den Wert von dw an p gleich (dw), = dy(w|v), setzen, wobei U eine beliebige glatte
Kartenumgebung ist, die p enthélt. Der so definierte Operator erfiillt dann (i)-(iii)
und (a)-(c). Es bleibt also nur noch die Eindeutigkeit von d zu beweisen.

Wir nehmen wieder an d : QF(M) — QF+1(M) sei ein weiterer linearer Operator, der
(i)-(iii) erfiillt. Als erstes zeigen wir, dass d dann lokal definiert ist, d.h. Eigenschaft
(b) besitzt. Dazu sei n = w — w’. Wir wollen zeigen, dass dn = 0 auf U, wenn 7 auf
U verschwindet. Es sei p € U beliebig und ¢ € C*°(M) eine glatte Bumpfunktion,
die in einer Umgebung von p identisch 1 ist und deren Tréger in U enthalten ist.
Dann ist ¢n = 0 auf M und daher

0 = d(en), = dpp Amp + p(p)dn, = dnp,
da ¢ =1 in einer Umgebung von p. Da p € U beliebig war, folgt dn = 0 auf U.
Es sei nun U eine beliebige Koordinatenumgebung einer glatten Karte fiir M. Fiir
jedes k, definieren wir einen Operator dyy : QF(U) — Q¥1(U) wie folgt: Fiir eine
k-Form w € QF(U) und beliebiges p € U wihle eine Fortsetzung von w zu einer
globalen k-Form w € QF(M), die mit w in einer Umgebung von p iibereinstimmt
(Existenz einer solchen Fortsetzung ist ein Ubungsbeispiel) und definiere

(EUW)p = (C_iw)p'
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Da d lokal definiert ist, ist diese Definition unabhingig von der gewéhlten
Fortsetzung. Da d Eigenschaften (i)-(iii) hat, folgt unmittelbar, dass auch dy diese
Eigenschaften besitzt. Nach der im ersten Teil des Beweises gezeigten Eindeutigkeit
folgt aber nun dy = dy. Ist daher speziell w die Einschréinkung auf U einer glatten
k-Form w auf M, dann folgt

dy (@ly) = dy(@|y) = (dw)]y,

womit d mit dem Operator d iibereinstimmt. ]

Bemerkung.

(a) Ist A = @, A" eine graduierte Algebra, so sagen wir eine lineare Abbildung
T : A — A hat Grad m, wenn T(AF) C AF™ fiir jedes k. T heifit eine
Antiderivation, wenn T'(zy) = (Tz)y + (—1)*2T(y) wann immer z € A* und
y € Al. Die Aussage von Satz 9.21 kann daher wie folgt zusammengefasst
werden: Das Differential kann auf eindeutige Weise zu einer Antiderivation auf
Q* (M) fortgesetzt werden, deren Grad 1 ist und deren Quadrat verschwindet.

Beispiele.
(a) Es sei w eine allgemeine glatte 1-Form auf R?, also
w=Pdr+Qdy+ Rdz
mit glatten Funktionen P, Q, R. Dann gilt
dw = dPANdx+dQANdy+dRAdz

(0P oP 0P 90 90 . 0Q
OR OR OR
_(0Q 8P OR 0P OR 90
= <8x_8y>dx/\dy+(8x_8z)dx/\dz+(8y_8z)dy/\dz'

(b) Fiir eine allgemeine 2-Form auf R3
w=adx Ndy + Bdx Ndz + vdy N\ dz
ergibt sich

dw = (5_8_y+%) dx ANdy N dz.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Man nennt eine glatte Differential-
form w € QF(M) geschlossen, wenn dw = 0. Die k-Form w heifit exakt, wenn es eine
glatte (k — 1)-Form n auf M gibt mit w = dn.

Bemerkung.

(a) Da dod = 0, ist jede exakte Form auch geschlossen. Die Umkehrung dieser
Aussage gilt nicht!
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Eine weitere wichtige Eigenschaft der &ufleren Ableitung ist ihre Vertréglichkeit mit
Pullbacks.

Lemma 9.22 FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Ist G : M — N eine
glatte Abbildung, dann gilt fiir alle w € QF(N)

G*(dw) = d(G*w). (9.10)

Beweis: Es sei w € QF(N) beliebig. Da d lokal definiert ist, geniigt es (9.10) in
einer Umgebung eines beliebigen Punktes auf M zu beweisen. Beziiglich glatter
Koordinaten kénnen wir w als Summe von Termen der Form fdz® A --- A da®
darstellen. Aufgrund der Linearitéit des Pullbacks und der dufleren Ableitung geniigt
es daher (9.10) fiir solche Formen nachzuweisen. Es gilt dann einerseits

G*d(fdx"™ A---Ndx™) = G*(df ANdx™ A--- A dz'™)
d(foGYANd(z" o G) N+ Nd(z"™ 0 Q)

und andererseits
dG*(fdx"™* A---ANdx™) = d((foG)d(z" o G)A---ANd(z"™ o G))
= d(foG)Ad(z" o G)A--- ANd(x"™ 0 G). u

Zusétzlich zur Koordinatendarstellung (9.9) der &ueren Ableitung gibt es noch eine
weitere oft niitzliche Darstellung von d die koordinatenunabhéngig ist.

Proposition 9.23 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w € QF(M). Fiir
beliebige glatte Vektorfelder X, ..., Xiyr1 auf M gilt

dw(Xlu s 7Xk+1> = Z (_1)Z71XZ <(,U(X1, s 7)/51'7 ce 7Xk+1)>

1<i<k+1

+ Z (—1)”%} ([Xi,Xj],Xl,...,)?i,...,)?j,...,XkJrl) ,

1<i<j<k+1

wobei die Dicher’ ausgelassene Argumente andeuten.

Da der Beweis von Proposition 9.23 technisch miihsam ist, werden wir aus Zeit-
griinden nur den wichtigsten Spezialfall fiir 1-Formen beweisen:

Korollar 9.24 Fiir eine glatte 1-Form w und glatte Vektorfelder X und Y gult
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — (X, Y]).

Beweis: Da jede glatte 1-Form lokal als Summe von Termen der Form u dv dargestellt
werden kann, mit glatten Funktionen u und v, geniigt es diesen Fall zu betrachten.
Es seien daher w = udv und X,Y glatte Vektorfelder. Dann gilt einerseits

d(udv)(X,Y) =du N dv(X,Y) = du(X)dv(Y) — dv(X)du(Y) = XuYv — XovYu
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und andererseits
X(udv(Y)) =Y (udv(X)) —udv([X,Y]) = X(uYv) = Y(uXv) —u[X,Y]v

= (XuYv+uXYv) — (YuXv+uYXv) —u(XYv—-YXv) =XuYv— XvYu.
|

Als eine erste Anwendung von Korollar 9.24, zeigen wir, dass die duflere Ableitung
in gewissem Sinn dual zur Lie Klammer ist. Dazu benotigen wir noch die folgende

Definition. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und U C M offen. Ein geordnetes
Tupel (E,..., E,) von Vektorfeldern auf U heifit ein lokaler Frame fiir M iiber U,
wenn {E;|,} eine Basis von T,M in jedem Punkt p € U bildet. Ist U = M, dann
spricht man von einem globalen Frame. Ein geordnetes Tupel (¢!, ..., ") heifit ein
lokaler Koframe, wenn {¢'|,} eine Basis von TyM in jedem Punkt p € U bildet. Zu
jedem lokalen Frame (E;) gibt es einen eindeutig bestimmten dualen Koframe (&)

Korollar 9.25 FEs sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, {E;} ein glatter lokaler
Frame fir M und {¢'} der dazu duale Koframe. Es secien c;.k, 1 = 1,...n, die
Komponentenfunktionen der Lie Klammer [E;, Ey| dieses Frames, also

[Ej, B =) iy E;.

]

Dann ist die dufiere Ableitung jeder 1-Form €° gegeben durch

i i J oAk
de ——E Cipe’ Nev.

j<k

Beweis: Ubungsbeispiel. [ |
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10 Orientierungen

Wir haben im letzten Kapitel schon angedeutet, dass Differentialformen die Objekte
sind, die wir auf eine invariante Art und Weise auf Mannigfaltigkeiten integrieren
konnen. Bevor wir dies ndher ausfithren, miissen wir uns noch um ein technisches
Problem kiimmern, das Auftritt, wenn wir den Wert von k-Formen als ein
,signiertes Volumen“ auffassen. Die auftretenden Vorzeichen bereiten nédmlich im
Allgemeinen Schwierigkeiten aus dem einfachen Grund, dass die Transformations-
regel fiir n-Formen bei einem Koordinatenwechsel die Determinante der Jacobi-
matrix enthélt, wiahrend die Substitutionsregel von gewohnlichen Integralen den
Absolutbetrag dieser Determinante involviert. Das Hilfsmittel um dieses Problem
zu beheben ist der Begriff der Orientierung, der es erlaubt uns auf Koordinaten-
transformationen mit positiver Determinante zu beschréanken.

Definition. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n > 1. Wir definieren eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten Basen von V, indem wir sagen
(Ey, ..., E,) ist dquivalent mit (E1, ..., E,) wenn die beiden Basen gleichorientiert
sind, wenn also die Transformationsmatrix (Bf ), definiert durch E; = Zj BgEj,
positive Determinante besitzt. Offenbar gibt es fiir diese Relation genau zwei
Aquivalenzklassen auf der Menge aller geordneten Basen von V.

Wir definieren eine Orientierung von V' als eine Aquivalenzklasse geordneter Basen.

Ist (Fy,...,FE,) eine beliebige geordnete Basis von V', so bezeichnen wir die
dadurch bestimmte Orientierung mit [Ei, ..., E,]. Ist V ein orientierter Vektor-
raum, dann heifit jede geordnete Basis (F1, ..., E,) in der gewéhlten Orientierung,

positiv orientiert und jede Basis, die nicht in der gewéhlten Orientierung liegt,
negativ orientiert.

Bemerkung und Beispiel.

(a) Ist V ein O-dimensionaler Vektorraum, dann definiert man eine Orientierung
auf V' einfach als eine Wahl von +1 oder —1.

(b) Die Orientierung [ey,...,e,] von R™, die durch die Standardbasis bestimmt
wird, heifit die Standardorientierung.

Das folgende Lemma stellt einen wichtigen Zusammenhang zwischen Orientierungen
und alternierenden Tensoren her.

Lemma 10.1 FEs sei V' ein Vektorraum der Dimension n > 1 und w ein von
Null wverschiedenes Element von A™(V*). Dann ist die Menge der geordneten
Basen (Ey, ..., E,) mit w(Ey,..., E,) > 0 eine Orientierung von V.

Beweis: Es sei O, die Menge aller geordneten Basen von V' auf denen w positiv
ist. Wir miissen zeigen, dass O,, genau eine der beiden Aquivalenzklassen ist. Dazu

seien (E;) und (E;) zwei beliebige geordnete Basen von V und B : V. — V die
Transformationsmatrix mit BE; = E;. Nach Korollar 9.15 gilt dann

w(Ey,...,E,) =w(BE,...,BE,) =det(B)w(E, ..., E,).
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Es folgt, dass (F;) und (£;) genau dann gleichorientiert sind, wenn w(Ery, ..., £,)

und w(El, ..., B,) dasselbe Vorzeichen haben. Damit ist aber O, genau eine der
beiden Aquivalenzklassen. [ |

Ist V' ein orientierter Vektorraum und w ein n-Kovektor, der die Orientierung von
V' bestimmt, so nennen wir w einen positiv orientierten n-Kovektor.

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir definieren eine punktweise Orientierung von
M als eine Wahl einer Orientierung in jedem Tangentialraum. Dieses Konzept ist
fiir sich genommen natiirlich noch nicht besonders niitzlich, da die Orientierungen
von Tangentialrdumen von nahe beieinander liegenden Punkten nichts miteinander
zu tun haben miissen. Damit eine punktweise Orientierung von M eine Beziehung
zur glatten Struktur hat, benétigen wir noch eine zuétzliche Bedingung.

Definition. Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit versehen mit einer punktweisen
Orientierung. Wir sagen ein lokaler Frame (E;) fiir M iiber einer offenen Menge
U C M ist positiv orientiert, wenn (Ei|,, ..., E,|,) eine positiv orientierte Basis
von T,M in jedem Punkt p € U bilden. Ein negativ orientierter Frame ist analog
definiert.

Eine punktweise Orientierung von M heifit stetig, wenn jeder Punkt von M im
Definitionsbereich eines positiv orientierten lokalen Frames liegt. Eine Orientierung
von M ist eine stetige punktweise Orientierung. Eine orientierte Mannigfaltigkeit
ist eine glatte Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung. Wir nennen M
orientierbar, wenn es eine Orientierung fiir M gibt und sonst nicht orientierbar.

Bemerkungen und Beispiele.

(a) Ist M eine null-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist eine Orientierung von M
einfach eine Wahl von 41 fiir jeden Punkt von M. Die Stetigkeitsforderung ist
in diesem Fall iiberfliissig. Damit ist jede null-dimensionale Mannigfaltigkeit
orientierbar.

(b) Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n > 1, dann ist jeder
lokale Frame mit zusammenhéingendem Definitionsbereich entweder positiv
oder negativ orientiert.

(¢) Nicht jede Mannigfaltigkeit ist orientierbar.

(d) Jede nicht orientierbare Mannigfaltigkeit besitzt eine orientierbare 2-bléttrige
Uberlagerungsmannigfaltigkeit, die sogenannte Orientierungsiiberlagerung.

Die folgenden beiden Resultate geben niitzliche Kriterien an, um Orientierungen auf
Mannigfaltigkeiten zu spezifizieren. Dazu benétigen wir noch folgende

Definition. Eine glatte Karte auf einer orientierten Mannigfaltigkeit heifit positiv
orientiert, wenn der Koordinatenframe (0/dz") positiv orientiert ist und negativ
orientiert, wenn der Koordinatenframe negativ orientiert ist. Eine Famile glatter
Karten {U,,¢.} heiit gleichorientiert, wenn fir alle «, 8 die Jacobimatrix des
Kartenwechsels @5 o ¢! positive Determinante auf ¢, (U, N Us) hat.
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Proposition 10.2 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit positiver Dimension. Ist
{Uy,, 0o} eine offene Uberdeckung von M durch gleichorientierte glatte Karten, dann
gibt es eine eindeutig bestimmte Orientierung von M mit der Figenschaft, dass
jede Karte orientiert ist. Ist umgekehrt M orientiert, dann bildet die Menge aller
orientierten glatten Karten eine gleichorientierte Uberdeckung von M.

Beweis: Bs sei {(U,,a)} eine offene Uberdeckung von M durch gleichorientierte
glatte Karten. Dann hat fiir jedes p € M die Transformationsmatrix zwischen
Koordinatenbasen beziiglich je zwei beliebiger Karten positive Determinante. Das
heilt aber, dass die Koordinatenbasen beziiglich aller gegebenen Karten dieselbe
Orientierung auf 7, M haben. Dies definiert eine punktweise Orientierung auf M.
Da jeder Punkt von M im Definitionsbereich von mindestens einer Karte liegt und
der zugehorige Koordinatenframe positiv orientiert ist, ist diese punktweise Orien-
tierung auch stetig. Fiir den Beweis der Umkehrung argumentiert man analog. W

Proposition 10.3 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n > 1.
Jede nicht-verschwindende n-Form w auf M bestimmt eine eindeutige Orientierung
von M, sodass w positiv orientiert ist in jedem Punkt. Ist umgekehrt M orientiert,
dann gibt es eine glatte nicht-verschwindende n-Form auf M, die in jedem Punkt
positiv orientiert ist.

Beweisskizze: Wir beweisen nur eine Richtung. Es sei w eine nicht-verschwindende
n-Form auf M. Nach Lemma 10.1 bestimmt w eine punktweise Orientierung auf
M. Es bleibt zu zeigen, dass diese stetig ist. Dazu seien (2%) beliebige glatte lokale
Koordinaten auf einer zusammmenhéngenden Umgebung U C M. Dann hat w auf U
die Koordinatendarstellung w = f dz' A--- Adz™ fiir eine geeignete stetige Funktion
f. Da w nicht verschindet, ist auch f stets ungleich Null und daher

0 0
w(({?xl"”’am”) =f#0
fiir alle Punkte aus U. Da U zusammenhéngend ist, folgt, dass dieser Ausdruck ent-
weder stets positiv oder stets negativ ist auf U. Damit ist aber die Karte entweder
positiv oder negativ orientiert. Im Falle, dass sie negativ orientiert ist, konnen wir
2! durch —z! ersetzen, um neue Koordinaten zu erhalten fiir die der Koordinaten-
frame positiv orientiert ist. Insgesamt ist dann die durch w bestimmte punktweise
Orientierung stetig. |

Bemerkungen.

(a) Jede offene Teilmenge einer orientierbaren Mannigfaltigkeit ist orientierbar
und das Produkt von orientierbaren Mannigfaltigkeiten ist auch orientierbar.

(b) Eine nicht-verschwindende n-Form auf einer Mannigfaltigkeit der Dimension n
wird Orientierungsform genannt. Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit und
w eine Orientierungsform auf M, die die gegebene Orientierung bestimmt, so
sagen wir w ist positiv orientiert. Sind w und @ zwei positiv orientierte glatte
n-Formen auf derselben orientierten Mannigfaltigkeit M, dann gilt W = fw
fiir eine strikt positive glatte Funktion f.
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Definition. Es seien M und N orientierte glatte Mannigfaltigkeiten positiver
Dimension und F' : M — N ein lokaler Diffeomorphismus. Wir nennen F' eine
Orientierung erhaltende Abbildung, wenn dF), positiv orientierte Basen von T,M
auf positiv orientierte Basen in TN abbildet fiir jedes p € M. Die Abbildung F
ist eine die Orientierung umkehrende Abbildung, wenn positiv orientierte Basen von
T, M auf negativ orientierte Basen von Tk, N abgebildet werden.

Bemerkung.

(a) Eine glatte Abbildung F': M — N ist genau dann eine die Orientierung erhal-
tende (umkehrende) Abbildung, wenn ihre Jacobi-Matrix beziiglich beliebiger
orientierter glatter Karten fiir M und N positive (negative) Determinante hat.

Proposition 10.4 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit fir die es einen glatten
globalen Frame gibt, dann ist M orientierbar.

Beweis: Es sei (Ey,..., E,) ein globaler glatter Frame von M. Wir definieren eine
punktweise Orientierung von M indem wir (Ei|p,. .., E,|,) an jedem Punkt p € M
als positiv orientiert deklarieren. Diese punktweise Orientierung ist stetig, da jeder
Punkt von M im Definitionsbereich des globalen orientierten Frames (E;) liegt. W

Beispiele.

(a) Nach Proposition 10.4 sind der R™, die Sphire S' und damit auch der n-Torus
T™ orientierbar.

(b) Jede Lie Gruppe ist nach Proposition 10.4 orientierbar.

Ist M eine orientierte Mannigfaltigkeit dann muss eine Untermannigfaltigkeit N
von M nicht unbedingt orientierbar sein. Im Folgenden beschrinken wir unsere
Betrachtungen auf immersierte oder eingebettete Hyperflichen S, die zuétzliche
Information mitfithren, welche wir nutzen kénnen, damit eine Orientierung von M
auch eine Orientierung von S induziert.

Definition. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir definieren zu jedem
v € V eine lineare Abbildung 4, : A*(V*) — A*1(V*), genannt innere Multiplikation
oder Kontraktion, durch

Tpw(wy, .. wg—1) = w(v, Wy, ..., WE_1).
Ist w ein 0-Kovektor, so setzen wir i,w = 0. Anstatt i,w schreibt man auch viw.
Die innere Multiplikation teilt zwei wesentliche Eigenschaften mit der duBeren
Ableitung: Beide sind Antiderivationen deren Quadrat identisch verschwindet.

Lemma 10.5 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und v € V. Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) i, 01, =0.
(b) i, ist eine Antiderivation, d.h. fir w € A*(V*) und n € AY(V*) gilt
in(w AN) = (i,w) An+ (=1 w A (in).
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Beweis: Auf k-Kovektoren mit & > 2 folgt Eigenschaft (a) aus dem Umstand, dass
alternierende Tensoren verschwinden, wenn zwei ihrer Argumente identisch sind.
Auf 1-Kovektoren und 0-Kovektoren folgt (a), da i, = 0 auf 0-Kovektoren.

Da jeder alternierende Tensor als Linearkombination von &ufleren Produkten von
1-Kovektoren dargestellt werden kann, geniigt es zum Beweis von (b) den Fall zu
behandeln, dass w und 7 von dieser einfachen Bauart sind. Die Aussage (b) folgt
dann unmittelbar aus der folgenden Formel fiir 1-Kovektoren w?, ..., w":

va (W A AW :Z(—l)i’lwi(v)wl/\‘--/\wi/\~-~/\wk,

i=1

wobei das Dach wieder andeutet, dass w’ auszulassen ist. Schreiben wir fiir v = v;

und wenden beide Seiten auf Vektoren (vq, ..., vx) an, so ist also zu beweisen, dass
k

(WA - A W) (o, o) :Z(—l)i’lwi(vl) (wl/\ e AWIA A wk) (Vg ..., k).
i=1

Die linke Seite dieses Ausdrucks ist gerade die Determinante der Matrix V deren
(4, j)-Eintrag gegeben ist durch w'(v;). Um die rechte Seite zu vereinfachen, sei V’
die (k—1) x (k—1) Untermatrix von V welche man erhélt, indem die ite Zeile und
jte Spalte gestrichen werden. Dann ist die rechte Seite

k
Z(—l)i’lwi(vl) det V'
i=1

und daher gleich det V, wie man durch Entwicklung nach der ersten Spalte sieht. B

Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so kann die innere Multiplikation in natiirlicher
Weise auf Vektorfelder und Differentialformen punktweise fortgesetzt werden: Ist
X € X(M) und w € QF(M), so definieren wir eine (k — 1)-Form X jw = iyw durch

(Xow)y, = Xpawp.

tx ist eine Antiderivation auf Q*(M) vom Grad —1 deren Quadrat verschwindet.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und S C M eine immersierte
oder eingebettete Untermannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld entlang S ist eine stetige
Abbildung X : S — TM mit der Eigenschaft, dass X, € T,M (nicht unbedingt
X, € T,8!) fir jedes p € S. Ein Vektor v € T,M an einem Punkt p € S heifit
transversal zu S, wenn T,M von v und 7,5 aufgespannt wird. Analog heifit ein
Vektorfeld X entlang S transversal zu S, wenn X, transversal zu S ist in jedem
Punkt p € S.

Proposition 10.6 Es setr M eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, S eine
immersierte Hyperfliche in M und X ein transversales Vektorfeld entlang S. Dann
hat S eine eindeutig bestimmte Orientierung, sodass fir jedes p € S, (Ey, ..., E,_1)
genau dann eine orientierte Basis von T,S ist, wenn (Xp, Ey,...,E,_1) eine
orientierte Basis von T,M ist. Ist w eine Orientierungsform fir M, dann ist
(XJw)|s eine Orientierungsform fir S in Bezug auf diese Orientierung.
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Beweis: Es sel w eine Orientierungsform fir M. Dann ist ¢ = (X_Jw)|g eine
(n — 1)-Form auf S. Um zu zeigen, dass o eine Orientierungsform fiir .S ist, miissen
wir nachweisen, dass o auf S nirgends verschwindet. Ist (Ey, ..., E, 1) eine beliebige
Basis von 7,5, dann ist (X, E,..., E,_1) eine Basis von T,M, da X transversal
ist zu S. Da w nirgends verschwindet folgt

0'p<E1, ey Enfl) = wp(Xp, Ela .. ,Enfl) 7£ 0.

Da o,(Ey, ..., Ey—1) > 0 genau dann wenn wy(X,, By, ..., E,_1) > 0, stimmt die
durch o bestimmte Orientierung mit der in der Aussage angegebenen iiberein. W

Beispiel und Bemerkung.

(a) Die Sphére S™ ist eine Hyperfliche im R™*!. Das Vektorfeld X = >, 2'0/0x"
entlang S" ist offenbar transversal zu S” und induziert daher eine Orientierung
auf S”. Diese Orientierung heifit die Standardorientierung von S".

(b) Nicht jede Hyperfliche besitzt ein transversales Vektorfeld. Ist die Hyperflache
S C M allerdings ein reguldres Level Set einer glatten Funktion, dann ist S
stets orientierbar.

Als eine wichtige Anwendung von Proposition 10.6 definieren wir im Folgenden eine
kanonische Orientierung des Randes einer orientierten glatten Mannigfaltigkeit mit
Rand. Dazu bemerken wir zunéchst, dass eine Orientierung einer glatten Mannig-
faltigkeit mit Rand genau so definiert wird, wie im Fall glatter Mannigfaltigkeiten.

Ist M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, so heifit eine glatte, kompakte, eingebettete
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand D C M ein reguldrer Bereich in
M. Eine Orientierung von M induziert sofort eine Orientierung von D, indem etwa
eine Orientierungsform fiir M auf D eingeschrankt wird. Beispiele hierfiir sind die
abgeschlossene Einheitskugel im R™ oder die abgeschlossene obere Halbsphére in S™.

Bevor wir uns Randorientierungen zuwenden, erinneren wir an den in den Ubungen
bewiesenen Umstand, dass fiir eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand M ihr Rand
OM eine eingebettete Hyperfliche in M ist und jedes p € M im Definitionsbereich
einer glatten Randkarte (U, ¢) liegt, sodass (U NOM) der Schnitt o(U) N OH" ist.

Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand und p € M. Wir sagen
ein Vektor X € T,M weist nach innen, wenn X ¢ T,0M und es fiir ein geeignetes
e > 0 ein glattes Kurvensegment v : [0, e] — M gibt, sodass v(0) = p und 7/(0) = X.
Wir sagen X weist nach auffen, wenn —X nach innen weist.

Das folgende leicht zu beweisende Lemma enthélt eine einfach zu iiberpriifende
alternative Charakterisierung von nach innen weisenden Vektoren.

Lemma 10.7 Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, p € OM und (x")
beliebige glatte Randkoordinaten in einer Umgebung von p. Dann sind die nach innen
weisenden Vektoren in T,M genau die Vektoren mit positiver x™-Komponente und
die nach auflen weisenden Vektoren, jene mit negativer x™-Komponente.

131



Wir nennen ein Vektorfeld entlang OM nach innen oder nach auflen weisend, wenn
sein Wert diese Eigenschaft in jedem Punkt hat.

Lemma 10.8 Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, dann gibt es ein glattes
nach auffen weisendes Vektorfeld entlang OM .

Beweis: Wir wihlen zuniichst eine Uberdeckung einer Umgebung von 0M durch
glatte Randkarten {(U,, pq)}. In jeder dieser Karten ist X, = —0/02"|spnu, ein
glattes Vektorfeld entlang OM NU,, welches nach Lemma 10.7 nach auflen weist. Es
sei {1/, } eine der Uberdeckung {U,NAM} von OM untergeordnete glatte Zerlegung
der Eins. Wir definieren ein globales Vektorfeld X entlang OM durch

X = Z ¢aXa~
Offenbar ist X ein glattes Vektorfeld entlang M. Um zu zeigen, dass X nach auflen
weist, seien (y!,...,y") beliebige glatte Randkoordinaten in einer Umgebung von

p € OM. Da jedes X, nach auBen weist, gilt dy"(X,) < 0. Die y"-Komponente von
X an p erfiillt daher

dy"(Xp) = Y thady™(Xal,).

Diese Summe ist echt negativ, da jeder Summand nicht positiv und zumindest ein
Summand negativ ist. |

Wir kénnen nun das fiir uns wichtigste Resultat iiber Orientierungen beweisen:

Satz 10.9 Es sei M eine orientierte glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist OM
orientierbar und, die durch ein beliebiges nach auflen weisendes Vektorfeld entlang
OM bestimmte Orientierung, ist unabhdingig von der Wahl des Vektorfeldes. Die so
bestimmte Orientierung heifit die induzierte oder Stokes Orientierung von M.

Beweis: Es sei n = dim M und w eine Orientierungsform fiir M. Nach Lemma 10.8
gibt es ein glattes nach aufien weisendes Vektorfeld X entlang OM. Die (n—1)-Form
(X_Jw)|onr ist daher eine Orientierungsform fiir M nach Proposition 10.6. Damit
ist OM orientierbar. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Orientierung nicht von
der Wahl von X abhiingt. Dazu seien (x!,...,2") glatte Randkoordinaten fiir M
in einer Umgebung von p € M. Indem wir falls notwendig 2! durch —2! ersetzen,
konnen wir annehmen, dass die Koordinaten orientiert sind, d.h. die Form w kann
lokal dargestellt werden durch w = f da! A--- A da™ fiir eine geeignete echt positive
Funktion f. Da 2" = 0 entlang OM, zeigt man leicht, dass dx"|gp = 0. Verwenden
wir daher, dass ix eine Antiderivation ist, so erhalten wir

(Xow)lon = fZ(—l)i_ldxi(X) dztlons A Adatlons A+ A da" oy
i=1

= (—1)n_1f dl‘n(X) d:l,'1|3M JANKIERIVAN dfn_1|aM.

Da dx™(X) = X™ < 0 ist dieser Ausdruck ein positives Vielfaches der (n — 1)-Form
(—=1)"dxtapr A -+ A dz™aar. Ist X ein beliebiges anderes nach aulen weisendes
Vektorfeld, dann liefert dieselbe Rechnung, dass (X_1w)|aas ein positives Vielfaches
derselben (n — 1)-Form ist und damit ein positives Vielfaches von (X 1w)|gps. Damit
bestimmen aber X und X dieselbe Orientierung von 9M. |
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Beispiele.

(a) Da S™ der Rand der abgeschlossenen Einheitskugel ist, liefert Satz 10.9 einen
weiteren Beweis dafiir, dass S orientierbar ist. Die induzierte Orientierung
von S" stimmt mit der Standardorientierung iiberein.

(b) Wie oben beschrieben bestimmt die Standardorientierung des R™ eine
Orientierung der abgeschlossenen oberen Halbebene H". Wir wollen nun die
dadurch induzierte Orientierung von 0H"™ bestimmen. Dabei kénnen wir 0H"
mit R"~! identfizieren, wobei wir (x!,... 2" 0) = (2, ..., 2" ) verwenden.
Da das Vektorfeld —0/0x™ entlang OH"™ nach auBen weist, ist der Standard-
koordinatenframe von R"! genau dann positiv orientiert fiir OH", wenn
[—0/0xz™,0/0z,...,0/02""'] die Standardorientierung von R™ ist. Diese
Orientierung erfiillt offenbar

[~8/9z",0/0xt,. .., 002" ] = (=1)"[0/0a?t,...,8/0x""L,8/dz".

Damit stimmt die induzierte Orientierung von JH" genau dann mit der
Standardorientierung von R"! iiberein, wenn n gerade ist. Speziell sind die
Standardkoordinaten von OH" ~ R""! genau dann positiv orientiert, wenn
n gerade ist. Dieser Umstand wird beim Beweis des Satzes von Stokes eine
wichtige Rolle spielen.

Das néchste Resultat liefert ein Kriterium, um zu iiberpriifen ob eine lokale Para-
metrisierung des Randes einer Mannigfaltigkeit mit Rand die Orientierung erhélt.

Lemma 10.10 Es sei M eine glatte orientierte n-Mannigfaltigkeit mit Rand und
F U — M eine glatte lokale Parametrisierung von OM , wobei U eine zusammen-
hingende offene Teilmenge des R™™1 ist. Erlaubt fiir geeignetes b < ¢ € R die
Abbildung F eine Fortsetzung zu einer glatten Einbettung F : (b,c] x U — M mit
F(c,r) = F(x), dann ist F genau dann eine die Orientierung von OM erhaltende
Abbildung (mit induzierter Orientierung), wenn F die Orientierung von M erhilt.

Beweis: Es sei a € U beliebig und p = F(a) = F(c,a) € M. Die Voraussetzung,
dass F eine Einbettung ist, impliziert, dass dF .4 : (T.RST,R"') — T, M bijektiv
ist. Da die Einschriinkung von dF .,y auf T,R""! mit dF, : T,R"! — T,0M iiber-
einstimmt, ist dF, selbst injektiv und es folgt, dass dF(0/0s|a) ¢ T,0M. Hier
bezeichnet s die Koordinate fiir (b, ¢].

Wir definieren nun eine Kurve v : [0,¢] — M durch
() = F(c—t,a).

Diese Kurve erfiillt offenbar y(0) = p und +/(0) = —dF(9/0s|(ca) & T,0M. Es

folgt, dass —dF(0/0s|(.q) nach innen weist und daher dF(9/0s|(.q) nach aufen
weist an p, und daher aus Stetigkeitsgriinden auf ganz F(U).
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Nach Definition der induzierten Orientierung fiir OM haben wir damit folgende
Aquivalenzen:

F erhilt die Orientierung von M

<= (dF(0/0s),dF(0/0z"),... dF(0/0x" ")) ist positiv orientiert in 7'M
<= (dF(0/0z"),...,dF(0/0x™")) ist positiv orientiert in TOM

<= F erhilt die Orientierung von OM

womit die Behauptung des Lemmas gezeigt ist. ]

Beispiel.
Kugelkoordinaten liefern eine glatte lokale Parametrisierung von S?: Es sei U das
offene Rechteck (0,7) x (0,27) C R? und F : U — R3 definiert durch

F(p,0) = (singcos @, sin@sin b, cos ).

Um zu iiberpriifen, ob F die Orientierung von S? erhilt, konnen wir verwenden, dass
F Einschrinkung der 3-dimensionalen Kugelparametrisierung F : (0,1] x U — c1B3?
definiert durch

F(p,p,0) = (psinycosb, psin psin b, pcos )

ist. Da F/(1,0,p) = F(0,p) sind die Voraussetzungen von Lemma 10.10 erfiillt. Die
Determinante der Jacobimatrix von F berechnet sich zu p? sin ¢ und ist daher positiv
auf (0,1] x U. Nach Lemma 10.10 erhilt F' daher die Orientierung von S%.
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11 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wir kommen nun schliefSlich zur Integration von Differentialformen iiber orientierte
Mannigfaltigkeiten. Dabei beginnen wir mit der Definition des Integrals einer Form
iiber Teilmengen des R™. Im Folgenden verstehen wir unter einem Integrationsbereich
im R"™ eine beschrinkte Teilmenge des R™ dessen Rand Lebesguemafl Null hat.

Definition. Es sei D C R" ein kompakter Integrationsbereich und w eine n-Form
auf D. Dann kann w in der Form w = fdx' A --- A da™ dargstellt werden, fiir eine
stetige Funktion f : D — R. Wir definieren das Integral von w iiber D durch

/w:/fdxl/\---/\dx”:/fda:l---dx".
D D D

Ist U eine beliebige offene Teilmenge des R"™, so bendtigen wir zur Definition des
Integrals einer n-Form mit kompaktem Tréger in U das folgende Hilfsresultat.

Lemma 11.1 Es sei K C U CR", wobet U offen und K kompakt ist. Dann gibt es
einen kompakten Integrationsbereich D mit K C D C U.

Beweis: Fiir jedes p € K gibt es eine offene Kugel, die p enthélt und deren Abschluss
in U enthalten ist. Da K kompakt ist, iiberdecken schon endlich viele solcher offenen
Kugeln K. Da der Rand jeder dieser Kugeln Lebesguemafl Null hat, ist jede dieser
Kugeln ein Integrationsbereich. Daher ist D = clB; U --- U clB,, der gesuchte
Integrationsbereich. [ ]

Es sei nun U C R” offen und w eine n-Form mit kompaktem Tréger in U. Dann

/w—/w,

wobei D ein beliebiger Integrationsbereich mit suppw C D C U ist. Es ist leicht zu
zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von D abhéngt. Ist V' eine offene
Teilmenge von H"™ und w eine n-Form mit kompaktem Tréger in V', so definieren wir

analog
[omf o
v DNH"

wobei D wieder ein beliebiger Integrationsbereich mit suppw C D C U ist.

Das folgende Resultat motiviert die oben gegebenen Definitionen:

Proposition 11.2 Es seien D und E kompakte Integrationsbereiche im R™ und w
eine n-Form auf E. Ist G : D — E eine glatte Abbildung, deren FEinschrdinkung
auf int D ein die Orientierung erhaltender oder umkehrender Diffeomorphismus auf
int E ust, dann gilt

/
E

— fD G*w wenn G die Orientierung umkehrt.
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Beweis: Es bezeichne (y!,...,y") die Standardkoordinaten fiir £ und (z!,...,z")
jene fiir D. Wir nehmen zunéchst an, dass G die Orientierung erhélt. Schreiben
wir w in der Form w = fdy' A --- A dy", so folgt aus der Substitutionsregel und
Proposition 9.19,

/w = /fdyl"‘dyn:/(fOG)|detDG|d:l:1~--dg;”
E E D

= /(foG)(detDG)dml---dx":/(foG)(detDG)dxl/\---/\dwn
D

D
= / G*w.
D

Ist G eine die Orientierung umkehrende Abbildung, so fiihrt dieselbe Rechnung auf
das behauptete Ergebnis, da ein Minuszeichen dazukommt, wenn der Absolutbetrag
von det DG weggelassen wird. |

Korollar 11.3 Es seien U,V offene Teilmengen des R", G : U — V ein die
Orientierung erhaltender Diffeomorphismus und w eine n-Form auf V mat

kompaktem Trédger. Dann gilt
/ W= / G*w.
1% U

Beweis: Es sei E C V ein kompakter Integrationsbereich, der suppw enthélt. Da
G ein Diffeomorphismus ist, ist auch D = G7(E) C U ein Integrationsbereich, der
supp G*w enthélt. Damit folgt die Behauptung aus Proposition 11.2. |

Wir sind nun soweit das Integral einer Differentialform {iber orientierte glatte
Mannigfaltigkeiten zu definieren.

Definition. Es sei M eine glatte orientierte n-Mannigfaltigkeit und w eine n-Form
auf M, deren kompakter Tréager in einer einzelnen positiv orientierten glatten Karte
(U, ¢) enthalten ist. Dann ist (¢ ~!)*w eine n-Form mit kompaktem Triger auf der
offenen Menge ¢(U) C R™ und wir definieren das Integral von w iiber M durch

/Mw - /@(m(go_l)*w

Lemma 11.4 Das Integral wa 1st unabhdngig von der Wahl der orientierten
glatten Karte, deren Definitionsbereich suppw enthdlt.

Beweis: Es seien (U, ), (U, P) zwei positiv orientierte glatte Karten die den Tréiger
von w enthalten. Da o ¢~ ! ein die Orientierung erhaltender Diffeomorphismus von
e(UNU) auf (U NU) ist, folgt aus Korollar 11.3,

/“D(U)(E_l)*w B /so(UmU)(w_l)*w:[D(UHU)(Eow_I)*(@_I)*w
- /sa(UmU)@l)*(@)*(@l)*w - /ga(U)(SOI)*w.

Damit ist [,, w unabhéngig von der Wahl der Karte, die suppw enthilt. |
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Bemerkung.

(a) Ist M eine orientierte n-Mannigfaltigkeit mit Rand und w eine n-Form auf M,
deren kompakter Tréger in einer einzelnen Koordinatenumgebung enthalten
ist, so bleibt die Definition von [,,w und die Aussage von Lemma 11.4,
sowie deren Beweis, praktisch unveréndert. Die Integrale miissen nur wie oben
beschrieben iiber offene Teilmengen von H"™ berechnet werden.

Um das Integral einer n-Form {iber eine ganze Mannigfaltigkeit zu definieren,
verwenden wir nun wieder Zerlegungen der Fins.

Definition. Es sei M eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit (mit oder ohne
Rand) und w eine n-Form auf M mit kompaktem Trager. Es sei {(U;, ;)} eine
endliche Uberdeckung von suppw durch positiv orientierte glatte Karten und {;}
eine glatte Zerlegung der Eins, die dieser Uberdeckung untergeordnet ist. Das
Integral von w iiber M ist dann definiert durch

/Mw:;/me. (11.1)

Da fiir jedes 7 die n-Form v,w kompakten Tréager in U; hat, ist jeder Summand in
(11.1) wohldefiniert. Um zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, miissen wir
nachweisen, dass die Definition nicht von der Wahl der Karten und der Zerlegung
der Eins abhéngt.

Lemma 11.5 Die Definition des Integrals fMu) ist unabhdngig von der Wahl
orientierter Karten und der Zerlequng der Fins.

Beweis: Es seien {(U;, ¢;)} und {(U;,;)} zwei endliche Uberdeckungen von supp w
durch positiv orientierte glatte Karten und {¢;}, {¢,} glatte Zerlegungen der Eins,
die den jeweiligen Uberdeckungen untergeordnet sind. Dann gilt fiir jedes 1,

Lo (57

Summieren wir nun, so erhalten wir
> [ vw=Y [ T
i M ij M

Jeder Term in dieser letzten Summe ist das Integral einer n-Form deren kompakter
Tréger in einer einzelnen glatten Karte enthalten ist. Nach Lemma 11.4 ist daher
jeder dieser Terme unabhéngig von der gewéhlten Karte. Eine analoge Rechnung
fiir [ Ny ij liefert ebenfalls

; /M B = z /M B0,

womit die Definition von [ 4w auch unabhéngig von der gewihlten Zerlegung der
Eins ist. u
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Bemerkungen.

(a) Das Integral einer 0-Form f mit kompaktem Tréger iiber eine orientierte
0-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist definiert durch

/M F=3"%10).

peEM

wobei wir positives Vorzeichen an Punkten positiver Orientierung verwenden
und negatives Vorzeichen an Punkten negativer Orientierung. Da f kompakten
Tréger hat, sind nur endlich viele Terme in dieser Summe ungleich Null.

(b) Ist N C M eine orientierte immersierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
(mit oder ohne Rand) und w eine k-Form auf M, deren Einschrankung auf NV
kompakten Tréger hat, so setzen wir

[ wi= [ ),

Ist speziell M eine kompakte, orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit mit Rand
und w eine (n — 1)-Form auf M, so ist [,, w wohldefiniert, wenn wir dM mit
der induzierten Orientierung versehen.

Proposition 11.6 Es seien M und N orientierte glatte n-Mannigfaltigkeiten (mit
oder ohne Rand) und w,n n-Formen auf M mit kompaktem Triger. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) Linearitat: Sind a,b € R, dann ist

/aw+bn:a/w—|—b/ n.
M M M

(b) Orientierungsumkehr: Bezeichnet M, die Mannigfaltigheit M versehen mit der
umgekehrten Orientierung, dann gilt

oo,

(c) Positivitit: Ist w eine Orientierungsform fir die gegebene Orientierung von

M, dann gilt
/ w > 0.
M

(d) Invarianz unter Diffeomorphismen: Ist F' : N — M ein die Orientierung
erhaltender Diffeomorphismus, dann gilt

/w:/F*w.
M N

Beweis: Aussage (a) ist trivial und (b) folgt leicht aus Proposition 11.2. Es sei
daher w nun eine Orientierungsform fiir M. Das bedeutet beziiglich jeder positiv
orientierten glatten Karte (U, ¢) ist (¢1)*w gegeben durch fdz' A -+ A da™ mit
f > 0. Damit ist jeder Summand in (11.1) nichtnegativ und mindestens einer davon
echt positiv. Damit ist (c) gezeigt.
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Zum Beweis von (d) kénnen wir annehmen, dass der Tréger von w in einer einzelnen
glatten Karte enthalten ist, da unter Verwendung von Zerlegungen der Eins jede
n-Form auf M als endliche Summe solcher Formen geschrieben werden kann. Es
sei daher (U, ) eine positiv orientierte glatte Karte auf M mit suppw C U. Da
(F~Y(U),p o F) eine orientierte glatte Karte auf N ist, die den Triiger von F*w
enthélt, folgt die Behauptung nun aus Korollar 11.3. [ |

Die Definition des Integrals einer Differentialform mit Hilfe von Zerlegungen der
Eins ist zwar fiir theoretische Zwecke niitzlich, fiir praktische Berechnungen aber
vollig nutzlos. Um Integrale von Formen tatséchlich zu berechnen, wird die Mannig-
faltigkeit meist in endliche Stiicke geteilt, die durch lokale Parametrisierungen be-
schrieben werden. Unser néchstes Resultat beschreibt wie in diesem Fall das Integral
einer Form bestimmt wird. Dazu benétigen wir noch eine

Definition. Wir nennen eine Teilmenge E einer glatten Mannigfaltigkeit M einen
Integrationsbereich, wenn cl E kompakt ist und 0E Maf Null hat (siche Seite 46).
Unter einem requldren Bereich in M verstehen wir eine kompakte, eingebettete
n-Untermannigfaltigkeit mit Rand. Jeder reguléire Bereich ist Integrationsbereich.

Proposition 11.7 Sei M eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit (mit oder ohne
Rand). Sind E\, ..., Ex kompakte Integrationsbereiche auf M, Dy, ..., Dy kompakte
Integrationsbereiche im R™ und firi = 1,...,k, F; : D; — M glatte Abbildungen
mit folgenden Figenschaften:

(i) Fi(D;) = E; und Fj|in p, ist ein Diffeomorphismus von int D; auf int E;, der
die Orientierung erhdlt.

(ii) Fir jedes i # j ist int E; Nint E; = ().

Dann gilt fir jede n-Form w auf M, deren Trdger enthalten ist in Ey U --- U Ey,

/Mw:;/DiFiw.

Beweis: Wie im Beweis von Proposition 11.6 (d) kénnen wir annehmen, dass der
kompakte Trager von w in einer einzelnen glatten positiv orientierten Karte (U, )
enthalten ist. Indem wir M etwa durch Koordinatenkugeln iiberdecken, kénnen wir
weiters annehmen, dass OU Mafl Null hat und ¢ zu einem Diffeomorphismus von
clU auf einen kompakten Integrationsbereich K C H" fortgesetzt werden kann.
Fiir jedes i setzen wir nun

Dann ist A; eine kompakte Teilmenge von M deren Rand Mafl Null hat, da offenbar
0A; C OU UQE;. Wir definieren nun noch kompakte Teilmengen B;, C; C R™ durch

B; = F'(A),

)

Ci = o(A).
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Da glatte Abbildungen Mengen vom Mafl Null auf Mengen von Mafi Null abbilden,
sind B; und C; Integrationsbereiche und ¢ o F; bildet B; auf C; glatt ab und die
Einschriankung auf int B; ist ein Diffeomorphismus auf int C;. Nach Proposition 11.2

gilt daher
[ ye=[ R
C Bi

K3 3

Summieren wir nun {iber 7, und bemerken, dass die A; (und damit auch die C;) keine
Inneren Punkte gemeinsam haben, erhalten wir

/Mw N /K((pl)*w - ;/Ci(wl)*w = Z/B Flw= Z/D Frw. _

Bemerkung.

(a) Die Voraussetzungen von Proposition 11.7 kénnen noch etwas abgeschwécht
werden. So miissen etwa die Abbildungen F; nicht unbedingt am Rand der
Bereiche D; glatt sein, solange int D; diffeomorph auf int E; abgebildet wird.

Beispiel.

Wir wollen das Integral der 2-Form
w=xdyNdz+ydz ANdr+ zdx ANdy

iiber S? versehen mit der Standardorientierung berechnen. Dazu sei D das Rechteck
D =10,7] x [0,27] und F : D — S?* die Kugelkoordinatenparametrisierung

F(p,0) = (sinpcosf,sinpsin, cos ).

Wir haben bereits gesehen, dass F' die Orientierung auf int D erhélt. Es seien nun
Dy = [0,7] x [0,7] und Dy = [0, 7] x [m,27] und F; = F|p,, i = 1,2. Die beiden
Abbildungen F; : D; — S? und F, : Dy — S? erfiillen nun die Voraussetzungen
von Proposition 11.7. (Da F(D) = S?, stimmt F(int D) nicht mit dem Inneren von
F(D) iiberein, daher mussten wir S? in zwei Teile teilen.) Es gilt weiters

F*dx = cosypcostdp —sinpsinfdb,
F*dy = cospsinfdp + sinpcosfdb,
F*dz = —sinpdp

und daher

/w = / Fl*w—i—/ F*w—/F*w
52 Dy Do D

= / (—sin® @ cos® O df A dp + sin® psin® 0 dp A df
D

+ cos? @ sin p cos? O dp A df — cos® psin psin® 0 dh A dyp)
27 ™
= /singpdgp/\d&z/ / sin p dpdf = 4.
D o Jo
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Wir kommen nun zum zentralen Satz der Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten,
den Satz von Stokes. Es handelt sich dabei um eine weitreichende Verallgemeinerung
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, sowie der klassischen Sétze
der Vektoranalysis:

Satz 11.8 Ist M eine glatte, orientierte n-Mannigfaltigkeit mit Rand und w eine
glatte (n — 1)-Form auf M mit kompaktem Trager, dann gilt

/de:/aMw. (11.2)

(a) In der Aussage des Satzes von Stokes nehmen wir an, dass OM mit der von M
induzierten Orientierung versehen ist und w auf der rechten Seite von (11.2)
mit w|gys identifiziert wird. Ist OM = (), dann ist die rechte Seite von (11.2)
als Null zu verstehen. Ist M 1-dimensional, so ist die rechte Seite von (11.2)
eine endliche Summe.

Bemerkung.

Beweis: Wir nehmen zunéchst M = H" an. Die Voraussetzung, dass w kompakten
Trager hat, impliziert dann, dass es eine Zahl R > 0 gibt, sodass supp w enthalten ist
in A=[-R,R] x--- x[—R,R] x [0, R]. In Standardkoordinaten kann w dargestellt
werden in der Form

n
w:Zwidarl/\---dxi/\---/\dx”,
wobei das 'Dach’ wieder bedeutet, dass dz’ wegzulassen ist. Damit ist

dv = Zdwi/\dxl/\---c@/\---/\dm”,

n
awi : - i1 8&)1'

— 1 i no_
= Sdo? Ndrt Neeedrt N Nd —Z(—l) O

ij=1 i=1

dzt A -+ Ada™.

Es ergibt sich daher
- R n
dw = E (—1) —dx N Ndx

ax
i1 &uz n
s [ [

Wir dndern nun die Integrationsreihenfolge in jedem Summanden so, dass wir die
x' Integration zuerst ausfiihren.

141



Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich nun fiir ¢ # n,

>y // [ By

=1

B Z // / g;}z deida - dei - - - dz”
- ;<—1>“ [ [ ] e =

Hier haben wir verwendet, dass wir R so grofl gew#hlt haben, dass w = 0 fiir
' = £ R. Fiir i = n erhalten wir noch

h/:de — nlt/p /[ d/) g:? nd$ cdx 1
= ) 1/ / wn(x dm1~~dac”_1
m"—O
= (—1)”/ / wp(zt, .. 2" 0)dat - - da™
-R -R

da auch w, = 0, wenn 2™ = R. (Beachte, dass auch dieser Term verschwindet,
wenn suppw N IH™ = ().) Wir vergleichen nun den so erhaltenen Ausdruck mit der
entsprechenden rechten Seite von (11.2):

/ w—Z/ ..,m”_l,O)dazl/\-~-/\(§a?i/\---/\dx".
O

AﬁaH"

Da x™ auf OH" verschwindet, ist auch die Einschrankung von dx™ auf JH" identisch
Null. Den einzigen von Null verschiedenen Summanden erhalten wir daher fiir i = n:

/ w:/ wo(zt, . . 2" 0)dat A Ada™
SH" ANOH"

Verwenden wir nun, dass die Koordinaten (z',...,2""!) positiv orientiert sind fiir

OH™, wenn n gerade ist und negativ orientiert fiir ungerades n (siche Beispiel (b),
Seite 133), so erhalten wir wieder

R R
/ w= (—1)”/ / wo(zt, . . 2" 0)dat - - da
g -R “R

Es sei nun M eine beliebige glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, aber w zunéchst noch
eine (n — 1)-Form deren kompakter Triger in einer einzelnen glatten Karte (U, ¢)
enthalten ist. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass (U, ) positiv orientiert ist. Nach

Definition gilt dann
[do=[ ydo= [ ()
M n n

142



da (¢ ~1)*w kompakten Tréger in H" hat. Nach dem ersten Teil des Beweises stimmt
das letzte Integral aber mit

/ (™), (11.3)
OH™

iiberein, wobei JH" mit der induzierten Orientierung versehen ist. Es folgt aus
Lemma 10.7, dass ¢* nach auflen weisende Tangentialvektoren an M auf nach
auflen weisende Tangentialvektoren an H"™ abbildet. Daher ist ¢|ynsy ein die
Orientierung erhaltender Diffeomorphismus auf ¢(U)NOH", womit (11.3) mit [, w
iibereinstimmt.

Schliellich sei nun w eine beliebige glatte (n — 1)-Form mit kompaktem Trager.
Wéhlen wir eine Uberdeckung von suppw durch endlich viele glatte orientierte
Karten {(U;,¢;)} und eine dazu untergeordnete glatte Zerlegung der Eins {v;},
so liefert das Argument aus dem zweiten Teil des Beweises angewandt auf jedes 1;w

/aMw a Z:/aM%W:Z:/Md(MW)ZZ:/Mdzpi/\wzpidw

— /Md<;¢i>/\w+/]\4<;¢i>dw:0+/ﬂ4dw’

da ) .o, =1 |

Beispiel.

Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : [a,b] — N eine glatte Einbettung,
sodass M = ~y([a,b]) eine eingebettete 1-Untermannigfaltigkeit mit Rand in N ist.
Versehen wir M mit der Orientierung, sodass 7 eine die Orientierung erhaltende
Abbildung ist, dann gilt nach dem Satz von Stokes fiir jedes f € C*(N),

/7 of /[ = /M ar=[ 1=160)- 6@

Der Satz von Stokes reduziert sich in diesem Fall also zu Satz 7.16. Ist speziell
v : a, b] — R die Inklusionsabbildung, dann wird der Satz von Stokes zum Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung.

Das folgende Korollar enthélt zwei oft auftretende Spezialfille des Satzes von Stokes:

Korollar 11.9 FEs set M eine kompakte, orientierte glatte Mannigfaltigkeit. Dann
gelten folgende Aussagen:

(a) Besitzt M keinen Rand, dann verschwindet das Integral jeder exakten Form
tiber M :

/ dw =0, wenn oM = (.
M

(b) Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand und w eine geschlossene Form auf M,
dann verschwindet das Integral von w tiber OM :

/ w=0 wenndw =0 auf M.
oM
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Wir beenden die Vorlesung mit einer einfachen Anwendung des Satzes von Stokes,
die den klassischen Satz von Green liefert:

Korollar 11.10 Es seien D ein requlirer Bereich im R? und P, Q glatte reellwertige
Funktionen auf D. Dann gilt

/(a—Q—a—P)dxdy:/ Pdz+ Qdy.
p\0dz Oy oD

Beweis: Anwendung des Satzes von Stokes auf die 1-Form P dx + Q dy liefert die
Behauptung. |
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