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Einleitung

Eine Vielzahl von Problemen aus verschiedenen mathematischen Gebieten, wie etwa
der Wahrscheinlichkeitstheorie, der Harmonischen Analysis oder der Geometrie der
Zahlen, konnen auf Fragen iiber das Volumen von Schnitten oder Projektionen
konvexer Korper zuriickgefiihrt werden. Wahrend solche Fragen einfach erscheinen
mogen, beruhen deren Losungen oft auf heiklen Techniken aus der Fourier Analysis.
In den letzten 20 Jahren entwickelte sich daher ein eigenstdndiges mathematisches
Gebiet, die Geometrische Tomographie, welches sich mit der Wiedergewinnung von
Informationen {iber ein geometrisches Objekt aus Daten iiber die Schnitte und die
Projektionen des Objekts beschéftigt. Der Begriff ,, geometrisches Objekt® ist hier
bewusst vage gehalten und kann je nach Fragestellung konvexe oder sternférmige
Korper, kompakte oder sogar ganz allgemeine Borel-messbare Mengen umfassen.

In dieser Vorlesung sollen grundlegende Methoden der Fourier Analysis, wie die
Fouriertransformation und Fourierreihen beziiglich Kugelfunktionen, sowie einige
wesentliche Konzepte der Geometrie konvexer und sternférmiger Kérper besprochen
werden. Wir wenden diese dann zur Losung zweier beriihmter Probleme aus der
Geometrischen Tomographie an, die sowohl die Art der Fragestellungen in dem
Gebiet, als auch die Methoden zu deren Losungen illustrieren sollen.

1956 haben Herbert Busemann und Clinton Petty zehn offene Fragen iiber zentrale
Schnitte konvexer Korper im R™ zusammengestellt. Das erste Problem dieser Liste
ist die folgende Frage, welche heute als das Busemann—Petty Problem bekannt ist:

Es seien K und L zwei symmetrische konvexe Korper im R”. Angenommen es gilt
vol,_1 (K Nut) < vol, (L Nut)

fiir alle w € S"~!. Folgt dann
V(K) < V(L)?

Das dazu duale Problem beziiglich Projektionen, formuliert von Shephard 1964,
lautet wie folgt:

Es seien K und L zwei symmetrische konvexe Korper im R”. Angenommen es gilt
vol,_1 (K|ut) < vol,,_1(L|u™)

fiir alle w € S"~!. Folgt dann
V(K) < V(L)?

Im Gegensatz zum Busemann—Petty Problem, dessen vollstindige Losung (durch
Beitrdge von mehr als 15 Mathematikern) iiber 40 Jahre gedauert hat, wurde
Shephards Problem bereits ein Jahr nach seiner Formulierung von Clinton Petty
und unabhéngig davon von Rolf Schneider gelost. Wir werden die vollstdndigen
Losungen beider Probleme in dieser Vorlesung préasentieren.
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1 Konvexe Korper und Sternkorper

Wir arbeiten im n-dimensionalen reellen euklidischen Raum R”, n > 2, mit innerem
Produkt - und der davon induzierten Norm || - ||.

Eine Teilmenge K C R™ heiit konver, wenn fiir alle x,y € K und alle A € [0, 1],
(1—-Nz+ Xy € K.

Die Menge K ist also genau dann konvex, wenn sie mit je zwei Punkten z,y auch
stets deren Verbindungsstrecke [z, y] enthélt.

Ein konvezer Kérper im R™ ist eine (nichtleere) kompakte und konvexe Teilmenge
des R™. Wir bezeichnen mit K" die Menge aller konvexen Korper des R™.

Beispiele.
(a) R™ und jeder affine Unterraum des R™ sind konvex.

(b) Die Einheitskugel jeder Norm im R" ist ein konvexer Korper.

Fiir Teilmengen A, B C R"™ und fiir A € R definiert man die Minkowski Summe
A+ B und Skalarmultiplikation AA durch

A+B = {a+b:a€ Abec B},
M = {da:a€ A}

Unmittelbar aus den Definitionen folgt:
Proposition 1.1 Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist eine konvexe Menge.

(b) Bilder und Urbilder konvexer Mengen unter affinen Abbildungen sind konver.
(c) Sind A, B C R" konveze Korper, so auch A+ B und AA fir A € R.

Bemerkung.
(a) Fir A CR™ und A, > 0 gilt offensichtlich AMA + pA O (A + p)A.

(b) Es gilt AA + pA = (A + p)A fiir alle A, u > 0 genau dann, wenn A konvex ist.

Beweis: Es sei A konvex und v € AA+ pA. Dann ist = Aa+ pb mit a, b € A,
und es folgt

A 7
r=A\+p) ()\+Ma+)\+ﬂb) € A+ p)A,

womit AA + pA C (A + p)A und damit nach (a) AMA + pA = (A + p)A. Die
umgekehrte Schlussrichtung ist trivial. |



Eine Funktion f : R™ — R heifit konver, wenn fiir alle x,y € R™ und alle A € [0, 1],

FIT =Nz +Ay) < (1= A)f(x) +Af(y).

Die Funktion f ist also genau dann konvex, wenn die Verbindungsstrecke im R™ x R
zwischen je zwei Punkten des Graphen von f oberhalb des Graphen von f liegt.

Beispiele.
(a) Jedes affine Funktional im R™ ist konvex.
(b) Jede Norm im R™ ist konvex.
Aus der Definition konvexer Funktionen leitet man leicht her:
Proposition 1.2 FEs gelten die folgenden Aussagen:
(a) Sind f,g:R™ — R konveze Funktionen, so auch f + g und af fir o > 0.
(b) Jedes lokale Minimum einer konvexen Funktion ist ein globales Minimum.

(¢) Ungleichung von Jensen

Ist  konvex, so gilt
Sz 4 -4 Nex) S Af(xy) + -+ Ao f(zn)

firalle k €N, xy,...,2 € R und Ay, ..., A\, € [0,1] mit \y + -+ A\ = 1.

Der Epigraph einer reellen Funktion f : R™ — R ist definiert durch
epif={(z,t) eR"xR:t> f(x)} CR" x R.

Das folgende (triviale) Resultat erlaubt es Informationen tiber konvexe Mengen auf
konvexe Funktionen zu iibertragen und vice versa.

Proposition 1.3 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Die Funktion f :R"™ — R ist konvex.

(b) epi f ist eine konvere Teilmenge des R™ x R.

Wir kehren zu konvexen Mengen zuriick:

Definition. Fiir eine Teilmenge A C R" ist die konvexe Hiille conv A definiert als
der Durchschnitt aller konvexen Mengen im R” die A enthalten.

Fir A C R™ ist conv A die kleinste konvexe Menge (beziiglich Mengeninklusion)
welche A enthélt.



Der Punkt x € R" ist eine konvexe Kombination der Punkte xq,...,x; € R", wenn
es Zahlen Aq,..., \g € [0, 1] gibt mit A; 4+ -+ + Ay = 1, sodass

Z’I)\ll'l—i-"'—i—)\kl’k.

Satz 1.4 Fir A C R" ist conv A die Menge aller konvexen Kombinationen von je
endlich vielen Elementen von A.

Beweis: Es seien © = A\jxy + -+ + Mexp und y = A 1Tpiq + -0 + Api®ray zwel
konvexe Kombinationen von Punkten aus A. Dann gilt fiir A € [0, 1],

(1 — )\)LE + )\y = (1 — >\))\1$1 + -+ (1 — )\>>\kxk + )\)\k+1xk+1 +--+ )\)\kakH.

Da die Koeffizienten von x4, . . . , 1, alle nicht-negativ sind und ihre Summe 1 ergibt,
ist auch (1 — X)z + Ay eine konvexe Kombination von Punkten aus A. Damit ist die
Menge aller konvexen Kombinationen von Punkten aus A konvex. Da conv A aber
die kleinste konvexe Menge ist, die A enthélt, ist conv A insbesondere enthalten in
der Menge aller konvexen Kombinationen von Punkten aus A.

Wir zeigen nun weiter mittels Induktion, dass eine konvexe Menge K C R" stets alle
konvexen Kombinationen von m = 1,2,... ihrer Punkte enthélt. Die Behauptung
ist trivial fiir m = 1. Wir konnen daher annehmen, dass m > 1 und die Behauptung
fiir m — 1 gezeigt ist. Es sei v = \z1 + - - - + A2y, eine konvexe Kombination von
T1,..., &, € K. Ist \,, = 0, dann ist x € K nach Induktionsvoraussetzung. Ist
Am =1, dann ist ¢ = x,, € K. Wir konnen daher 0 < \,, < 1 annehmen. Dann gilt
O<A+-+A1=1—X\, <1 und es folgt

>\1 /\m—l

[ W .

A1x1+...+)\ml‘m: (1—)\m> ( xm1> —i—)\mmeK

Da conv A selbst konvex ist, enthéilt conv A damit alle konvexen Kombinationen
ihrer Punkte und insbesondere der Punkte aus A. [ |

Eine der grundlegenden Aussagen der kombinatorischen Konvexgeometrie ist eine
Verfeinerung des obigen Resultats:

Satz von Carathéodory. Fir A C R" ist conv A die Menge aller konveren
Kombinationen von affin unabhdngigen Punkten aus A. Insbesondere ist x € conv A
konvexre Kombination von n+ 1 oder weniger Punkten von A.

Beweis: Es sei x € conv A. Nach Satz 1.4 hat x eine Darstellung der Form
x:)\lxl—i-'"—i-)\kxk,

wobei x1,...,x € A, A\, ..., Ax > 0mit A\;+-- -4+, = 1 und wir kénnen annehmen,
dass hierbei £ € N minimal gewéhlt ist. Angenommen zi,...,z; wéren affin
abhéngig. Dann gibt es Zahlen aq, ..., a; € R, die nicht alle Null sind, sodass

(i) ay+---+a=0,

(il) aqxy + -+ + gy = o.



Wegen (i) ist mindestens ein a,, positiv. Wir wéhlen m so, dass A,/ ., positiv und

dabei so klein wie moglich ist. Dann gilt fiir alle ¢ = 1, ... k,
Am
>\i — —Q; Z 0

und wegen (i)

A Am
()\1——Oél> —+ -4 ()\k——ak) =1.
(07 oy,
Damit ist nach (ii)

A A
xr = ()\1——Oél> I1++ (Ak——&k) Tk
(07 Qm

eine Darstellung von z als konvexe Kombination von héchstens £ — 1 Punkten, im
Widerspruch zur Minimalitdt von k. Also sind z1, ..., x; affin unabhéngig, woraus
insbesondere k < n + 1 folgt. [ |

Die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten des R™ wird als Polytop bezeichnet.
Ein k-Simplex im R™ ist die konvexe Hiille von k& + 1 affin unabhéngigen Punkten
und diese Punkte heiflen dann die Ecken des Simplex.

Man kann den Satz von Carathéodory auch so formulieren, dass die konvexe Hiille
einer Teilmenge A C R™ die Vereinigung aller Simplizes mit Ecken in A ist.

Das néchste Resultat ist eine einfache Konsequenz aus dem Satz von Carathéodory:

Korollar 1.5 Die konvexe Hiille einer kompakten Menge A C R™ ist kompakt.
Beweis: Die Menge

{()\1,...,)\n+1,$1,...,$n+1> . )\Z 207)\1+"'+>\n+1 = 1,$j EA}

ist eine kompakte Teilemenge des R"*! x R™™*1)  Das Bild dieser Menge unter der
stetigen Abbildung

()\1, ey >\n+1,ZE1, R, ,$n+1) — )\11‘1 + e 4 )\n+1xn+1

von R x R+ nach R™ ist also auch kompakt. Nach dem Satz von Carathéodory
stimmt dieses Bild mit der konvexen Hiille conv A iiberein. |

Insbesondere ist jedes Polytop im R”™ ein konvexer Korper.

In unserem néchsten Resultat fassen wir einige Beziehungen zwischen Konvexitét
und topologischen Eigenschaften zusammen. An Bezeichnungen verwenden wir dabei
clos A fiir den Abschluss, int A fiir das Innere und bd A fiir den Rand einer Teilmenge
A C R"™ Das Innere von A C R"™ beziiglich der affinen Hiille von A bezeichnen wir
mit relint A. B" bezeichne die abgeschlossene euklidische Einheitskugel im R".

Satz 1.6 FEs sei K C R" konvex und nicht leer. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) clos K ist konvez.

(b) relint K ist nicht leer und konvez.



Beweis: (a) Es seien z,y € clos K und A € [0,1]. Wir wahlen Folgen xy,y, € K,
k € N, mit y — z und yx — y. Die Konvexitit von K impliziert (1—\)z+ Ay € K
fur alle k € N. Da (1—=X)zg+Ayr — (1—N)x+ Ay, erhalten wir (1—A)z+ Ay € clos K.

(b) Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die affine
Hiille von K Dimension n hat. Dann gibt es n + 1 affin unabhéngige Punkte
{z1,..., 2,11} in K. Wir bezeichnen ihre konvexe Hiille mit S C K. Es sei z € S so
gewahlt, dass

T = )\11'1 + -+ )\n+1$n+1

mit \y +---+Xpy = 1lund \;, > 0 fir¢ =1,...,n+ 1. Da xy,..., 2,1 affin
unabhéngig sind, bilden die Vektoren (z1,1),..., (2,41, 1) in R” X R eine Basis. Fir
y € R” sind die Koeffizienten p1, ..., pt,11 in der affinen Darstellung

Y =T+ Upr1Tpaa

mit pq +- - -+ g1 = 1, gerade die Koeffizienten von (y, 1) € R" x R beziiglich dieser
Basis. Da Koordinatenfunktionen stetig sind, héingen die Koeffizienten 1, ..., fipa1
stetig von y ab. Daher kann eine Zahl § > 0 so gewéahlt werden, dass fiir alle y € R"
mit ||z — y|| < J die Ungleichungen p; > 0,7 =1,...,n + 1, erfiillt sind und daher
y € S gilt. Es ist also z € int S C int K.

Es bleibt zu zeigen, dass int K konvex ist. Es seien z,y € int K und A € [0,1]. Wir
wahlen § > 0 so, dass t+0B", y+0B™ C int K C K. Dann folgt aus der Konvexitét
von B" und K,

(I1=Nzx+Ady+0B"=(1-N(z+dB")+ Ny+B") CK
und damit (1 — )z + \y € int K. |

In Anbetracht von Satz 1.6 (b) ist es sinnvoll, als Dimension einer konvexen Menge
A die Dimension der affinen Hiille von A zu definieren.

Wir wenden uns nun grundlegenden Stiitz- und Trennungseigenschaften konvexer
Mengen zu. Diese bilden ein wesentliches Hilfsmittel in spéteren Abschnitten.

Sei A C R"™ zunichst eine beliebige abgeschlossene Teilmenge. Eine Hyperebene
H im R™ (i.e. ein affiner Unterraum der Kodimension 1) heifit Stitzebene von A
im Randpunkt z, wenn © € H N A und A in einem der beiden abgeschlossenen
Halbrdume, die von H berandet werden, enthalten ist. In diesem Fall bezeichnen
wir mit H~ den Halbraum der A enthélt und nennen H~ einen Stitzhalbraum von
A in z. Eine Hyperebene kann in der Form

Hyo={zeR":z-u=a}

mit v € R"\{o} und a € R dargestellt werden. Ist H = H,,,, Stiitzebene von A in
y, so gilt v -y = a und

H ={zeR":z-u<u-y}.

Der Vektor u € R™\{o} heifit (4uBerer) Normalenvektor von H bzw. A in y.



Wir werden zeigen, dass die Stiitzebenen einer abgeschlossenen konvexen Menge
diese eindeutig bestimmen. Dazu benétigen wir zunéchst:

Lemma 1.7 Es sei K C R" eine abgeschlossene konvexe Menge. Zu jedem Punkt
x € R" gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt p(K,x) € K, sodass fir alley € K

[l = p(K, 2)|| < [l —yll

Beweis: Fiir geeignetes n > 0 ist die kompakte Menge z + nB™ N K nicht leer. Die
stetige Funktion y +— ||z — y|| nimmt also auf dieser Menge ein Minimum an, etwa
in z € K. Dann gilt ||z — z|| < ||z — y]| fir alle y € K.

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, auch 2’ € K erfiille ||z —2'|| < ||z —y||
fiir alle y € K. Dann ist ||z — 2/|| = ||z — 2| und es folgt ||z — 3(z + 2')|| < ||z — z|.
Da i(z + 2') € K steht das im Widerspruch zur Minimalitét von . |

Die Abbildung p(K, -) : R™ — K heit metrische Projektion der konvexen Menge K.

Satz 1.8 FEssei K C R" eine abgeschlossene konvexe Menge. Dann ist die metrische
Projektion p(K,-) : R" — K Lipschitz stetig und es gilt fir z,y € R™

Ip(K, z) = p(K, )|l < llz —yll.

Beweis: Es sei u € R*\K und v € R(K,u), wobei
R(K,u) = {p(K,u) + A(u — p(K,u)) : A > 0}

der Strahl durch v mit Endpunkt p(K,u). Wir zeigen zunéichst p(K,u) = p(K,v).
Angenommen, dies gilt nicht. Ist v € [u, p(K,u)), so folgt

[ = (K 0) || < Jlu—vl +llo = (K, 0) || < lu—=2l[+ [[v = p(K, w)|| = |lu—p(K,u)],

ein Widerspruch. Ist u € [v, p(K,u)), so sei ¢ € [p(K,u), p(K,v)] der Punkt mit der
Eigenschaft, dass die Strecke [u, g] parallel ist zur Strecke [v, p(K,v)]. Dann folgt

v =gl _ Jlv=pE )]

= <1
lw = p(E,w)|| - flv = p(K )|

was ebenfalls ein Widerspruch ist. Also ist p(K,u) = p(K,v).

Zum Beweis der Behauptung des Satzes konnen wir w := p(K,x) — p(K,y) # o
annehmen. Es seien H(z) und H(y), die zu w orthogonalen Hyperebenen durch
p(K,z) bzw. p(K,y). Wir wollen zeigen, dass die Strecke [z,y] die Hyperebenen
H(z) und H(y) trifft oder dquivalent dazu, dass

z-wzp(Kz)-w  und  y-w < p(K,y)-w.

Angenommen es gilt - w < p(K,x) - w. Dann ist x ¢ K und R(K,z) trifft die
Hyperebene H(y) in einem Punkt z. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt

Iz = p(K,y)l| < Iz = p(K,2)|| = ||z = p(K, 2) ],

ein Widerspruch. Analog zeigt man y - w < p(K,y) - w. |



Im folgenden Resultat fassen wir die Stiitzeigenschaften konvexer abgeschlossener
Mengen zusammen:

Satz 1.9 FEssei K CR" konvex und abgeschlossen. Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Durch jeden Randpunkt von K gibt es eine Stiitzebene von K.

(b) Ist K kompakt und nicht leer, so gibt es zu jedem Vektor u € R™\{o} eine
Stiitzebene an K mit duflerem Normalenvektor u.

Beweis: Es sei y € R*"\K. Wir zeigen zunichst, dass die Hyperebene H durch
p(K,y) und orthogonal zu y — p(K,y) eine Stiitzebene an K ist. Offensichtlich ist
HNK # (. Sei H- der von H berandete abgeschlossene Halbraum, der y nicht
enthélt. Angenommen, es gibt ein ¢ € K mit ¢ ¢ H~. Sei z der zu y ndchste Punkt
der Strecke [p(K,y),q|. Dann gilt ||y — 2| < |ly — p(K,y)||, was wegen z € K der
Definition von p(K,y) widerspricht. Es folgt K C H~, womit H Stiitzebene an K
im Punkt p(K,y) ist.

(a) Es sei x € bd K und y,, € R"\K, m € N, sodass y,, — . Nach Satz 1.8
gilt x,, = p(K,yn) € bd K — x = p(K,x). Nach dem ersten Teil des Beweises,
gibt es Stiitzebenen H,, = {z € R" : u,, - 2 = Uy, - T} von K in x,,, wobei
Uy, € S"1:=bd B". Da S"~! kompakt ist, kénnen wir u,, — u € S~ annehmen.
Essei H={z€ R":u-z=u-xz}. Offensichtlich ist z € H. Fiir y € K gilt wegen
U Y < Uy - Ty, m € Ny auch u-y < u-2x und damit K € H~, womit H Stiitzebene
an K in x ist.

(b) Da K kompakt ist, gibt es ein z € K, sodass max{u-y :y € K} = u-x.
Offensichtlich ist z € bd K und H = {z € R" : u- z = u - x} ist eine Stiitzebene von
K in x mit dulerem Normalenvektor w. ]

Umgekehrt kénnen konvexe Mengen unter den abgeschlossenen Mengen mit nicht-
leerem Inneren durch Stiitzeigenschaften charakterisiert werden:

Satz 1.10 Es set A C R"™ eine abgeschlossene Menge mit int A # (0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist konver.

(b) Durch jeden Randpunkt von A gibt es eine Stiitzebene von A.

Beweis: (a) impliziert (b) nach Satz 1.9. Es gelte daher umgekehrt (b). Es bezeichne
K den Durchschnitt aller Stiitzhalbraume von A. Als Durchschnitt konvexer Mengen
ist K konvex. Wir wollen zeigen, dass A = K. Offensichtlich ist A C K. Es sei
z € R"™\A und y € int A. Es sei z € [y, z] N bd A. Nach Voraussetzung gibt es eine
Stiitzebene H von A in z. Damit gilt aber y € int A C A C H~ und daher z ¢ H™,
also z ¢ K. |

Korollar 1.11 Jede nichtleere abgeschlossene konvexe Teilmenge von R™ ist der
Durchschnitt threr Stiitzhalbrdume.



Nach Korollar 1.11 kann ein konvexer Korper beschrieben werden, indem man die
Lage seiner Stiitzhalbraume in Abhéngigkeit vom &ufleren Normalenvektor angibt.
Diese Beschreibung wird analytisch durch die Stiitzfunktion geliefert.

Definition. Es sei K C R" ein konvexer Korper. Die Stitzfunktion von K ist fiir
u € R™ definiert durch

h(K,u) =max{z-u:z € K}.
Fiir u € R"\{o} setzen wir

H(K,u) = {zeR":z-u=h(K,u)}
H (K,u) = {zeR":z-u<h(K,u)}.

Die Mengen H (K, u) und H™ (K, u) sind die Stitzebene bzw. der Stitzhalbraum von
K mit duBerem Normalenvektor u.

Fir u € 8" ! ist h(K,u) der mit Vorzeichen versehene Abstand der Stiitzebene
H (K, u) mit &uBerem Normalenvektor u vom Ursprung. Der Abstand ist dabei genau
dann negativ, wenn u in den offenen Halbraum weist, der den Ursprung enthélt. Da
K der Durchschnitt seiner Stiitzhalbrdaume ist, erhalten wir

K={zxeR":2-u<h(K,u) fir alle u € R"}.

Bemerkung.
(a) Esist K = {z}, fiir ein z € R", genau dann wenn h(K,u) = z - u, u € R™.
(b) Fiir K € K" und t € R" gilt h(K +t,u) = h(K,u) +t-u, u € R"™
(c) Fur K € K" und A > 0 ist h(AK,-) = Ah(K, ).

Aus der Definition der Stiitzfunktion erhélt man unmittelbar folgende Eigenschaften:

Proposition 1.12 FEs sei K € K™, A > 0 und u,v € R™. Dann gilt:
(a) h(K, \u) = Ah(K, u),
(b) h(K,u+v) < h(K,u) + h(K,v).

Wir nennen eine Funktion A : R” — R mit den Eigenschaften (a) und (b) aus
Proposition 1.12 sublinear.

Die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers ist also eine sublineare Funktion auf R”
und damit insbesondere konvex und, wie der néchste Satz zeigt, stetig.

Satz 1.13 Eine konvexe Funktion f : R™ — R st stetig und Lipschitz-stetig auf
jeder kompakten Teilmenge des R™.

10



Beweis: Es sei xg € R® und S ein Simplex mit z¢ € int S. Wir koénnen n > 0 so
wihlen, dass xg + nB"™ C S. Fiir jedes © € S gibt es eine Darstellung

T=MT1+ o+ A1 T,
wobei x1, ..., 2,41 die Ecken von S sind, A\; > 0 und \; + ...+ A\,41 = 1. Es folgt
f@) < Mf(wn) 4 4 A f(wnia) < ei= max{f(2:)},

Es sei y € o +nB", d.h. y = o + au mit a € [0,1] und ||ul| = . Dann folgt aus
y=(1—a)zry+ alzy+u),
fly) < (1 =a)f(xo) + ouf (0 + u),
und damit wegen xo + u € .9,
f() = fzo) < alc — f(x0))-

Andererseits ist
1 o

o= 1+ozy+ 1+a(x0—u)
und daher
«Q
< - _
Flan) € TS (0) + 7o fao — W),
also

f(xo) = f(y) < alc— f(x0)).

Somit erhalten wir fiir y € xg + nB",

¢ — f(@o
1) — (o) < T
und damit die Stetigkeit von f in zy in verschéarfter Form.

Nun sei €' C R" eine kompakte Teilmenge und fiir ein n > 0 sei C,, = C +nB". Auf
der kompakten Menge C, nimmt die stetige Funktion | f| ein Maximum a an. Seien
x,y € C gegeben. Dann ist

Z2=y+ (y—x)eC
|y — | !
wn Iy — o]
. y—x
y=(1-=XNx+ Az mit A\ = —————.
S P T

Aus f(y) < (1= X)f(xz) + Af(z) folgt damit
F) - F(2) S MF() — f(2) < %‘Lny 1.

Vertauschung von x und y liefert daher die Ungleichung

|f(y) = f(@)] < blly — ||

mit einer von x und y unabhingigen Konstanten b. [

Das folgende Resultat zeigt, dass die Sublinearitdt bereits charakterisierend fiir
Stiitzfunktionen ist.
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Satz 1.14 Es sei h: R" — R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) h ist Stitzfunktion eines eindeutig bestimmten konvexen Korpers K C R™.

(b) h ist sublinear.
Beweis: (a) impliziert (b) nach Proposition 1.12. Sei daher A sublinear. Wir setzen
K={zeR":z -v<h(v) fiir alle v € R"}.

Als Durchschnitt von abgeschlossenen Halbraumen ist K abgeschlossen und konvex.
Setzen wir v = +0by,...,+b,, wobei {by,...,b,} eine orthonormale Basis des R"
ist, so folgt, dass K kompakt ist. Gilt K # 0, so ist offenbar h(K,u) < h(u) fiir alle
u € R"™. Es bleibt also zu zeigen, dass K # () und h(K,u) > h(u) fiir alle u € R™.

Da h sublinear und damit stetig ist, ist epih ein abgeschlossener konvexer Kegel
in R” x R mit nichtleerem Inneren. Es sei v € R™\{o}. Nach Satz 1.10 gibt es
cine Stiitzebene H(yy) o an epih durch (u, h(u)) € bdepih, sodass epih C H, ..
Da epih ein konvexer Kegel mit nichtleerem Inneren ist, folgt & = 0. Da h auf
ganz R" definiert ist, ist  # 0, also kénnen wir n = —1 annehmen. Nun folgt aus
epih € H, ), abery-v < h(v) fiir alle v € R", also y € K und damit K # (. Aus

(u, h(u)) € Hyy 1), folgt weiters y - u = h(u), also h(K,u) > h(u). [

Stiitzfunktionen sind fiir die Beschreibung konvexer Korper besonders niitzlich da
sich geometrische Eigenschaften der Korper in analytischen Eigenschaften ihrer
Stiitzfunktionen widerspiegeln.

Satz 1.15 Fiir konvexe Korper K, L € K" gilt
(a) K C L genau dann, wenn h(K,-) < h(L, "),

Beweis: (a) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Stiitzfunktion. Fiir (b) sei
u € R"\{o}. Es gibt Punkte x € K und y € L mit h(K,u) = z-uund h(L,u) = y-u.
Daraus folgt h(K,u) + h(L,u) = (z +y) - u < h(K + L,u). Andererseits hat jeder
Punkt z € K + L eine Darstellung z = v + y mit x+ € K und y € L. Es folgt
z-u=z-u+y-u<h(K,u) + h(L,u). Da z € K + L beliebig war, erhalten wir
h(K + L,u) < h(K,u) + h(L,u). |

Korollar 1.16 (K", +) ist eine kommutative Halbgruppe mit Kirzungsregel.

Neben der Stiitzfunktion kénnen auch andere Funktionen verwendet werden, um
konvexe Korper analytisch zu beschreiben.

Definition. Fiir einen konvexen Korper K € K" mit o € int K definiert man die
Distanzfunktion (oder das Minkowski Funktional) von K fiir x € R” durch

g(K,z) =min{\ > 0:2 € AK}.
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Die Radialfunktion von K ist fiir x € R™\{o} definiert durch

p(K,z) =max{A\>0: \xr € K} = :
o) = maxt T

Bemerkung.

(a) Die Distanzfunktion von K € K™ mit o € int K ist sublinear und es gilt
K={xeR":g(K,z) <1}.

(b) Fiir u € S ! gibt p(K,u) den Abstand vom Ursprung des Randes von K in
Richtung u an. Es gilt p(K,z)x € bd K fiir z € R"\{o}.

Als sublineare Funktion ist ¢g(K,-), nach Satz 1.14, auch die Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers. Dieser steht, wie wir im folgenden sehen werden, in einem
natiirlichen Dualitdatsverhéiltnis zum Korper K.

Definition. Fiir einen konvexen Koérper K € K™ mit o € int K definiert man den
Polarkérper von K durch

K'={zeR":z-y<l1firalleye K}.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass K* wieder ein konvexer Korper ist und dass in
der Tat eine Dualitét vorliegt.

Satz 1.17 Es sei K € K™ mit o € int K. Dann ist K* € K" ein konvexer Korper
mit o € int K* und es gilt K** = K.

Beweis: K* ist nach Definition abgeschlossen und konvex. Ebenfalls unmittelbar aus
der Definition ergibt sich (AB™)* = A\™'B™ fiir A > 0 und die Eigenschaft, dass aus
K C L stets K* O L* folgt. Da o € int K, kénnen wir ¢,7 > 0 so wahlen, dass
eB™ C K C nB". Damit folgt n7'B" C K* C e 'B" also K* € K" und o € int K*.
Es bleibt K** = K zu zeigen. Dazu sei y € K. Fiir jedes x € K* gilt z -y < 1, also
ist y € K**. Somit gilt K C K**. Sei nun z € R"\K. Fiir die Stiitzebene H, , an
p(K, 2) gilt dann K € H,, und 2-u > a. Da o € int K ist a > 0. Fiir alle y € K
gilt also y - # <1 und damit » € K*. Wegen z - = > 1 folgt aber z ¢ K**. |

a

Korollar 1.18 Fir K € K™ mit o € int K gilt

Beweis: Wir setzen

K={reR": h(K*,z) <1}.
Dann gilt nach der Definition von g(K,-) offenbar g(K,-) = h(K*,-). Fiir z € K
und u € K* gilt u-2 < h(K*,2) < 1, also ist x € K** = K. Somit gilt K C K.
Andererseits gibt es zu jedem z € K ein v € K* mit h(K*,x) = v -2 < 1, also ist
z € K und damit K C K. [ |
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Essei K € K™ mit o € int K und K = —K. Dann wird durch
|zllx = g(K,z), =eR"

offenbar eine Norm || - ||k auf R™ definiert fiir die K die Einheitskugel ist. Der zu
(R™ || - ||x) duale Banachraum sei (R™, || - ||%). Dann gilt

lyllie =sup{z-y: 2z e R, |jz||x <1} = h(K,y) = g(K*,y) = ||y|

K™ ist also gerade die Einheitskugel der Norm || - ||% = || - |

K*-

K*-

Radialfunktionen kénnen nicht nur zur Beschreibung konvexer Mengen sondern auch
fiir allgemeinere Mengen verwendet werden.

Eine Teilmenge L C R"™ heifit sternformig in Bezug auf o, wenn fiir jeden Punkt
z € L die gesamte Strecke [o, 2] in L liegt. Ist L dariiberhinaus kompakt und die
Radialfunktion von L, definiert fiir z € R™\{o} durch

p(L,z) = max{\ > 0: Az € L},

stetig, so nennen wir L einen Sternkdérper. Wir bezeichnen mit 8™ die Menge aller
Sternkorper des R”.

Aus der Definition von Sternkorpern erhalten wir unmittelbar ein Gegenstiick zu
Satz 1.14.

Proposition 1.19 Es sei p : R"\{o} — R. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) p ist Radialfunktion eines eindeutig bestimmten Sternkorpers L C R™.
(b) p ist stetig, nicht-negativ und (positiv) homogen vom Grad —1, d.h. fir alle
A >0 gilt p(Ax) = X" tp(z), z € R"\{o}.

Bemerkung.
(a) Fir L € 8" gilt L = {x € R"\{o} : p(L,z) > 1} U {o}.
(b) Fiir Sternkorper K, L € 8" gilt K C L genau dann, wenn p(K, ) < p(L, ).
(c) Fur L € 8" und A > 0 ist p(AL,-) = Ap(L, -).
Motiviert durch Satz 1.~15 definiert man fiir K, L € 8™ und A > 0 die Radial
(Minkowski) Summe K + L € 8" und Skalarmultiplikation AL € 8" durch

p(K—T—L,-) = p(K,-)+p(L,), (1.1)
p(AL,-) = Ap(L,-). (1.2)

Offensichtlich stimmen Minkowski und Radial Skalarmultiplikation auf 8™ iiberein.

Korollar 1.20 (8", +) ist eine kommutative Halbgruppe mit Kiirzungsregel.

Zum Abschluss des ersten Kapitels wenden wir uns noch einmal konvexen Mengen
zu und behandeln zwei Trennungsaussagen, die im folgenden hilfreich sein werden.
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Es seien A, B C R" beliebige Mengen. Eine Hyperebene H, , € R" trennt A und B,
wenn A C H,, und B C H;, gilt oder umgekehrt, wobei wir mit H, , und H,
die abgeschlossenen Halbrdume bezeichnen, welche von H, , berandet werden. Die
Mengen A und B werden stark getrennt, wenn es ein € > 0 gibt, sodass H,, ,—. und

H, +c beide die Mengen A und B trennen.

Die Trennung von Paaren von Mengen kann auf die Trennung einer Menge und eines
Punktes zuriickgefiihrt werden:

Satz 1.21 Es seien A, B C R" nicht leer. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) A und B kénnen (stark) getrennt werden.

(b) Die Mengen A+ (—B) und {o} kinnen (stark) getrennt werden.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir starke Trennung. Der andere Fall ergibt
sich analog indem man ¢ = 0 setzt. Die Hyperebene H, , trenne A und B stark und
es gelte A C H,, .und B C H; ., fireine >0.Seiz € A— B := A+ (—B),
dann ist xt =a—bmita€e A, be B. Wegena-u < a—cund b-u > a+ ¢ gilt
x-u < —2¢, also werden A — B und {o} durch H, _. stark getrennt.

Jetzt werde umgekehrt A — B und {o} durch H, _. stark getrennt, d.h. z-u < —2¢
fir alle x € A — B. Wir setzen a = sup{a-u:a € A} und § = inf{b-u : b € B}.
Firae A,be Bgilt a-u—b-u < —2¢, also f — a > 2¢. Durch die Hyperebene
H, (a+p)/2 werden daher A und B stark getrennt. |

Der folgende Satz ist eine endlich-dimensionale Version des (Trennungs-) Satzes von
Hahn—Banach. Er zeigt auflerdem, dass konvexe Mengen auch dann trennbar sein
konnen, wenn sie nicht disjunkt sind.

Satz 1.22 Es seien K, L C R" konvexr. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Ist K kompakt, L abgeschlossen und K N L =), dann kénnen K und L stark
getrennt werden.

(b) Ist relint K N relint L = 0, dann konnen K und L getrennt werden.

Beweis: (a) Da K € K™ und L abgeschlossen und konvex ist, ist K — L auch
abgeschlossen und konvex. Die Bedingung o ¢ K — L ist dquivalent mit K N L = ().
Da ein Translat der Stiitzebene durch p(K — L,0) orthogonal zu p(K — L,0) die
Mengen K — L und {o} stark trennt, folgt die Behauptung nun aus Satz 1.21.

(b) Es sei C' = relint K —relint L. Dann ist C' konvex und o ¢ C'. Damit ist aber auch
o ¢ relint (K — L). Ist o € clos (K — L) dann trennt jede Stiitzebene an clos (K — L)
durch o, die Mengen K — L und {o}. Andernfalls trennt die Hyperebene durch
p(clos (K — L), 0) und orthogonal zu —p(clos (K — L), 0) die Mengen K — L und {o}.
In beiden Fillen folgt die Behauptung also aus Satz 1.21. |
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2 Hausdorff und Radial-Metrik

Wir versehen im folgenden die Menge K™ der konvexen Koérper und die Menge 8™ der
Sternkorper im R” mit einer Metrik d bzw. r. Damit werden (K", d) und (S™,r) zu
vollstdndigen metrischen Rédumen. Eigenschaften allgemeiner Korper kénnen dann
oft mittels Approximation durch spezielle Kérper nachgewiesen werden.

Wir betrachten zunéchst allgemeiner die Menge C™ der nichtleeren kompakten
Teilmengen des R™ und fithren hierauf eine Metrik ein.

Definition. Fiir K, L € C" wird der Hausdorff-Abstand definiert durch

d(X, L) := max{max min ||z —y||, max min ||z — y]|}.

Bemerkung.

(a) Fir K, L € C" ist d(K, L) der maximale Abstand den ein Punkt in einer der
Mengen K, L von der anderen Menge haben kann.

(b) In einem allgemeinen metrischen Raum (X, ) wird der Hausdorff-Abstand
zweier kompakter Mengen K, L definiert durch

d(K,L) = L K)y.
(K,L) max{raflea%g(x, )’I?QLXQ(% )}

Satz 2.1 Fir K,L € C™ gilt
d(K,L) =min{\ > 0: K C L+ AB",L C K + A\B"}. (2.1)

Beweis: Es bezeichne «a die rechte Seite von (2.1). Fiir x € K gilt dann « € L+aB",
also x = y + ab mit geeigneten y € L und b € B™. Es folgt ||z — y|| < @ und damit
mingey, ||© — y|| < a. Da dies fiir alle z € K gilt, folgt max,ecx mingey, ||z — y|| < o
Vertauschung von K und L ergibt d(K, L) < a.

Nun sei 0 < A < a und etwa K € L + AB"™. Dann gilt x ¢ L + AB" fiir geeignetes
x € K, also ||z — y|| > A fiir alle y € L und daher d(K,L) > A. Da A < « beliebig
war, folgt d(K, L) > a. |

Satz 2.2 Der Hausdorff-Abstand ist eine Metrik auf C" und (C",d) ist vollstindig.

Beweis: Zum Nachweis, dass d eine Metrik auf C™ definiert, zeigen wir nur die
Dreiecksungleichung. Die anderen Eigenschaften einer Metrik sind offenbar erfiillt.
Es seien K, L, M € C" und d(K,L) = a und d(L, M) = . Dann gilt K C L + aB"
und L C M + gB", also K C M + fB"+ aB™ = M + (a + §)B"™. Analog gilt
M C K + (a+ )B™ und daher d(K, M) < d(K,L) + d(L, M).

Um zu zeigen, dass (C",d) vollstindig ist, beweisen wir zunéchst, dass fiir eine
abnehmende Folge K; C C", d.h. K;,; C K, fiir i € N, gilt

lim K; = QKJ, (2.2)
J:
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Die Menge K := ﬂj; K ist kompakt und, wie man leicht zeigt, nicht leer. Wir
nehmen an (2.2) gilt nicht. Dann gibt es ein £ > 0 und unendlich viele i € N mit
d(K;, K) > e. Wegen K C K; gilt also K; € K + ¢B" fiir diese i. Wegen K1 C K;
gilt sogar K; € K + eB" fiir alle ¢ > m fiir passendes m € N. Wir setzen

Dann ist A;,7 > m, eine abnehmende Folge von nichtleeren kompakten Mengen und
hat damit nichtleeren Durchschnitt A. Da K C int (K 4+ ¢B™) ist AN K = (). Aber
aus A; C K; folgt A C K, ein Widerspruch.

Es sei nun K;, ¢ € N, eine Cauchy-Folge in C". Aus der Cauchy-Eigenschaft folgt,
dass die Mengen | J;° = K; fiir jedes m € N beschréinkt sind. Wir setzen fiir m € N,

A,, := clos G K;.

Dann bilden die A,, eine abnehmende Folge von nichtleeren kompakten Mengen und
nach dem zuvor Gezeigten gibt es ein A € C" mit

Zu jedem e > 0 existiert also ein ng € N mit A,, C A + ¢B" fiir m > ng und daher
K; C A+eB™ fiir i > ny. Da die K; eine Cauchy-Folge bilden, gibt es ein n; > ng mit
K; C K;+eB" fiir alle ¢, 7 > n;. Fiir alle 7, m > n, gilt also U;’im K; C K;+eB" und
daher A,, C K; + eB", woraus A C K; + ¢B" folgt. Wir erhalten damit insgesamt
d(K;, A) < e fiir i > ny. |

Als néchstes wollen wir zeigen, dass in dem metrischen Raum (C", d) abgeschlossene,
beschriankte Mengen kompakt sind. Dazu geniigt es nach einem bekannten Kompakt-
heitskriterium in metrischen Rdumen, Folgenkompaktheit nachzuweisen:

Satz 2.3 In (C",d) besitzt jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Essei K?, i € N, eine beschrinkte Folge in C". Dann gibt es eine beschriinkte
Menge C' C R™ mit K? C C fiir alle i € N. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es eine endliche
Menge E C C' mit C' C E + eB™. Wir wihlen nun zu jedem ¢ = %, m € N, eine
derartige Menge F = E,,. Fiir K € C" mit K C (' sei

An(K) = (K + LB") N E,.
Dann gilt fiir die endlichen Mengen A,,(K) offenbar

1
d(K,An(K)) < —. (2.3)
m
Da F; endlich ist, gibt es unendlich viele Indizes i € N, fiir die A;(K?) dieselbe
Teilmenge von E; ist. Die Folge K?, i € N, hat also eine Teilfolge K} derart, dass
fiir alle i € N,

Al (Kll) = Tl-
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Analog hat K}, i € N, eine Teilfolge K? derart, dass fiir alle i € N,

AQ(K?) = TQ.

Auf diese Weise erhalten wir eine rekursiv definierte Folge T,,,, m € N, von endlichen
Mengen T, C E,, und zu jedem m eine Folge K", 1 € N, sodass fiir alle 7 € N,

A (K = T,,.

Dariiber hinaus ist K

1

gilt daher fiir kK > m und i,j € N,

i € N, fiir £ > m eine Teilfolge von K", i € N. Nach (2.3)

1

1
d(K},Tp) <

m k
. also d(K", Kj) <

2
m
Wir setzen nun fir k£ € N,

Ky = K}.

Dann ist K,,, m € N, eine Teilfolge von K?, i € N, und wegen

2
m

fiir £ > m, eine Cauchy-Folge, die nach Satz 2.2 konvergiert. |

Korollar 2.4 Fiir eine Teilmenge T von (C™,d) sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) T ist kompakt.

(b) T st beschrinkt und abgeschlossen.

Wir wenden uns nun wieder der Menge K™ C C" der konvexen Korper zu.

Satz 2.5 K" ist eine abgeschlossene Teilmenge von (C",d).

Beweis: Wir wollen zeigen, dass C"\K" offen ist. Dazu sei K € C™ nicht konvex.
Dann gibt es z,y € K und Zahlen A € (0,1), ¢ > 0 mit (2 + 2eB") N K = § fiir
z:= (1= Xz + \y. Es sei L € C" eine kompakte Menge mit d(K, L) < e. Dann gibt
es Punkte 2/, ¢y’ € L mit

lz =2 <e und  fy-y <e.

Fiir den Punkt 2/ := (1 — X\)2’ 4+ A\y/ gilt also ||2/ — z|| < e. Wére 2/ € L, so gibe
es einen Punkt w € K mit ||w — 2/|| < ¢, also mit ||w — z|| < 2¢, ein Widerspruch.
Damit ist auch L nicht konvex. n

In vielen Bereichen der Mathematik benotigt man Resultate, die die Existenz der
Losungen von Extremalproblemen garantieren. Als Konsequenz der Sétze 2.3 und
2.5 erhalten wir ein solches Ergebnis fiir konvexe Korper.

Auswahlsatz von Blaschke. Jede beschrinkte Folge konvexer Kérper besitzt eine
konvergente Teilfolge.
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Da die Menge der konvexen Korper K™ nun mit einer Metrik versehen wurde, konnen
wir die Approximation allgemeiner Koérper durch spezielle, wie Polytope, behandeln.
Diese stellt ein oft benutztes Hilfsmittel dar, welches insbesondere zur Definition
und dem Studium geometrischer Funktionale eingesetzt werden kann. Wir zeigen
zunéchst, dass die Menge der Polytope dicht ist in ™.

Satz 2.6 FEs set K € K™ und € > 0. Dann gibt es ein Polytop P € K™ mit P C K
und d(P,K) < e.

Beweis: Als kompakte Menge konnen wir K durch endlich viele Kugeln mit Radius ¢,
deren Mittelpunkte in K liegen, {iberdecken. Die konvexe Hiille der Mittelpunkte
dieser Kugeln ist ein Polytop P mit

PCKCP+eB"
Insbesondere gilt also d(K, P) < ¢. [

Im vorstehenden Beweis konnen wir zusétzlich fordern, dass alle verwendeten
Kugelmittelpunkte rationale Koordinaten haben. Da die Menge der Polytope mit
rationalen Ecken abzéhlbar ist, zeigt dies, dass der Raum (K", d) separabel ist.

Korollar 2.7 Der metrische Raum (K", d) st lokalkompakt, separabel wund
vollstindig.

Wir bezeichnen mit || - ||o, die Maximumsnorm von stetigen Funktionen auf S™~!:
[ flloo = max{|f(u)] :w € S"'},  feC(s").

Verwenden wir Stiitzfunktionen zur Beschreibung konvexer Korper, so ldsst sich
deren Konvergenz auf einfache Art ausdriicken.

Satz 2.8 Fir K,L € K" gilt
d(K, L) = [|M(K, ) = h(L; ) oo
Beweis: Es sei d(K, L) = . Dann gilt K C L + aB", also fiir u € S"7!,
h(K,u) < h(L+aB" u) =h(L,u)+ «a.
Vertauschung von K und L liefert daher fiir alle v € S™~ 1,
|h(K,u) —h(L,u)| <«

und daher ||h(K,-) — h(L, )| < . Dieses Argument kann umgekehrt werden. W
Nach Satz 1.15 und Satz 2.8 wird der metrische Raum (K", d) durch die Abbildung

p: K" = C(S"h, K h(K,-)

isomorph (als konvexer Kegel) und isometrisch in den Banachraum C(S™!) der
stetigen Funktionen auf S™~! versehen mit der Maximumsnorm eingebettet.

Die Konvergenz konvexer Korper ist also dquivalent zur gleichméfligen Konvergenz
der entsprechenden Stiitzfunktionen auf S™~!. Das niichste Resultat zeigt, dass diese
gleichméfige Konvergenz bereits aus der punktweisen Konvergenz folgt.
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Satz 2.9 Ist eine Folge von Stiitzfunktionen auf S™ ' punktweise konvergent, so
konvergiert sie auf S"! gleichmdfig gegen eine Stiitzfunktion.

Beweis: Es sei h(K;,+), i € N, eine Folge von Stiitzfunktionen, die auf S"~! und daher
wegen der Homogenitédt von Stiitzfunktionen auf ganz R"™ punktweise konvergiert.
Die (punktweise) Grenzfunktion h ist offenbar sublinear und daher nach Satz 1.14
ebenfalls eine Stiitzfunktion.
Fiir jedes u € S™! ist a(u) := sup, h(K;, u) endlich. Wir kénnen daher eine Zahl
R > 0 wahlen mit
H, .y € RB".
uesSn—1
Dann gilt offenbar K; C RB™ fiir alle i« € N. Wir wihlen Punkte z; € K; mit
h(K;,u) = x; - u. Dann gilt fiir v € "1
h(Ki,u) = h(K,0) < i (u—v) < zill[u = vl| < Rllu— o],
Vertauschung von w und v liefert |h(K;, u) — h(K;,v)| < R|lu — v||.
Es sei ¢ > 0 gegeben. Wir wiihlen eine endliche Menge S C S™! derart, dass zu
jedem u € S"! ein v € S existiert mit |ju — v|| < ¢/3R. Da S endlich ist, gibt es
ein ng € N sodass fiir 7,7 > ng und alle v € S,

B, 0) = h(Kj,0)| < 2.

Nun sei u € S™ !, Wir kénnen ein v € S withlen mit minimalem Abstand von w.
Schreiben wir h; fiir die Einschrinktung von h(K;, -) auf S"~!, so folgt fiir 4, > ny,
WK, u) — WK, u)| < [hi(u) = hi(v)] + [hi(v) = h; (V)] + |h;(v) = hi(u)] <e.

Damit erhalten wir fiir ¢ > ng,
|h(K;,u) — h(u)| < e.

Da u € S™! beliebig war, folgt die gleichmiBige Konvergenz von h(K;, ) gegen h.
|

Wir wollen uns nun der Menge 8" C C" der Sternkérper im R"™ zuwenden. Wie
einfache Beispiele zeigen, ist S™ keine abgeschlossene Teilmenge von (C",d). Man
versieht daher ™ mit einer neuen Metrik. Motiviert durch Satz 2.1 definiert man:

Definition. Fiir K, L € §™ wird der Radial-Abstand definiert durch
r(K,L):=min{\ >0: K CL+\B",L C K+ \B"}.

Nach Satz 2.8 lasst sich die Konvergenz konvexer Korper bequem durch die
gleichmifige Konvergenz der entsprechenden Stiitzfunktionen auf S™~! audriicken.
Auf analoge Weise zeigt man, dass die Konvergenz von Sternkorpern beziiglich der
Radial-Metrik dquivalent ist zur Konvergenz der entsprechenden Radialfunktionen
beziiglich der Maximumsnorm auf C(S™™1).

Proposition 2.10 Fir K,L € 8" gilt
r(K, L) = [lp(K,-) = p(L,") |-
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Die Definitionen (1.1), (1.2) und Proposition 2.10 zeigen, dass der metrische Raum
(8™, r) durch die Abbildung

Y : 8" = C(S™Y), L p(L,-)

isomorph (als konvexer Kegel) und isometrisch in den Banachraum C(S™~!) versehen
mit der Maximumsnorm eingebettet wird. Es gilt dabei genauer

P(SE") =C(S" ) ={peC(S" ") :p>0}.
Korollar 2.11 Der metrische Raum (8™, r) ist vollstindig.

Bemerkung.

(a) Man kann zeigen, dass (8", r) nicht lokalkompakt ist.
(b) Fir K, L € S" gilt
d(K,L) <r(K,L).

Die Konvergenz in der Radial-Metrik impliziert also insbesondere Konvergenz
in der Hausdorff-Metrik.

(c¢) Esseien 0 <r < Rund K, L € K"(r, R), wobei
K'(r,R):={K € K" :rB"C K C RB"}.

Dann gilt

r(K,L) < gd(K, L).

Konvergenz beziiglich der Hausdorff-Metrik auf K"(r, R) ist also dquivalent
zur Konvergenz beziiglich der Radial-Metrik.

Im folgenden beziehen sich alle metrischen und topologischen Begriffe, die im
Zusammenhang mit K" verwendet werden, auf die Hausdorff-Metrik und jene die
im Zusammenhang mit §™ verwendet werden, auf die Radial-Metrik und die davon
induzierte Topologie.

Nachdem wir K" und 8™ mit einer Metrik versehen haben, stellt sich die Frage nach
der Stetigkeit der fiir uns wesentlichen Abbildungen. Aus den Sétzen 1.15 und 2.8
sowie der Definition 1.1 und der Proposition 2.10 folgt die Stetigkeit der Additionen
auf K" und S™:

Proposition 2.12 Fir K, K',L,L' € K" gilt

dK+K' ,L+L')<dK,L)+dK' L.
Fir K, K',L, L' € 8" qilt

r(KF K LEL) <r(K, L) +r(K',L).

Schwieriger zu zeigen ist die Stetigkeit des Volumens auf " und §™. Das Volumen
auf C" ist dadurch definiert, dass V(K) das Lebesgue-Mafl von K € C™ ist.
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Satz 2.13 Das Volumen ist stetig auf K.

Beweis: Es sei K € K™ gegeben. Gilt V(K) = 0, so liegt K in einer Hyperebene. Es
sei L € K™ ein konvexer Korper mit d(K, L) < o < 1. Dann gilt L C K + aB™, also
V(L) < V(K + aB"). Eine einfache Abschétzung zeigt, dass V(K + aB") < ¢(K)a
mit einer von a unabhéngigen Zahl ¢(K'). Daraus folgt die Stetigkeit von V' bei K.
Sei nun V(K) > 0 und ¢ > 0 gegeben. Wir kénnen o € int K annehmen. Wir
wahlen A > 1 mit (A" — 1)A"V(K) < € und ein r > 0 mit 7B" C int K. Dann
ist die Funktion h(K,-) — h(rB",-) auf R"\{o} positiv, sie nimmt also auf S"!
ein positives Minimum « an. Fir alle L € K" mit d(K,L) < n < «, gilt dann
|h(K,u) — h(L,u)| < a und daher h(rB™ u) < h(K,u) — a < h(L,u) fir u € S"!
also rB™ C L. Wihlen wir n < min{«, (A — 1)r}, so folgt

KCL+A-1)rB"CL+(AN=1)L=M\L
und analog L C AK. Daraus erhalten wir

V(K)<AV(L)  und V(L) < \V(K),

also
V(K)=V(L)<(A"=1)V(L) < (A" = DA"V(K), (2.4)
V(L) - V(K)<(AN"=1)V(K) <(\" = 1DHA"V(K) (2.5)
und daher
IV(K)=V(L)| <(A\"=DA"V(K) < e. ]

Um zu zeigen, dass das Volumen auf S” stetig ist, verwenden wir Polarkoordinaten
im R™. Dabei wird ein Punkt z € R™ durch seinen Abstand r vom Ursprung und
einen Punkt v € S™ !, der die Richtung von x angibt, bestimmt. Der Punkt v € S"™!
kann dabei durch n — 1 reelle Koordinaten spezifiziert werden. Wir definieren fiir
(1,01, s pn_1) € RT x [0,m)""2 x [0, 27),

r  COS
r singp; COS P2
p(r, o1, . Pop1) = : =:ru.
r o osing; sings ... SN, o COSE,_1
r osing; sings -+ sing, o sing, 1

Die induktive Berechnung der Funktionaldeterminante liefert

n—1 3

sin™ "2 1 sin" 2 g - -+ sin® @,_3 sin Y, _s.

(’]p>(ru 2 I 9071*1) =r

Fiir jede integrierbare Funktion f auf R™ gilt daher

f(x)de = /00 flrw)r" ' do(u) dr.
R® 0 Jen-t
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Dabei haben wir das durch

/ g(U)dU(U)Z/ gL, 01, 0n1))(ID) (L, 01, .., 0n1) (@1, - oo Pr1)
Sn—1 [0,7)"—2x[0,27)
definierte rotationsinvariante Mafl ¢ auf S"~! verwendet.

Nach einem bekannten Resultat iiber invariante Mafle auf Restklassenrdumen ist das
Mafl o bis auf einen positiven Faktor das eindeutig bestimmte rotationsinvariante
Wahrscheinlichkeitsmafl auf S”~!. Wir machen uns diese Invarianzeigenschaft bei
der Berechnung der Gesamtmasse von o, also der Oberfliche w,, von B™, zu Nutze.

Die Funktion f(z) = exp(—x-x) ist einerseits rotationsinvariant und andererseits ein
Produkt von Funktionen in den Koordinaten von z. Damit erhalten wir einerseits

fade =] / " exp(—a?) dz; = (V)"

R

und andererseits

Lz 1)
+1)

Es gilt also
7’L7Tn/2

wy = 0o(S") = m

Durch die Integration beziiglich Polarkoordinaten erhalten wir eine sehr niitzliche
Formel zur Berechnung des Volumens von Sternkorpern:

Satz 2.14 Fir L € S™ gilt

V(L) = 1 /Sn—l p(L,u)" do(u).

n

Beweis: Schreiben wir I(L, -) fur die Indikatorfunktion von L, so gilt

V(L) = /R A(L,0) de = /S /0 " drda(u):% /S plL ) dofw).
[ |

Korollar 2.15 Das Volumen V ist stetig auf S™.
Zum Abschluss weisen wir darauf hin, dass das Volumen auf (C", d) nicht stetig ist:

Jede kompakte Menge ist Grenzwert einer Folge endlicher Mengen, und diese haben
Volumen Null.
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3 Gemischte und duale gemischte Volumina

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten des Volumens in Verbindung
mit den auf den Rdumen K" und S" eingefithrten Additionen. Betrachtet man das
Volumen einer Minkowski Linearkombination von konvexen Korpern mit variablen
Koeffizienten, so erhédlt man ein Polynom. Die Koeffzienten sind die sogenannten
gemischten Volumina. Analog dazu kann auch das Volumen einer Radial Linear-
kombination von Sternkorpern durch ein Polynom ausgedriickt werden, dessen
Koeffizienten duale gemischte Volumina heiflen.

Als unmittelbare Folge von Satz 2.14 und Definition (1.1) erhalten wir:

Satz 3.1 Es seien Ly, ..., Ly € 8" und Ay, ..., Ay 2 0. Dann gibt es Koeffizienten

V(Liyy ..y Li), 1 < iy,....0, < m, die symmetrisch in ihren Argumenten sind,
sodass .
VML F o FdnLw) = > Ny A V(L. L),
i1yerrin=1

Beweis: Nach Satz 2.14 und Definition (1.1) gilt

N N - 1
VML F o FAdnLn) = > Ao\, (5/ 1p(Lil,u)-~-p(Lin,u)dU(u)).
. Snf
|

Definition. Fiir Ly,..., L, € S™ ist das duale gemischte Volumen definiert durch

~ 1

V(i L) = ﬁ/gnl (Lo, 1) - p(Ln, ) dor(u).

Unmittelbar aus den Eigenschaften von Radialfunktionen erhalten wir die folgenden
Eigenschaften dualer gemischter Volumina:

Proposition 3.2 Es seien K,L,Lq,...,L, € 8". Dann gelten folgende Aussagen:
(a) V:8"x---x 8" — R ist stetig.
(b) V(Ly,...,Ly,) > 0.
(¢) V ist multilinear, d.h. fir alle o, B >0 gilt

V(aKFBL, Ly, ..., Ly) = aV(K, Ly, ..., Ly) + BV(L, Ly, ..., L,).

(d) V ist monoton, d.h. fir K C L gilt V(K, Ly, ..., Ly,) < V(L, Lo, ..., Ly).
(e) V(K,...,K)=V(K).
(f) Fir alle ¢ € GL(n) gilt V(¢Ls,...,¢L,) = |det ¢|V (L1, ..., Ly).
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Als néchstes untersuchen wir das Volumen einer Minkowski Summe von konvexen
Korpern. Um hier eine zu Satz 3.1 analoge Aussage zu erhalten, betrachten wir
zunéchst Polytope und einige ihrer grundlegenden Eigenschaften.

Fiir einen konvexen Korper K € K" ist die Stitzmenge von K mit &duflerem
Normalenvektor u € R™\{o} definiert durch

F(K,u):= H(K,u)NK.

Jede Stiitzmenge von K ist offenbar wieder ein konvexer Korper, deren Stiitzfunktion
sich auf einfache Weise durch die Stiitzfunktion von K ausdriicken ldsst.

Satz 3.3 Es seien K € K" und u € R"\{0}. Dann gilt fir x € R,

W(F (K, u), ) = i (u; ) = lim WK, u+ M;) — h(K, u)

Insbesondere folgt F(K + L,u) = F(K,u) + F(L,u) fir K,L € K.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass Wy (u; x) fiir alle w € R™\{0} und = € R" existiert.
Dazu sei f : R — R definiert durch f(n) = h(K,u+nz). Offenbar ist f eine konvexe
Funktion. Damit gilt aber fiir 0 < A < p,

(A <A g A
f(A)—f(Mu)s 210+ 2 7(0),
also
f(AN) = f(0) < f () = f(0)
A - It
Fiir beliebiges 7 > 0 und alle A > 0 gilt
(A oy A ey
1O = £ (535 0+ o A) < e f )+ e O
und damit
f(0) = f(=n) < f() = £(0)
n - A

Diese Ungleichung und die zuvor gezeigte Monotonie Eigenschaft sichern aber gerade
die Existenz des Grenzwerts

L FO) = FO0) B Ax) = B )
A0 A A0 A

= h(u; ).

Als néchstes zeigen wir, dass fiir festes u € R™\{o} die Funktion A/ (u;-) sublinear
und damit nach Satz 1.14 Stiitzfunktion eines konvexen Korpers ist. Fir A\, > 0
und z,y € R" gilt

h(K,u+ piz) — h(K,u) )\h(K,u + pAx) — h(K, u)

It A
und wegen der Konvexitét von h(K,-),
< + .

7 - 21 2p

Mit | 0 folgt Ay (u; Ax) = ARy (u; ) und Wy (u; 2 + y) < Wy (u; ) + bl (u;y).
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Damit gibt es einen konvexen Koérper K, € K" mit h(K,,:) = hy(u;-). Wegen
h(K,u+ Ax) < h(K,u) + M(K, x) gilt fiir alle A > 0,
hK,u+ Ax) — h(K,u)
A

Mit A | 0 folgt A (u;z) < h(K,x) fiir x € R, also K,, C K. Es sei nun y € K,.
Dann ist

< h(K,x).

y-u < h(Kyu) <h(K u),
y-—u < (K, —u)=hiy(u;—u) = —h(K, u).
Es folgt y - u = h(K,u) und daher y € H (K, u). Somit gilt K,, C F(K,u).
Es sei schlieBlich noch y € F(K,u). Dann gilt y -« = h(K,u) und y - v < h(K,v)
fiir alle v € R™. Es sei x € R™ und v = v + Az, fiir A > 0. Dann folgt
hK,u+ Ax) — h(K, u)
A Y
also y - x < Wl (u;x) = h(K,, x). Da dies fiir alle z € R™ gilt, ist y € K. |

y <

Wir bezeichnen im folgenden mit P" die Menge aller Polytope im R™.

Definition. Eine Stiitzmenge eines Polytops P € P™ heifit eine Seite von P. Wir
bezeichnen die Menge aller i-dimensionalen Seiten von P mit F;(P). Die Seiten der
Dimension Null heiflen die Ecken von P, die Seiten der Dimension n — 1 heiflen
Facetten von P.

Polytope sind konvexe Korper mit einer besonders einfachen Randstruktur, denn sie
haben nur endlich viele Seiten, welche ebenfalls Polytope sind.
Satz 3.4 Es seien P, Pi, P, € P". Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Jede Seite von P ist ein Polytop.
(b) F;(P) ist endlich fir allei € {0,...,n —1}.
(¢c) P+ P, e P,
Beweis: Es sei H, , Stiitzebene von P = conv {zy,...,z;}. Wir wollen zeigen, dass
Hy,oNP=conv(HyoN{x1,...,21}). (3.1)

Sei K € P™ das Polytop auf der rechten Seite von (3.1). Offenbar ist K C H, , N P.
Sei nun = € H,, N P. Da H,, Stiitzebene von P ist, gilt H,, N {z1,...,xx} # 0.
Wir koénnen daher {z1,...,z;} € H,, fir geeignetes j € {1,...,k} annehmen. Da
x € conv {xy,...,x,}, gibt es Zahlen \; € [0,1], 1 <i <k, mit >, \; = 1, sodass

k j k
azmuzg )\ixi-u:g Ao+ E A\ T - U
i=1 i=1 i=j+1

Da P C H,, ist ;- u < « fiir alle ¢ > j und damit A\; = 0 fiir ¢ > j, also r € K. Es
folgt (3.1) und damit Behauptungen (a) und (b).
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Um zu zeigen, dass P; + P5 ein Polytop ist, sei P = conv A und P, = conv B mit
A= {xy,...,z} und B = {y1,...,Ym}. Es sei z € conv (A + B). Dann gibt es
a; € A,b; € Bund \; € [0,1], 1 <¢ <, mit >, \; = 1, sodass

l

l l
= Alai+b)=> Nai+ Y A\bi € P+ P
i=1 =1

=1

Ist umgekehrt x € Py + P, dann gibt es A, p; € [0,1] mit >, N = >0 p; = 1,

sodass
xr = Z Aia; + Z/ijj = Z )\Zu](az + bj) € conv (A + B)
i j irj
Also gilt insgesamt Py + P, = conv (A + B) € P™. |
Bemerkung.

(a) Es sei P = conv{zy,...,x;} ein Polytop im R™ und k£ € N minimal gewé&hlt.
Dann folgt aus (3.1), dass z1, ..., z; genau die Ecken von P sind.

Polytope kénnen nicht nur als konvexe Hiille von endlich vielen Punkten, sondern
auch als Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen dargestellt werden.

Satz 3.5 FEs gelten die folgenden Aussagen:

(a) Jedes Polytop ist Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen.

(b) Jeder nichtleere, beschrinkte Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen
Halbrdumen ist ein Polytop.

Beweis: (a) Es sei P € P" ein Polytop und Fi, ..., F seien die Facetten von P.
Wir kénnen dim P = n annehmen, da Ebenen als Durchschnitte von endlich vielen
abgeschlossenen Halbrdumen dargestellt werden konnen. Es seien H;, 1 < i < k, die
Stiitzebenen von P, sodass H; N P = F; und P C H; . Wir behaupten, dass

P=H Nn---NH,.

Die Inklusion P C H; N---N H ist klar. Es sei nun z € R\ P und A sei die
Vereinigung aller affinen Hiillen von = und je n — 1 Ecken von P. Wir wéhlen einen
Punkt y € int P\ A. Dann gibt es einen Punkt z € bd P N [z, y] und z liegt in einer
Stiitzebene an P also in einer Seite F' von P. Angenommen, dim F' < n — 2. Nach
dem Satz von Carathéodory liegt z dann in der konvexen Hiille von héchstens n — 1
Ecken von P und daher in A. Aber daraus folgt y € A, ein Widerspruch. Also ist
F=F,fireinie{l,...,k}. Ausy €int P Cint H; folgt = & H; .

(b) Es sei P = ﬂle H; nichtleer und beschrénkt, wobei Hy ,..., H, C R™ abge-
schlossene Halbraume sind. Wir kénnen dim P = n annehmen (andernfalls ersetzen
wir R™ durch die affine Hiille von P) und nach einer Translation dann o € int P.
Damit gilt o € int H; ", und wir kénnen H;” = H, ; annehmen. Wir behaupten, dass

P* = conv{uy,...,u}. (3.2)

Dax-u; <1firallex € P,istu; € P*,1 <i < k,also K := conv {uy,...,us} C P*.
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Es sei nun v € R™\ K. Dann gibt es nach Satz 1.22 eine Hyperebene H,, die K
und {v} stark trennt. Wir konnen annehmen, dass z - u; < « fiir ¢ = 1,...,k und
z-v > « gilt. Da P beschréankt ist, gilt

pos{uy, ..., up} = { Ajug + -+ Mg : A > 0,1 <i <k} =R" (3.3)

Andernfalls hitte der abgeschlossene konvexe Kegel pos{uy,...,u;} Randpunkte
und damit eine Stiitzebene durch o, jeder ihrer dufleren Normalenvektoren gehort
aber zu P. Nach (3.3) gibt es also \; > 0, 1 < ¢ < k, mit >, \; > 0, sodass
0= Au. Aus z-u; < a folgt nun 0 < ), A; also @ > 0. Wir kénnen daher
a = 1 annehmen. Dann gilt z € P und folglich v ¢ P*, also ist P* = K.

Nach (3.2) ist P* ein Polytop. Nach (a) ist P* daher ein Durchschnitt von endlich
vielen abgeschlossenen Halbraumen mit o € int P*. Dieselbe Schlussweise liefert nun,
dass auch P** ein Polytop ist und nach Satz 1.17 ist P** = P. |

Bemerkung und Definition.

(a) Aus Satz 3.5 folgt, dass der Durchschnitt von endlich vielen Polytopen und
der Durchschnitt eines Polytops mit einer Ebene ebenfalls Polytope sind.

(b) Es sei P € P™ mit nichleerem Inneren und F;, 1 < i < m, seien die Facetten
von P. Dann gilt F; = PN Hy, o, und P C H, . fiir geeignete u; € S~ und
a; € R. Der Vektor u; heifit der duflere Normalenvektor der Facette F; und
Uy, ..., U, werden als Normalenvektoren von P bezeichnet. Es gilt

P=("\Hy yipu-

=1

Wir haben im letzten Abschnitt das Volumen eines konvexen Korpers iiber das
Lebesgue Mafl definiert. Fiir Polytope lasst sich das Volumen auch auf elementarem
Weg rekursiv definieren. Die Grundlage dafiir bildet das folgende Resultat, welches
die Bestimmung des Volumens eines Polytops auf die (n—1)-dimensionalen Lebesgue
Mafle, symbolisch vol,,_1, seiner Facetten zuriickfiihrt:

Satz 3.6 Es sei P € P™ mit nichtleerem Inneren. Sind Fy, ..., F,, die Facetten von
P und uq, ..., u,, die zugehorigen Normaleneinheitsvektoren, dann gilt

ZVOln—1(Fi) Uu; =0 (3.4)
i=1

und
m

V(P) = % S B(Pu)vol, 1 (F). (3.5)

i=1

Beweis: Fir K C R® und v € S™! bezeichnen wir mit K|vt die Orthogonal-
projektion von K auf den zu v orthogonalen Unterraum v*. Mit Hilfe des Satzes
von Fubini zeigt man induktiv, dass fiir alle i € {1,...,m},

vol,_1 (Fj|vt) = |u; - v|vol,_1(F).
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Da durch die Projektion auf v+ der ,obere Rand“ Uui-v>0

Uu,.vc0 Fi jeweils bijektiv auf P|vt abgebildet werden, gilt

vol,_1(Plv*) = Z vol,—1(F)u; - v = — Z vol, 1 (Fy) u; - v.

u;-v>0 u;-v<0
Da dies fiir alle v € S™! gilt, ergibt sich die Relation (3.4).

Wegen (3.4) dndert sich die rechte Seite von (3.5) nicht unter Translationen von P.
Wir kénnen daher o € int P annehmen. Dann ist P die Vereinigung der Pyramiden
conv (F; U {o}), 1 <1i < m, die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben.
Die Volumsformel (3.5) ergibt sich damit aus

F; und der ,,untere Rand*

V(conv (F; U {0})) %voln_l(Fi)h(P, ). .

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun gemischte Volumina von Polytopen
definieren. Fiir Polytope Pi,..., P, € P" bezeichnen wir dabei im folgenden mit
N(Py,...,P,) die Menge der Normalenvektoren von P + - -- + P,.

Satz 3.7 Es seien Py,..., P, € P" und Ay, ..., A\, > 0. Dann gibt es Koeffizienten
V(Py, ..., B,), 1 < i,...,0, < m, die symmetrisch in ihren Argumenten
und invariant unter indiwiduellen Translationen ihrer Argumente sind, sodass

V(Py,...,B,) =0, wenn dim(P, +---+ F;,) <n—1, und
V<)\1P1+"'+/\mpm) = Z /\11)‘ZnV(PZ17’PZn) (36)
i1 yoemyin=1

Beweis: Wir definieren das gemischte Volumen V(Q1,...,Q,) von Q1,...,Q, € P"
rekursiv: In Dimension n = 1 sei V(Q,) := V(Q;) und fiir n > 2 sei

V(n)(Q17"'7Qn) = % Z h(anu)V(n_1)<F(Q1>u)a"'>F<Qn—lau))7

dabei verwenden wir die Erweiterung des k-dimensionalen gemischten Volumens auf
Polytope @1, ...,Qr € P" mit dim(Q; + - - - + Q) < k gegeben durch

VE(Qu Qi) = VI(QUIE, ..., Q] E),
wobei F ein k-dimensionaler Unterraum parallel zu Qq + - - - + Qy, ist. Die (noch zu

zeigende) Invarianz gegeniiber Translationen sowie die Bedingung an die Dimension
der auftretenden Polytope sichert, dass diese Erweiterung konsistent ist.

Wir zeigen die Behauptungen des Satzes nun durch Induktion nach der Dimension n.
Fiir n = 1 sind Polytope Intervalle in R und das 1-dimensionale Volumen linear.
Damit folgen fiir n = 1 alle angegebenen Aussagen.

Nun sei n > 2 und die Behauptungen des Satzes in der Dimension n — 1 bewiesen.
Um im folgenden die Notation zu vereinfachen, verwenden wir die Abkiirzungen
V(Qla c. 7Qn) = V(n)(Qb ey Qn) und U(Ql, ey anl) = V(n—l)(@b c. 7anl)-
Ist dim(@Q; + -+ 4+ @Q,) < n — 1, dann ist entweder N(Q1,...,Q,_1) = 0, also
V(Q1,...,Q,) = 0 nach Definition, oder N(Q1,...,Qn-1) = {—u,u}, wobei u
Normalvektor der affinen Hiille von Q1+ - -+@,, ist. Es folgt h(Q.,,, —u) = —h(Qn, u)
und F(Q;,u) = F(Q;, —u) fiir 1 <7 < n—1. Daher gilt auch hier V(Q1,...,Q,) = 0.
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Wir wollen als néchstes (3.6) zeigen. Dazu koénnen wir Aq,..., A\, > 0 annehmen.
Nach Satz 3.6, Satz 1.15 und Satz 3.3 sowie der Induktionsvoraussetzung gilt

1
VWP 4t AnB) =~ 3 WS AP ) voluoa (F (072 i, w)

in=1 UEN(PL,....Prm)
- 1

- )\z)\z_ hR, FP“, FPZ'_17 .
Offenbar ist N(P,,,..., P, ) CN(Py,...,Py). Istu g N(P,,..., P, _,), dann gilt
dim(F(P;,,u)+---+F(P;,_,,u)) < n—2und daher nach Induktionsvorraussetzung
v(F(Py,u),...,F(P,_,,u)) = 0. Wir kénnen die Summation iiber N(Py,..., P,)
daher durch die Summation iiber N(P;,,..., P, ) ersetzen und erhalten (3.6).
Es bleibt die Symmetrie und die Invarianz gegeniiber Translationen zu zeigen. Da

v(F(Q1,u), ..., F(Q,_1,u)) nach Induktionsvoraussetzung symmetrisch ist, geniigt
es nachzuweisen, dass gilt

V(Qh ce . 7@71—27 Qn—la Qn) = V(Q17 . 7Qn—27 Qn7 Qn—l)-

Wir kénnen auflerdem annehmnen, dass ) := @1 + --- + @, nichtleeres Inneres
besitzt. Bezeichnet N(Q(u)) die Normalenvektoren von F(Q,u) in u*, dann gilt

v(Q1(u), .‘-,Qn 1(w)
Z hQn 1(w), W)V ((Qu(w) (W), -, (Quoa(w))(w')),

wobei wir fiir Polytope Q € P" die Abkiirzung F(Q,u) = Q(u) sowie die Relation
h(Q(u)|ut,w') = h(Q(u),w’') fiir alle w’ € ut verwendet haben. Die Facetten von
Q(u) in ut sind (n — 2)-dimensionale Seiten von Q. Da dim@Q = n, treten diese
Seiten als Durchschnitt Q(u) N Q(w) zweier Facetten Q(u) und Q(w) von @ auf,
wobei hier w # —u. Mit Hilfe von Satz 3.3 zeigt man leicht, dass gilt

Qu) NQ(w) = (Q1(u) NQ1(w)) + - + (Rn(u) N Cn(w)).

Ist Q(u) N Q(w) eine (n — 2)-dimensionale Seite von (), also eine Facette von Q(u)
in ut, dann ist der zugehorige Normalenvektor von Q(u) in ut gegeben durch

,__wlut

und es gilt firi=1,... ,n— 2, e
(Qi(u))(w) = Qi(u) N Qi(w).
Damit erhalten wir
(n = Do(Qu(u), ..., Qn-1(u))
= > 2 (Quaw, ) VOR(Quw) N Qu(w), -, Qua() N Qua(w)),

wEN(Q1,---» Qn),
Q(u)NQ(w)#0
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wobei wir hier {iber alle w € N(Q1,...,Q,) mit Q(u) N Q(w) # @ summieren
kénnen, da fiir jene w fiir die Q(u) N Q(w) # O keine (n — 2)-dimensionale Seite von
Q ist, das gemischte Volumen V™=2(Q;(u) N Q1 (w), ..., Qn_2(u) N Q,_2(w)) nach
der Induktionsvoraussetzung verschwindet. Im Falle n = 2, setzen wir das gemischte
Volumen V™=2(Q;(u) N Q1 (w), ..., Qn_a(t) N Qn_s(w)) = 1.

Bezeichnet ~y(u,w) den Winkel zwischen u und w, so gilt cosvy(u,w) = u - w und
|w|ut|| = siny(u, w) und daher

, wlut 1 1
w' = = w — u.
Jwlut] - siny(u,w) ™ tany(u, w)
Fir z € Qn-1(u) N Qn—1(w), erhalten wir daher

, x-w zou W@Qurw)  h(@no1,uw)

M@nalu) o) =o' = G " ()~ siny(w,w) | tanA(uw)

Schreiben wir noch N(Q) fiir die Menge N (Q1, ..., @,), so ergibt sich also insgesamt
n<n_1)V(Q17"'7Qn*27anlaQn n_l Z h Qna ( ),--.,anl(’u))

uEN(Q
= 3 hQu ) (M) - M )y %21( JNQ1 (W), .-, Qua(u) Qs (w))
uw,wEN(Q),
Q(u)NQ(w)#0

= n(n - 1)V(Q17 ey Qn—?a an Qn—l)'

Die Invarianz gemischter Volumina gegeniiber individuellen Translationen in den
Argumenten folgt nun schliefllich aus (3.6) mit m = n und dem Umstand, dass die
Koeffizienten eines Polynoms in mehreren Variablen dieses eindeutig bestimmen,
wenn die Koeffizienten symmetrisch sind. |

Korollar 3.8 Fir Py,..., B, € P" gilt

V(P P) =~ > h(Poup(F(PLu),... F(Py_y, ).

wEN(PL,....Pu_1)

Durch die gemischten Volumina kann das Volumen einer Minkowski Summe von
Polytopen ausgedriickt werden. Das folgende Resultat zeigt, dass diese Darstellung
umgekehrt werden kann:

Satz 3.9 Fir Py,...,P, € P" gilt

V(Pl,...,Pn):%Zn:(—l)m” S V(P4 +PR). (3)

1< <. <im<n

Beweis: Wir bezeichnen die rechte Seite von (3.7) mit ¢(Pi,...,P,). Fir
Ayoos Ay >0 folgt aus Satz 3.7, dass ¢(A Py, ..., \,P,) ein homogenes Polynom
vom Grad n in Aj,..., A, ist. Setzen wir nun P, = {0} so gilt

(=)™l q({o}, Py, P) = > V(P) - ( Y V{or+P)+ > V(P+ 13]-))

2<i<n 2<j<n 2<i<j<n
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+< Z V({o}+13j+Pk)+Z V(PZ-+PJ»+Pk)> —...=0.

2<j<k<n 2<i<j<k<n

Damit ist ¢(0P, Ao Ps, ..., A\, P,) = 0 fiir alle Ay, ..., \,. Daraus folgt, dass in dem
Polynom ¢(APy,...,\,P,) alle Monome A;, ---X\; mit 1 & {iy,...,7,} mit dem
Koeffizienten 0 vorkommen. Da 1 sukzessive durch jede der Zahlen 2,...,n ersetzt
werden kann, kommt allein A; - -- A, mit nicht verschwindendem Koeffizienten vor.

Aus (3.6) und (3.7) folgt, dass dieser Koeffizient gerade V (P, ..., P,) ist. |

Satz 3.9 bildet die Grundlage fiir die Definition gemischter Volumina allgemeiner
konvexer Korper.

Definition. Fiir Ky,..., K, € K" ist das gemischte Volumen definiert durch

1 - m-Tn
V(Kl,...,Kn):EZ(—l) ST V(K e EG).
" m=1

1< <. <im<n

Da Polytope dicht liegen im Raum der konvexen Korper, erhalten wir aus der
Stetigkeit des Volumens auf K" das folgende Gegenstiick zu Satz 3.1:

Satz 3.10 Das gemischte Volumen von Ky, ..., K, € K" ist symmetrisch in seinen
Argumenten und invariant unter individuellen Translationen seiner Argumente. Sind
Kq,...,K,, € K" und M\, ..., \pn >0, dann gilt

V(K. K. (3.8)

in

VLK) + 4 AnKp) = Z Ay e A

Beweis: Symmetrie und Invarianz gegeniiber Tranlsationen folgen aus der Definition.
Formel (3.8) erhdlt man durch Approximation der K;, 1 < i < m, mit Polytopen
aus den Sétzen 3.7 und 3.9 sowie der Stetigkeit des Volumens auf K. |

Korollar 3.8 und die Definition gemischter Volumina implizieren unmittelbar die
folgenden Eigenschaften gemischter Volumina:

Proposition 3.11 Esseien K, L, K;,...,K,€ K". Dann gelten folgende Aussagen:
(a) VK" x - x K" — R ist stetig.
(b) V(Ky,...,K,)>0.
(c) V ist multilinear, d.h. fir alle o, 8 > 0 gilt
V(eK + L, Ky, ..., K,) =aV(K,Ky,...,K,)+ BV(L, Ky, ..., K,).

(d) V ist monoton, d.h. fir K C L qilt V(K,Ls,...,L,) < V(L,La,...,Ly).
(e) V(K,...,K)=V(K).
(f) Fiir alle ¢ € GL(n) gilt V(6K,, ..., 0K,) = |det |V (K1, ..., ).
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4 Brunn—Minkowski Ungleichungen

Wir setzen in diesem Abschnitt die Untersuchungen des Verhaltens des Volumens bei
der Addition konvexer Korper und Sternkorper fort. Insbesondere beweisen wir die
Ungleichung von Brunn—Minkowski, welche das Herzstiick der Brunn—Minkowski
Theorie konvexer Korper darstellt. Als ein Beispiel der vielen Anwendungen dieser
Ungleichung geben wir einen Beweis der Isoperimetrischen Ungleichung, derzufolge
Kugeln unter allen konvexen Korpern gegebener Oberfldche gréfites Volumen haben.

Zwei Mengen A, B C R" heilen homothetisch, wenn A = AB 4+t oder B = AA +t
fiir ein A > 0 und ¢ € R" gilt. Insbesondere sind A und B homothetisch, wenn eine
der beiden Mengen einpunktig ist.

Die Brunn—Minkowski Ungleichung erlaubt es das Volumen der Minkowski Summe
zweier konvexer Korper durch das Volumen der einzelnen Korper abzuschétzen.

Ungleichung von Brunn—Minkowski. Fiir konvere Korper K, L € K™ gilt
V(K + L)Y" > V(K)Y" + V(L)' (4.1)

Gleichheit gilt genau dann, wenn entweder K und L in parallelen Hyperebenen liegen
oder homothetisch sind.

Beweis: Liegen K und L in parallelen Hyperebenen, so liegt auch K + L in einer
Hyperebene, also gilt V(K + L) = 0 und damit Gleichheit in (4.1). Die Homogenitét
des Volumens impliziert Gleichheit in (4.1) fiir homothetische Korper.

Zunéchst nehmen wir dim X' < n und dim L < n an. Dann gilt (4.1) trivialerweise,
da die rechte Seite verschwindet. Gilt Gleichheit, so ist V(K + L) = 0, also liegt
K + L in einer Hyperebene. Dann liegen aber K und L in parallelen Hyperebenen.
Gilt nun etwa dim K < n und dim L = n, dann erhalten wir wegen x + L C K + L
fiir beliebiges z € K,

V(K+L)>V(x+L)=V(L),

mit Gleichheit genau dann, wenn K = {z} ist. In diesem Fall sind K und L nach
Definition homothetisch.

Von jetzt an kénnen wir dim X' = dim L = n annehmen. Der Beweis wird nun durch
Induktion nach der Dimension gefiihrt. Der Fall n = 1 ist dabei trivial. Wir nehmen
daher an, dass n > 2 und die Behauptung in Dimension n — 1 schon bewiesen ist.
Wir wihlen einen Vektor v € S™~! und setzen fiir t € R,

H(t) ={xeR" 2 -u=t}, H (t) ={x e R":z-u <t}

Fiir K’ € K™ mit nichtleerem Inneren, wihlen wir o(K’) < B(K’) so, dass H(a(K'))
und H(B(K")) Stiitzebenen von K’ sind. Fiir t € [a(K"), 5(K')] definieren wir weiters

V(K' N H (1))
V(K

v(K',t) = vol, 1 (K' N H(t)) und V(K' t) =
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Offenbar ist V(K’,a(K’)) = 0 und V(K’, 5(K’)) = 1. Nach dem Satz von Fubini
gilt fir € € [a(K"), BK")],

/ 1 ¢ /
V(K ,5) = m/a(K/) U(K ,t) dt.

Da K'"NH(t,) - K'NH(t) fir t, —» t € (a(K’), B(K")), ist die Funktion v(K’,-)
nach Satz 2.13 stetig auf (a(K’), B(K’)). Aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt daher, dass die monoton steigende Funktion V(K’,-) stetig
differenzierbar ist auf (a(K'), S(K")) mit
K',t)
ViR gy = S0

U=
Es zei z(K',-) : [0,1] — [a(K'), B(K")] die Umkehrfunktion von V(K’,-). Dann gilt
2(K',0) = a(K') und 2(K',1) = B(K'). Die Funktion z(K’,-) ist ebenfalls stetig
differenzierbar auf (0,1) und es gilt

V(K'
Z(K')s) = U(K’,i(K)/,s)) > 0. (4.2)
Nach Satz 1.15 (b) sind H(a(K)+«a(L)) und H(S(K)+S(L)) Stiitzebenen an K+ L,
daher gilt nach dem Satz von Fubini,
B(K)+B(L)
V(K + L) = / o(K + L, 1) dt.
a(K)+a(L)

Die Substitution t = z(K, s) + z(L, s) fithrt dieses Integral iiber in

V(K + L) = /0 o(K + L, (K, 8) + 2(L, ))(/(K, 5) + (L, 5)) ds.

Da nach Definition H(a + b) = H(a) + H(b), gilt fiir s € [0, 1],
(K+L)NH(2(K,s)+2(L,s)) 2 KNH(2(K,s))+LNH(z(L,s)). (4.3)

Die Inklusion (4.3), Formel (4.2) sowie die Induktionsvoraussetzung liefern daher

V(IK+L)> /01 vol, (KN H(2(K,s))+ LNH(z(L,s))(z(K,s) + 2 (L,s))ds

> [ (ot ety attoarnen) (R VY g

1
> / (V)™ + V(L)) ds = (V(E)Y" V(L))" (4.4)
0
Dabei haben wir im letzen Schritt verwendet, dass fiir beliebige v, w, V,W > 0 gilt
n=1 /V %74 n
(o7 +witr) (— T —) > (Vi Wy (4.5)
voow
mit Gleichheit genau dann, wenn
v’ w"
==t (4.6)
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Um dies zu zeigen, beachte man, dass fiir festes V, W > 0 die Funktion

q(v,w) = <Uﬁ +wn£1>”—1 (K . K)

(% w

im positiven Quadranten g(Av, \w) = ¢(v,w) fiir A > 0 erfiillt. Daher kann das
Minimum von ¢ auf dem offenen Segment {(v,1 —v) : v € (0,1)} bestimmt werden.
So ergibt sich elementar (4.5) inklusive dem Gleichheitsfall.

Es bleibt der Gleichheitsfall von (4.1) fir dimK = dimL = n zu kldren. Wir
konnen dabei annehmen, dass K und L den Schwerpunkt im Ursprung haben. Es
sei u € S"! beliebig gewiihlt. Da Gleichheit in (4.1) gilt, muss auch Gleichheit in
(4.4) gelten. Aus (4.6) und (4.2) folgt damit fir 0 < s < 1,

Z(K,s)  Z(L,s)

V(K)l/n B V(L)l/n
und daher, aufgrund der Stetigkeit von z(K,-) und z(L, -) auf [0, 1],
2(Ks) 25
V(K)l/n o V(L)l/n

Da der Schwerpunkt von K im Ursprung liegt, erhalten wir

+ const. (4.7)

B(K) 1
Oz/u-xda::/ tv(K,t)dt:V(K)/ 2(K,s)ds.
K a 0

(K)

Analoges gilt fiir L. Die Konstante in (4.7) ist daher Null. Daraus folgt fiir u € S,

1/n 1/n
hMK,u)=B(K)=2K,1) = (%) 2(L,1) = (%) h(L,u).

Die Brunn-Minkowski Ungleichung wird oft auch in folgender Weise formuliert:

Korollar 4.1 Fiir konvexe Korper K, L € K" ist die Funktion
A= V(1= MK + ALY, A€ 0,1],
konkav. Sie ist genau dann linear, wenn K und L in parallelen Hyperebenen liegen
oder homothetisch sind.
Bemerkung.

(a) Die Brunn—Minkowski Ungleichung kann fiir konvexe Koérper mit nichtleerem
Inneren in den folgenden dquivalenten Formulierungen ausgedriickt werden:

(i) Fir K, L € K™ mit nichtleerem Inneren und alle A € [0, 1] gilt
V(1 =MNK+AL) > min{V(K),V(L)}.
(ii) Fir K, L € K" mit nichtleerem Inneren und alle A € [0, 1] gilt
V((1—=NK 4+ AL) > V(K)'" V(L)
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(b) Fiir die Giiltigkeit der Brunn—Minkowski Ungleichung spielt die Konvexitét
der beteiligten Mengen keine Rolle. In der Tat gilt fiir beschrénkte Lebesgue
messbare Mengen A, B und A + B die Ungleichung

V(A4 B)Y/" > V(A)Y" + V(B)Y".

Diese Ungleichung ldsst sich fiir geeignete Klassen nichtkonvexer Mengen sogar
recht einfach beweisen. Eine vollstindige Diskussion der Gleichheitsfélle ist
hier aber mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden.

(c) Die Brunn—-Minkowski Ungleichung fiir beschrédnkte messbare Mengen kann
noch weiter verallgemeinert werden zu einer analytischen Ungleichung fiir
nichtnegative integrierbare Funktionen:

Prékopa—Leindler Ungleichung. Es seien 0 < A <1 und f,g,h: R" - R
nichtnegative integrierbare Funktionen auf R™, sodass fiir x,y € R",

h((1 =Nz +Ay) = f(2)' " g(y)™.

/nh(x) dz > ( [ J@) d;c)u (/ng(m) dx)A.

Zu den wichtigsten Anwendungen der Ungleichung von Brunn—Minkowski gehort
die folgende Ungleichung von Minkowski fiir gemischte Volumina:

Dann gilt

Ungleichung von Minkowski. Fiir konvere Korper K, L € K" mait nichtleerem

Inneren gilt
V(K,...,K,L)* > V(K)" 'V (L),

mit Gleichheit genau dann, wenn K und L homothetisch sind.

Beweis: Nach Korollar 4.1 ist die Funktion
FO) =V (1 = NK 4+ ALY — (1 = \)V(K)Y™ = V(L)Y

fir 0 < A < 1 nichtnegativ, konkav und erfiillt f(0) = f(1) = 0. Aulerdem gilt
f =0 genau dann, wenn K und L homothetisch sind. Nach Satz 3.10 ist

n

V(1-NK+AL) =Y (:L) (1 - N""NV(K,....K,L,...,L).

=0 n—i i
Damit ist die Funktion f differenzierbar und es gilt

f1(0) =V(K)dW/V(K, ... K, L) — V(L)Y
Da f konkav ist auf [0, 1] gilt f/(0) > 0 mit f’(0) = 0 genau dann, wenn f=0. W
Ein Spezialfall der Ungleichung von Minkowski ist die klassische Isoperimetrische

Ungleichung fiir konvexe Kérper. Bevor wir diese formulieren kénnen, bendtigen wir
noch einen Oberflachenbegriff.
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Die Oberflache eines Polytops P ist definiert durch

S(Py:= Y vol,_y(F).

Fe]:n—l(P)

Nach Korollar 3.8 ist damit S(P) = nV(P,..., P, B"). Dies motiviert die folgende
Definition der Oberfliche eines allgemeinen konvexen Korpers:

Definition. Die Oberfliche eines konvexen Korpers K € K" ist definiert durch

S(K) = nV(K, ... K, B") = lim L+ EB") = V)

e—0 g

Da S(B™) =nV(B"), liefert die Ungleichung von Minkowski nun direkt:

Isoperimetrische Ungleichung. Fiir konvere Kérper K € K" mit nichtleerem

Inneren gilt
SU)\" L (VK|
S(Br)) —\V(B") ’
mit Gleichheit genau dann, wenn K eine Kugel ist.

Wir untersuchen nun noch das Verhalten des Volumens bei der Radial Addition von
Sternkdrpern. Dazu notieren wir zunéchst folgenden Spezialfall der Ungleichung von
Holder:

Satz 4.2 FEs seien p,q > 1 und 713 —1—% = 1. Sind f,g : S" ' — R nichtnegative
stetige Funktionen, die nicht identisch Null sind, dann gilt

- f(u)g(u) do(u) < ( - (u)? da(u))l/p </Sn_1 g(u)? da(u))l/q,

mit Gleichheit genau dann, wenn fP = Ag? fiir eine positive Konstante \ > 0.

Beweis: Nach der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel
gilt fiir u € S™°1,

f(u) g(u) < f(u)? N g(u)?
Jors frdo) 7 ([ grdo) ™~ PJser JPdo q g gtdo

mit Gleichheit genau dann, wenn

far gy
Jona frdo [g i gdo’

Integration dieser Ungleichung liefert die Behauptung inklusive Gleichheitsfall. B

Wir bezeichnen im folgenden die einpunktige Menge {0} als trivial. Die Ungleichung
von Holder liefert sofort eine duale Minkowski Ungleichung:
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Satz 4.3 Fliir nichttriviale Sternkorper K, L € 8™ gilt
V(K,...,K,L)" <V(K)""'V(L),
mit Gleichheit genau dann, wenn K durch Streckung aus L hervorgeht.

Beweis: Nach Definition ist

~ 1
V(K,...,K,L) = —/ p(K,u)" 'p(L,u)do(u).
n Sn—1
Setzen wir daher f = p(K,-)"™', g = p(L,-) und p = -2, ¢ = n in Satz 4.2, so folgt
die Behauptung aus Satz 2.14. |

Eine duale Brunn—Minkowski Ungleichung erhdlt man auf einfachem Weg aus der
dualen Minkowski Ungleichung:

Satz 4.4 Fiir nichttriviale Sternkorper K, L € 8™ qilt
V(K L)Y < V(E)Y" + V(D)™
mit Gleichheit genau dann, wenn K durch Streckung aus L hervorgeht.

Beweis: Nach Definition gilt fiir M € S§™,
V(M,....M\,K+L)=V(M,...,M,K)+V(M,...,M,L).
Nach Satz 4.3 erhalten wir daher
V(M,...,M,K¥L) < V(M) V™V (K)Y" 4 V(L)Y"),

mit Gleichheit fiir nichttriviales M genau dann, wenn K und L durch Streckung aus
M hervorgehen. Setzen wir nun M = K + L so folgt die Behauptung. |

Bemerkung.

(a) Die Ungleichung von Brunn-Minkowski fiir konvexe Korper mit nichtleerem
Inneren erhélt man ebenfalls, analog zum Beweis von Satz 4.4, auf einfache
Weise aus der Ungleichung von Minkowski fiir gemischte Volumina.
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5 Oberflachenmafle und das Minkowski Problem

In Abschnitt 3 haben wir fiir das duale gemischte Volumen von Ly, ..., L, € 8™ die
folgende Integraldarstellung erhalten:

- 1

V(Ly,...,Ly,) = - /Sn1 p(Ly,u) - p(Lp,u)do(u). (5.1)

In diesem Kapitel beweisen wir eine analoge Darstellung fiir gemischte Volumina
konvexer Koérper, die Korollar 3.8 verallgemeinert.

Definition. Fiir f : S" ' — R ist die homogene Fortsetzung f : R — R definiert

durch !
fla) = { HfoO(HT) iig

Wir sagen f ist k-mal (stetig) differenzierbar, wenn f auf R™\{o} k-mal (stetig)
differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit C*(S™~!) den Vektorraum der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen auf S"~!.

Das folgende Resultat zeigt, dass jede zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
571 durch Addition einer geeigneten Konstante zu einer Stiitzfunktion wird.

Satz 5.1 Ist f: S™! — R zweimal stetig differenzierbar, dann gibt es einen kon-
vezen Korper K € K™ und ein s > 0, sodass

f=h(K, ) — h(sB",").

Beweis: Fiir € R™ und s > 0 setzen wir h(z) = f(z) + s||z||. Dann ist h positiv
homogen vom Grad 1 und zweimal stetig differenzierbar auf R™\{0}. Wir wollen
zeigen, dass h fiir hinreichend grofies s konvex und damit die Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers ist. Fiir z,y € R™ definieren wir

gn) =h(x+ny—=)), nel01] (5.2)

Offenbar ist die Funktion h genau dann konvex, wenn alle so definierten Funktionen
g auf [0, 1] konvex sind. Wir zeigen nun, dass g konvex ist, wenn ¢’ monoton steigend
bzw. dquivalent dazu ¢” > 0 ist. Dazu seien 0 < < ¢ < 1 und A € (0,1). Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es Zahlen 6; € [n, (1 — \)n + A(]
und 6y € [(1 — A\)n + A(, ¢] mit

§(0,) = g((1 = Nn+A¢) —g(n) 9(¢) —g((1 = N)n+ AQ)
1 AC—n) (1 =X —=n)
Ist nun ¢’ monoton steigend, so gilt ¢'(61) < ¢'(f2) und damit

9((1 =X+ AQ) < (1 = A)g(n) + Ag(C).

Als néchstes zeigen wir, dass ¢” > 0 fiir alle Funktionen der Form (5.2) genau dann
gilt, wenn die Hessische Matrix von h

Hess h(x) = (0;0;h(z))}

1,j=1

wnd  g(6s) =
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positiv semidefinit ist. Dazu bemerken wir zunéchst, dass es geniigt zu iiberpriifen,
ob ¢”(0) > 0 erfiillt ist fiur alle Funktionen der Form (5.2), denn fiir n; € (0, 1) gilt
mit z1 =z + m(y — ),

glm +m) = h (w1 + oty —an) =7 ()
also ¢”(m1) > 0 genau dann, wenn g”(0) > 0. Nun gilt aber

4'(0) = lim g —g'©0) _ . (Viz+nly—z)) - Vhz)) (y—2)
n—0 n n—0 n
= (y—2)"Hessh(z) (y — z).

Es bleibt also zu zeigen, dass Hess h(x) = Hess (f + s|| - ||)(z) positiv semidefinit ist
fiir hinreichend grofles s. Aus der Homogenitét von h folgt fiir x,y € R",

o Hess h(r)y = s (x - V(0,1 (x)) = 0,
j=1
da 9;h homogen vom Grad 0 ist. Andererseits gilt fiir orthogonale u,v € S™!,
v" Hess h(u) v = v™ Hess f(u)v + s.

Da f zweimal stetig differenzierbar ist, nimmt die Funktion v — v™ Hess f(u)v ein
Minimum auf S"~! an. Wir kénnen daher s > 0 so wiihlen, dass y* Hess h(z)y > 0
fir x € S" ! und y € R™. Verwenden wir nun noch, dass Hessh positiv homogen
vom Grad —1 ist, so folgt, dass Hess h(x) positiv semidefinit ist fiir alle z € R*. W

Wir bezeichnen mit Z" den Vektorraum der Differenzen von Stiitzfunktionen:
I"={f¢€ C(Sn_l) cf=h(K,")—=h(L,-), K,L € K"}.

Unter Verwendung einer geeigneten Version des Satzes von Stone—Weierstrass, zeigt
man, dass C?(S™!) dicht liegt in C(S™!) mit der Maximumsnorm. (Wir beweisen
in Kapitel 7 eine stirkere Aussage.) Aus Satz 5.1 folgt damit unmittelbar:

Korollar 5.2 Der Vektorraum I" liegt dicht in C(S™') mit der Mazimumsnorm.

Das néchste Resultat liefert eine zu (5.1) analoge Integraldarstellung fiir gemischte
Volumina.

Satz 5.3 FirKy,..., K, 1 € K", gibt es ein eindeutig bestimmtes endliches (Borel)
Maf S(Ky,...,K,_1,-) auf S™ ', das gemischte Oberfichenmafl von Ky, ..., K, 1,
sodass fiir alle K € K",

1
V(Kl,...,Knl,K):—/ WK, u) dS(Ky, - Koy, 1),
Snfl

n
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Beweis: Es seien K1, ..., K,_1 € K" gegeben. Wir definieren T : Z" — R durch
T(f) = nV(Kl, ey Kn—lu K) - nV(Kl, ey Kn—ly L),

wobei f = h(K,-) — h(L,-). Beachte, dass diese Definition aufgrund der Additivitét
von Stiitzfunktionen unabhéingig ist von der speziellen Darstellung von f.

Aus der Multilinearitét gemischter Volumina folgt, dass T linear ist. Dariiber hinaus
ist T ein positives Funktional, denn f = h(K,-) — h(L,-) > 0 impliziert L C K und
damit

T(f) == nV(K1 ey Kn—l; K) - nV(Kl, v ,Kn_l, L) Z 0
aufgrund der Monotonie gemischter Volumina.
Korollar 3.8 und die Stetigkeit gemischter Volumina liefern fiir f = h(K, ) —h(L, ),

|T(f)| == |nV(K1 ce ’Kn—la K) - TLV(Kl, ey Kn—l; L)|
< nV(Ky,..., K1, BY|h(K,-) — h(L,)|s
= nV(Ky,...,K, 1, B")|fllc-
Damit ist das lineare Funktional T stetig auf Z™ beziiglich der Maximumsnorm. Nach
dem Satz von Hahn-Banach und Korollar 5.2 kann T daher eindeutig zu einem

positiven stetigen linearen Funktional auf C(S™ ') fortgesetzt werden. Nach dem
Darstellungssatz von Riesz gibt es daher ein eindeutig bestimmtes nichtnegatives

endliches Borel Mafl S(K1,..., K, 1,-), sodass fiir f € C(S"1),
T(f) = (u)dS(Ky,. .., Ky 1,u).
Snfl

Setzen wir nun f = h(K,-), so folgt die Behauptung. [

Bemerkung.

(a) Fur Polytope Py,...,P,.1 € P" ist das gemischte Oberflichenmaf
S(Py,..., P, 1,-) nach Satz 3.7 und Korollar 3.8 gegeben durch

S(Pr,....,Pay, )= Y w(F(Pru),...,F(Pyq,u))d,,

ueSn—1

wobei §, das Dirac Ma8 konzentriert in u € S™ ! bezeichnet.

Aus den Eigenschaften gemischter Volumina, formuliert in Proposition 3.11, und
Satz 5.3 folgen die wesentlichen Eigenschaften gemischter Oberflichenmafle. Zur
Formulierung eines Stetigkeitsresultats benétigen wir folgenden Konvergenzbegriff.

Definition. Eine Folge von endlichen Maflen y;, i € N, auf S, heiit schwach
konvergent gegen das endliche Mafl p auf S"~!, wenn fiir alle f € C(S™™1),

lim f(w) dpi(u) = f(u) dp(u).

1—00 Sn—1 Sn—1
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Satz 5.4 Die Abbildung S : (Ky,...,K,—1) — S(Ki,...,K,_1,) hat die folgenden
FEigenschaften:

(a) S ist symmetrisch in ihren Argumenten und invariant unter individuellen
Translationen ihrer Argumente.

(b) S ist multilinear, d.h. fir alle o, 8 > 0 und K,L € K" gilt
S(OzK—FﬁL, KQ, c. 7Kn—17 ) = OéS(K, KQ, ey Kn—la )—I—ﬁS(L, Kg, ey Kn—la )

(¢) S(Ki,...,K,_1,-) hat den Schwerpunkt im Ursprung, d.h.

/ wdS(Ky, ... Ko1,u) = o. (5.3)
Snfl

(d) S ist stetig, d.h. fiir Folgen Ki(m) e K", meN, mit KZ-(m) — K; konvergieren
die Mafe S(K™, ..., K™ ) schwach gegen S(Kq, ..., Kn_1,").

) n—1»
Beweis: Die Eigenschaften (a) und (b) sind direkte Folgerungen der entsprechenden
Eigenschaften gemischter Volumina.

Aus Korollar 3.8 und der Invarianz gemischter Volumina gegeniiber Translationen,
folgt fiir beliebiges x € R",

OZV(Kl,...,Kn_l,{x}):/ x-udS(Ky, ..., K, 1,u)
Sn—1
und damit (5.3).

Es bleibt die Stetigkeit von S zu zeigen. Dazu seien € > 0 und f € C(S™"™!) gegeben.
Wir wahlen K, L € K" so, dass

1f = (h(E, ) = B(L, ))[|e <.

Weiters sei my € N so gewahlt, dass fiir alle m > my einerseits Ki(m) C K; + B™,
1 <1< n—1, gilt und andererseits

VE™, K™ K)-V(K,... Ky, K)| <e,

VK™, K™ L)Y -V(Ky,...,Ky1,L)| <e.

n—1»

Mit den Abkiirzungen S™ = S(K™ ... K™ ), 8§ = S(Ki,...,K,_1,-) und
hy := h(K,-), hy := h(L, ) folgt, wie im Beweis von Satz 5.3, fiir alle m > my,

f— (hg — hg)dS™
Sn—l

/ hy — hy dS™ — / hx — hr dS‘
Sn—l Sn—l

+

f_(hK_hL)dS’
Sn—1

de(m)—/de‘ <
S

Sn—1 n—1

+

< |If = (hg = hp)||oonV (K1 + B, ..., K,—1 + B", B")
—|—||f — (hK — hL)HoonV(Kla Ce ,Kn_l,Bn) + 2ne
S C(Kl,...,Kn,1>€. |
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Eine besonders wichtige Rolle spielt die Diagonalform gemischter Oberflichenmafle:

Definition. Das Oberflichenmaf$ S,_1(K,-) eines konvexen Korpers K € K" ist
das Maf} auf S"! definiert durch

Sp—1(K,-) = S(K,...,K,-).
Bemerkung.

(a) Das Oberflichenmafl eines Polytops P € P" ldsst sich auf einfache Art
beschreiben: Fiir eine Borel Menge w C S™7! ist S,,_1 (P, w) gerade die Summe
der Fldchen jener Facetten von P deren duflerer Normalenvektor in w liegt.
Durch Approximation kann diese Interpretation auf allgemeine konvexe Kérper
ibertragen werden: S,,_;(K,w) ist die Fliche der Randpunkte von K, deren
duBerer Normalvektor in w liegt. Insbesondere ist S,,_1(K,S"') = S(K).

(b) Aus Satz 3.7 folgt, dass S,,—1(K,-) =0 fir dim K <n—2. Ist dimK =n —1
und K C ut, v € S*1 dann gilt S, _1(K, ) = vol,,_1(K) (6, + 0_u)-

(¢) Sind Ky,...,K,, € K" und Aq,..., A\, >0, dann gilt

SuaMK1 4+ Ao ) = Y N A, S G ).

11 5meey in—1=1

Unser néchstes Resultat gibt Aufschlufl dariiber inwieweit ein konvexer Koérper mit
nichtleerem Inneren durch sein Oberflachenmafl bestimmt ist.

Satz 5.5 FEs seien K, L € K" konvexe Korper mit nichtleerem Inneren. Dann gilt
Snfl(Ka ) = Snfl(La )
genau dann, wenn K ein Translat von L ist.

Beweis: Ist K ein Translat von L so gilt S, 1(K,-) = S,_1(L,-) nach Satz 5.4.
Es gelte daher nun S, (K, ) = S,_1(L, ). Dann folgt

1 1

V(K,...,K,L) = 5/ h(L,u)dS,_1(K,u) = E/ h(L,u)dS,_1(L,u) =V(L).
Sn—1 Sn—1

Analog erhélt man V(L,..., L, K) = V(K). Die Ungleichung von Minkowski liefert

daher

V(L)">V(K)"'V(L) und  V(K)">V(L)"'V(K) (5.4)
also V(K) = V(L). Damit gilt aber Gleichheit in (5.4), womit K und L homothetisch
sind. Da K und L gleiches Volumen haben, muss K ein Translat von L sein. ]

Definition. Wir nennen eine Menge A C R" zentralsymmetrisch, wenn es ein x € R"
gibt mit A —z = —(A — z). A heiBt symmetrisch, wenn A = —A. Wir nennen ein
MaB p auf S"~! gerade, wenn u(B) = u(—B) fiir jede Borel Menge B C S™ 1.

Als Konsequenz von Satz 5.5 notieren wir:

Korollar 5.6 FEin konvexer Korper K € K™ mit nichtleerem Inneren ist genau dann
zentralsymmetrisch, wenn S,_1(K,-) gerade ist.
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Wir untersuchen nun die Frage, die als das Minkowski Problem bekannt ist, welche
Mafle auf S"~! als Oberflichenmafle konvexer Kérper mit nichtleerem Inneren auf-
treten. Notwendige Bedingung fiir ein solches Maf ist, dass es den Schwerpunkt im
Ursprung hat. Wie der folgende Fxistenzsatz von Minkowsk: zeigt, ist diese triviale
notwendige Bedingung zusammen mit einer einfachen Dimensionsanforderung an ein
vorgelegtes Maf} bereits auch hinreichend, um ein Oberflichenmaf} zu sein.

Bevor wir den Existenzsatz von Minkowski formulieren, erkliaren wir kurz die Idee
des Beweises: Gibt es zu einem Borel Maf ¢ auf S"~! einen konvexen Kérper K € K"
mit nichtleerem Inneren und S, (K, -) = p, so gilt fiir alle L € K™ mit nichtleerem
Inneren nach der Ungleichung von Minkowski

1
—/ h(L,u)du(u) = V(K,...,K,L) > V(L)""V(K)n-D/n
Snfl

n

mit Gleichheit genau dann, wenn K und L homothetisch sind. Damit ist K bis auf
eine Homothetie dadurch charakterisiert, dass K das Funktional

L~ h(L,w)dp(u)
Sn—1

unter der Nebenbedingung V(L) = 1 minimiert.

Satz 5.7 Es seiu ein Borel Maf$ auf S*1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) p(S"\vt) >0 fiir alle v € S und

/S wdp(w) =0 (5.5)

(b) Es gibt einen bis auf Translationen eindeutig bestimmten konvexen Kdorper
K € K™ mit nichtleerem Inneren, sodass S,—1(K,-) = .

Beweis: Es sei zunéchst p = S,,_1(K,-) fiir ein K € K™ mit nichtleerem Inneren.
Nach Satz 5.5 ist K bis auf Translation eindeutig bestimmt und es gilt (5.5) nach
Satz 5.4. Ist P® € P" i € N, eine Folge von Polytopen mit nichtleerem Inneren,
die gegen K konvergiert, so erhalten wir, wie im Beweis von Satz 3.6, fiir v € S™71,
avol, 1 (POJot) = Y [ul? - wlvol,(F))) = nV (PP, ..., PO [—v,v)),
FYeF(PW)

wobei ugi) den &ufleren Normalenvektor der Facette Fj(i) bezeichnet und wir
h([—v,v],u) = |u - v| verwendet haben. Da beide Seiten dieser Gleichung stetig
sind, erhalten wir fiir alle v € S*~ !,

0</ |u-v| dS,—1(K,u)
Sn—1

und damit S,_;(K, S""\vt) > 0 fiir alle v € S*1.
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Es sei nun p ein Borel Mafi auf S"! mit den Eigenschaften aus (a). Wir wollen
zeigen, dass es ein K € K" mit nichtleerem Inneren und S, _;(K,-) = p gibt. Die
Eindeutigkeit folgt dann aus Satz 5.5. Dazu nehmen wir zunéichst an, das Maf3 p ist

diskret. Dann gibt es Zahlen a, ..., a,, > 0 und uq, ..., u,, € S™ !, sodass
m
W= Z Q;0y, -
i=1
Wir miissen zeigen, dass es ein Polytop P gibt mit Normalenvektoren wuy, ..., uy,
und Facettenflichen aq, ..., a,,. Dazu setzen wir fiir positive Zahlen sq,...,s,, > 0,

P[S]:{xERnZUi'ISSi’i:17""m}:ﬂH“_i’si'
=1

Die Menge P[s| enthélt den Ursprung und ist ein Durchschnitt abgeschlossener
Halbrdume. Angenommen P[s] wére nicht beschrinkt, dann gibt es einen Vektor
v € S" ! mit {\v: A >0} C P[s]. Daraus folgt aber fiir alle A > 0 und 1 < i < m,
u; - v < 3§, also u; - v < 0 im Widerspruch zu (a). Daher ist P[s] beschrinkt und
damit nach Satz 3.5 ein Polytop.

Da die Normalenvektoren der Halbrdume H, . fest sind und nur deren Abstand
vom Ursprung s; variiert, hingt V(P[s]) stetig von s := (sy,..., S;,) ab. Damit ist
die Menge

M :={s=(s1,...,5m) E R} : V(P[s]) =1}

nichtleer und abgeschlossen. Das lineare Funktional definiert durch

1 m
D(s) :=— Zsiai, s=1(81,--+,5m),

n -
=1

ist stetig auf M und, wegen a; > 0, 1 < ¢ < m, nichtnegativ. Daher gibt es einen
Vektor s* = (s1,...,s") € M, sodass ®(s*) = "' > 0 das Minimum von ® auf M

ist. Wir behaupten, dass das Polytop @ = nP[s*] das gesuchte Polytop mit dufleren
Normalenvektoren uq, ..., u,, und Facettenflichen oy, ..., «,, ist.

Da V(P[s*]) = 1, besitzt P[s*] innere Punkte. Weiters folgt aus (5.5) fiir £ € R™ und
g;k = S;( +t- Uj,

1 1 1
P(5*) = = sy + — o; U -t = — sty = ®(s*) =" L.
(57) =~ Zl foi+ Zl - Zl : (s) =1
Nun ist aber P[s*] = P[s*] +¢t. Wir konnen also annehmen, dass o € int P[s*] und
damit s3,..., s’ ,n > 0, womit auch o € int ). Wir definieren of,...,a), > 0 durch

a; :=vol, 1(F(P[s"],u;)).

)

Dann gilt h(P[s*],u;) = si, wenn o # 0. Es bleibt zu zeigen, dass " 'af = «;.
Nach Satz 3.5 gilt
1= V(P[S ]) = E;S’Laz = nn—l = nnn—l ;SZC(Z (56)
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Wir betrachten die beiden Hyperebenen

Hy ={z eR" :za1+ - + Ty, = nn”_l},

Hy ={x e R" : 0] + - - + xp0), = n}.
Aus (5.6) folgt, dass s* € H; N Hy. Da s* positive Komponenten besitzt, gibt
es eine Umgebung U von s*, sodass die Komponenten von s positiv sind fiir alle
s € U und jeder Normalvektor von P[s*] auch ein Normalvektor von P[s] ist. Es
sei nun s € Hy N U. Angenommen V(P[s]) > 1, dann gibt es ein positives § < 1
mit V(P[Bs]) = 1. Da s € Hy, gilt dann ®(8s) = S®(s) = ! < p*~1 ein
Widerspruch. Daher ist V(P[s]) < 1. Fiir jedes A € [0,1] ist (1—\)s*+As € HiNU
und es gilt

(1 =N)P[s*] + AP[s] C P[(1 — \)s™ + As].
Wir erhalten also fiir alle A € [0, 1],
V(1= MNP[s*] + AP[s]) < V(P[(1 = A)s*"+ As]) <1
und damit wegen V(P[s*]) = 1,
1. V({(1—=XNP[s*]+ AP[s]) — (L =)

< 1.
n A—0 A <1

Da jeder Normalvektor von P[s*] ein Normalvektor von P[s] fiir s € U ist, gilt
h(P[s],u;) = s;, wenn «f > 0. Daraus folgt fiir alle s € H; N U,

1> V(P[s"],...,P[s"],P[s]) = %Zé‘iaf,

womit Hqy NU C H, und damit Hy = Hs, da s* € Hy N Hy. Dies liefert wiederum
a; = n"ta; = vol,_1(F(nP[s*],u;)), womit @ = nP[s*| das gesuchte Polytop ist.

Es sei nun p ein allgemeines Borel Mafi auf S™~! mit den Eigenschaften aus (a).
Zum Beweis der Existenz eines konvexen Koérpers K € K" mit S,1(K,-) = u
approximieren wir u zundchst durch diskrete Mafle. Wir nennen eine Teilmenge von
571 sphirisch konvex, wenn sie der Schnitt von S™~! mit einem konvexen Kegel
ist. Fiir jedes k € N, zerlegen wir S"! in endlich viele paarweise disjunkte Borel
Mengen mit Durchmesser hochstens %, deren Abschluss sphérisch konvex ist. Fiir

festes k seien Sy, ..., S, jene Teilmengen der Zerlegung mit p(S;) > 0, 1 <1i < m.
Es sei )
() = g [ wdutu),
1(Si) Js,
der Schwerpunkt von S; beziiglich p. Da der Durchmesser von S; hochstens % ist, gilt

c(S;) # o. Daher gibt es einen Vektor u; € S"! mit ¢(S;) = n;u;, wobei n; := ||c(S;)]|.
Da ¢(S;) € clconv S; und der Durchmesser von S; durch % beschrankt ist, zeigt man
leicht, dass
1
1——<n <1 .
5pz S S (5.7)
Wir definieren nun fiir jedes k& € N ein diskretes Borel Maf3 p durch

=Y p(Si)mid, -
i(k)
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Dann gilt fiir jedes £ € N,

u duk 2 Wq I .

/S () dyae(u) - /S () =Y

i(k)

| matw) = o) duntw)
Die Abschéitzung (5.7) liefert

mg(us) — g(w)] < lg(w) — g(w)] + 120,

Ist u € S;, so gilt |lu; — u|| < . Daher folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit von g
die schwache Konvergenz von py, gegen pu:

im [ s = [ g(wduo).

k—oo Sn—1

Da p(S™M\vt) > 0 fiir alle v € S™!, gibt es ein a > 0, sodass fiir alle v € S™7!,

h(v) == /Snl(u c0)y dp(u) > a

wobei (u - v); = max{u - v,0} = h([o,v],u). Offenbar ist die homogene Fortsetzung
h von h eine sublineare Funktion auf R"™ und damit h Stiitzfunktion eines konvexen
Korpers. Analog definiert

() = / () dpe()

eine Stiitzfunktion fiir jedes & € N. Da p; schwach gegen p konvergiert, sind die
Stiitzfunktionen hj punktweise und damit nach Satz 2.9 gleichméssig konvergent
gegen h. Es gibt also ein ky € N, sodass fiir alle k£ > kg,

| oidn = 5

womit g (S™ " N\vt) > 0 fiir alle k > k. Nach dem ersten Teil des Beweises, gibt es

zu jedem k > kg ein Polytop P, € P™ mit nichtleerem Inneren und o € P, sodass

Sn_1(Py,*) = ug. Da S(Py) = pi(S™1) < p(S™1), folgt auch V(P;) < b fiir ein

b > 0 aus der Isoperimetrischen Ungleichung. Ist nun z € P, dann gilt fiir u € S,
h<Pk7u) > h([07 Q?],U) = H.TH(U ’ U)+7

wobei x = ||:Jc||v mit v € S"~1. Daraus folgt nach Satz 3.5

|l

x
b>V(P) = %h (Py, 1) voly_1 (F( Py, u;)) > g SH(u ) dpu() > T,
womit P, C QT”Z’B". Nach dem Auswahlsatz von Blaschke besitzt Py, k > kg, eine
Teilfolge Py;, die gegen einen konvexen Korper K € K" konvergiert. Nach Satz 5.4
konvergiert dann S,_1(FPy,, ) = px, schwach gegen S, (K, -). Da p; aber auch
schwach gegen p konvergiert, muss p = S, _1(K, ) gelten. |
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6 Projektionen- und Schnittkérper

In diesem Abschnitt untersuchen wir Projektions- und Schnittfunktionen konvexer
Korper bzw. Sternkérper. Von besonderem Interesse ist dabei die Frage, welche
Informationen iiber den Korper aus seiner Projektions- bzw. Schnittfunktion wieder-
gewonnen werden konnen. Dieses Kapitel leitet den Ubergang zur harmonischen
Analysis ein, deren Methoden unentbehrlich bei diesen Untersuchungen sind.

Definition. Fiir einen konvexen Korper K € K™ heifit die Abbildung
w > vol,_1 (K|ut), ue S"
die Projektionsfunktion von K.
Die folgende Integraldarstellung der Projektionsfunktion eines konvexen Korpers

bildet die Grundlage fiir weiterfiihrende Untersuchungen:

Satz 6.1 Fir K € K™ und u € S™! gilt
1
vol, 1 (K|ut) = 5/ lu-v|dS,—1(K,v).
Sn—1

Beweis: Nach dem Satz von Fubini gilt fiir jedes A > 0 einerseits,
V(K + A~u,u]) = V(K) + 2\ vol,, 1 (K|u™b).
Andererseits ist fiir jedes A > 0 nach Satz 3.10

V(K + Au,u]) = > (") NV(K,... K, [~u,...[~uu]).

- (4 ~
=0 n—i i

Koeffizientenvergleich und Satz 5.3 liefern daher

1
voly 1(Klut) = "V(K, ... K, [~u,u]) = -/ - o] dS,_1 (K, v).
2 2 Sn—1 .

Nach Satz 6.1 ist die homogene Fortsetzung der Projektionsfunktion eines konvexen
Korpers sublinear und damit wieder die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers.

Definition. Fiir K € K" ist der Projektionenkdrper I[IK von K der konvexe Kérper
definiert durch
R(IIK, u) = vol,,_1(K|ut), wueS" "
Aus den Eigenschaften von Oberflichenmaflen erhalten wir unmittelbar:
Proposition 6.2 Die Abbildung I1 : " — K™ hat folgende Eigenschaften:
(a) 11 ist stetig und invariant unter Translationen.

(b) Fir jedes K € K™ ist 1K symmetrisch.

(c) Es gilt 1K = o genau dann, wenn dim K < n — 2. Ist dimK = n — 1 und
K Cut firue S™, dann gilt K = vol,_; (K)[—u,u].
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Bemerkung.

(a) Es sei K € K" ein konvexer Korper mit nichtleerem Inneren. Ist K nicht
zentralsymmetrisch, so definiert nach Satz 5.7

Sp_1(Ky, ) = (1= X)S,1(K, ) + AS,_1(—K, +), A€ [0,1],
eine Familie konvexer Korper mit nichleerem Inneren, fiir die nach Satz 6.1
I(Ky) = (1= MNIK + MI(-K) = IIK.

Der Projektionenkorper bzw. die Projektionsfunktion eines konvexen Korpers
bestimmt diesen also nicht notwendig eindeutig (bis auf Translationen). Wir
werden in Abschnitt 7 zeigen, dass symmetrische konvexe Kérper jedoch durch
ihren Projektionenkorper eindeutig bestimmt sind.

Wir wollen nun eine geometrische Beschreibung der Klasse von Projektionenkdrpern
konvexer Korper geben.

Definition. Ein Polytop Z € P™ heifit Zonotop, wenn Z eine endliche Summe von
Strecken ist. Ein konvexer Korper heifit Zonoid, wenn er Grenzwert einer Folge von
Zonotopen ist.

Wie das folgende Resultat zeigt besteht eine enge Verbindung zwischen Zonoiden
und Projektionenkorpern konvexer Korper.

Satz 6.3 Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Der Projektionenkiorper 11K eines konveren Korpers K € K™ ist ein Zonoid.

(b) Ist Z ein symmetrisches Zonoid mit nichtleerem Inneren, dann gibt es ein
symmetrisches K € K™ mit nichtleerem Inneren, sodass 11K = Z.

Beweis: Es geniigt nach Satz 5.7 und Satz 6.1 zu zeigen, dass Z € K" genau dann
ein symmetrisches Zonoid ist, wenn es ein gerades Maf3 p auf S*~! gibt mit

hZ,u) = /Sn1 lu-v|dp(v), ue S (6.1)

Angenommen es gilt (6.1). Wie im Beweis von Satz 5.7 konstruieren wir fiir jedes
k € N diskrete gerade Mafle

1

sodass die Folge px, k € N, schwach gegen p konvergiert. Dann konvergiert die Folge
von Zonotopen, definiert durch

Ly = Z[—muz‘, i),
i(k)
wegen

W(Zayu) = / - vl du() > [ Ju-oldu(o) = h(Z,u), e ST,
Sn—1 Sn—1

und Satz 2.9 gegen Z, d.h. Z ist ein Zonoid.
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Es sei nun umgekehrt Z € K™ ein symmetrisches Zonoid und
Zk = Z[—Oéiui, aiui],
i(k)

mit u; € S"!, eine Folge von Zonotopen die gegen Z konvergiert. Dann gilt fiir
ue SV

h(Ze, 1) = /S - ] dpug(o), (6.2)

1
i(k)

Wir wollen zeigen, dass die Folge py, k£ € N, schwach konvergiert. Aus (6.2) und
dem Satz von Fubini folgt

/Snl h(Zg, ) do(u) = 26—y (S™H). (6.3)

Da die Stiitzfunktionen h(Zy, -) gleichméBig gegen h(Z, -) konvergieren, konvergiert
auch die linke Seite von (6.3), daher ist die Folge ;x(S™!) beschriinkt. Nun sind
im Raum der signierten Mafie auf S"~! versehen mit der Totalvariation beschrinkte
Mengen relativ schwach kompakt. Die Folge gerader Mafle ., k € N, besitzt daher
eine Teilfolge py; die schwach gegen ein gerades Mall p auf S7=1 konvergiert. Es
folgt fiir u € S™ 1,

wobel

h(Z,u) = Jlggo h(Z,,u) = jli—glo - lu - v| dpg, (v) = /S B lu-v|du(v).

Sind K, L € K™ konvexe Koérper mit nichleerem Inneren, so gilt offenbar
KCL — I[MK CIIL.

Es stellt sich die Frage, welche Informationen iiber die Korper K und L aus der
umgekehrten Inklusion IIK C 1L wiedergewonnen werden konnen.

Satz 6.4 Es seien K,L € K" konvexe Korper mit nichtleerem Inneren. Ist L ein
Zonoid, dann gilt
K CIIL — V(K) <V(L),

und V(K) = V(L) genau dann, wenn K ein Translat von L ist.

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass L symmetrisch ist. Dann gibt es nach
Satz 6.3 einen symmetrischen konvexen Korper M € K™ mit nichtleerem Inneren,
sodass L = IIM. Damit gilt nach Satz 5.3, Satz 6.1 und dem Satz von Fubini

V(K,...,K,L) 2/ /yu v dSp_1 (K, u)dS,_1(M,v) = V(M,..., M,IIK).
n Jgn-1Jgn

Die Monotonie gemischter Volumina liefert daher

V(K,...,K,L) <V(M,...,M,IIL) = V(L).
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Eine Anwendung der Minkowski Ungleichung zeigt nun
V(K) < V(L)

mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Translat von L ist. ]

Die Definition des Projektionenkorpers eines konvexen Korpers zeigt, dass Satz 6.4
dquivalent ist zu

Korollar 6.5 FEs secien K,L € K™ konvexe Kéorper mit nichtleerem Inneren. Ist L
ein Zonoid, dann gilt

vol, 1 (K|ut) < vol, 1 (Ljut) Vue s = V(K)<V(L), (6.4)
und V(K) = V(L) genau dann, wenn K ein Translat von L ist.

Wir werden in Abschnitt 8 sehen, dass fiir die Giiltigkeit von (6.4) im Allgemeinen
auf die Voraussetzung, dass L ein Zonoid ist, nicht verzichtet werden kann.

Definition. Fiir einen Sternkorper L € 8™ heifit die Abbildung
u > vol,_1 (L Nub), ue S

die Schnittfunktion von L.

Die folgende Integraldarstellung bildet die Grundlage fiir Untersuchungen der
Schnittfunktion eines Sternkorpers. Wir bezeichnen dabei mit o,_, das sphérische
Lebesgue Maf3 auf S"2(u) := S ' Nut, u e S L.

Satz 6.6 Fir L € 8" und u € S" ! gilt

vol,_1(LNut) = / p(L,v)" tdo,_5(v). (6.5)

n — 1 Sn—1 Myl
Beweis: Fiir v € S* ! ist L Nu' offenbar ein Sternkérper in u*. Nach Satz 2.14 ist
sein n — 1-dimensionales Volumen gegeben durch (6.5). |

Das zu Projektionenkérpern duale Konzept sind Schnittkorper:

Definition. Fiir L € 8" ist der Schnittkérper 1L von L der Sternkorper definiert
durch
p(1L,u) = vol, (L Nu™b), ue S

Die gleichmiiflige Stetigkeit von Radialfunktionen auf S"~! zeigt, dass I: S* — S"
wohldefiniert ist. Die folgenden Eigenschaften von I erhalten wir unmittelbar aus
der Definition:

Proposition 6.7 Die Abbildung 1 : S™ — S™ hat folgende FEigenschaften:
(a) 1 ist stetig.
(b) Fiir jedes L € 8™ ist 1L symmetrisch.

(c) Es gilt 1L = o genau dann, wenn L trivial ist.
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Bemerkung.

(a) Es sei L € 8™ ein nichttrivialer Sternkérper. Ist L nicht symmetrisch, so
definiert

p(LM _)n—l = (1 - )\)ﬂ(L, .>n—1 + )‘p<_L7 ')n—17 NS [07 1]7
eine Familie von nichttrivialen Sternkorpern, fiir die nach Satz 6.6
I(Ly) = (1 = NIL+X(-L) =1L.

Der Schnittkérper bzw. die Schnittfunktion eines Sternkérpers bestimmt
diesen also nicht notwendig eindeutig. Wir werden in Abschnitt 7 zeigen, dass
fiir symmetrische Sternkorper dies jedoch sehr wohl der Fall ist.

Eine einfache geometrische Beschreibung von Schnittkérpern analog zu Satz 6.3
ist leider nicht moglich. Wir werden jedoch in Abschitt 10 eine fourieranalytische
Charakterisierung der Klasse von Schnittkérpern erhalten.

Sind K, L € 8™ nichttrivial, so gilt offenbar
KCL — IK CIL.

Das duale Gegenstiick zu Satz 6.4 ist unser nichstes Resultat.

Satz 6.8 FEs seien K, L € 8™ nichttrivial. Ist K ein Schnittkorper, dann gilt
IK C 1L — V(K) <V(L),
und V(K) = V(L) genau dann, wenn K = L.

Beweis: Da K ein nichtrivialer Schnittkorper ist, gibt es einen nichttrivialen
Sternkorper M € S™, sodass K = IM. Damit erhalten wir aus der Definition dualer
gemischter Volumina, Satz 6.6, (7.16) und dem Satz von Fubini

V(L,...,.L,K) = (r = 2)!/ /p(L, 0)" o, _o(v)p(M,u)" do(u)

n!
Sn715n72(u)

= V(M,...,M]IL).
Die Monotonie dualer gemischter Volumina liefert daher
V(K)=V(M,...,M,IK) <V(L,...,L K).
Eine Anwendung der dualen Minkowski Ungleichung zeigt nun
V(K) < V(L),
mit Gleichheit genau dann, wenn K = L. ]

Eine zu Satz 6.8 dquivalente Formulierung ist offenbar:

Korollar 6.9 Es seien K, L € 8™ nichttrivial. Ist K ein Schnittkérper, dann gilt
vol, 1(K Nu*) <vol, ((LNut) YueS™' = V(K)<V(L), (6.6)
und V(K) = V(L) genau dann, wenn K = L.

Wir werden in Abschnitt 10 sehen, dass fiir die Giiltigkeit von (6.6) im Allgemeinen
auf die Voraussetzung, dass K ein Schnittkorper ist, nicht verzichtet werden kann.
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7 Kugelfunktionen

Wir geben im folgenden eine Einfiihrung in die Theorie der Kugelfunktionen und
benutzen dabei den engen Zusammenhang mit dem Laplace Operator. Diese sehr
umfangreiche Theorie entwickeln wir dabei nur soweit es fiir unsere geometrischen
Anwendungen erforderlich ist.

Der Laplace Operator im R” ist gegeben durch
o f o f
Af =—S+...+—
/ o3 ot o2’
wobei f eine zweimal differenzierbare Funktion bezeichnet.

Definition. Eine Funktion f € C*(R") mit Af = 0 heifit harmonisch.

Die Entwicklung nach Kugelfunktionen stellt eine natiirliche Verallgemeinerung der
klassischen Fourierreihen auf S' dar. Wir wollen diesen Gesichtspunkt zunichst
genauer motivieren, indem wir die in klassischen Fourierreihen auftretenden Terme

acos(ky) + bsin(key), keN, a,beR,
auf neue Weise interpretieren. Setzen wir
T1 = COS und ZTo = sin p,
so erhalten wir aus

k
cos(kyp) + isin(kyp) = ™ = (cos ¢ + isin p)" = Z (f) (i sin )7 (cos @)*~

die Darstellungen

costog) = Y (1) (o Jat e, sinthe) = 3 (-1 (1 )k ta

=0 =0
Die Funktion
(cos @, sin @) — acos(kp) + bsin(ky), keN, abeR,
ist damit (wie man nun leicht iiberpriift) die Einschrinkung eines harmonischen
homogenen Polynoms im R? vom Grad k auf S'. Ist umgekehrt
k . .
p(z1,22) = Z cjry )
=0
ein harmonisches Polynom vom Grad k, so folgt aus Ap = 0 die Rekursionsformel
(k= )k =5 —1)
G+DG+2)

Cj+2 = — j:O,l,,k—Q
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Die Anfangsbedingungen ¢y = 1, ¢; = 0 ergeben

Kk
coj = (—1) (2]')’ c2j+1 =0,

und die Anfangsbedingungen ¢y = 0, ¢; = 1 liefern

, k
Coj41 = (—1)]( )7 c25 = 0.

27 +1
Damit ist p eine Linearkombination der oben erhaltenen Polynome. Es gilt also:

Satz 7.1 Die Funktionen
(cos @, sin ) — acos(kp) + bsin(ky), keN, abeR,
sind genau die Einschrinkungen auf S* von homogenen harmonischen Polynomen

im R? vom Grad k.

Satz 7.1 legt die Moglichkeit nahe, dass eine Theorie von Fourierreihen auf S"~! in
Analogie zu klassischen Fourierreihen auf S entwickelt werden kann, und motiviert
die folgende Definition:

Definition. Eine Kugelfunktion der Dimension n vom Grad k ist die Einschrankung
auf S"! eines homogenen harmonischen Polynoms im R™ vom Grad k. Mit H}
bezeichnen wir den Vektorraum der Kugelfunktionen der Dimension n vom Grad k.
Den Vektorraum aller endlichen Summen von Kugelfunktionen der Dimension n
bezeichnen wir mit H".

Bemerkung.

(a) Sind p und g homogene harmonische Polynome im R™, deren Einschriankungen
auf S"~! {ibereinstimmen, so gilt p = q.

Beweis: Es sei p homogen vom Grad k& und ¢ homogen vom Grad [. Dann gilt
p(z) = ||z]|™q(z) fir alle z € R™ mit m = k — [, wobei wir annehmen koénnen,
dass m > 0. Eine einfache Rechnung zeigt nun

Ap(z) = A(l|lz]|™q(x)) = m(m + 20 +n — 2)||l=[|™*q(z) = 0,
womit m = 0 und damit p = ¢ gilt. ]

(b) Nach (a) ist der Grad einer Kugelfunktion der Dimension n wohldefiniert.

Der Laplace Operator induziert auf S"~! den sphirischen Laplace Operator. Ohne
Verwendung von Parametrisierungen der Sphire kann man ihn wie folgt einfiihren:

Fiir f: S"~! — R ist die radiale Fortsetzung f : R"\{o} — R definiert durch

F@=f().  @eR"\fo}

Fiir g : R® — R bezeichne g die Einschrinkung von g auf ™1
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Definition. Der sphdrische Laplace Operator ist definiert durch
Aof = Af,

wobei f eine zweimal differenzierbare Funktion auf S"~! bezeichnet.

Die folgende Eigenschaft des sphérischen Laplace Operators wird im weiteren Verlauf
ein wesentliches Hilfsmittel sein.

Satz 7.2 Es seien f,g € C*(S"™Y), dann gilt

ong do = / gAOf do.

Sn—1 Sn—1

Beweis: Fir 0 < s < 1 und t > 1 sei B(s,t) :== {x € R" : s < ||z|| < t}. Sind
F,G € C*(R"), so folgt aus

div(FVG) = VF - VG + FAG

und einer Anwendung des Integralsatzes von Gaufl die Greensche Formel

F F
/ FAG—GAFCZQSZ/ F%—Ga—da—/ F%—Ga—da,
B(s,t) tgn-1 0Ny on sgn-1 On on

wobei 2E(u) = VF(u) -u fiir u € S"7!. Setzen wir nun F = f und G = g, dann sind
F und G homogen vom Grad 0, also 589_5 = % = 0. Integration in Polarkoordinaten
liefert daher

t
/ fAg — gAf do S dr = 0,
s Jgn-1

wobei wir noch verwendet haben, dass Af und Ag homogen vom Grad —2 sind.
Differentiation und Auswertung an ¢ = 1 liefert schliellich die Behauptung. ]

Das néchste Resultat zeigt, dass Kugelfunktionen Figenfunktionen des sphérischen
Laplace Operators sind und gibt damit Aufschlufl iiber deren enge Beziehung.

Satz 7.3 Fir H € H}} gilt
AH = —k(k +n— 2)H.
Beweis: Es sei f € C?(R") homogen vom Grad k. Dann gilt mit f(z) = f(-%),

B
Af(@) = All2]*f (@) = 2" Af(z) + 2V z|* - Vf(z) + f(2)Allz]".
Da V||z||F senkrecht zur Sphire ||z|| = const. ist und V f tangential dazu, gilt
Vllz[|* - V () = 0.
Da Af homogen vom Grad —2 ist, folgt damit,
Af(@) = ol 280 F (157) + Kk + 0 = 2)[l2]*2f(2). (7.1)

Da H € H} gibt es ein homogenes harmonisches Polynom p mit p = H. Setzen wir
nun f =p und ||z|| =1 in (7.1), so folgt die Behauptung. [
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Auf dem Vektorraum C(S™7!) der stetigen Funktionen auf S"~! definieren wir nun
ein inneres Produkt durch

(f.9) = flwg(u)do(u), — f,g€C(S™). (7.2)

gn—1
Die Grundlage fiir die Fourierentwicklung beziiglich Kugelfunktionen bildet:
Satz 7.4 Sind G € H} und H € H], mit k # m, dann sind G und H orthogonal.
Beweis: Nach Satz 7.2 und Satz 7.3 gilt

= (AG,H) — (G,AH) = (m(m+n—2)—k(k+n—2))(G, H).

Bemerkung.

(a) Ist H € H} mit k # 0, dann ist H orthogonal zur Kugelfunktion G = 1, d.h.

- H(u)do(u) = 0.

Das folgende algebraische Resultat bildet die Basis fiir Approximationsaussagen
beziiglich Kugelfunktionen.

Satz 7.5 Es sei p ein homogenes Polynom im R"™ vom Grad k. Dann gibt es
harmonische homogene Polynome h;, i € {k,k — 2,k —4,...}, vom Grad i mit

p(x) = hi(x) + || 2ha_a(@) + [|z][*hp_a(z) + -

Beweis: Es bezeichne V! den Vektorraum der homogenen Polynome im R" vom
Grad k. Weiters setzen wir V' := {7 : qeV;}. Dape VrC C(S” 1) kénnen wir p
orthogonal zerlegen in der Form p = hk + Pr_a2, Wobel pp_o € Vk , und (hk, q)=0
fiir alle g € Vk_z- Wir koénnen daher auch p zerlegen in der Form

p(x) = ha(z) + [|2[*Pr2 (),
wobel hy, € V. Fiir ¢ € V!, gilt nach (7.1) und Satz 7.2,

n—1

/ gAhydo = / q(k(k +n — 2)hy + Aohy) do = / helog do
Snfl Sn 1
= [ helag— (b= 20+ - D)g)do =0,
Snfl

dabei haben wir im letzen Schritt verwendet, dass Ag(z) und ||z|*Ag¢(x) auf S™~1
{ibereinstimmen. Setzen wir nun ¢ = Ahy, so folgt Ah;, = 0 auf S" ! und damit,
dass hj harmonisch ist wegen der Homogenitét. Fortsetzung dieses Verfahrens liefert

_ 2 4 ho(z)||z||*  k gerade
p(x) = hi(z) + [|2|*hr—2(x) + ||2]|*he—a(z) + + { h1($)’|$Hk_l k ungerade

mit harmonischen Polynomen h; € V" [
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Als erste Konsequenz von Satz 7.5 konnen wir nun auf einfache Weise die Dimension
des Vektorraumes Hj bestimmen.

Korollar 7.6 FEs gilt fir k,n € N mit n > 2,
k+n—1 k+n-—3
i T='N = — )
dim H (n, k) ( f ) ( L _ 9 )

Beweis: Es sei Q) der Vektorraum der Polynome im R" vom Grad hochstens k. Da
jedes Polynom Summe homogener Polynome ist, gilt nach Satz 7.5 einerseits

Op ={7:qc QY =Hj & - OH; (7.3)
und andererseits ist aber R L
r=Vi Vi,
denn fiir gerades (ungerades) k sind in 9,? nur gerade (ungerade) und in 17,?71 nur

ungerade (gerade) Funktionen und die Einschrinkung des homogenen Polynoms
|| q(x) stimmt mit der Einschrénkung von ¢ € V' ,; iiberein. Es ist damit also

wegen dim )7}: = dim V},
dimH; = dim(Hi®--- S HE) —dim(H; D --- D Hipy)
= dim Q! — dim 9} , = dim V} — dim V}" ,.
Es sei d(k,n) := dimV}. Da es in n Verdnderlichen genau d(k,n — 1) Monome vom
Grad k gibt, die x, nicht enthalten, und d(k — 1,n) Monome, die z,, mindestens
einmal enthalten, folgt d(k,n) = d(k — 1,n) + d(k,n — 1). Da d(k,1) = 1 und
d(0,n) = 1 ist, erhalten wir

d(k,n) = (“Z‘l).

Beispiele.
(a) Es gilt dim#H{ = 1 und #H{ besteht genau aus den konstanten Funktionen.
(b) Es gilt dim H} = n und H} besteht genau aus den linearen Funktionen
U T, xr e R™

Beweis: Die Koordinatenfunktionen u +— wu;, 1 < ¢ < n, bilden eine orthogonale
Basis von M7, denn fiir i # j haben die Mengen {u € S"! : w;u; < 0} und
{u e S": wu; > 0} gleiches MaBl, womit

/ uiuj do = 0.
Sn—l .

Bemerkung.

(a) Ist H € H} mit k # 1, dann ist H orthogonal zu H7, d.h.

/S  uH(u)do(u) = o.
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Aus Satz 7.5 bzw. (7.3) folgt unmittelbar:
Korollar 7.7 Die Einschrinkung auf S™™1 jedes Polynoms im R™ liegt in H™.

Nach dem Satz von Stone—Weierstrafl kann die radiale Erweiterung jeder stetigen
Funktion auf einer kompakten Teilmenge des R™ (die S™~' enthilt) gleichmiBig
durch Polynome approximiert werden. Korollar 7.7 liefert daher:

Korollar 7.8 Es sei f € C(S™') und € > 0. Dann gibt es ein H € H™ mit
||f - HHOO <e.

Nach Korollar 7.8 kann jede stetige Funktion auf S"~! gleichmiifiig durch endliche
Summen von Kugelfunktionen approximiert werden. Wir wollen dieses Resultat nun
verwenden, um dichte Teilmengen glatter konvexer bzw. Sternkorper auszuzeichnen.

Definition. Wir nennen einen Sternkorper L € 8™ polynomiell, wenn p(L,-) € H™.
Ein konvexer Korper K € K™ heifit polynomiell, wenn h(K,-) € H".

Als unmittelbare Folge von Korollar 7.8 notieren wir:

Proposition 7.9 FEs sei L € 8™ und € > 0. Dann gibt es einen polynomiellen
Sternkorper K € 8™ mit r(K,L) <e.

Die zu Proposition 7.9 duale Aussage fiir konvexe Korper ist

Satz 7.10 Es sei K € K™ und € > 0. Dann gibt es einen polynomiellen konveren
Korper L € K™ mit d(K,L) < e.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass K durch konvexe Korper mit C* Stiitzfunktionen
approximiert werden kann. Dazu sei ¢, : [0,00) — [0,00) eine C* Funktion mit

Tréger in [0, ] und
[ edlieydz =1

Wir definieren nun fiir x € R” eine Funktion h. durch

bela) i= [ W+ ol de
Fiir festes z € R" sei
g:(z) = h(K,z + ||z||z) + h(K,z — ||z||2), x € R"™
Dann gilt fiir x,y € R" und a € [0, 1],

g:(r +y) < h(K .z +afr+ylz)+ (K y+ (1= a)|z+ylz)
+ME,z = allr +yl[z) + MK,y — (1 = o)z +y|[2).

Setzen wir nun
=l
o= —
]| + [y
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so erhalten wir
h(K,z+ allz+y|2) + (K, z — allz + y||2)
h(K,y+ (1 —a)llz +ylz) + h(K,y — (1 = a)||z + y|2)

Insgesamt gilt damit

92(56)7
9:(y)-

9:(x +y) < g:(x) + g:(y)-
Da ¢, > 0 und

h@) =5 [ oelel)d

folgt daher, dass h. sublinear und damit Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K.
ist. Fiir u € 8™ gilt

o) = [ s 2ol de = [ B gy = ul) dy

und damit fiir x € R"\{o},
D dy,

Wi, 2) = all | R y)e (||lv - 1
R

womit h(K.,-) eine C> Funktion auf R™\{o} ist. SchlieBlich gilt noch fir K C RB"

und uw € 5", wegen |h(K,u+ z) — h(K,u)| < Rz,

[h(Ku) = h(Ke, )] < | [h(K w4 2) — h(K, u)ec([|2]]) dz < Re,

R
wobei wir . (]|z]|) = 0 fiir ||z|| > & verwendent haben. Also ist d(K, K.) < Re.

Zum Beweis, dass h(K,-) durch Stiitzfunktionen in H™ approximiert werden kann,
verwenden wir nun das im Beweis von Satz 5.1 gezeigte Kriterium fiir Sublinearitét
der homogenen Fortsetzung einer Funktion f € C?(S"!): f ist (genau) dann eine
sublineare Funktion, wenn Hess f (z) positiv semidefinit ist fiir jedes z € S"~L.
Wir haben weiters im Beweis von Satz 5.1 gesehen, dass 0 stets ein Eigenwert von
Hess f(x) ist, mit zugehdrigem Eigenvektor . Wir bezeichnen nun mit £(f,z) den
kleinsten der verbleibenden n — 1 Eigenwerte von Hess f(x) und setzen

E(f) == min{¢(f.x) 2w € S"}

Es ist also f (genau) dann sublinear, wenn &(f) > 0. Weiters haben wir im Beweis
von Satz 5.1 gezeigt, dass fiir s > 0 gilt

§(f+s)=&(f) +s. (7.4)

Es sei nun L. € K" ein konvexer Korper mit h(L.,-) € C*(S"!) und d(K, L.) < e.
Wegen (7.4) kénnen wir weiters annehmen, dass &(h(L.,-)) > 0. Nach einer
verschérften Version des Approximationssatzes von Weierstrass kann die Funktion
h(Leg,-) zusammen mit ihren Ableitungen bis zur 2. Ordnung gleichméfliig auf,
etwa, B(3,2) := {z € R" : 1 < ||z|| < 2} durch Polynome py, k € N, und deren
Ableitungen approximiert werden. Dann wird aber h(L.,-) und ihre Ableitungen
auch durch g(x) = ||x|]pk(ﬁ) und deren Ableitungen gleichméflig approximiert.
Die Einschrinkung g, = pi dieser Funktionen auf S"~! ist aber nach Korollar 7.7
in H™ und es gilt £(qx) > 0 fiir & > ko, womit g sublinear und damit Stiitzfunktion
eines konvexen Korpers ist fiir £ > k. |
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Wir sind jetzt in der Situation die Fourierentwicklung beziiglich Kugelfunktionen
im Hilbertraum Lo(S™™!) zu behandeln. Dabei bezeichnen wir die durch das innere
Produkt (7.2) induzierte Norm auf Ly(S™™!) mit

8= [P, f e La(s).

Die allgemeine Theorie von Fourierreihen in Hilbertrdumen sei im Folgenden als
bekannt vorausgesetzt.

Definition. Ist {Hl(k), . 7H](\f()mk)}~ eine Orthonormalbasis von H}}, dann heif3t

{H" :j=1,....N(n,k):k € N}
ein Orthonormalsystem von Kugelfunktionen. Mit mj, : Lg(S™™!) — HZ bezeichnen
wir die Orthogonalprojektion auf den Raum #H}:

N(n,k)

mf= > (LHMHY  feLys). (7.5)

=1

Die Fourierreihe von f € Ly(S™!) ist gegeben durch
f ey mef.
k=0

Das folgende Resultat zeigt, dass die Fourierreihe einer Funktion f € Ly(S™ 1) im
quadratischen Mittel gegen f konvergiert.

Satz 7.11 Jedes Orthonormalsystem von Kugelfunktionen ist vollstindig, d.h. fiir
jedes f € Lo(S™1) gilt

2

Beweis: Es sei f € Ly(S™!) und € > 0. Da stetige Funktionen dicht liegen in
Ly(S™™1), gibt es nach Korollar 7.8 eine Funktion H € H" mit

If — Hl2 <e.
Es sei k der hochste auftretende Grad von Kugelfunktionen in H. Dann folgt
k
‘f—zﬂzf <|f-Hl:<e,
i=0 9

da die Partialsummen der Fourierreihe von f die Bestapproximation beziiglich der
Ls-Norm ergeben. ]

Bemerkung.

(a) Eine Funktion f € C(S™!) ist eindeutig bestimmt durch ihre Fourierreihe:
mef =0 VkeN = f=0.
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Zum weiteren Studium von Fourierreihen bzw. der Orthogonalprojektion m; nutzen
wir die Beziehung von Kugelfunktionen zur Gruppe der Rotationen SO(n) des R™.

Definition. Fiir eine Funktion f: S" ! — R (oder f : R® — R) und eine Drehung
9 € SO(n) ist die Funktion 9f : S" ! — R definiert durch
Of)(w) = f(¥" ),  we ST

U C C(S™ 1) heiit SO(n) invariant, wenn 9 f € U fiir alle f € U und 9 € SO(n).
Wir bezeichnen den Stabilisator des kanonischen Einheitsvektors e,, mit

SO(n — 1) := {9 € SO(n) : Je,, = e, }.

Eine Funktion f : S" ! — R heiBt zonal, wenn Jf = f fiir alle ¥ € SO(n — 1). Es
bezeichne C(S™" 1, e,) den Vektorraum der zonalen stetigen Funktionen auf S™~!.

Es besteht eine enge Verbindung zwischen irreduziblen Darstellungen der Gruppe
SO(n) und Kugelfunktionen:

Satz 7.12 Die einzigen SO(n) invarianten Unterrdume von Hy sind {0} und H}.
Beweis: Fiir f € C?*(R") und ¢ € SO(n) rechnet man leicht nach, dass

A(f) = J9(Af),
d.h. der Laplace Operator kommutiert mit Rotationen. Ist daher p ein homogenes
harmonisches Polynom vom Grad k im R", so ist auch dJp fiir jedes ¥ € SO(n)

ein homogenes harmonisches Polynom vom Grad k. Durch Einschrinkung auf S™1
folgt die Invarianz von H} gegeniiber Rotationen.

Es sei nun U C C(S™1) ein SO(n) invarianter Unterraum mit 1 < dim U < oo. Wir
zeigen zunichst, dass
dim C(S™ ', e,)NU > 1. (7.6)

Dazu seien {g¢i,...,9m} und {g7,...,g;} zwei beziiglich dem Skalarprodukt (7.2)
orthonormale Basen von U. Fiir u,v € S"~! setzen wir,

Pl =Y aa@)  md  F o) =Y g6 o)
Offenbar gilt fiir jedezs:}-l cU, -
H = iaigi = ibigf,
i=1 i=1
wobei a; = (H,g;) und b; = (H, g}) fiir 1 <14 < m. Es folgt fiir festes v € S"71,
(HFC0)— F ) =S aae) = S bgi(0) = 0
=1 i=1

Setzen wir H(u) = F(u,v)—F*(u,v), so folgt F'(u,v) = F*(u,v) fiir alle u,v € S"~1.
Wihlen wir nun gf = 9¢;, 1 <i < m, fiir ein ¥ € SO(n), so erhalten wir

Flu,0) = Y gi(w)gi(v) = 3 g:(0 7 w)gi(0 ™) = F©~"u,07'0)

i=1
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Insbesondere ist die Funktion f : S"~! — R definiert durch
f = F(eTH ) = Zgz(en)gm
i=1

eine SO(n — 1) invariante Funktion in U. Angenommen, es wére f = 0. Aus der
linearen Unabhéngigkeit von g1, ..., g, folgt g;(e,) = 0 fiir 1 < i < m und damit
H(e,) =0 fiir alle H € U. Da es zu jedem x € S"~! ein ¢ € SO(n) gibt mit 9z = e,
folgt fiir eine beliebige Funktion H € U,

H(z) = H(W 'e,) = (VH)(e,) = 0,
im Widerspruch zu dim U > 1. Es ist also f # 0 und damit dim C(S" !, e, )NU > 1.

Als néchstes beweisen wir, dass fiir jedes k € N,
dim C(S™ ' e,) NH} = 1. (7.7)

Dazu sei H € H} zonal. H ist die Einschrinkung auf S"~! eines homogenen
harmonischen Polynoms p vom Grad k£ im R". Verwenden wir nun die Notation

T = (x1,...,Ty_1), SO besitzt p offenbar eine Darstellung der Form
k
p(z) = Zxﬁ_Jpj(f), x € R, (7.8)
=0
wobei p; : R"™! — R ein homogenes Polynom vom Grad j in 1, ..., 2, 1 ist. Da H

zonal ist, gilt fiir alle ¥ € SO(n — 1),
> @i Ipi(@) = plx) = p(vz) = > =y Ip;(9z).
=0 =0

Da dies fiir alle reellen z,, gilt, folgt p,;(z) = p;(¥Z). Da SO(n — 1) auf jeder Sphére
|Z|| = const. transitiv wirkt, héngt p; also nur von ||z|| ab. Da p; ein homogenes
Polynom vom Grad j ist, erhalten wir fiir 1 < j < [£],

p2j<1_7> = ng(flfi + -+ .T%L_l)j und P2j+1 = 0, (79)

wobel ¢y; € R. Einsetzen von (7.9) in (7.8) zusammen mit der Bedingung Ap = 0
ergibt eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten cy; mit der bis auf eine reelle
Konstante ¢y eindeutig bestimmten Losung

Ly kB2 (k-2
= 2l(n — D)(n+ 1)(n+3)-—(n+t2j—3) "

Das Polynom p ist also bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, daher gilt (7.7).

(7.10)

Angenommen es gibt einen nicht trivialen SO(n) invarianten Unterraum U von H}.
Es bezeichne U+ das orthogonale Komplement von U in H2. Aufgrund der SO(n)
Invarianz des Skalarprodukts (7.2) ist dann auch U~ ein nicht trivialer und SO(n)
invarianter Unterraum von H}. Nach (7.6) gilt daher

dim C(S" !, e,)NU > 1 und dim C(S" !, e,)NU* > 1,
im Widerspruch zu dim C(S" 1, e,) NH? =1 und dim U N U+ = 0. |
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Wir haben im Beweis von Satz 7.12 gesehen, dass es in H}, bis auf eine multiplikative
Konstante genau eine zonale Funktion gibt. Diese spielt eine besonders wichtige Rolle
in der Theorie der Kugelfunktionen.

Satz 7.13 Zu jedem k € N gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom P}’ auf [—1,1]
vom Grad k mit den folgenden Figenschaften:

(a) Ist Hy, ..., Hyg ) eine orthonormale Basis von Hy, dann gilt fir u,v € S",
N(n,k)
N(n, k
S HiwHi(w) = 28 oy,
- Wn,

i=1
(b) Fiir jedes feste v € S" ' ist P(v-.) € H}.

(c) Pl(e, - .) ist die bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmite
zonale Funktion in H}.

Beweis: Es geniigt Aussage (a) zu beweisen, (b) und (c) folgen dann unmittelbar.
Der Fall £ = 0 ist trivial, wir konnen daher k£ > 1 annehmen. Es sei zunéchst
n = 2. Verwenden wir die Parametrisierung u = (cos ¢, sin ¢) von S!, dann ist eine
orthonormale Basis von H? gegeben durch

Hi(u) = % cos(ky) und Hy(u) = % sin(ky).

Wir erhalten daher mit v = (cos ), sin ),
Hy(u)Hy(v) + Hy(u)Hs(v) = %COS(IC(QD — 1)) = %cos(k arccos(u - v)).

Setzen wir also P2(t) = cos(k arccost), so folgt die Behauptung.

Es sei nun n > 3. Im Beweis von Satz 7.12 haben wir gesehen, dass die Funktion
F(u,v) = Hy(u)Hy (0) + - - + Hy gy (w) Hy (g (v)

nicht von der gewéhlten orthonormalen Basis abhéngt und, dass F'(u,v) = F(Yu, Jv)
fiir alle ¥ € SO(n) gilt. Da es offenbar zu gegebenen u,v € S"! stets ein ¥ € SO(n)
gibt mit

Ju = e, und 191}2(0,...,0, 1—(u-v)2,u~v>,

konnen wir P definieren durch

Po(t) = %F (en, (0, L0V - 22, t>> .

Es bleibt zu zeigen, dass P}’ ein Polynom vom Grad k ist. Im Beweis von Satz 7.12

haben wir gezeigt, dass P]'(e, - .) # 0 die bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmte zonale Funktion in H} ist. Mit u = (O, 00V =82, t) folgt daher

PE(t) = Pi(en - u) = cp(u) = c(t* + oot (1 = %) + ),

wobei p das Polynom (7.8) bezeichnet und wir (7.9) und (7.10) verwendet haben.
Benutzen wir noch einmal (7.9) und P{* # 0, so folgt, dass der Koeffizient von t*,
gegeben durch ¢(1 — ¢y 4+ ¢4 — - - +), von Null verschieden ist. |

Definition. Das Polynom P}’ heifit Legendre Polynom der Dimension n vom Grad k.
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Mit Hilfe von Legendre Polynomen kénnen wir nun eine einfache Integraldarstellung
fiir die Orthogonalprojektion 7y : Lo(S™™ 1) — H} angeben. Aus Satz 7.13 (a) und
(7.5) folgt unmittelbar:

Proposition 7.14 Es sei f € Ly(S™™) und k € N. Dann gilt

(mf) () = 20K)

(JJn Sn—l

f(0)PH(u-v)do(v), ue SmL

Fiir viele Anwendungen benotigt man oft auch eine formale Fourierentwicklung von
MafBlen. Proposition 7.14 motiviert die folgende Definition:

Definition. Fiir ein endliches Borel Maf p auf S™! definieren wir myu € HY durch

(m) () = 2 F)

Wn

/ Pl u-v)du(v), ue S
Sn—1

Wie das folgende Resultat zeigt, ist ein Maf auf S”~! durch seine Fourierentwicklung
eindeutig bestimmt:

Satz 7.15 Es sei u ein endliches Borel Maf$ auf S"~'. Ist mu = 0 fiir alle k € N,
so folgt p = 0.
Beweis: Es sei k € N und H € H}. Dann gilt nach dem Satz von Fubini

N(n, k)

0= (g ) = 2 [ BP0 ot duto) = [ H) due).

Nach Satz 7.8 verschwindet damit aber auch das Integral jeder stetigen Funktion
beziiglich p, womit p = 0 folgt. ]

Wir geben nun eine explizite Formel zur Berechnung von Legendre Polynomen an:

Formel von Rodrigues. Es sei v := (n — 3)/2. Dann gilt firt € [—1,1],

B (=1)* 2y—y A"
S B A

Pl (t) — (1 — 3"t (7.11)

Beweis: Setzen wir u = v in Satz 7.13 (a) und integrieren iiber S"~!, so folgt
Z | i) dow) = N, )P,
=1 "

also gilt P*(1) =1 fur alle £ € N und daher nach Satz 7.13 (a) einerseits

2

[ A npint = gl [ S He)mw | dotw
w? k) w w
= Nge 2 Bl = gt W= 3o



Andererseits ist nach Satz 7.13 (c¢) und Satz 7.4 fiir k # m,

/ Pl (e, -u)Pr (e, - u)do(u) = 0.
Sn—1
Parametrisierung der Sphére durch

u = te, + V1 — t2uy, we S"

mit ug € e, ergibt damit

! 1 w
Prt)P™(t)(1 —t3)" dt = Ple,-.),P(e,-.)) =0 —— — (7.12
| B OPAO0 =2 = (P Phlen ) = 6 s (112)
wobei 0" = 1 fiir K = m und ;" = 0 sonst. Ist umgekehrt );, 7 € N, eine Folge von
Polynomen auf [—1, 1], sodass Qy Grad k besitzt und

/_11 Or()0m(D)(1 — ) dt = 67 (7.13)

so folgt durch Induktion die Existenz reeller Konstanten ¢} € R mit Q) = ¢ P}
Die Behauptung ist trivial fiir £ = 0. Es sei nun Qo = ¢{ Py, ..., Qk-1 = cp_ P,
und @y, dargestellt in der Form Q = aoFPj' + - - - + ax—1 P + c; P'. Die Induktions-
voraussetzung und (7.12) ergeben dann fir j < k — 1,

1 1
aj/ PROPI(E)(1 — £ dt = C—n/ Qr()Q;()(1 — ) dt = 0.
-1 jJ-1

Es bezeichne nun Q}(¢) die rechte Seite von (7.11). Offenbar ist Q) ein Polynom vom
Grad k auf [—1,1]. Es bleibt daher zu zeigen, dass Q}(1) = 1 fiir alle £ € N und die
Orthogonalitétsrelation (7.13) fiir 0 < k < m erfiillt ist. Partielle Integration ergibt
wegen k < m,

1 qam

g QrHQ™ () (1 —t?) dt = Const./ (1 — ) tm

»(t)dt = 0.
) QR dt =0

Wiederholtes Differenzieren von (1 — t2)"* zeigt die Existenz von Polynomen py(t),
sodass

dk

pritis Y= (=2 + D) +2) - (v + k)1 =)+ (1= 2" (),
woraus Q7 (1) = 1 folgt. [
Beispiele.

(a) Firn =2 gilt

[k/2) &
0= 21 (5, ) e
Diese Polynome sind auch als Chebyshev Polynome bekannt.

(b) Es gilt fiir beliebiges n > 2,

Py(t) =1, Pl'(t) =t, Py(t) = - i 1(nt2 —1).
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Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir Kugelfunktionen verwenden, um
Integraltransformationen der folgenden Form zu untersuchen:

Definition. Ist ¢ : [—1,1] — R eine stetige Funktion und p ein endliches Borel Maf
auf S"~1 so definieren wir die Funktion T,u € C(S™1) durch

(T = [ plu-v)duo), wes (7.14)

Das folgende Resultat bildet die Grundlage fiir das Studium der Transformation T',
mit Hilfe von Kugelfunktionen.

Satz von Funk—Hecke. Ist ¢ € C[—1,1], so gilt fiir jedes endliche Borel Ma8 1
auf S"! und jedes k € N,

T Topt = wn 1 A [Ty] mhpt,

wobei
Awuz/gmwmuﬁwﬁw

Beweis: Es sei zunéchst ¢ ein Polynom vom Grad m. Dann kann ¢ dargestellt werden
in der Form ¢(t) = agF§(t) + - - - + an P (t). Fir k < m gilt nach Proposition 7.14
und Satz 7.13 einerseits

N(n, k)ay,

Wn

(mrp(w -2 ) (u) = /S”1 Pl(w-v)P}(u-v)do(v) = a P (w - u), (7.15)

und wegen (7.12) andererseits

o = N R)wn /_ Pt PR(H)(1 — 12) "2 dt.

Wn 1

Da wir jede stetige Funktion auf [—1, 1] gleichm&Big durch Polynome approximieren
konnen, gilt (7.15) fiir jedes ¢ € C[—1,1]. Aus dem Satz von Fubini folgt damit

N(n, k)

Wn

(T Tpp) () =

/Snl /Sn@l(w.v)P}?(u.v) do(v)dp(w) = w, 1 AL [T,] (mu) ().
[

Der Satz von Funk-Hecke motiviert die folgende Definition:

Definition. Eine lineare Abbildung T, die jedem endlichen Borel Maf§ u (bzw.
jeder stetigen Funktion) auf S™"~! eine stetige Funktion auf S™~! zuordnet, heifit
Multiplikator Abbildung, wenn es zu jedem k € N eine Zahl A\;[T] € R gibt mit

T T = wp A AL [T] 7 pe

Die Zahlen \}[T] heiBen die Multiplikatoren von T.
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Aufgrund der Vollsténdigkeit jedes Orthonormalsystems von Kugelfunktionen bzw.
Satz 7.15 und der Bemerkung nach Satz 7.11 konnen wir ein einfaches Kriterium
fiir die Injektivitdt einer Multiplikator Abbildung angeben:

Proposition 7.16 FEine Multiplikator Abbildung T ist genau dann injektiv, wenn
alle Multiplikatoren \}[T], k € N, von Null verschieden sind.

Fiir unsere geometrischen Anwendungen spielen zwei Integraltransformationen eine
wesentliche Rolle:

Definition. Es sei y ein endliches Borel Mafl auf S"~!. Die Cosinus Transformation
Cu € C(S™1) von p ist definiert durch

o= [ Jueldute),  west

Die Cosinus Transformation ist nach dem Satz von Funk—Hecke eine Multiplikator
Abbildung. Thre Multiplikatoren koénnen wir mit Hilfe der Formel von Rodrigues
bestimmen:

Satz 7.17 Die Multiplikatoren der Cosinus Transformation sind gegeben durch
2 2
Ay |[C] =
2(C] (n—1)(n+1)

M [C1 =0, AG[C] =

und fiir k > 2 durch
1-3---(2k—=3)

5[Cl = (—1)]“12(” "D+ D)n+3) - (n+2k—1)

Beweis: Nach dem Satz von Funk—Hecke und der Formel von Rodrigues gilt

A[C t|Pr()(1 — 3" >t = t|——(1 — t*)"*dt.
/H () ) Qk(y+1 u+k/Hdtk )

Da P} ungerade ist, wenn k ungerade ist, folgt A%, [C] = 0. Die Beispiele nach der
Formel von Rodrigues fithren auf die Ausdrucke fiur Aj[C] und A5[C]|. Wir nehmen
nun an, k ist gerade und £ > 4. Dann ist

1 ]lk N . 1k—2 ) X
/ tdtk ( t ) dt dtk—2 ( ¢ )

t=0

k—
vi2 A ? (1- tz)"T“Jr(k—z)

dtk—2
= 25w +3)-- (v + k) Pr7N0),

wobei v = (n — 3)/2. Mit Hilfe der Formel von Rodrigues berechnet man nun auf

einfache Weise P;%,}(0), woraus sich die Behauptung ergibt. |

= 2(1—1%

t=0

Die Cosinus Transformation ist wegen A5, ,,[C] = 0, k& € N, nicht injektiv. Da ein
Mafl i auf S™! jedoch genau dann gerade ist, wenn mo, . = 0 fiir alle k € N,
erhalten wir:

Korollar 7.18 Die Cosinus Transformation ist injektiv auf geraden Maflen.
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Wir definieren nun die zweite fiir uns wesentliche Integraltransformation:

Definition. Es sei f : S"! — R eine stetige Funktion. Die sphdrische Radon
Transformation Rf € C(S™ 1) von f ist definiert durch

(Rf)(u) = /s f(v)do,_o(v), ue S™L

n—1mqL

Die sphérische Radon Transformation ist nicht von der Form (7.14). Sie kann jedoch
als Grenzwert von Integraltransformationen der Form (7.14) dargestellt werden. Man
rechnet leicht nach, dass die fiir € > 0 definierte Funktion

1
2%

(Ref)(u) /Sn1 Ii_cq(u-v)f(v)do(v), ue S" (7.16)

fiir ¢ — 0 gleichmé&Big gegen R f konvergiert.

Da es stetige Funktionen g,,, m € N, auf [—1, 1] gibt, die fast iiberall gegen I|_.
konvergieren und |g,,(t)| < 1 erfiillen, folgt aus dem Satz von Funk-Hecke und dem
Satz iiber dominierte Konvergenz, dass auch die sphérische Radon Transformation
eine Multiplikator Abbildung ist.

Satz 7.19 Die Multiplikatoren der sphdirischen Radon Transformation sind gegeben
durch
MR =0, A[R] =1,

und fir k > 1,

1-3---(2k — 1)

Beweis: Da Rf fiir f € C(S"!) gerade ist, folgt A5, ;[R] = 0. Aus (7.16) und dem
Satz von Funk—Hecke folgt fiir gerade k € N,

; n—3 _1)k/2F) y
MeR] = lg%é OP;?(t)(l —13)*% dt = P}0) = T 1)((Vll 2)1?4. S ( /;/rzk)

wobei v = (n — 3)/2 und wir verwendet haben, dass (—1)"/2 (';;/r; ) der Koeffizient

von t* in der Taylorreihe um ¢ = 0 von (1 — #2)"*¥ ist. |

Da eine Funktion f € C(S™!) genau dann gerade ist, wenn 7oy f = 0 fiir
alle £ € N, erhalten wir die folgende Injektivitatsaussage fiir die sphéarische Radon
Transformation:

Korollar 7.20 Die sphdrische Radon Transformation ist injektiv auf geraden
Funktionen.
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8 Das Shephard Problem

In diesem Kapitel verwenden wir Kugelfunktionen, um die vollstéandige Losung eines
Problems von G.C. Shephard iiber die Projektionen konvexer Kérper zu erhalten.
Ausgangspunkt ist folgende anschaulich naheliegende Fragestellung: Seien K und L
konvexe Korper mit nichtleerem Inneren. Ist der folgende Schluss zuléssig:

vol,_1 (K |ub) < vol,_y(Llut) Yue€ S*! == V(K)<V(L)? (8.1)

Nach Korollar 6.5 ist die Implikation (8.1) sicher richtig, wenn L ein Zonoid ist. Es
stellt sich die Frage, ob die Menge der Zonoide durch eine gréflere Klasse konvexer
Korper ersetzt werden kann. Das folgende Resultat zeigt, dass jede solche Klasse
eine Teilmenge der symmetrischen konvexen Koérper sein muss:

Satz 8.1 Zu jedem nicht symmetrischen konvexen Korper L € K™ mit nichtleerem
Inneren existiert ein symmetrischer Korper K € K™ mit

vol,_1 (K |ub) < vol,_y(L|u™b) Vue sm,

aber
V(K) > V(L).
Beweis: Wir definieren den symmetrischen konvexen Korper K durch
1 1
Sp-1(K, ) = B n-1(L, ") + 5 Sn-1(—L, ).

Nach Satz 5.7 ist S,_;(K,-) das Oberflichenmafl eines eindeutig bestimmten
symmetrischen konvexen Korpers K mit nichtleerem Inneren. Nach Satz 6.1 gilt

vol,_1 (K |u™) = vol,,_1 (L|u") Vue st
Aus Satz 5.3 folgt weiters fiir jeden konvexen Koérper M € K™,
1 1
V(K,...,K,M) = §V(L,...,L,M)—|—§V(—L,...,—L,M).
Setzen wir M = K, so folgt aus der Minkowski Ungleichung damit

V(K) > V(L). m

Nach Satz 8.1 ist die Implikation (8.1) im Allgemeinen nicht richtig. Das im Beweis
von Satz 8.1 konstruierte Gegenbeispiel beruht allerdings darauf, dass die Abbildung
welche einem konvexen Korper seinen Projektionenkorper zuordnet nicht injektiv ist.
Nach Satz 6.1 und der Definition der Cosinus Transformation gilt fiir K € K",

1
h(IIK, ) = 3 CSp1(K,).
Damit erhalten wir aus Proposition 7.18:

Proposition 8.2 Die Abbildung I1 : K" — K" ist injektiv auf symmetrischen
konvexen Korpern mait nichtleerem Inneren.
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Proposition 8.2 und eine mit Satz 8.1 verwandte Beobachtung haben G.C. Shephard
zur Formulierung des folgenden Problems gefiihrt:

Problem von Shephard. Es seien K, L € K" symmetrische konvexe Korper mit
nichtleerem Inneren. Ist der folgende Schluss zuléssig:

vol,_y (K |ub) < vol,_i(L|u*) VYue S™! — V(K) < V(L)?

Wir notieren zunéchst eine positive Antwort fiir den Fall n = 2:
Satz 8.3 Das Problem von Shephard hat eine positive Antwort fiir n = 2.

Beweis: Fiir einen beliebigen konvexen Koérper M € K? gilt
voly (M |v) = h(M,v) + h(—M,v), ve S

wobei M|v die Projektion von M auf den von v aufgespannten 1-dimensionalen
Unterraum bezeichnet. Bezeichnet ¥z € SO(2) die Drehung um 7, so folgt fiir einen
symmetrischen Korper K € K2,

voly (K |ut) = voly (K[Jzu) = 2h(K,Vxu), ue S
Die Voraussetzungen im Problem von Shephard implizieren damit h(K,-) < h(L, )
bzw. K C L, womit insbesondere V(K) < V(L) folgt. [

Um die Losung des Problems von Shephard fiir Dimensionen n > 3 zu erhalten,
benotigen wir den Begriff der Kriimmung fiir konvexe Koérper.

Definition. Wir sagen ein konvexer Koérper K € K™ mit nichtleerem Inneren besitzt
eine Kriimmungsfunktion s,_1(K,-) € C(S"!), wenn

dSn_l(K, ) = Sn—l(K, )dO’

Wir sagen K besitzt positive Kriimmung, wenn s,_1(K, -) eine positive Funktion ist.

Bemerkung.

(a) Es sei K ein konvexer Korper mit positiver Kriimmung, dessen Rand eine
glatte Mannigfaltigkeit im Sinne der Differentialgeometrie ist. Dann ist die
Kriimmungsfunktion von K reziprok zur Gaul Kriimmung als Funktion des
duBeren Normaleneinheitsvektors.

Wie der folgende Satz zeigt, besitzen hinreichend glatte konvexe Koérper eine
Kriimmungsfunktion. Der Beweis dieses Resultats verwendet Methoden aus der
Differentialgeometrie und geometrischen Mafitheorie und {ibersteigt daher die
Moéglichkeiten dieser Vorlesung:

Satz 8.4 Es sei K € K™ mit nichtleerem Inneren und h(K,-) € C*(S™™'). Dann
besitzt K eine Krimmungsfunktion und s, 1(K,u) ist gegeben durch die Summe der
Hauptminoren der Ordnung n — 1 der Hessischen Matriz von h(K,-) an u € S" .
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Nach Satz 7.10 sind polynomielle konvexe Korper dicht in ™. Satz 8.4 zeigt, dass
der Beweis von Satz 7.10 sogar die folgende stiarkere Aussage liefert:

Korollar 8.5 Essei K € K" unde > 0. Dann gibt es einen polynomiellen konvezxen
Korper L € K™ mit positiver Krimmung und d(K, L) < e.

Wir sind nun in der Lage eine &dquivalente Formulierung fiir das Problem von
Shephard zu geben.

Satz 8.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Das Problem von Shephard hat eine positive Antwort.

(b) Jeder polynomielle symmetrische konvexe Kdorper mit positiver Krimmung ist
ein Zonoid.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, K und L seien symmetrische konvexe Korper mit
nichtleerem Inneren fiir die Inklusion (8.1) nicht richtig ist. Dann gilt IIK C IIL,
aber V(K) > V(L). Da I1K den Ursprung enthélt und IT homogen ist, konnen wir
K mit einem passenden Faktor A\ < 1 strecken, sodass noch V(AK) > V(L) und
die Inklusion II(AK) C IIL strikt ist. Da die Abbildung IT und das Volumen stetig
sind auf K™, konnen wir nach Korollar 8.5 einen polynomiellen konvexen Korper L/
mit positiver Kriimmung finden, sodass II(AK) C IIL" aber V(AK) > V(L'). Nach
Satz 6.4 kann L’ kein Zonoid sein.

Es sei nun K ein symmetrischer polynomieller konvexer Korper mit positiver
Kriimmung der kein Zonoid ist. Da K positive Kriimmung besitzt, hat K nach
Satz 5.7 innere Punkte. Da h(K,-) € H" gibt es ein m € N mit

M) = 3 mb(K ),

wobei m;h(K,-) = 0 fiir ungerade i, da K symmetrisch ist. Wir definieren nun eine
gerade Funktion f € C(S™!) durch

m/2
1
=Y ————mih(K,"),
! i=0 wnfl)‘gz‘[c]wz ( )

wobei A[C] # 0 die geraden Multiplikatoren der Cosinus Transformation sind.
Nach dem Satz von Funk-Hecke gilt dann A(K,-) = C f. Die Funktion f muss
negative Werte annehmen, andernfalls ist K ein Zonoid nach der Charakterisierung
von Zonoiden durch (6.1) . Es sei F' € C(S™!) eine stetige nichtkonstante gerade
Funktion, sodass
>0 fiir f(u) <0,

F(u) { =0 fur f(u) > 0.
Geeignete Approximation von F' nach Satz 7.8, zeigt die Existenz einer geraden
nichtnegativen Funktion G € H" mit

s f(u)G(u) do(u) < 0.
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Da G € H" gerade ist, konnen wir wie zuvor ein gerades H € H" finden, mit
G=CH.

Da K positive Kriimmung besitzt, hat K eine positive stetige Kriimmungsfunktion
Sn—1(K, ). Wir kénnen daher ein a > 0 finden, sodass auch

Snfl(K, ) +aH > 0.

Nach Satz 5.7 gibt es einen symmetrischen konvexen Koérper L mit nichtleerem
Inneren und

dS,_1(L,) = ($n1(K,-) + aH)do.
Es folgt
(1L, ) = %c S (L, ) = h(IIK, ) + %G.
Da G nichtnegativ ist, gilt also [IK C 1L bzw.
vol,_1 (K |ub) < vol,_y (L|u®b) Vue S

Satz 5.3, h(K,-) = C f und der Satz von Fubini liefern aber

n—1

V(Lo L) = V) = [ (PG do(w

= f(w)(CH)(u)do(u) = | f(u)G(u)do(u) <0,

Sn—1 Sn—1

woraus mit der Ungleichung von Minkowski folgt

V(K) > V(L). n

Da die Menge der Zonoide nach Definition abgeschlossen in der Hausdorff Metrik
ist, besitzt das Problem von Shephard nach Korollar 8.5 und Satz 8.6 genau dann
eine positive Antwort, wenn jeder symmetrische konvexe Korper ein Zonoid ist. Das
folgende Resultat zeigt, dass dies fiir n > 3 nicht der Fall ist.

Satz 8.7 Fiirn > 3 gibt es symmetrische konvexe Korper, die keine Zonoide sind.

Beweis: Wir werden zeigen, dass jede Stiitzmenge eines Zonoids wieder ein Zonoid
und damit zentralsymmetrisch ist. Da es fiir n > 3 symmetrische Polytope, wie
etwa das Kreuzpolytop conv {*e, ..., +e,}, mit simplizialen Facetten gibt, ist die
Behauptung damit bewiesen.

Es sei K ein Zonoid. Im Beweis von Satz 6.3 haben wir gezeigt, dass es ein gerades
MaB p auf S*~! gibt mit

h(K,u) = / |u - v| du(v), ue S (8.2)
Sn—l
Es sei e € S"! beliebig. Wir werden zeigen, dass es ein w(e) € R™ gibt, sodass
h(F (K, e),u) = / lu-v|dp(v) +w(e) - u, ue S (8.3)
Sn—1lnel
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Nach Satz 3.3 gilt

A(E(K, €),u) = lim M e+ M;) —hKe) (8.4)

Wir setzen nun
w(e) := 2/ vdu(v).
e-v>0

Da h(F(K,e),+e) = £h(K, e) folgt die Giiltigkeit von (8.3) fir v = fe. Wir kénnen
daher annehmen, dass u und e linear unabhénig sind. Wir definieren

AN = {ve S ie-v>0; (e+Au)-v >0},
B(\) = {veS"tie-v<0;(e+ Au)-v >0},
C\) = {fvesS" 1 tie-v>0; (e+ Au)-v <0},

Die Formeln (8.2) und (8.4) zeigen, dass

h(F(K,e),u) = limz( /A (A)UB((e—I—)\u)-vd,u(v)— /A e-vdu(v))

MO A ) (VUC(N)

2
= lim— /e-vd,uv —/ e-vduv)JrQIim u-vdu(v).
Ao A ( B(\) ®) c(N) ®) MO JanuB(X) (v)

Fiir v € B()) ist |e - v| < ¢ mit einer geeigneten Konstante ¢ € R. Setzen wir
B\ :={ves" " e-v<0;(e+u)-v>0}

so folgt

5L e =[5 [ evant)| < bz,

wobel |||y die Totalvariation von u bezeichnet. Da limy o B'(A) = 0 folgt

2
lim — e-vdu(v) =0.
WX Lot p(v)

Analog erhilt man aus limy ;o C(\) = 0,

2
lim — e-vdu(v) =0.
WX oS 1(v)

Die Formel (8.3) ergibt sich nun aus limyg A(A\) = {v € S" ' :e-v > 0} und

1 = n_l' . P . .
1;1&)13()\)—{7165 ce-v=0;u-v>0}. =

Zusammenfassend ergibt sich daher folgende Lésung des Problems von Shephard:

Korollar 8.8 Das Problem von Shephard hat eine positive Antwort fir n = 2 und
eine negative Antwort fiirn > 3.
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9 Fourier Transformation und Volumen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Volumen von Schnitten symmetrischer
konvexer Korper mit Hilfe der Fourier Transformation. Obwohl erste Resultate in
dieser Richtung bereits auf Laplace zuriick gehen, konnte erst im Jahr 1998 der
Zusammenhang zwischen Volumen von Schnitten und der Fourier Transformation
von Radialfunktionen in voller Allgemeinheit bewiesen werden.

Definition. Die Fourier Transformation Ff von f € L;(R™) ist definiert durch

(F)(z):= | flye*¥dy, x€R"

Rn

Die Fourier Transformation ist offenbar eine lineare Abbildung auf L;(R™), bildet
integrierbare Funktionen im allgemeinen jedoch nicht in L;(R™) ab. Es erweist sich
daher als hilfreich die Einschrankung der Fourier Transformation auf einen Teilraum
der glatten Funktionen im R" zu betrachten, welcher in sich abgebildet wird.

Ist @« = (aq,...,0p) € N" ein Multi-Index, so nennen wir |a| = a; + -+ + «, die
Ordnung von a und definieren den Differentialoperator D, durch

1 0\ 1 0 \™
Do = <a—> (a—) |

Fiir ein Polynom p im R™ vom Grad k, gegeben durch

p(z) = Z CaXit - T, r € R",

|la|<k

seien die Differentialoperatoren p(D) und p(—D) definiert durch

p(D) = Z CaDa und  p(—=D) = Z (=1)7lele,D,.

o <k lo| <k

Definition. Der Schwartzraum S(R™) schnell fallender Funktionen ist definiert
durch

S(R") := {f € C=(R™) : sup sup (1 + ||z)*)*|Daf| < oo fiir alle k € N} :
|a|<k z€R"

Bemerkung.

(a) Eine Funktion f € C>®(R") gehort genau dann zu S(R™), wenn pD,, f € Ly (R™)
fiir jedes Polynom p im R™ und jeden Multi-Index a.

Beispiele.
(a) Die Funktion exp(—||z||*) gehort zu S(R™).

(b) Jede C*° Funktion im R"™ mit kompaktem Tréger liegt in S(R™).
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Die folgenden einfachen Eigenschaften der Fourier Transformation werden im
weiteren Verlauf dieses Abschnitts niitzlich sein.

Satz 9.1 Es sei f € Li(R"). Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Ist g(z) = f(z —y) firy,z € R", dann gilt (Fg)(z) = (Ff)(z)e~*v.
(b) Ist A >0 und h(z) = f(z/)), z € R*, dann gilt (Fh)(z) = \*(Ff)(A\z).
(c¢) Ist f € S(R™) und p ein Polynom im R™, dann gilt
F(p(D)f)=pFf  und  F(pf) =p(-D)Ff.
(d) Ist f € S(R™), dann ist auch Ff € S(R™).

Beweis: Aussagen (a) und (b) ergeben sich direkt aus wohlbekannten Eigenschaften
des Lebesgue MaBes. Es sei daher f € S(R™). Dann ist auch p(D)f und pf fiir jedes
Polynom p im R™ in S(R™) und eine einfache Rechnung ergibt F(p(D)f) = pFf. Ist
x € R" und € > 0, so gilt

Ff)@ +cer) - (Ff)(2)

(29

e~ ly1E _

1 —ix-
—/  f(y) ————e " dy,

iylﬁ

wobei e; € R™ den ersten kanonischen Basisvektor bezeichnet. Da z;f € L;(R"),
erhalten wir aus dem Satz {iber die dominierte Konvergenz,

oD@ = [ iy

1 61’1

Iteration liefert die Formel F(pf) = p(—D)Ff.
Zum Beweis von (d) setzen wir g, (z) = (=1)l®z$* - 29 f(z) fiir # € R™. Dann ist
ga € S(R™) fiir jeden Multi-Index o und aus (c) folgt fiir ein beliebiges Polynom p,

pDFf =pFg, = F(p(D)ga)-

Da p(D)g, € Li(R"™), ist pD,F f beschrinkt und damit Ff € S(R"). |

Die besondere Niitzlichkeit der Fourier Transformation basiert auf der Moglichkeit
von der Transformierten zur Ausgangsfunktion zuriickzukehren.

Satz 9.2 Sind f,Ff € Li(R") und

1
(27)"

flo) = o [ FN@edy, 2 eR

dann gilt fo(x) = f(x) fir fast alle x € R™.
Beweis: Wir verwenden das normierte Lebesgue Maf p,, auf R", definiert durch

dpn () = (2m) 2 dux.

75



Fir f € L (R") sei

(Ff)(x) = Rnf(y)e‘“”’y dun(y),  w€R",

die normierte Fourier Transformation von f. Wir wollen zeigen, dass

(FFf)(@) = f(=2) (9.1)
fiir fast alle z € R", wenn Ff € Ly(R"). Dazu definieren wir ¢, : R* — R durch
1 n
oalz) = exp (=3llef2),  zeR"

Eine einfache Rechnung zeigt, dass sowohl ¢; als auch ngl die Differentialgleichung
y' + xy = 0 erfiillen. Da weiters ¢1(0) = (Fg;)(0) = 1 erhalten wir ; = Fo.

Da ¢, () = ¢1(21) - ¢1(xn) fiir 2 € R", ist (Fp,)(z) = (Fr) (1) - (Fepr) (),
woraus ¢, = Fy,, folgt. Insbesondere gilt

enl0) = [ (Fpu)(a) dinf) 02

Es sei nun g € S(R™). Dann ist nach Satz 9.1 (d) auch Fg € S(R"). Wir setzen
weiters f(x) = pn(x/N), € R™, wobei A > 0. Nach Satz 9.1 (b) und dem Satz von
Fubini gilt dann

/R ) 9(5) (Feon) (@) dppm(x) = / ) 92N (Fon) (A\2) dpn ()
= [ ED@a) i) = [ (D) F)@) dpn(o)

n

Da g(xz/A) — ¢(0) und @, (x/A) — 1 fiir A — oo, folgt nun aus dem Satz iiber die
dominierte Konvergenz und (9.2),

90) = [ (Fo)a) (o).

Setzen wir h(z) = g(z + x), so erhalten wir aus Satz 9.1 (a),

oa) = 10) = [ ER@) () = [ Eo)w)e™” dualy).

womit (9.1) fiir g bewiesen ist. Es sei nun f € Ly(R") mit Ff € Ly(R"). Dann gilt
nach dem Satz von Fubini fiir jede Funktion g € C*(R™) mit kompaktem Tréger,

/R(Fﬁf(l“))g(af) dr = - f@)g(—z)de = [ f(-z)g(z)dr.

Rn
Da jede stetige Funktion im R™ mit kompaktem Tréger durch C* Funktionen mit
kompaktem Tréager gleichméflig approximiert werden kann, erhalten wir,

(FEf)(x) = f(=2)lg(x) dz =0

fiir jede stetige Funktion g mit kompaktem Tréger. [ |

|
Rn

Korollar 9.3 Die Fourier Transformation ist eine bijektive lineare Abbildung von
S(R™) auf sich.
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Besonders wichtig fiir uns ist der Zusammenhang zwischen der sphérischen Radon
Transformation und der Fourier Transformation —n + 1 homogener Funktionen.

Satz 9.4 Es sei p eine gerade —1 homogene stetige Funktion auf R™\{o}. Dann
ist die Fourier Transformation von p" ' wieder eine gerade —1 homogene stetige
Funktion auf R"\{o} und fiir u e S"! gilt

Er N =n [ ) doae) = (R ()

Sn—1n ul

Beweis: Es sei g € C*°(R") eine gerade Funktion mit kompaktem Tréger. Nach dem
Satz von Fubini und der Homogenitét von p gilt dann

| @aterde = [ ooy Foa)de = [ 0w [T @) drdotu)

Sn—1

Es sei f, : R — R definiert durch f,(r) = (Fg)(ru). Die Substitution y - u = ¢ zeigt

Ju(r) :/ng(y)ei’"y'“dyzée”t /Hu’tg(w) dz dt,

womit f, mit der Fourier Transformation der Funktion h, : R — R, definiert durch

mio = | gz

iibereinstimmt. Da g gerade ist folgt aus Satz 9.2

(F)(t) = 2mha(t) = 27 /H o(z) dz 9.3)
und damit
2 /OOO(Fg)(Tu) dr = /OO (Fg)(ru) dr = (Ff,)(0) = 27T/H g(x)du.

Verwendung von Polarkoordinaten in der Hyperebene H,, ; zeigt

/ (Fp N (@)g(a) do = /5 L w)R (v - /0 T =2g(r) dr) (w) do(w).

n—1

Formel (7.16), der Satz von Fubini und eine Riicktransformation auf kartesische
Koordinaten ergibt schlieflich

| @atde = 7 [ @) [ tgta)drdotw

n—1

= o [ o) () ste) de

Da p gerade und g eine beliebige gerade C* Funktion mit kompaktem Tréger ist,
folgt, dass Fp" ! mit der —1 homogenen Fortsetzung von 7Rp" ! {ibereinstimmt. H
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Bemerkung.

(a) Nach Satz 9.4 stimmt die Fourier Transformation einer —n + 1 homogenen
geraden stetigen Funktion f (bis auf den Faktor 7) mit der —1 homogenen
Fortsetzung der sphérischen Radon Transformation von f iiberein.

Auf dhnliche Weise lidsst sich zeigen, dass die Fourier Transformation einer
—n—1 homogenen geraden stetigen Funktion g (bis auf den Faktor —%) mit der
1 homogenen Fortsetzung der Cosinus Transformation von g iibereinstimmt.

Als Konsequenz von Satz 6.6 und Satz 9.4 notieren wir:

Korollar 9.5 Ist L € 8" ein symmetrischer Sternkérper, so gilt fiir u € S*!,

vol,_1(L Nu't) = (Fp(L, )" 1) (u).

m(n—1)

Wir werden im folgenden eine starke Verallgemeinerung von Korollar 9.5 erarbeiten.
Dazu benoétigen wir die parallele Schnittfunktion konvexer Korper.

Definition. Es sei K € K" mit nichtleerem Inneren. Die parallele Schnittfunktion
AL (K,-) : R — R von K in Richtung u € S"! ist definiert durch
Ay(K,t) = vol,—1 (K N Hyy).

Als unmittelbare Folge der Brunn-Minkowski Ungleichung notieren wir:

Satz 9.6 Ist K € K" ein konvexer Korper mit nichtleerem Inneren, dann ist fir
jedes u € S"! die Funktion

t Ay (K, 1)Y=, t € R,
auf threm Trager konkav.

Beweis: Fur t € R sei K(t) := K N H,;. Die Konvexitdt von K impliziert fur s,t
im Triager von A,(K,-) und jedes A € [0, 1] die Inklusion

AK(s)+ (1 =MNK(t) C K(As+ (1 = \))
und damit auch
AK(8)[ut + (1 = MK ()|ut € K(As+ (1 — \)t)|u™.
Da A,(K,t) = vol,_1(K(t)) = vol,_1(K(t)|ut), ergibt sich die Behauptung aus

einer Anwendung der Brunn-Minkowski Ungleichung in u*. |

Unser néchstes Resultat zeigt, dass sich die Differenzierbarkeit der Radialfunktion
symmetrischer konvexer Korper auf die parallele Schnittfunktion iibertrégt.

Satz 9.7 Essei K € K™ ein symmetrischer konvezer Korper mit p(K,-) € C™(R").
Dann gibt es eine Umgebung U von {0}, sodass die parallelen Schnittfunktionen
A K, ), ue St m-mal (gleichmdfig in u) stetig differenzierbar sind auf U und
fiir jedes feste t € U die Funktion u — Al(f)(K, t), 0 < k <m, stetig auf S"! ist.
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Beweis: Es sei u € S"~! zunéichst fest gewiihlt. Wir kénnen K # {o} annehmen. Da
p(K, ) stetig ist, besitzt K nichtleeres Inneres und wir kénnen rB™ C K annehmen.
Es sei nun [t| < r und S"~2 die euklidische Einheitssphére in H,; mit Mittelpunkt
in o|H,; € KN H,,;. Bezeichnet p(K N H,4,-) die Radialfunktion von K N H,; in
H, . in Bezug auf o|H,; so folgt aus Satz 2.14

1
n—1

A (K, t) = / p(K N Hyyp,v)" tdo.
Sn—2

Es bleibt also zu zeigen, dass die Funktion ¢(t) := p(K N H,¢,v) in einer Umgebung
von {0} gleichméBig in v und v differenzierbar ist.

Dazu sei v € S"2 fest gewdhlt, L = K N span{u,v} und p(L,-) bezeichne die
Radialfunktion von L in span{u,v}. Da p(K,-) € C™(R™) ist auch p(L, -) eine m mal
stetig differenzierbare Funktion auf [0, 27]. Bezeichnet w € bd K den Randpunkt von
K welcher p(K N H,;,v) entspricht, so ist der Winkel zwischen u und der Strecke
[0, w] gegeben durch

o t _ _t
o = arctan (p(KﬂHmt,v)) = arctan <g(t)>

und die Lénge der Strecke ist p(L,a). Der Satz von Pythagoras liefert daher die

implizite Darstellung
(t) = (L arctan (L>>2 —t?
g - P ) g(t) .

Differentiation ergibt

g(®)p(L, a)p'(L, cv)g(t)2+t2 —t
9(t) +tp(L, )p'(L, @)

g'(t) = (9-4)

g(t) +t2

Da rB" C K gibt es eine von u,v € S™ ! unabhingige Konstante ¢ > 0, sodass
g(t), p(L,a)) > c¢ fiir hinreichend kleines ¢t. Da p(K,-) € C™(R") ist die Radial-
funktion p(L,-) und alle ihre Ableitungen bis zur Ordnung m nach oben gleichméfig
in u,v € S"! beschrinkt. Dies zeigt, dass der Nenner in (9.4) positiv ist fiir alle
hinreichend kleinen ¢, womit die Ableitung ¢’ in einer Umgebung von {0} gleichméBig
in u,v existiert. Die Berechnung hoherer Ableitungen von g erfolgt analog, wobei
der Nenner stets positiv ist fiir hinreichend kleine ¢. Damit ist A, (K, ), u € S*1,
m-mal gleichméBig stetig differenzierbar in einer Umgebung von {0}.

Die Stetigkeit der Abbildung u Agf)(K ,t) auf S"7! zeigt man durch Induktion
nach k. Die Behauptung stimmt offenbar fiir £ = 0. Nehmen wir nun die Stetigkeit
fiir k—1 an, so ist fiir hinreichend kleines ¢ die Funktion u +— AP (K, t) gleichmaBiger
Grenzwert stetiger Funktionen auf S"~ 1,

AWK t) = lim AL V(K t+e) = AT Y .

e—0 g
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Fiir den Beweis des Hauptresultats dieses Abschnitts benétigen wir noch gebrochene
Ableitungen glatter Funktionen an der Stelle Null. Wir geben hier zunéchst eine
kurze Motivation fiir die nachfolgende Definition:

Es sei f : R — R eine stetige integrierbare Funktion, die in einer Umgebung von
Null beliebig oft differenzierbar ist. Ist ¢ € C mit Req € (—1,0), dann setzen wir

F90) = (iq) /0 T () de (9.5)

Da z7'7% lokal integrierbar ist, ist f(?(0) wohldefiniert und es gilt

F2(0) = ﬁ (/01 z’quz—i— /oo 21U (2) dz + %) . (9.6)

z 1
Nach dem Zwischenwertsatz der Differentialrechnung ist (9.6) auch wohldefiniert
fiir ¢ € C mit Req € (0,1). Auf diese Weise konnen wir f@(0) auf ¢ € C\{0} mit
Req € (—1,1) fortsetzen. Iteration dieser Vorgehensweise fiithrt auf folgende:

Definition. Es sei f : R — R eine stetige integrierbare Funktion, die in einer
Umgebung von Null beliebig oft differenzierbar ist. Fiir m € N und ¢ € C\N mit
—1 < Req < m definieren wir die gebrochene Ableitung f@(0) von f an der Stelle
Null durch

190) = gt [ (50 = 0 - ) o
1 1

0 . N de 1 f(])(())
e RRCL e e 2 G —q)

m—

+

<

Bemerkung.

(a) Die Definition von f@(0) hiingt fiir festes ¢ € C\N nicht von der Wahl von
m > Req > —1 ab.

(b) Ist ¢ € C\N mit Req € (m — 1,m), dann ist f@(0) gegeben durch

f90) = F(iq) /OOO L—1-q <f(z) — '_ .j f(j)(())) dz. (9.7)

b

<

(c) Die Funktion I'(—q)f?(0) ist fiir beliebiges m € N meromorph im Bereich
{¢ € C: -1 < Req < m} mit einfachen Polen in den natiirlichen Zahlen.
Da I'(—q) ebenfalls eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen in den
natiirlichen Zahlen darstellt, besitzt f(?(0) eine analytische Fortsetzung auf
den gesamten Bereich {¢ € C: Req > —1}.

(d) Nach (c) existiert fiir k¥ € N der Grenzwert lim,_,, f(@(0). Beachten wir, dass
die ersten beiden Summanden in der Definition von f(@(0) fiir ¢ — k € N
verschwinden, so folgt fiir £ < m — 1 aus I'(x 4+ 1) = z['(x) fiir den letzten
Summanden und damit fiir lim, 5, 9 (0),

lim £@(0) = (=1)*F*(0). (9.8)
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Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts:

Satz 9.8 Es seien k € N mit k #n —1 und K € K" ein symmetrischer konvexer
Kérper mit p(K,-) € C®(R"™). Dann gilt fir u € S" ' und k gerade,

(Fp(K, )" ) (u) = (=1)"*x(n — k — 1)AP(K, 0). (9.9)
Ist k ungerade, dann ist

e © A, (K, z) — Y0y AP (K, 0)
(Fp(I, )" ") (u) = (—1)("‘+1)/22k!(n—k—1)/0 Z,jﬂ = dz.

Bemerkung.

(a) Ist p(K,-)" *! nicht integrierbar, so definieren wir Fp(K,-)"*~! durch das
Integral mit schell fallenden Funktionen g € S(R™) auf folgende Weise:

[ ot @y de = [ pla) (Fg) o)

n

Nach Korollar 9.3 definiert Fp(K, )" %! ein lineares Funktional auf S(R").
Beweis: Es sei ¢ € (—1,00) mit ¢ # n — 1. Wir wollen zeigen, dass fiir u € S,

qar
COS<2)

A = 602

(Fp(K, )" ") (u). (9.10)

Dazu sei zunéchst ¢ € (—1,0). Da K symmetrisch ist, gilt nach (9.5) und dem Satz
von Fubini,

1 (o]
AD(K 0) = / z_l_q/ I K,z2) ™ Ydxdz
U0 = sy [ Bt
1 1 _
= QF(—Q) " |ZEU| ! qH[O,l}(p(K7$) 1)d$
1 —1- /OO —q—2 ~1
= u-v q r" T g (rp(K, v dr do(v
oiend B | 0 (rp(K,0) ) dr do)

1 / —1—q —q—1
= u-v p(K,v)" T do(v).
2 =g = DT (—q) Jo b0 TP do )
Wir betrachten von nun an A (K, 0) als —1 — ¢ homogene Funktion in u € R™ {0}.
Damit gilt fiir jede gerade Funktion g € S(R™), die Null nicht im Tréger hat,

/nAz(LQ)(K’ 0)g(u)du = =g _1 (=) /Snp_(lK7 p)n RJU |7 g (u)dudo (v).

Nach dem Satz von Fubini, Satz 9.2 und (9.3) gilt weiters

- o g () = / 21 /H gw) dudz = / (Fl)~-9)(t) (Fg) (tv) dt.

R"
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Zur Berechnung von (F|z|7179)(¢) verwenden wir die Darstellung

2(1=q)/2 oo
|Z|_1_q = T (1+q) / Sqe_(sz)z/Q ds.
2 /Y0

Damit gilt nach dem Satz von Fubini fiir gerades h € S(R),

2(1 0)/2
Jrte e ae = S " [ mn s
R

Im Beweis von Satz 9.2 haben wir (Fe*t /2)(z) = V2me~*"/? gezeigt. Verwenden wir
noch Satz 9.1 (b), so folgt aus dem Satz von Fubini

—1— 2(1 /2 / -1 —t2/25
2-4 /7T (—¢
_ —fH( 2) / #|7h(t) dt
r (5%
Verwenden wir nun noch die beiden Funktionalgleichungen

2x—1

1 x
I'2z) = I'(x)I — I'z)I'(l—2)=
@) =2t (o) wd TEr0-n =
zur Vereinfachung der Konstante, so erhalten wir
(Fl=["9)(¢) = 20(=q) cos (5 ) [t]°
Zusammenfassend ergibt sich damit
q 00
A(q) K — cos ( 2 ) / K n—q—l/ 9T
J a0 ogdn = s [ oyt Mg ) dedoo)
__enl3) [ Foti ) wg(w) du
mn—q—1) Jgn

Da K symmetrisch und p(K,-) eine C* Funktion ist, ldsst sich zeigen, dass
Fp(K,-)""971 eine stetige Funktion auf S™! definiert (siehe [4, Lemma 3.16]).
Aus Satz 9.7 folgt umgekehrt, dass auch A&q)(K ,0) eine stetige Funktion auf S™!
darstellt. Damit erhalten wir (9.10) fir ¢ € (—1,0). Da weiters A% (K,0) und
Fp(K,-)"~%! analytische Funktionen fiir Req > —1,q # n — 1 darstellen, folgt
(9.10) fiir alle g € (—1,00),q # n — 1, durch analytische Fortsetzung.

Aus (9.8) und (9.10) folgt nun unmittelbar (9.9). Ist ¢ = k£ € N ungerade, so
verschwinden nach (9.8) beide Seiten von (9.10), da A,(K,-) eine gerade Funktion
ist und daher alle ihre ungeraden Ableitungen an Null verschwinden. Division durch
cos(mq/2) in (9.10) und die einfache Berechnung des Grenzwerts

TN . [(—q+Fk+1) : m(q — k) k+1)/2
(lll_r)r]lcf( )COS<7)_lgl}ﬂ—q(l—q)---(k—q)ml( 5 )(_1)(+)/7

ergeben schliefllich mit (9.7) die Aussage fiir ungerade k € N. [ |
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10 Das Busemann—Petty Problem

In diesem letzten Abschnitt verwenden wir die zuvor erhaltenen Formeln, die das
Volumen von Schnitten eines symmetrischen konvexen Korpers durch die Fourier
Transformation seiner Radialfunktion ausdriicken, um die Losung eines Problems
von H. Busemann und C. Petty zu préasentieren.

Das Problem von Busemann—Petty wurde zwar bereits im Jahr 1956 formuliert, die
vollstéandige Losung dieses berithmten Problems allerdings erst 1999 erzielt.

Problem von Busemann—Petty. Es seien K,L € K" symmetrische konvexe
Korper mit nichtleerem Inneren. Ist der folgende Schluss zuléssig:

vol, (K Nu*) <vol, 1 (LNut) Yue S = V(K)<V(L)? (10.1)

Bemerkung.

(a) Da die sphérische Radon Transformation nicht injektiv ist, ldsst sich eine zu
Satz 8.1 analoge Aussage fiir Schnitte von Sternkoérpern auf einfache Weise
zeigen. Ist L € K" ein nicht symmetrischer konvexer Sternkorper, so kann ein
ebenfalls konvexer symmetrischer Korper K € K" konstruiert werden, fiir den
obiger Schluss falsch ist. Dies soll aber hier nicht nidher ausgefiihrt werden.

Satz 6.6 und die Definition der sphérischen Radon Transformation zeigen, dass

o 1 n—1

fiir L € 8™. Damit erhalten wir aus Proposition 7.20:

Proposition 10.1 Die Abbildung 1 : 8™ — S" ist injektiv auf symmetrischen
Sternkorpern.

Wie das Shephard Problem hat auch das Busemann—Petty Problem im Fall n = 2
eine positive Antwort:

Satz 10.2 Das Problem von Busemann—Petty hat eine positive Antwort fir n = 2.
Beweis: Fiir einen symmetrischen konvexen Koérper K € K2 gilt
vol; (K Nv) = 2p(K,v), ve S

wobei M N v den Schnitt von M mit dem von v aufgespannten 1-dimensionalen
Unterraum bezeichnet. Es folgt daher

vol; (K Nut) = vol (K N Vzu) = 2p(K, ¥z u), ue S

Die Voraussetzungen im Problem von Busemann-Petty implizieren damit K C L,
womit insbesondere V(K) < V(L) folgt. [
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Der néchste Schritt zur vollstandigen Losung des Busemann—Petty Problems ist der
Beweis einer zu Satz 8.6 dualen Aussage:

Satz 10.3 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Das Problem von Busemann—Petty hat eine positive Antwort.

(b) Jeder symmetrische konvexe Kérper mit C*> Radialfunktion und positiver
Kriimmung ist ein Schnittkorper.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, K und L seien symmetrische konvexe Koérper mit
nichtleerem Inneren fiir die Implikation (10.1) nicht richtig ist. Dann gilt IK C IL,
aber V(K) > V(L). Da IK den Ursprung enthélt und I homogen ist, kénnen wir K
mit einem passenden Faktor A < 1 strecken, sodass noch V(AK) > V(L) und die
Inklusion I[(AK) C IL strikt ist. Da die Abbildung I und das Volumen stetig sind,
konnen wir nach Korollar 8.5 einen polynomiellen konvexen Korper K’ mit positiver
Kriimmung finden, sodass 1K’ C IL aber V(K’) > V(L). Da h(K’,-) € C>®(5"!)
und K’ positive Kritmmung besitzt, ldsst sich zeigen, dass auch p(K’,-) € C>(S™1).
Nach Satz 6.8 kann K’ kein Schnittkorper sein.

Es sei nun L ein symmetrischer konvexer Kérper mit einer C* Radialfunktion und
positiver Kriimmung der kein Schnittkorper ist. Da L positive Kriimmung besitzt,
hat L nach Satz 5.7 innere Punkte. Es sei

p(L, ) ~ Z Wkp(L> )

die Fourierreihe von p(L, -). Wir zeigen zunéchst, dass diese Reihe gleichméBig gegen
p(L,-) auf S"~! konvergiert. Dazu geniigt es offenbar zu zeigen, dass

I7kp(L, )lloo = O(K™).

Ist mep(L, ) = a1 Hi+ - - -+ anmr)y Hn k), wobel Hy, ..., Hyg g eine Orthonormal-
basis von H} ist, so folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, Satz 7.13 (a)
und PP(1) =1 fiir alle u € S"1,

mplZ, NP < X0E gy, = F)

L5
o 2 (Ll

also
N(n, k)

Wn

1/2
Hm,o@,-)uoos( ) Imep(Ls o

Aus Korollar 7.6 und der Formel von Stirling folgt

(N(n, k))m _ Ok

Wn

Es bleibt also ||mxp(L,-)||2 abzuschitzen. Dazu sei m > 2 eine beliebige gerade
natiirliche Zahl. Nach Satz 7.3 ist Aqmip(L, ) = —k(k+n—2)mep(L, -). Anwendung
dieser Relation m/2 mal und Satz 7.2 liefern daher

—1 m/2
Hﬂ-kp(L7 )Hg = <p(L, )77Tkp<L> )> = (m) <A:)n/2p(L7 )77Tkp<L> )>
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Eine Anwendung der Ungleichung von Cauchy—Schwarz ergibt damit
1 m
lmkp(L, )llz < 2 llmeAg (L, ) lo.
Da auflerdem

S A2 (L, )3 = AT (L, )3 < oo,
k=0

folgt schliellich

Imkp(L, )2 = o(k™™)
fiir beliebig groBe m € N, womit die Fourierreihe von p(L, ) gleichmiflig auf S™!
gegen p(L, ) konvergiert.

Wir definieren nun

wobei A;[R] # 0 die geraden Multiplikatoren der Radon Transformation sind. Da
LRI = Ok "=272),

folgt wie zuvor die gleichmifiige Konvergenz dieser Reihe auf S™~! gegen eine
stetige gerade Funktion f € C(S™'). Da p(L,-) gerade ist, folgt aus dem
Satz von Funk-Hecke p(L,-) = Rf. Die Funktion f muss dabei negative Werte
annehmen, andernfalls ist L nach Satz 6.6 ein Schnittkérper. Es sei F € C(S"!)
eine stetige nichtkonstante gerade Funktion, sodass

>0 fir f(u) <0,
F(u) { =0 fir f(u)>0.

Geeignete Approximation von F' nach Satz 7.8 zeigt die Existenz einer geraden
nichtnegativen Funktion G' € ‘H" mit

f(u)G(u) do(u) < 0.
Sn—1
Da G € H" gerade ist, konnen wir ein gerades H € H" finden, mit

1
n—1

G= RH.

Da p(L,-)"! > 0, kénnen wir ein o > 0 finden, sodass auch
p(L, )" ' —aH > 0.
Wir definieren nun einen symmetrischen Sternkérper K € 8™ durch
p(K, )" = p(L,-)"™" — aH.

Nach Definition konvergiert die Radialfunktion p(K,-) und alle ihre Ableitungen
gleichméBig gegen p(L, ), wenn « gegen Null geht. Es lasst sich nun zeigen, dass fiir
hinreichend kleines o > 0, der Kérper K ebenfalls konvex ist.
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Weiters gilt

Da G nichtnegativ ist, gilt also IK C IL bzw.
vol, 1 (K Nut) < vol, (L Nut) Vue S

Die Definition dualer gemischter Volumina, p(L,-) = Rf und der Satz von Fubini
liefern aber

g(V(L)—V(K7-~,K,L)) = /S(Rf)(U)H(U)dU(U)— f(u)(RH)(u) do(u)

n—1 Sn—1

= (n—1) | f(u)G(u)do(u) <0,
Sn—l
woraus mit Satz 4.3 folgt

V(K) > V(L). -

Um nun zu kléren in welchen Dimensionen die Menge der Schnittkoérper dicht liegt
in allen symmetrischen konvexen Koérpern, verwenden wir den im letzten Kapitel
hergestellten Zusammenhang zwischen der sphérischen Radon Transformation und
der Fourier Transformation.

Satz 10.4 Ein symmetrischer Sternkérper mit C* Radialfunktion ist genau dann
ein Schnittkorper, wenn die Fourier Transformation seiner Radialfunktion nicht
negativ 1t.

Beweis: Es sei K € 8" ein symmetrischer Sternkorper mit nichtleerem Inneren und
K =1L fiir ein L € §™. Nach Korollar 9.5 und der Definition von I gilt dann

pK.) = s P

Da p(K,-) € C®(R™) gerade ist, folgt aus Satz 9.2

Die Existenz von Fp(K,-) folgt hier wieder wie im Beweis von Satz 9.8.

Ist umgekehrt die Fourier Transformation von p(K,-) eine positive Funktion auf
S™~1 so kénnen wir einen symmetrischen Sternkorper L definieren durch

— 1)
L. 1 = 7T(n_1: K. ..
Lyt = TESEEAlK )
Nach Korollar 9.5 und Satz 9.2 gilt dann K = IL. |

Als unmittelbare Folge von Satz 10.4 und Satz 9.8 (mit k& = n — 2) erhalten wir:
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Korollar 10.5 FEin symmetrischer Korper K € K" mit C*® Radialfunktion ist
genau dann ein Schnittkorper, wenn fir alle u € S™1,

(~1)"APATTI(K,0) 2 0
fiir gerades n € N bzw.

oo —_ — .= (n=3) z" 3
oy [~ A0~ A 0
0

Zn—l

dz >0

fiir ungerades n € N.

Mit Hilfe von Korollar 10.5 sind wir nun in der Lage in den Dimensionen n = 3,4,5
zu entscheiden, ob jeder glatte symmetrische konvexe Korper ein Schnittkoérper ist.

Satz 10.6 Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Jeder symmetrische konvexe Kérper mit C* Radialfunktion im R und im R*
st ein Schnittkorper.

(b) Es gibt einen symmetrischen konveren Kdrper mit C* Radialfunktion und
positiver Kriimmung im R> der kein Schnittkdrper ist.

Beweis: Zum Beweis von Aussage (a) sei zunéchst n = 3 und K ein beliebiger
symmetrischer konvexer Korper mit C* Radialfunktion. Nach Korollar 10.5 geniigt
es zu zeigen, dass

- /‘X’Au(K, 2) — Au(K,0
0

22

)dzZO.

Nun ist aber die Funktion A, (K, z)'/? fiir jedes u € S"~! nach Satz 9.6 eine gerade
konkave Funktion auf ihrem Tréger, woraus A, (K, z) < A, (K, 0) folgt.

Ist n = 4, so geniigt es nach Korollar 10.5 zu zeigen, dass
—A”(K,0) > 0.
Dies folgt ebenfalls aus dem Umstand, dass A, (K, z) ein Maximum an Null annimmt.

Zum Beweis von Aussage (b) konstruieren wir einen symmetrischen konvexen Korper
mit C* Radialfunktion im R®, sodass

o dz < 0.

/“Au(K, 2) — A (K,0) — AY(K,0)%
0

Dazu setzen wir
f(@) = (1 —a?—ahH)Y4,

Die gerade Funktion f ist definiert auf dem Intervall [—a, a], wobei

V5 —1
2

und f(£a) = 0.
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Die Funktion f hat ein Maximum an Null und es gilt

1 1 2 2 4\—3/4 z 32 2 4\—7/4
f(z) =— 5—1—333 (1—a2°—2a%) —3<§+x)(1—a: — )T,

womit f” < 0 und damit f strikt konkav ist auf [—a,a]. Wir definieren nun einen
konvexen Rotationskérper K C R® durch

K= { (o) € B s € aval,fof oo < flan) |

Der symmetrische Kérper K ist strikt konvex und besitzt eine C* Radialfunktion.
Fir —a <z <aundu=(0,0,0,0,1) ist KN H,, eine vier-dimensionale euklidische
Kugel mit Radius f(z). Daher gilt fir z € [—a, a,

2 2

AJK,z) = 7TTf(z)‘l = %(1 — 22— 2.

Damit erhalten wir,

o dz:—7a<0.

/oo Au(K,2) = A (K, 0) — AL(K,0)Z m
0

Approximation von K durch symmetrische konvexe Kérper mit C>* Radialfunktion
und positiver Kriimmung ergibt schliefllich Aussage (b).
|

Bemerkung.
(a) Fiir n > 6 liasst sich mit Hilfe von Korollar 10.5 zeigen, dass fiir ¢ > 2
B = {z eR": |2/, <1}
nicht im Abschluss der Klasse von Schnittkérpern liegt.

(b) Der Beweis von Satz 10.6 zeigt sehr deutlich, warum glatte symmetrische
konvexe Korper bis zur Dimension n = 4 stets Schnittkorper sind:

Die Konkavitdt von A, (K, z) kontrolliert die Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung von A, (K, z) aber keine htheren Ableitungen.

Zusammenfassend erhalten wir damit als vollstdndige Losung des Busemann—Petty
Problems:

Korollar 10.7 Das Problem von Busemann—Petty hat eine positive Antwort fiir
n = 2,3,4 und eine negative Antwort fiir n > 5.
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