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Kurzfassung

Die vorliegende Dissertation beschéftigt sich mit der multivariaten Sattelpunktmetho-
de, die eine der wichtigsten Methoden ist, um asymptotische Informationen iiber schnell

wachsende Funktionen der Gestalt

P = [ [ fula)da

fiir n — oo zu erhalten, wobei P, C C? sei.

Nach einer kurzen Einleitung wird erklart, wie die Sattelpunktmethode funktioniert und

welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit sie angewendet werden kann.

Danach folgen Anwendungsbeispiele fiir die Sattelpunktmethode. Diese wird hier ver-
wendet um zu berechnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, dass d zufillig gewéhlte,
normierte Polynome p;,...,pq teilerfremd beziehungsweise paarweise teilerfremd in F,

sind, und dass p; m;-glatt und vom Grad n; ist, fiir 1 < j <d.

Im folgenden Teil der Dissertation wird der Begriff der univariaten Hayman-admissiblen
Funktionen, den Hayman 1956 in [26] eingefiihrt hat, fiir den multivariaten Fall verall-
gemeinert. Fiir den univariaten Fall hat Hayman eine Basisfunktion und Abgeschlossen-
heitsbedingungen angegeben, mit dessen Hilfe aus Hayman-admissiblen Funktionen mit-
tels algebraischer Umformungen wieder Hayman-admissible Funktionen erzeugt werden
kénnen.

Das Ziel ist nun, fiir den multivariaten Fall ebenfalls eine Basisklasse anzugeben und so
viele Abgeschlossenheitsbedingungen wie moglich in den multivariaten Fall zu iibertra-
gen. Dabei wird grofer Wert darauf gelegt, dass die Definition so nahe wie moglich an
der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten Beweisideen von Hayman

verwenden zu konnen.

Schlussendlich werden die erzielten Ergebnisse zusammengefasst.



Abstract

The subject of this thesis is the multivariate saddle point method, which is one of the
most important methods, for obtaining asymptotic information about rapidly growing

functions, which are of the shape

mm:/m/ﬁ@m

for n — oo, where P,, C C¢.

After a short introduction, it is demonstrated, how the saddle point method works and

which conditions must be fulfilled, so that it can be applied.

After that applications of the saddle point method are shown. It is used, to calculate the
probability that d randomly chosen, monic polynomials py, ..., pg are coprime respectively

pairwise coprime in I, and that p; is m,-smooth and of degree n;, for 1 < j <d.

In the following part of the thesis the concept of univariate Hayman-admissible functions,
which has been introduced by Hayman 1956 in [26], is generalized to the multivariate
case. For the univariate case Hayman quoted a base class and proved closure properties,
so that it is possible to generate Hayman-admissible function from Hayman-admissible
functions via algebraic rules.

The intention is to quote a base class and to transfer as much closure properties as possi-
ble to the multivariate case. Great importance is attached to stay as close as possible to

Hayman’s definition. This allows to use most of the proof ideas from Hayman.

Finally the results are summarized.

il
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Kapitel 1
Einleitung

Erzeugende Funktionen der Gestalt

y(z) =) ynz"

fir die Folge (yn)n>0 gehoren zu den wichtigsten Konstrukten in der Kombinatorik. Viele
Abzéhlprobleme lassen sich damit behandeln. Da es nur selten moglich ist, die Koeffi-
zienten y, explizit anzugeben, ist es oft niitzlich, sich das asymptotische Verhalten fiir

n — oo anzusehen.

Eine sehr wichtige Methode dafiir ist die Sattelpunktmethode, die in den Kapiteln 2 und
3 erklart und anhand von Beispielen im univariaten und multivariaten Fall demonstriert
wird. Dabei sieht man, dass es oft sehr mithsam ist, die Sattelpunktmethode Schritt fiir
Schritt fiir eine gegebene Funktion nachzurechnen. Deshalb ist es nahe liegend, zu ver-
suchen, einige (leichter tiberpriifbare) Bedingungen anzugeben, die hinreichend fiir die
Anwendbarkeit der Sattelpunktmethode sind.

Hayman fithrte 1956 in [26] den Begriff der Hayman-admissiblen (H-admissiblen) uni-
variaten Funktionen ein. Er hat einige Bedingungen definiert, mit denen es moglich ist
mit Hilfe der Sattelpunktmethode asymptotische Abschitzungen zu erhalten, ohne die
Sattelpunktmethode jedes Mal Schritt fiir Schritt durchfithren zu miissen.

Sei R das Intervall (Ry, R) und C = {z € C: |z| < R}, fiir ein fest gewdhltes Ry > 0.

Fiir die univariaten in C H-admissiblen Funktionen konnte Hayman folgende Abgeschlos-
senheitsbedingungen zeigen:

e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥(*) ebenso.

e Sind y1(z) und y2(2z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y;(2) - y2(2).

1



e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, fiir
das p(R) > 0 fiir R < oo und fiir R = oo gilt, dass dessen Leitkoeffizient positiv ist,
dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell fiir reelle r und existiert eine Konstante § > 0, sodass gilt

max |[f(z)| = O (y(r)1_6) , fir r — R,

|z|=r
dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P(2) = _,,cp bm2™ €in Polynom in z mit reellen Koeflizienten, wobei b,, # 0, Vm €
M gelte und

y(z) = a2 ="
neN
sel.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o Vi € [—m, 7]\ {0} gilt: |y (re'”)| < y(r), fiir r — occ.

e y(z) ist H-admissible in C.

Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind deswegen so wichtig, weil sie die Moglichkeit
bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu konstruieren, indem man Funktionen
durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen aus Basisklassen bildet, von denen
man weifs, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist es moglich, zu versuchen, eine
gegebene Funktion in H-admissible ,Atome” zu zerlegen, und diese Zerlegung fiir einen
Admissibilitats-Test heranzuziehen, der automatisch von einem Computer erledigt werden

kann.

Fiir den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.



Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner, Drmota und Gittenberger
in [16, 28| fiir bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten vy, einer
erzeugenden Funktion y(z,u) = > o Ynmz"u™ kombinatorische Zufallsvariablen zuge-
ordnet. Sie gaben Bedingungen an, die hinreichend dafiir sind, dass diese Zufallsvariablen
als Grenzverteilung eine Gaufssche Normalverteilung besitzen. Analog zum univariaten
Fall gaben sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedingungen an und implementierten
ihren Ergebnisse in MAPLE.

Das Ziel des vierten Kapitels der Dissertation ist es nun, die Bedingungen der univariaten
H-Admissibilitdt so auf den multivariaten Fall zu verallgemeinern, dass die Abgeschlos-
senheitsbedingungen des univariaten Falles so weit wie moglich auf der multivariaten Fall
iibertragen werden konnen. Dabei wird grofer Wert darauf gelegt, dass die Definition
so nahe wie moglich an der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten
Beweisideen von Hayman verwenden zu kénnen.

Weiters wird angegeben, welche Bedingungen ein Polynom P(z) = )" ., brnz™ erfiillen

muss, damit e”’® in einem Gebiet H-admissible ist.



Kapitel 2

Die Sattelpunktmethode

2.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist eine der wichtigsten Methode um asymptotische Informatio-
nen iiber schnell wachsende Funktionen zu erhalten. Sie ist sehr niitzlich, um Approxima-

tionen von Integralen der Gestalt
F(n)= fu(2)dz
Py

zu gewinnen, wobei P, ein Integrationsweg in der komplexen Ebene darstellt und f,(2)
in einer Umgebung von P, analytisch ist. Nimmt man an, dass der Integrationsweg P,
und die Funktion f,(z) vom Parameter n abhéngen, so ist das asymptotische Verhalten
von F'(n) fiir n — oo interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht aus

zwei Schritten
1. Finden eines geeigneten Integrationsweges.
2. Approximieren des Integrals.

Die Idee hinter der Sattelpunktmethode kann wie folgt beschrieben werden. Nimmt man
an, das man nicht an dem genauen Wert von F(n), sondern nur an einer guten Abschét-
zung fiir eine obere Grenze interessiert ist, dann gilt, wenn der Integrationsweg P, die

endliche Lange [p, hat
|F(n)| S/ [fa(2)] - |dz] < lp, max|[f,(2)],
Pn ZGP’rL

wobei max,ep, | f(2)| das Maximum von |f,,(z)| entlang von P, ist. Es ist nun moglich,
bessere Abschétzungen zu bekommen, wenn man den Integrationsweg éndert. Laut dem

Cauchyschen Integralsatz darf man P, durch einen anderen Integrationsweg C), ersetzen,



wenn beide zueinander homotop sind. Das Ziel ist nun, einen solchen Integrationsweg C,,
so zu bestimmen, dass

Lp, max| £ ()]

minimal wird. Sei
161 = i (1, el 72 )

dann ist C,, der gesuchte Weg und (,, € C, ein Sattelpunkt von f(z). Das motiviert
dazu, das Verfahren Sattelpunktmethode zu nennen. Im Sattelpunkt ¢, gilt f/({,) = 0.
Parametrisiert man C,, so, dass C,, = {p,(¥) : 9 € Q,} gilt, wobei Q,, das Intervall
[—whn, wy) bezeichne und der héchste Punkt von C, bei ¢, (0) liege und ein Sattelpunkt

von f(z) sei, so folgt
fa@dz = [ (ao @),
Cn N

Setat man g,(9) = (fu 0 ga) (), (9), 50 gilt

/ Sl = / o).

Betrachtet man nun eine Umgebung des Sattelpunktes, so ist es einfacher, mit dem Lo-
garithmus von g, () zu arbeiten. Sei dieser gegeben durch G, (¥9), sodass g,(¥)) = %)
gilt. Aus g,(0) # 0 folgt, dass die Bedingungen g;,(0) = 0 und G,(0) = 0 dquivalent sind.

Da G, (¢) analytisch ist, gibt es die Taylorentwicklung

2

Gn(9) = G,(0) + GZL(O)% + ¢ (0)

wobei € (¢) das Restglied sei. Gilt nun G”(0) # 0, so wird G,,(¢) in einer kleinen Umgebung
|¥| < 6, hauptsichlich durch den Wert von G’ (0) bestimmt. Kann man 4, so wéhlen,
dass fiir ¥ € A, = [—0p, 0,,] gleichméfig e (¥) — 0 fiir n — oo gilt, so erhdlt man

2

Gn(¥) ~ GL(0) + GZ(O)%, fiir n — oo.



G, (V) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat, das heifit es
gilt G”(0) < 0. Dann gilt fir n — oo

F(n) — /C Sl
g

- / (9)dY

= / e“Day + / g(¥)dv
Ay Qn\An

~ / (GnO+GLO 5 g 4 / g(¥)dv
A'n.

Qn\Ap

- / (Gn(O+GLO 5 g _ / (GnO+GLO g 4 / g(9)dd.
R R\A,, Qn\An

'

' '

Il IQ I3

Berechnet man nun /;, so erhalt man

— 0o

2 e,
PO G L
2 ©
= ¢g,(0 m e " dx
O\eror ).
2w
= gn(0 " ’
O\ G

Kann man jetzt noch zeigen, dass Die Terme I und I3 gegeniiber I; vernachléssighar
klein sind, so gilt

2
|G (0)]

F(n) ~ g,(0) , fiir n — oo.
Beispiel 2.1.1 (Stirling-Formel). Die Sattelpunktmethode wird hier verwendet, um eine
asymptotische Abschétzung von

1 1 &
—_— = = — d
et =55 ) smrd?

|2|=

zu finden. Fiir den Sattelpunkt wéhlt man r so, dass

1 e?
— d
o / o1

erfillt ist. Dies ist offensichtlich bei r = n der Fall.

1 e” e
= min — - - 27r = min —
reR 2 pntl reR rh

min max
reR |z|=r




Die folgenden Diagramme zeigen den resultierenden Integrationsweg auf der Funktion
fiir n = 3, 10 und 30.

z z+y1

| (i)

e~
Zn

Somit erhalt man

1 .
[2")e* = o an = / " exp (ne” — niv) dv,

|2|=n

wobei das Maximum vom Betrag des Integranden bei 9 = 0 angenommen wird.
Fiir alle ¢ mit |9] < § mit § = n~5 gilt
2

2
neiﬂ:n(1+iﬂ—%+0(53)) :n+niz9—n%+(’)<n_%>.

Eingesetzt erhalt man

’ . g 2 ,
/ n~ " exp (ne‘ﬂ — niﬁ) dy = / n~"exp (n —-n——+0 <n_5>) dv
-0 Fy 2

o) fn(5)e

Nun folgt
0 2 00 2 0 2
0 0, 0
/ exp <—n—> dy = / exp <—n—> dd — 2/ exp <—n—> dd
s 2 oo 2 5 2
= 1/2—W—O<exp<—ﬁ>>-
n 2

/(S n_ " exp (nei19 — niz?) dd = (1 + O <n’%>> o .

Somit gilt



Andererseits erhdlt man fiir 6 < [¢| <=

2
cosﬂgcos6:1—%+(9(54)

und somit

1

ncost < n—%+0(n_%).

Daher gilt fiir hinreichend grofses n

/ n~"exp (ne' — niv) dﬁ‘ < n"exp(ncosd)-w
5

< n "exp n—? ,

und fiir das Integral von —m bis —d erhélt man analog die gleiche Abschétzung.

Setzt man nun die Ergebnisse zusammen, so erhélt man das gewiinschte Resultat

% — ["]e* = % :Tn” exp (new — nid) d = (1 +0 (Tf%)) %'

2.2  Der multivariate Fall

Wie im univariaten Fall ist die Sattelpunktmethode auch im multivariate Fall eine der

wichtigsten Methode um asymptotische Informationen iiber schnell wachsende Funktionen

der Gestalt
Fn)= [ - [ fa(z)dz
/Pn /

zu gewinnen, wobei P, ein Integrationsbereich im komplexen Raum C¢ darstellt und f,(z)
in einer Umgebung von P,, analytisch ist. Es ist das asymptotische Verhalten von F(n)
fiir n — oo interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht auch hier aus

zwei Schritten
1. Der erste Schritt besteht darin, einen neuen Integrationsbereich zu finden.
2. In diesem Schritt wird das Integral approximiert.

Analog zum univariaten Fall bildet man nun

) < [ [ 1ful@)]-Ida] < u(Po) x| o).



wobel max,ep,, |fn(z)| das Maximum von |f,(z)| im Bereich P,, ist und p(P,) das Maf

von P, bezeichne, und sucht einen Integrationsbereich C,, der zu P, homotop ist, sodass

p(Pn) max | f(z)]

zEP

minimal wird. Wie im univariaten Fall gilt fiir

W10 = nin (u(Pa) myx @) ).

dass C,, der gesuchte Bereich und ¢ € C,, ein Sattelpunkt von f(z) ist, fiir den Vf(Z) = 0
gilt, wobei V den Gradienten-Operator bezeichne. Parametrisiert man C,, so, dass C,, =
{@n(D) : O € Qy,} gilt, wobei Q,, den Quader H?Zl[—wjm, w;n| bezeichne und der héchste
Punkt von C,, bei @,(0) liegt und ein Sattelpunkt von f(z) ist, so folgt

/---/fn(z)dz:/---/(fnocpn)(ﬁ) ’det dd%“(a)‘de.
Cn Qn

Sei gn = (fn © @n)(9) |det 482(9)|. Wie im univariaten Fall betrachtet man den Loga-
rithmus von g, in einer Umgebung des Sattelpunktes. Sei dieser gegeben durch Gy (9),
sodass gn(9) = e gilt. Aus g,(0) # 0 folgt, dass die Bedingungen Vg,(0) = 0 und

VGu(0) = 0 dquivalent sind. Sei im weiteren H der Hessematrix-Operator.

Da ¢(z) analytisch ist, gibt es eine Taylorentwicklung
1
Gn(8) ~ Gn(0) + 79 HGL(0)8" + £(9),

wobei £(8) das Restglied sei. Ist HGy(0) nicht die Nullmatrix, so wird G,(®) in einer
kleinen Umgebung A,, von 0 hauptséchlich durch den Wert von HG,,(0) bestimmt. Kann
man A,, so wihlen, dass 0 € A, und fiir & € A,, gleichméfig £(8) — 0 fir n — oo gilt,

so erhélt man

Gn(9) ~ Gn(0) + %\9 HGL(0)9, fiir n — oo.



Gn(9) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat, das heifst
HG,(0) ist negativ definit. Dann gilt fir n — oo

F(n) = / / fol(z)dz

n

Qn
= /~--/eG(‘9)d8+/---/g(8)d8
An Qn\An
~ /.../eGn(0)+29HGn(0)8td3+/.. /g({})dﬁ
Qn\An
_ / / Gn(0)+59HGa(0)9" 19 _ / / Gn(0)+19HGA(0 d8+/ /
RNA, n\An
Il I2 I3

Da HG,(0) eine negativ definite Matrix ist, existiert eine orthogonale Matrix A, und
eine Diagonalmatrix Dy, sodass HG,(0) = AnDpAL gilt. Seien \;, fir 1 < j < d die
Diagonalelemente der Matrix Dy, dann gilt A\;, < 0 fir 1 < j < d und H;l:l Ajn =
det(D,) = det(HG,(0)). Substituiert man in I; 8 = wA,, so erhédlt man

[1 = eGn(O)/.../e%WD“wtdw
R4

d
= gn(O)H/epjmwidwa‘
j=1"R

d

Kann man jetzt noch zeigen, dass Die Terme I und I3 gegeniiber I; vernachléssighar

klein sind, so gilt

(2m)? y
F(n) ~ gn(O)\/|det(HGn(0))|’ fiir n — oo.

10




Fiir eine genauere Einfiihrung in das Thema Sattelpunktmethode sei auf [14] von DeBruijn
und auf die Arbeiten von Flajolet [19] und Odlyzko [40] verwiesen.
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Kapitel 3
Anwendungen der Sattelpunktmethode

Sei bis zum Ende dieses Kapitels ¢ eine fest gewahlte Primzahlpotenz, F, ein endlicher
Koérper mit ¢ Elementen, F,[z] die Menge aller Polynome iiber F, und F[z], die Menge

aller normierten Polynome iiber [F,.

Sei GG eine multiplikative Gruppe und g und y Elemente davon. Dann versteht man un-
ter dem Diskreten Logarithmus Problem fiir GG, die Suche nach dem kleinsten x, sodass
y = ¢” gilt. Einige o6ffentliche Kryptosysteme basieren auf der Schwierigkeit, das Diskrete
Logarithmus Problem zu 16sen, siehe dafiir [11, 15, 18|. Der wichtigste Algorithmus zum
Losen ist die Index Calculus Methode, die von Western und Miller in [47] vorgestellt und
von Adleman in [1] und Odlyzko in [41] genau analysiert wurde. Eine Variante davon ist
der Waterloo Algorithmus der von Blake und anderen in [9, 10| vorgestellt wurde. Diese
Variante verbessert die Laufzeit der Index Calculus Methode durch das Einfiihren eines
heuristischen Ansatzes. Drmota lieferte in [17] einen Beweis dafiir, dass die heuristische

Schranke fiir die Laufzeit fiir den Waterloo Algorithmus die kleinstmogliche Schranke ist.

Dafiir berechnete er in [F, fiir eine fest gewéhlte Primzahlpotenz, eine asymptotische Ab-
schiatzung fiir die Anzahl zweier, teilerfremder, m-glatter normierter Polynome mit den
Graden n; und ny. Daraus kann man sofort die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass
2 beliebig gewéhlte, normierte Polynome py(z),p2(2) € F,[z]o m-glatt und teilerfremd

sind.

In diesem Kapitel wird diese Aussage fiir d Polynome verallgemeinert. Gilt d > 2, so
konnen d Polynome teilerfremd, paarweise teilerfremd oder nichts von beidem sein. Es wird
also die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass fiir d beliebig gewéhlte, normierte Polynome
p1(2),...,pa(z) € Fylz]o gilt, dass p;(z) mj-glatt fiir 1 < j < d ist und sie teilerfremd

beziehungsweise paarweise teilerfremd sind.

12



3.1 Irreduzible Polynome tber [,

Ein Polynom p(z) € F[z] heift irreduzibel iiber [, wenn es einen positiven Grad hat und
aus p(z) = b(z)c(z) mit b(2), c(z) € F[z] folgt, dass entweder b(z) oder ¢(z) ein konstantes
Polynom ist.

Die Anzahl aller normierten Polynome vom Grad n iiber F, ist ¢". Somit ist die erzeugende

Funktion gegeben durch

P = Y el

f(2)€Fq[2]o

n>0

1
1—qz

Z&ahlt man andererseits fiir einen fest gewéhlten, irreduziblen Faktor vom Grad k ab, wie

oft dieser auftritt, so erhalt man

1
1 k %k = _—
+ 2"+ 27 A+ [ — oF

Sei k € N und f(z) € F[z] ein irreduzibles Polynom iiber F, mit dem Grad m. Dann
teilt f(z) das Polynom 2 — 2 genau dann, wenn m ein Teiler von £ ist. Bildet man das
Produkt iiber alle Polynome tiber [F, die einen Grad haben, der n teilt, so ist dieses gleich

27" — 2. Sei I, die Anzahl aller irreduziblen Polynome vom Grad d. Dann gilt

¢ =>_dl,

dlk

wobei > 4 die Summation tber alle positiven Teiler d von k bezeichne. Definiert man
die Mo6bius-Funktion g durch

1 fir k=1
(k) =< (=1)! wenn k das Produkt von [ verschiedenen Primzahlen ist
0 wenn k durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist,

so ist die Anzahl [} aller irreduzibler Polynome mit dem Grad k gegeben durch

Iy = %Zu (S) ¢ = %Zu(d)qg-

d|k d|k

Somit gilt fiir k£ — oo

h= Lt o))

13



Bildet man nun das Produkt iiber alle méglichen irreduziblen Faktoren, so erhélt man

P@):H(l_lzk)lk.

Daraus folgt, dass

gilt.

Definition 3.1.1. Ein Polynom f(z) € F[z] heifst m-glatt, wenn alle irreduziblen Poly-
nome die f(z) teilen, hochstens den Grad m haben.

Sei Ny(m;n) die Anzahl aller m-glatten normierten Polynome iiber F, vom Grad n und

Sm(2) = Z Ny(m;n)z"

n>0

die erzeugende Funktion von N,(m;n), so erhélt man mit dem selben Argument wie
vorher, dass gilt

sm(z):ﬁ(l_lzk)lk.

k=1

Mit Hilfe der Sattelpunktmethode ist es nun moglich, eine asymptotische Abschétzung

fir N,(m;n) anzugeben.

Satz 3.1.2. Da S,,(2) fir |z| < % analytisch ist, gilt dort

log (S (re'”)) =log S(r) + ia(r)d — %b(r)ﬁ2 +e(r,m)

mit

und

_ 28" (S, S
= - (50) s

wobei e(r,m) das Restglied der Taylorreihe darstelle.

14



Sei 0 < § < 1. Dann gilt gleichmdifig fir m,n — oo mit n® < m < n'=°
Sm(ro)
i/ 2mb(rg)

Ny(m;n) ~

wobei ro die eindeutige, positive Losung von
a(r)y=n
15t.

Beweis. Setzt man

e

qr = e;logn —nm

nm,
so folgt 1 — qir ~ % logn® und damit gilt

S,(0)
Su(r)

~ —— fiir m,n — oo, mit n® <m < n'°.

log (n®)

nach « auf, so erhdlt man als Losung

.. «
Lost man n ~ 22—
log(n®)

n

log;-
logn

. fiir m,n — oo, mit n® < m < n'7.

(67

Somit erhalt man

D
312
5
09
3

(10 (5 wen)
(o)

. fiir m,n — oo, mit n® <m < n'7.

LIPRLRQR PRI R
[S—
+
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Wé&hlt man nun als Integrationsweg |z| = 79 und dp = m~2n~2*¢ fiir hinreichend kleines

€ > 0, so erhélt man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel

1
Ny(m;n) = o ’ Spn(2)27" N2
z|l=ro
1 " i9\ ,.—n —inv
= % . Sm (T’e ) r e do

_ i 505 ( 119) -n —in'&dﬁ_{_i /271'—503 ( i19) -n —in'&dﬁ
= o . mlre |Jr e o . milre )r e ,

11 12

Odlyzko zeigte in [41, Appendix A], dass gleichméfig fiir m, n — oo mit nto < m < nio
b(rg) ~ mn
und
e(r,m) = O (m*n-4y) .

gilt. Diese Ergebnisse sind aber auch gleichmifig fiir m,n — oo mit n’ < m < n'=9 fiir
ein beliebiges 0 mit 0 < § < 1 giiltig.
Somit hat man

g(r,m)=0 (m%n%me)

Damit gilt

)
I = Sm(ro) /_ exp (z (a(ro) —n) ¥ — %b(ro)é‘2 +e(r,m) | dU

To 5o T
) 1
~ Sm(ro) / exp (——b(r0)192) dd
To —& 2
1 1
- Sm(ro) /exp (——b(r0)192) d19+/ exp (——b(ro)ﬁQ) dv |,
ro | Jr 2 IR =s0.60) 2 )
I L
fiir m,n — oo, mit n? < m < n'~%. Somit kann man sofort berechnen
27
I3 = .
’ b(ro)



Weiters gilt

L = 2] eto0Fgy
do
9

X sob(r)
< 2/ ez Uy
do

2
_ el
50b(7"0)
4 2e . .
~ ———e " 0, fiir m,n — oo, mit n’® <m < n'?,
m~an 2t

woraus folgt, dass I, vernachléssigbar klein ist.

Es ist nun nur noch zu zeigen, dass das Integral iiber dy < || < 7 vernachléssigbar ist.
Wie Odlyzko in [41] zeigte, gilt fiir dy < |J| <,

log Sy, (ro) — log |Sim(2)| > an’

fiir geeignete «, 8 > 0. Daraus folgt

Somit erhalt man

L] < (2 — 25,) 201

und sieht sofort, dass auch I, vernachléssigbar ist. Somit ergibt sich die Behauptung. O
Definition 3.1.3. Die Menge
PZ,.40)={zecC": |z <r, 1<j<d}

heife offener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r,...,r)
und die Menge

PZ,4(0) = {zeC’: |z| <r, 1<j<d}
heife abgeschlossener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r,...,7).

Satz 3.1.4. Sei f(z) eine in PZ1,, 4(0) analytische Funktion, fiir ein hinreichend kleines
L+,
1. Dann gilt fiir n — oo

2] f(z) ~ gt f (17 e 1)

(1 —qz1) (1 —qz) q q

17



Beweis. Da die Funktion f(z) analytisch ist, besitzt sie eine Darstellung als Potenzreihe.

Sei diese gegeben durch f(z) = 3 ;.a;2. Dann gilt

2] f(z)
(1 —gqz1) (1 —qz)

= [z"] Zajzj Z(QZ1)k1 e Z(qzd)kd

k1>0 kqa>0
n
_ E n1—ji nd—Jd
= ajq ...q
Jj=0
n 1\ J1tta
— ni+--+ng
=g ()
=0 N

Fiir n — oo strebt der Ausdruck

zn: 1 Jit-+ja 1 1

el () (L)

= \4 ¢ q

gegen 0, da die Reihe konvergent ist. Somit ist der Satz bewiesen. O

Lemma 3.1.5. Sei P(yy,...,y;) ein Polynom mit P(0,...,0) = 1, das keine linearen
Terme besitzt. Dann ist die Funktion f(z1,...,2) = [Ijsy P(2F, ..., 2))™ in PZ1, ;(0)

]
fur ein hinreichend kleines n > 0 analytisch.

Beweis. Es gilt gleichmiRig fiir 2y, ..., 2; in PZ,_;;(0), fiir ein beliebiges, fest gewihltes,

positives 1) < r
P(zf,...,25) —1=0(r"").

Damit folgt

log (HP (zf,...,z;f)fk>

k>1

= > Lillog (1+ (P (<f,....28) —1))]

k>1

= O(Z[ﬂp(zf,...,zf)—l’)

k>1

k
= O ( %7’2’“) .
k>1

Fir r < % konvergiert diese Reihe, und damit ist f(z1,...,2;) speziell in PZ: ., ,(0) C
q k2

PZ  (0) analytisch fiir ein hinreichend kleines n > 0. O
\/;7\]
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Satz 3.1.6. Seien f(z1,...,2;) und P(zF, .. ,zf) fir 1 < j < d wie im vorigen Lemma
definiert. Sei 0.B.d.A. m = mg < mg_q < --- < my und Fo, . m,(21,...,24) folgender-

mafen definiert

le,...,md(zla"'vzd) - H P(Zlfv"'JZS)Ik H P(Z]f7"'7Z§—l)Ik"' H P(’ZIIC)Ik

k<mgy mg<k<mg_1 mo<k<mi

Set d,e > 0 gegeben. Dann gilt gleichmdfig fiir m;,n;,n — oo mit nf- <m; < n;_‘s und
negnjgn% furl<j <d.

[Z?l e ZchLd]Fm1,~~~,md(Zl7 sy Rd Sml (Zl) U Smd<zd)
d —n;
~ f(l E)Hsmj(rj)rj ’
q7 7q =1 \/2’/ij?7,]'
1 1
~ f (—, . —) Ny(ma;ng) -« - Ny(ma; ng),
q q
wobet f(z1,...,24) = UMy, my—oco Finy,..my(21, - - -, 2a) 1St

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe von 3 Lemmata. Fiir diese Lemmata
gelten samtliche asymptotischen Relationen (o, O, ~) gleichméfig fiir m;, n;,n — oo mit
nggmjgn;’éundnegnjgn% fir 1 <j5<d.

Lemma 3.1.7. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 qilt gleichmafig fir zq, ..., 24 in

PZ%_WZ(O) fiir ein beliebiges, fest gewdhltes, positives 1 < %

1
lf(z1s -y 2a) = Fongoomy (215 -5 20)| = O (—) )

mq™

Beweis. Laut dem Lemma 3.1.5 sind die Produkte

H P, ..., zf)f’f
k>1
konvergent und somit gilt
lim [I PG =1

k>m

fir 1 < j < d. Da 0.B.dA. m = mgq = min{my,...,mg} ist, gilt f(z,...,z;) =

My, mg—soo Fingoomyg (215 -+ -5 2d) = liMyy oo Hkgm P2k, ..., 260

Fiir zy, ..., 24 gilt gleichméRig in PZ:_; ;(0) fir 1 <j <d

1
Pj(zf,...,zj’?)—lz(’)(qﬁ).

19



Damit folgt
log (f(21,...,24)) —log (Fpmy..my(#15 - - -, 2a))]

d—1 mj
= | Llog(Pu(eh,....25) =Y > Lilog(Pi(ef,....24))

k>md ]:1 k:m]-+1—|—1
d—1 mj
= 0 Z Ik}Pd(zlf,...,zfj) —1| +Z Z Ik|Pj(zf,...,zf) — 1‘
k>md ]:1 k:m]-+1+1

1
e _) .
mq™
O
Lemma 3.1.8. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt
(2020 (f (21 ooy 2d) = Fongoomg (21, <+ 2d)) Sy (21) -+ Sy (24)
= 0(Ny(my;nq) -+ - Ny(ma;nag)) .
Beweis. Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas folgt
[ (o120 = B (o1 20)) S (20) -+ oy (20
- ) e o CON L d\74) 35 ...
(27-‘-7/)d (f(Zl Zd) 1syeees d(zl Zd)) Z;zl—i—l . Z;ld+l 21 Zd

|21‘:7’1 ‘Zd‘:Td

1
= © (—Srru (Tl) e Smd(rd)rl_m N ‘Tdnd) .

mq™

Waihlt man fiir die Radien die Sattelpunkte r; = ro(m;;n;) ~ %, verwendet die asym-
ptotischen Beziehungen b(r;) ~ m;n; und betrachtet den folgenden Ausdruck, so erhélt

man

Lmsml (Tl) e Smd(rd)rl_m te 'Tc;nd

— 1
a — — ~ ——\/2mdmyng - - -\ 2mdmang) = o (1),
Sy (r1)r] 1 L Smg(ra)ry d mq™
\/27rb(r1) \/27rb(7“d)
womit die Aussage des Lemmas folgt. O
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Lemma 3.1.9. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt
[ 2 f (215 2a) Sy (21) - Sy (2a)
1 1
~ f (a, . 5) Ny(ma;ng) -« Ny(ma; ng).

Beweis. SeiM; := {(rlewl, . ,rdewd) e C?: |9 <6;} und My := {(rleiﬂl rde“%l) €
C?: ;| < m} \ My mit §; := m»_in-_frE mit € > 0 und

[27" - (21,00 2a) Sy (21) - - Smd<zd)
oy 20)S oS
[z, iﬂlml(zgﬁl md(zd)dzl"'dZd
M, Z !
L
S S
f (2, idLml(Z:z)H md(zd)dzl -dzg
M, 2 g
I

Da f(z1,...,2q4) in M; analytisch ist, gilt

f(zl,...,zd)~f<l,...,l).

q q
und man erhélt damit

S (2 ma (2
Il - f ( ) / / 1774141“1 nd(fF(l d) le T dzd
M; 2] T2

1 Smj(rj)r !
b f( q)]l:Il ,/27rmjnj'

Da f(z1,...,24) in einer Umgebung von My analytisch ist, ist die Funktion dort be-
schrankt. Somit gilt
(21) -+ - Sma(2a)
L < max 21y, ™ o dzy - - dayl .
Bl < max N |‘ 27i)d / /M 1““ Zd“ b

Da in My §; < |¢;| <« fiir mindestens ein j mit 1 < j < d gilt, folgt wie im univariaten
Fall, dass das Integral iiber My vernachléassigbar klein ist. O

Setzt man die Ergebnisse der 3 Lemmata zusammen erhélt man

[Z?l e ng]le ----- md(Z17 SR Zd)Sml (Zl) e Smd(zd)
= [z f (2, 2a) S (1) -+ Sing (2a)
+ [Z?l e ng] le ..... md(zla ceey Zd) - f(zla SR Zd)) Sml(zl) e Smd<zd)

(
1 1
= f (aa&) Ny(my;ny) - - - No(ma; na)
+ o (Ny(mai;ny) -+ Ny(ma; na))
~ f(lvvé) Nq(ml;nl)"'Nq(md;nd)

und somit die Behauptung des Satzes. O
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3.2 Teilerfremde Polynome uber F,

Satz 3.2.1. Seien pi,...,pq d beliebige normierte Polynome tber F, mit den positiven
Graden ny,...,nq. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ggT(f1,..., fa) # 1 gilt, gleich

1— .
qd—l

Beweis. Zahlt man das Auftreten eines fest gewéhlten, irreduziblen Faktor vom Grad k

ab, so darf dieser nicht in allen Polynomen auftreten. Somit erhélt man

1 1 P P 1—(21---29)"

=20 T(=2h) (=2 (=) (=) (1)

Bildet man nun das Produkt iiber alle moglichen irreduziblen Faktoren, so erhélt man

1— (21 29)F i
(i)
Lo <1_(zl...zd)k>1k

(1—gz1)--- (1 - qz)
Mit P(y1,...,ya) = 1 — yp - - - yq folgt mit Hilfe das Lemmas 3.1.5, dass f(z1,...,2q4) =

I

T (1 — (21 -- .Zd)k) " in PZ1,, 4(0) fiir ein hinreichend kleines 1 > 0 analytisch ist.
Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller teilerfremden Polynome asymptotisch gegeben
durch

szl <1 — (21 'zd)kyk 1

1
an .‘.an ~ qn1++7’ldf (_7...’_)
o ) (1 —qz1)--- (1 —qza) q q

k\ Ik
o))
k>1 q

1
= gmtotnd (1 - — 1) , fiir n — oo.
e

Die Anzahl aller teilerfremden Polynome py,...,pq tiber Fy, mit den positiven Graden
ni,...,ng ist ¢ 1" Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass d Polynome mit
den positiven Graden nq, ..., ny teilerfremd sind, ist gegeben durch

<1— qd1,1>qnl"’qnd 1

qnl...qnd :1_qd_1'
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Satz 3.2.2. Seien d,¢ > 0 gegeben und seien pq,...,pq d beliebige normierte Polynome
tiber Fy, mit den positiven Graden ni,...,nq. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die p,
m;-glatt fir 1 < j <d sind und ggT(p1,...,pa) # 1 gilt, gleichmdfig fir m;,n;,n — oo
mit ng» <m; < n}_‘; und n® < n; < ne fir 1 <3 <d gegeben durch

(1_ 1 )Nq(ml;nl) - Ny(ma; na)
q

d—1 qnl ' qnd ’

Beweis. Sei 0.B.d.A. mg < -+ <my.

Sei Fin,y . my(21,...,24) die Anzahl aller teilerfremden, normierten Polyome p; mit den
positiven Graden n; iiber IF,, wobei jeweils das j-te Polynom mj-glatt ist fiir 1 < j < d.
Dann gilt
Fooomyg(21, -0y 24)
m Iy my_ I m
_ ﬁ( L= (- za)t ) T ( L= (1) ) Tl (1—25)”“
- k
k=1 (1 - Z{C) U (1 - Zs) k=mg+1 (1 - Z{C) Y (1 - 2571) k=mo+1 1 - “1
mq N Ik mq—1 ) Ik mi N Ik
= H(l—(zl---zd) ) H <1—(21~--zd_1) > H (1—21)" Sy (21) - - Sy (2a)-
k=1 k=mgq+1 k=ma+1

Somit sind die Bedingungen fiir den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der teilerfremden
Polynome p; die m;-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[ - 2 Py omg (21, - 5 2a) Sy (21) =+ + Sy (2a)
1 1
~ f <5,75) Nq(ml;nl).'.Nq(md;nd)

1
= (1 — W) Ny(mqy;ng) - - - Ny(ma; ng),
fir m;,nj,n — oo mit n? < m; < n}_é und n¢ < n; < ne fiir 1 < j < d. Dividiert

man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome f; mit den Graden n; fiir
1 < j <d, so erhdlt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. U

3.3 Paarweise teilerfremde Polynome tiber I,

Satz 3.3.1. Seien p1, ..., pq belicbige normierte Polynome tiber Fy, mit den positiven Gra-
denny,...,ng. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass py, . . ., pq paarweise teilerfremd sind,
gleich
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Beweis. Zahlt man das Auftreten eines fest gewéhlten, irreduziblen Faktor vom Grad k

ab, so darf dieser in hochstens einem Polynom vorkommen

d z; 21—1 i H1<]<d(1—2 )"‘H; (1= )
;1_zf+1 = A== '

Bildet man nun das Produkt {iber alle moglichen irreduziblen Faktoren, so erhélt man

()

Y 2 i [heze(1 =25 )+ 115, (1= 25)
,g (1_21) (1_Zd)

Iy,

Iy
[t (S0 # Thssse (1= =) + Ty (1= 2)
(1 —qzl) (1 - qza) '
Definiert man P(y1, ..., yq) = Z?ﬂ i ngjgd (1 —yj)+H? (1—y;) so folgt aus dem Lem-

ma 3.1.5, dass f(z1,...,24) = [[;z1 (P (21, S, 20) ™ in P21+nd( ) fiir ein hinreichend
kleines 1 > 0 analytisch ist.

Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller paarweise teilerfremden Polynome gegeben durch

(2 7] f(z1,-- 05 2q)
P (1= gz) (1 - g2)

g (1)
q q
d 1\ 4! 1\ I,

S (A (I

kl:[l e 7 ¢

I,
1\%! d—1

= gmtotnd H <1 — —k) <1 +— ) , fir n — oo.

k>1 q q

Dividiert man diese Anzahl durch die Gesamtanzahl aller Polynome mit den Graden

ni,...,Ng, so erhdlt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. O
Satz 3.3.2. Seien d,¢ > 0 gegeben und seien pq,...,pq d beliebige normierte Polynome
iber F, mit den positiven Graden ni,...,nq. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die

f; mj-glatt fiir 1 < j < d und paarweise teilerfremd sind, gleichmdfig fir m;,n;,n — 0o

mit n? <m; < nt=0 und nc < n; < ne fir 1 <3 <d gegeben durch

N d— 1IN N (munn) N (ma,ng)
(-3 ) i
e qk qk qn1 qnd
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Beweis. Sei 0.B.d.A. mg < --- < my.

Sei Fony o omy (21, - - -, za) die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller paarweise teilerfrem-
den normierten Polynome p; mit den Graden n; tiber IF,, wobei jeweils das j-te Polynom
my-glatt ist fiir (1 < j < d). Dann gilt

le ..... md(zla"'azd)
_ ﬁ( P(va‘-‘vzs) )Ik ﬁl ( P('Zfa"wzs—l) )Ik ﬁ <P(Zlf))lk
k=1 (1 - Zlf) U (1 - 25) k=mg-+1 (1 o Z{g) Y (1 - 25—1) k=mo+1 1 - Zlf
mq mq—1 mi
= [T PGE .50 T (PGE )™ TT (PG S (1) - - S (2a),
k=1 k:derl k=mo+1

wobei P(y1, ..., y1) = So_ ¥ ngigl (1—yj)+H§»:1(1—yj) sei. Somit sind die Bedingungen
i7]
fiir den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der paarweise teilerfremden Polynome p; die

m;-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[ 2" s ema (215 - - -, 20) Sy (21) -+ - Sy (24)

1 1
~ f (&’ ) ,5) Ny(my;ny) - - Ny(ma;ng)

2 ) s

k>1

fir m;,nj,n — oo mit n? < m; < n}_é und n¢ < n; < ne fiir 1 < j < d. Dividiert
man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome p; mit den Graden n;
(1 < j <d) so erhdlt man die gesuchte Wahrscheinlichkeit. U
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Kapitel 4

H-admissible Funktionen

4.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist zwar ein méchtiges und flexibles Werkzeug, hat aber den
groften Nachteil, dass sie oft sehr mithsam anzuwenden ist. In vielen Situationen ist es
moglich allgemeine Sétze anzuwenden, die auf der Methode aufgebaut sind und asym-
ptotische Abschatzungen liefern, die zwar nicht die schéarfst moglichen sind, die aber den
groften Vorteil haben, dass man die Sattelpunktmethode nicht Schritt fiir Schritt durch-
fiihren muss. Es ist nicht immer leicht diese Definitionen zu iiberpriifen, aber es ist fast

immer leichter das zu machen, als die Sattelpunktmethode komplett durchzurechnen.

Sei R das Intervall (Ry, R) und C = {z € C: |z| < R}, fiir ein fest gewéhltes Ry > 0.

Weiters seien

und

) = = L) 2 (VY

y(r) y(r)

die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition 4.1.1. Eine Funktion
y(z) = Z ynzn
n>0

mit reellen Koeffizienten y,, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (fiir ein fest gewéhltes Ry > 0) ist und

folgende Eigenschaften hat
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(1) b(r) — oo, fir r — R.
(2) Es existiert eine Funktion 6 : 7 — 6(r), R — (0, 7), sodass gilt:
. . 2
y(re?) ~ y(r)e“ga(’”)_%b(”, fir r — R,

gleichméfhig in 9| < §(r),

(3) y(re?) =o ( y:z)) , fiir r = R gleichméfig in §(r) < |9] < 7.

Fiir H-admissible Funktionen bewies Hayman [26| folgenden Satz iiber das asymptotische
Verhalten der Koeffizienten durch die Anwendung der Sattelpunktmethode.

Satz 4.1.2. Seiy(z) =), 5o Ynz" H-admissible in |z| < R. Dann gilt

_ (a(r)—n)? )
by 4 0(1)) , fiir n — oo,

_ oy
= ™/ 27h(r) (

gleichmdafig in n.

Korollar 4.1.3. Die Funktion a(r) ist positiv und streng monoton wachsend fir hinrei-

chend groffes r und es gilt
b(r) =o(a(r)?), firr— R

Wé&hlt man r = p, so, dass p, die Losung der Gleichung a(p,) = n ist, dann erhilt man
ein einfacheres Ergebnis. (Die Eindeutigkeit von 7, folgt aus einem Ergebnis von Hayman
[26], wo gezeigt wurde, dass a(r) streng monoton wachsend im Intervall Ry < r < R mit
Ry > Ry ist.)

Korollar 4.1.4. Seiy(z) = > - yn2" H-admissible in |2| < R. Dann gilt

y(pn)

Yn ~ ——
P/ 2mb(pn)

wobei p, fiir hinreichend groffe n eindeutig definiert ist.

, fiir n — o0,

Hayman bewies unter anderem folgenden Satz.

Satz 4.1.5. Sei P(z) = > by, 2™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobet

meM “m

by # 0, Vm € M gelte und

y(z) = a2 =e"?
neN
set.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent
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1. Y9 € [—m,w|\ 0 gilt }y (rem)| < y(r), firr — oo

2. y(z) ist H-admissible in C.
Hayman zeigte folgende Abgeschlossenheitsbedingungen fiir H-admissible Funktionen:
Satz 4.1.6. 1. Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥*) ebenso.

2. Sind y1(2) und yo(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y,(z) - y2(2).

3. Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, fir
das p(R) > 0 fiir R < oo und fiir R = oo gilt, dass dessen Leitkoeffizient positiv ist,
dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

4. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet.
Ist f(r) reell fiir reelle r und existiert eine Konstante 6 > 0, sodass gilt

max |f(z)] = O (y(r)' %), firr — R,

|z[=r
dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

5. Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(2) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

In der Literatur findet man einige Erweiterungen der Ideen von Hayman. Harris und
Schoenfeld haben zum Beispiel in [25] den Begriff der HS-Admissibilitit eingefiihrt,
die wesentlich stidrkere Voraussetzungen an die Funktionen setzt. Der Vorteil ist, das
man eine vollstandige asymptotische Entwicklung, und nicht nur den Hauptterm, erhalt.
Der Nachteil ist der Verlust der Abgeschlossenheitsbedingungen. Es gilt aber folgendes.
Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist e¥*) HS-admissible in C. Es gibt zahlrei-
che Anwendungen fiir H-admissible und H S-admissible Funktionen. Fiir Beispiele, siehe
[2, 3, 5, 12, 26, 27, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42|.

Der Satz 4.1.2 kann so interpretiert werden, dass y,r" einer H-admissiblen Funktion
asymptotisch einen zentralen Grenzwertsatz fiir r — oo erfiillt. Mutafchief hat das in [37]
verallgemeinert.

Weitere Untersuchungen iiber Grenzwertsitze fiir Koeffizienten von Potenzreihen findet
man in [4, 6, 20, 21, 22|.

Es ist natiirlich eine logische Folgerung, das Konzept der H-Admissibilitat fiir den multi-
variaten Fall zu verallgemeinern.

Bender und Richmond présentierten zwei Definitionen in |7, 8] und nannten diese BR-
Admissibilitét beziehungsweise B R-Superadmissibilitéit. Fin Vorteil der B R-Admissibilitét
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und der allgemeineren B R-Superadmissibilitéit sind die weitreichenden Anwendungsmog-
lichkeiten. In [8] gibt es eine umfangreiche Beispielsammlung dazu. Man verliert aber eini-
ge der Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles. Weiters sind die Abgeschlos-
senheitsbedingungen, die die B R-admissiblen beziehungsweise B R-superadmissiblen Funk-
tionen erfiillen, nicht gut geeignet fiir eine automatische Verarbeitung durch einen Com-

puter.

Das Ziel dieses Kapitels der Dissertation ist es nun, die H-Admissibilitdt fiir den multiva-
riaten Fall so zu verallgemeinern, dass die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten
Falles so weit wie moglich erhalten bleiben. Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind des-
wegen so wichtig, weil sie die Moglichkeit bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu
konstruieren, indem man Funktionen durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen
aus Basisklassen bildet, von denen man weifs, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist
es moglich, zu versuchen, eine gegebene Funktion in H-admissible ,,Atome” zu zerlegen,
und diese Zerlegung fiir einen Admissibilitdts-Test heranzuziehen, der automatisch von
einem Computer erledigt werden kann.
Fiir den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.
Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner, Drmota und Gittenberger in
[16, 28] fiir bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten die kombina-
torischen Zufallsvariablen X, zugeordnet, die durch

PX, = m] = 22,

Yn

mit ¥, = >, Ynm, definiert sind. Sie gaben Bedingungen an, die hinreichend dafiir sind,

dass fiir die, den Koeffizienten v, der erzeugenden Funktion

zugeordneten, Zufallsvariablen X, als Grenzverteilung eine Gauftsche Normalverteilung
besitzen. Analog zum univariaten Fall gaben sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedin-

gungen an und implementierten ihren Ergebnisse in MAPLE.

Es wird nun eine Verallgemeinerung fiir den multivariaten Fall angegeben, bei der ver-
sucht wird, so nahe wie moglich an der Definition von Hayman zu bleiben. Das ermdoglicht
es, multivariate Verallgemeinerungen mit Hilfe seiner Hilfssétze zu beweisen. Ein grofser
Teil der Beweise kann auf den multivariaten Fall angepasst werden, um die Abgeschlos-
senheitsbedingungen zu zeigen. Des Weiteren werden diejenigen multivariaten Polynome
P(z) charakterisiert, die H-admissible sind, und eine Basisklasse der H-admissiblen Funk-

tionen darstellen.

29



4.2 Der multivariate Fall

Sei R = oo. Dann gilt fiir eine univariate H-admissible Funktion y(r) fiir ein geeignetes
d(r) mit A(r) = [=d(r),d(r)] fiir 9 € A(r)

) 1
log y (re“g) ~ logy(r) +ia(r)d — 56(7“)192, fiir r — oo.

Somit hat der Term $b(r)¥? fiir ¢ € A(r) cinen groRen Einfluss.

Fiir eine multivariate H-admissible Funktion y(r) soll nun wie im univariaten Fall, fiir ein
geeignetes A(r), fir & € A(r)

. 1
log y (re'®) ~ logy(r) +ia(r)9" — §GB(r)8t, fir r - oo

gelten.
Es stellt sich nun die Frage, wie man A(r) am besten wihlt. Es ist naheliegend, im mul-
tivariaten Fall einen Quader zu verwenden. Wahlt man allerdings einen achsenparallelen
Quader, so kommt man schnell in Schwierigkeiten. Will man zum Beispiel
i9
g, o)

abschétzen, so ist das im Allgemeinen nicht einfach, wie die zwei nachfolgenden Diagram-
me (fiir eine Funktion |y(re'?, se'”)|) demonstrieren.

Sucht man wie im univariaten Fall ein geeignetes A(r), sodass der Term 39B(r)d" fiir
® € A(r) einen grofen Einfluss hat, so bietet sich als geeignetes A(r) ein Quader an,
der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, da man damit sehr
leicht rechnen kann, wie man bei den zwei nachfolgenden Diagrammen (fiir eine Funktion

ly(re'¥, sel?)|) sofort sehen kann.
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Sei R ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, welches oo als Randpunkt und keinen
Punkt mit ||r||ne < Ro, fiir ein fest gewéhltes Ry, enthalte. Weiters bezeichne C die
Menge {z € C!|3r € R, (|21}, ..., |z4]) =1}

Fiir eine Funktion y(z) mit z € C? bezeichne a(z) = (aj(Z)) << den Vektor der ersten

logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z), das heifst
ijZj (Z)
aj(z) = ——~—=

]( ) y(z)

und B(z) = (Bj,(2))1<jk<a die Matrix der zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung
von y(z), das heift

%Yz (2) + 07y, (2) iy, (2)ys, (2)
Bjk(z) - - 2 >
y(z) y(z)
wobei d;;, das Kronecker-9 sei, dass durch
1 fiir j =k
Ojk = L
0 fiirj#k

definiert ist.

Somit kann man eine Verallgemeinerung der Definition von Hayman (fiir den Fall R = o)
folgendermafen definieren.

Definition 4.2.1. Eine Funktion

y(z) = yuz"

mit reellen Koeffizienten y, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C? und positiv in R (fiir ein geeignet gewihltes Ry > 0) ist
und folgende Eigenschaften hat:
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(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten A (r),. .., Ag(r) und erfiillt fiir 1 < j <
d:

Aj(r) = oo, fiirr — oo (in R).

(IT) Sei vy(r),...,vq4(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis-
tieren Funktionen §; : r — 6,(r), R — (0, 7) fiir 1 < j <d, sodass gilt:

. 9B(r)d

y (re’®) ~ y(r) exp (ia(r)&t - %) , firr — oo (in R),
gleichméfhig fiir & € A(r), wobei A(r) = {ijl,ujvj(r) dpgl <65(r), 1< 5 < d}
sei. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichméfig innerhalb eines von
den Eigenvektoren vi(r),...,vy(r) aufgespannten Quaders, dessen Grofe von den

Werten d(r), ..., dq(r) bestimmt wird.

(III) y(re®) =0 ( ylr) )) , fiir r — oo (in R), gleichmiRig fiir & € [—m, 7]*\A(r).
(IV) Fur 1 < j <dgilt Bj;(r) = o0(a;(r)?), fiir r — oo (in R).

Bemerkung 4.2.2. Die Bedingung (IV) in der Definition ist das multivariate Analogon
zum Korollar 4.1.3. Wenn man die Bedingung (IV) in der Definition weglésst, kann man
ein schwiicheres Analogon zum Korollar 4.1.3 beweisen, namlich || B(r)|| = o (||a(r)]|?), fiir
r — oo(in R), wobei auf der linken Seite die Spektralnorm und auf der rechten Seite die
Euklidische Norm verwendet wird. Es stellt sich leider heraus, dass diese Bedingung zu

schwach ist.

Bemerkung 4.2.3. Die Bedingung (II) in der Definition kann nur dann erfiillt sein, wenn
A(r) = 0, firr — oo (in R) gilt.

Da B eine positiv definite, symmetrische Matrix ist, gibt es eine Orthogonalmatrix A und

eine reguldre Diagonalmatrix D = diag(\q,...,\y), wobei die Zeilen der Matrix A die
Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., Ay von B darstellen, sodass

B=A'DA.
gilt.

In dieser Dissertation werden diese Matrizen des ofteren verwendet.

Satz 4.2.4. Seiy(z) H-admissible in C. Dann gilt fiir alle 9 € [—m, 7]\ 0

ly(re’®)| < y(r), fiirr — oo (in R).
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Beweis. Ann.: 39 € [—7, 7]%\ 0 und eine Folge (r3)r>0 in R mit limy,_,, 1, = 0o , sodass
ly(re™®)| > y(ry), fiir k — oo

gilt. Da laut Bemerkung 4.2.3 A(r) — 0, fiir r — oo (in R) gilt, folgt die Existenz eines
ko € N, sodass 8¢ € [—m, 7|\ A(ry,) fiir k > ko erfiillt ist. Somit folgt aus der Bedingung
(II) in der Definition

y(rkz) < }y(rkeix‘)o)‘ =0 (%) R fir k£ — oo.

Da y(rg) > 0 fiir k£ — oo gilt, kann man hier durch y(ry) dividieren und erhélt

1=o0 _ , fir k — oo.
detB(rk)

Da laut Voraussetzung det B(ry) — oo, fiir K — oo gilt, erhélt man einen Widerspruch.
O

Lemma 4.2.5. Sei y(z) = Y oynz" eine in C admissible Funktion. Dann gilt fiir
1<j<d

6;(r)?),(r) — oo, fiirr — oo (in R).

Beweis. Da am Rand von A(r) die Bedingungen (II) und (III) gelten, folgt speziell fiir
ﬁzéjvjfurlgjgd

[y(re)| ( 1 )
— ~ —(0,v; )(6;v
y(r) 2 ] ( ])
B 1
= exp 2
= 0| ———], frr - oo (in R).
(det B(r))
Das bedeutet, fiir 1 < j < d gilt \;07 — oo, fiir r — oo (in R). O

Analog zum univariaten Fall gilt folgender Satz.

Satz 4.2.6. Seiy(z) = > .o ynz" eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt fir v —
oo (in R)

= e (o (50— w5 el ) o).

fiir n — oo, gleichmdf$ig in n.
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Beweis. Sei y,r™ = I + I, mit

elnﬂt
A(r)

2 2’7T / / 1nx‘)t
d\A

[—m,7]

und

Aus der Bedingung (III) der Definition gilt gleichméabig fiir n — oo

[2:0<L>, fir r — oo (in R).
det B(r)

det B(r)
2

Andererseits erhdlt man mit Hilfe der Bedingung (II) und der Substitution z = &

gleichméfig fiir n — oo

exp <i(a(r) —n)d — %aB(r)8t> do

_ (W g / / exp ( _%Bi)) dz,

det B

wobei ¢ = (a — n) gesetzt wurde.

2
det B(r)
Es gilt \; (52 — 0o nach Lemma 4.2.5. Somit folgt /\;0; — oo und damit auch /Ay - - - \gd; =
/det B(r)d; — oo, fiir r — oo (in R). Somit kann man die Integrationsgrenzen ausdeh-

nen und erhélt
B t
I, ~ / /exp (zcz — %) dz,
<7r 2det B(r et B(r)

Substituiert man jetzt z = wA, so erhélt man

g el s S

Fir 1 <5 <d gilt nun

\jw? 7 det B(r) (cA")? det B(r)
exp [ i(cA")w; — #) dw; = | ————exp ( L >
/ ( 777 det B(r) ! A 4\

J

R

und damit folgt

y(r) _ 1~ det Br)(eA');
" o B eXp( 4; e )
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Mit

WE

t\2 2 i
(cA"); = m ( (a;(r) — nj)Akj>

erhalt man schlieilich

d d
1 < det B(r)(cA")? 1
2 32

J=1

: _ (a(;) — n)AtlgflA(a(r) —n)’
2
_ (a(r) =m)B(r)"(a(r) — n)’
2

O

Korollar 4.2.7. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n — oo so, dass p,, —

oo (in R) fir die Losung von a(p,) = n folgt, so erhdlt man fir n — oo

s~ y(Pn) .
" pn(2m)d/2\/det B(p,)

Bemerkung 4.2.8. Im Gegensatz zum univariaten Fall hat die Gleichung a(r) = n nicht

notwendigerweise immer eine Losung. Laut der Folgerung 4.4.6 ist die Funktion

22u + zu)? 22u + 2u)?
TR GRS S e

22utzu 2
(Z u zu) B 6

in C, fir 0 > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible. Zeichnet man in ein Koordinaten-
system die Punkte (n,m) ein, fiir die [z"u™]e*"“*** > ( gilt, so erhilt man:

30
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Man sieht in diesem Fall sofort, dass die Gleichung a(r) = (n, m) nur innerhalb des Konus

(%W < m < n eine Losung haben kann, da auferhalb v,,, = 0 gelten muss.
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4.3 Eigenschaften von H-admissiblen Funktionen und

deren Ableitungen
Lemma 4.3.1. H-admissible Funktionen erfiillen
a(re®) ~ a(r), firr — oo (in R),

gleichmdapig fiir |h;| = O (ﬁ)

Beweis. Sei 0.B.d.A. d = 2. Da B positiv definit ist, folgt aus der Bedingung (IV) der
Definition 4.2.1

BHBQQ — B%Q Z 0, und somit |B12| S \ B11B22 = o(al(r)aQ(r)).

Da fiir jede positiv definite Matrix jeder 2 x 2 - Minor positiv ist, ist es keine Einschrén-
kung, nur den Fall d = 2 zu betrachten.

Definiert man
©1(x1, 22) := ay (", e™) und oz, x9) := as (™, ™),

so gelten offensichtlich folgende Bedingungen fiir z1, x5 — 00

0 0
pr 1(x) = a—%al(ex) = B (eX) = 0 (a1(€¥)?) = 0 (¢1(x)?)

0 0 2 2
92a 2(x) = 8—932@2(6’() = B (€*) = 0 (a2(€¥)?) = 0 (p2(x)?)
Salo) = o) = Bule®) = 0(ar(e9)aa(e) = 0 (91 (x)2().

Sei |x] — x| :O<

xhy > xf gelte.

)> und |z — 2f| = (9< . ), wobei 0.B.d.A. z/ > 2} und

S S
e1(z],@5

Dann gilt

a(@h, 2h)  pa(ah, 25)

z 90 /
L 1 _ / D),

0 (902(11117 '1:)2)

< oy —ay| - max .

wy<a<zy Po(x], )

_ 1 f / /
= 0 7(,02(17, JZ,) , Tar Ty, Ty — OO,
1) %2

woraus sofort (2, xh) ~ o2, 24) fiir 7, 25, — oo folgt.
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X . . )z ),z
Sei x der Punkt, bei dem das Maximum max, ., £{E10)e2(@.2)
0 ) To <x<TYH |

1 (xll ,:I?)(pg (117 733)
Berechnet man

1 1 /ml =, %)d
— o dx
gOl(.T/l,.Tg) 901('2:/1/71'/2/) z 901($7x2)
11\2
] D)
@ <e<z] 1(x,xh)?

- 1 f / /
= 0 ﬁ , Tur xy,ry — 00
p1(xh, 73)

und

@1(95'1, 95'2) 801(95'17 Ty)

1 1 /m a1 (), )
= e rde
), ¢1(77, 2)

S |l‘/ x/2/| (901($1,370)902<-’17 7$0))

2

Zo
- 0 < 1 . g02<l’1,l’0)
302(1‘/1,1},2) g01<l’,1,l’0)
MPYA )
Sol(xllwro) g02<l’/1,l’/2)
1
= o0 (7301(30’1 xé)) , fir 27, 2, — oo

und addiert beide Gleichungen so erhélt man

1 1 ( 1 ) o
— =o| —— ), fur 2}, z 00,
o1(a), zh) (], 2f) o1 (2, 2h) b

Das bedeutet, es gilt
901(‘%‘/17 ‘r/Q) ~ ()01(17,1/71},2/), fir 'rllu IIQ — 00.
Analog erhalt man
902(1‘/17 I/Q) ~ ()02(1,/1/71/2/)’ fir 'rllu x/2 — 00.
Setzt man nun r = e* und h = x” — ¥/, so erhéilt man das gewiinschte Ergebnis.

Lemma 4.3.2. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt

y(r)

(in R).

Weiters gilt fiir alle € > 0

la(r)] = O (y(r)) wnd [[B(r)|| = O (y(r)), firr— oo (in R).
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Beweis. Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung aus dem Satz 4.2.6.

Fiir die zweite Behauptung sei angenommen, dass ein R existiert, sodass fiir alle r > R
(in R)

[a(r)[[max > y(r)*

gilt. Fiir ein beliebiges h € R? bei dem jede Komponenten positiv ist und fiir das R+th €
R fiir alle t > 0 ist, folgt

Q

d
R th )
a;(R + th) = Z T R 4 thy) > y(R + th) - K,
=1 —1

und somit

4 y;i(R ; >
L mrmp 2k

j=1

Sei nun k so, dass

sei. Dann folgt

R+th 1+e - f—:+t

Setzt man g(t) = y(R + th), so erhilt man
/
gt o K
glytte ™ oy y
hi

und daher

P / D D D,
g'(t) ( (Rk ) Rk> Ry, + phy,
dt > K |(lo — + —log— ) = Klog ————.
/o g(t)+e S\he 7)) T %0, 5 TR,

Dieser Ausdruck ist fiir p — oo unbeschrankt. Berechnet man andererseits das Integral,

so folgt

/p g() 4, _ YR —y(R+ph)™

gty € ’
wobei der Ausdruck beschrinkt ist und man somit einen Widerspruch erhélt.

Die dritte Behauptung folgt nun aus aus der Bedingung (IV) der Definition 4.2.1. O

Korollar 4.3.3. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt fir alle e > 0

det B(r) = O (y(r)9), firr — oo (in R).
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Beweis. Sei || -|| die Spektralnorm. Dann ist || B(r)|| der grofite Eigenwert von B(r) und es
gilt det B(r) < ||B(r)||%. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.2 erhiilt man nun die Behauptung. [

Lemma 4.3.4. Sei K € R fest gewdhlt. Dann erfillt eine in C H-admissible Funktion

y(z)
Kry Krq Kd .. )
. ~ - R).
(i st ) ), fir o0 (in R)
Beweis. Sei h gegeben. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz fiir 0 < 9 < 1, wenn man
h; = aij(?) substituiert
d y;(r + vh)
log(r +h) —log(r) = S
g(r + h) — log(r) ; MOy
d
h’]
= ; Yh
er—f'ﬂhjaj(r_{— )
d Krj
a;(r)
= Z T (r + vh)
=17t ﬁaj(r)
B i K aj(r + vh)
o o)
Sltog  wl
K
oD
— 1
J=1
= Kd,
wobei a;(r + vh) ~ a;(r) aus dem Lemma 4.3.1 folgt. O

Satz 4.3.5. Sei y(z) = > 5o Unz" eine in C H-admissible Funktion. Weiters sei i =
nA" und a(r) = a(r)A" der Vektor der logarithmischen Ableitung von y(z) beziglich der
Figenbasis von B(r). Dann gilt firr — oo (in R)

Z Y™ ~ y(I‘) 71 o /deXp (_1 zd:t2> dt
n é ; .
(27T)2700 . 2 j=1 !

n, fur die gilt

V]’:Fljgﬁ.j(r)-‘—wj1 /Aj(r)
Beweis. Seien N; := |a,;(r)],

N, = L&j(r) +gj\/mB(r)J und N, := {dj(r) +wWjy/2det B(r)J
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fiir beliebige w; < 0 < @; definiert. Sei weiters N; +2 < n; < N;. Dann gilt

ni1+1 ng+1

/ exp <_ (x — gI)D(rz)‘l(x - 5)t) dx

ni ng

< (=000 0 =a)

2

o [ sy,

IN

Daraus folgt

Ni+1 Ng+1

[ [ (e

Ni1+2 Nd+2

2
N1+2 Ng+2

73”l7em(_@—aﬂm3%x—mjdx

Ni+1 Ng+1

Substituiert man jetzt x; = a;(r) +t;1/A;(r), dx = y/det B(r)dt, so wird das Integral zu

IN

nooo |
\/detB(r)/-~-/eXp (—521&3) dt,
b i =1

mit £; — 0 und #; = w;.
Setzt man nun N := {ﬁ eN:N<n< N} und wendet man den Satz 4.2.6 an so ergibt

sich

. y(r) o (_(m—a)BE) @ —a)
2o (2@3@; b < 2 >

- o y(gitB(r nz;eXp (_(~ — é)D(rz)_l(ﬁ - é)t)
~ (Qi)ﬁj' : .jexp (—%jit?) dt,

wobei im letzten Schritt die Uberlegungen von oben angewendet werden. Fiir die restliche

Summe gilt Zaj-n]-dv, Ynr™ < €y(r), wenn alle w; klein genug sind. O
: )
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Satz 4.3.6. Seik € N? fest gewdhlt. Dann gilt

P~ ot (al_w)’“...(adﬂ)“, fiirr — 0o (in R).

1 Td

Beweis. Sei Rj =7 (1 + a~1(r)) und |z;] < Rj fir 1 < j < d. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.4

erhalt man

Y(2)| = | > vz < D yuR™ =y(R) = Oy(r)).
neNd neNd
Seih =R 1= (%, ;%) Dann gilt

vy = 3 ) )"

keNd

und somit erhélt man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung

2 E—iy(f{)=0<y(r) <<>)<<d>>>

Seien
M, = {n e N¢: la;j(r) — n;| <w4/Bjj;(r), fir1 <j < d}
und
M, := N\ M.
Dann gilt

neNd neM; neEMo,

rk%y(r) = Y (yar® = Y (@hyar® + Y (0)iyar®,

J/

= =
Nun gilt im Summationsbereich (n), ~ a(r)X. Sei nun f so wie im Satz 4.3.5 definiert,

s; =mnj —aj(r) und §; = n; + a;(r). Da A orthogonal ist, gilt
d
1817 = [Is[* =« > Byj.
j=1

Der Summationsbereich iiberdeckt die Menge {n aj(r) — ;] <wy /Ai(r),1 <j < d}.
Somit erhélt man mit Hilfe des Satzes 4.3.5 Y, ~ C(w)y(r)a(r)* mit

d
1 1
7T_;l/.../exp <_§;t§> dt < C(w) < 1.

[_wvw}d
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Andererseits gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

‘22‘ - Z(n)kynr“

neMs

< Z nkynrn

neMs

1
2
( 2 n2kynrn> ( § ynrn>
neMo ncM;

d
= O] |r* 0% (r)- - [ ex —12t2 dt
- g2k I\T Pl 73 j

IN

Daher folgt, dass

e () = O (y(r)a(r)™)

gilt und fiir hinreichend grofies w

> D0, umal)| < eymalr)*
erfillt ist, was den Beweis komplettiert. O
Lemma 4.3.7. Seienn > 0 und C' > 0 Konstanten, sodass fir alle z € C* mit |z; —r;| <

2nr;, fir 1 < j < d die Matriz B |hB(z)h!| < ChB(r)h! fiir alle h € R? erfiille und y(z)

dort reqular und ungleich O sei. Dann erhdlt man die Entwicklung
. 1
logy (re’) = log y(r) + ia(r)d' — §SB(r)\9t +e(r,9)
mit
COB(r)d" - |9
2n '
Beweis. Sei [t| < 2n fiir ein h mit ||h|| = 1. Setzt man

g”(t) — 1th Z et
n>0
= ¢+ Z Cpt"™

n>1

= —hB(r)h' +> c.t",

n>1

le(r, 9)] <

so folgt durch ein- bzw. zweimaliges Integrieren

g'(0) = a(r)(ih)’
g(0) = logy(r).
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Somit ist die Taylorentwicklung von g(t) gegeben durch

at) = 9O +g O+ %g”(O)tQ +2 (n+ 1?(ln - 2)tn+2
i 01 ' t n n+2
= logy(r) +ia(r)(th)" — §(th)B(r)(th) + ; CESICE 2)25
= logy (re"™)

Mit Hilfe der Cauchyschen Abschitzung erhélt man fiir die Koeffizienten ¢,
max—, [¢"(t)]  max_, |hB(re'™)h!| - ChB(r)h!

el < <
n" n" n"
Somit ergibt sich
Cn |t|n+2
tTL+2 < ol
;(n+1)(n+2) = ;'” (n+1)(n+2)
t n+2
< Z ChB(r)h' |t]
e n" (n+1)(n+2)
t14]3
< ChB(r)h'|t| Z 1
n = (n+1)(n+2)
~ C(th)B(r)(th)" - |t
— o

Setzt man nun th = 8, so erhélt man die gewiinschte Darstellung

. 1
logy (re’®) = logy(r)+ia(r)®' — §GB(r)\9t +&(r,9)

mit
COB(r)d - |9
2n ’

le(r, 9)] <

Lemma 4.3.8. Eine in C H-admissible Funktion y(z) erfillt
‘ N 1 -
Y(r®) = () + 8()9° — OB + O (y(x) - 0] - Jalr)])
gleichmapig fir |9;] < %@«)f fiir 1 <j <d, wobei

a(r) = Vy(e™,... e%)]

s1=logri,...,sq=logry

d
2 s s
Blr) = Py(e,. .., e)
aSjaSk s1=logri,...,sq=logry jk=1

43

und

set.



Beweis. Es gilt B(z) = ~(yzjzk(z)zjzk + 0jkY=, (z)zj)ikzl. Nach Satz 4.3.6 gilt y. ., (z) ~
y(r)a;(r)ag(r), woraus || B(r)| = O (y(r)||a(r)||?) folgt. Setzt man n; := ﬁ firl<j<d

und

n o= lrgjlgd{m, -y Ma}

. 1 1
T 5% { ar(r)” 7 ag(r) }
1
max {ai(r),..., aq(r)}
1
[a(r)[max
und beachtet, dass nach Lemma 4.3.1 a(ry(1 + 2m),...,74(1 + 274)) ~ a(r) und nach
Lemma 4.3.4 y(ri(1+ 2m), ..., ra(1 + 2n4)) ~ e*¥y(r) gilt, so erhélt man

Bjk(ri(142m1), ..., ra(1 + 2n4))
~ y(r(T+2m), ..., ra(L+2n4))a;(r (1 +2m), ..., ra(1 4+ 204))ak(r1 (1 + 2m1), . .., (1 + 2nq))
~ e*y(r)a;(r)ax(r)
~ B (r).

Die Eintriige von B(z) sind analytische Funktionen. Somit hat man

B(z) =Y Buz" = yn-(niny)}, 2"

neNd neNd

wobei alle B,, positiv semidefinite Matrizen sind. Daraus folgt
max d|hB(z)ht| < hB(r)h’.
Damit folgt fiir |z; — ;| < 2nr;, fir 1 < j <d, dass
IhB(z)h!| < hB(r + 2yr)h! < ChB(r)h!
mit der Konstante C' = €% gilt. Folglich kann man das Lemma 4.3.7 anwenden und erhélt

y(re’®) = y(r) +ia(r)d" — %Sé(r)ﬁt +e(r,9)

mit
D, t
ey < EE LB
Cll B - |19
21
= O (1B I1981° - la)] )
= O (y(x)- |9 fa(x)|?), firr— oo (in R),
was das Lemma beweist. O
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Lemma 4.3.9. Sei y(z) H-admissible in C und ||[&||max = y(r) ™57, fiir ein hinreichend
kleines € > 0. Dann gilt

ly(re”| < y(r) — y(r)%.

Beweis. Der Beweis von diesem Lemma ist analog zum univariaten Fall. Sei |¢J;| > y(r)—3
fir ein j € {1,...,d}. Setzt man k; := |a;(r)] und € = (k; + 1, ko + 1,... k¢ +
1, koy1, koyo, ..., kq) und definiert vy(z) = yezt und o, = |v(z)| = |ye|r?, so erhilt
man auf die gleiche Weise wie in |26, Lemma 6]

y(r)s

10 V/ (2m)? det B(r

[ve-1(2) + ve(2)] < oy +ap —

Aus dem Korollar 4.3.3 folgt

o=

[ve-1(2) + vi(2)] < @ + o = y(r)e.

Sei §(z) = y(z) — ve—_1(z) — ve(z). Dann erfiillt auch §(z) die Bedingungen (II) und (III)
in der Definition 4.2.1. Folglich gilt §(z) < g(r) fiir z ¢ R%. Das heiRt, man erhilt

(@) < |9(z)] + [ve—1 + v
< Gr) + ap + g — y(r)s
= y(r) + v (r) + v(r) + (a1 — v (v)) + (o — ve(r)) — y(r)s
< ylr) —y()7.

4.4 Eine Klasse von H-admissiblen Funktionen
Bemerkung 4.4.1. Sei in diesem Abschnitt 1 < o € R,
R, = {r € (R+)d D (Tin)” > Tmax}
und
C, ={zeC'3reR,, (|],.... |zl =1},

wobel rmin = minj<j<qrj und ryae = Maxi<j<qr; bezeichne.
Die folgenden Diagramme veranschaulichen die Menge R, fiir 2 Variablen mit ¢ = 1.1, 2
und 10.
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Definiert man die Menge E, := {e € R? : ¢; € [1,0), fir 1 < j < d,3i : ¢ = 1}, so
gilt r € R, genau dann, wenn es ein e € E, und ein t € RT mit ¢t > 1 gibt, sodass
r = t° gilt. Das folgende Diagramm zeigt grau hinterlegt den Bereich R, fiir 0 = 2 und
veranschaulicht die vorstehende Aussage.

{t.t"2) t,t*1.2)

al - W L t*.1,4

Offensichtlich gilt t = ;. Der Vorteil ist, dass in R, folgende Grenzwertaussagen aqui-
valent sind

er— oo (inR,)
® ruin — 00 (in R,)

e { — oo, mit r =1¢ Ve € E,.
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Lemma 4.4.2. Seien P(r) =Y Spr? und Q(r) = ), Bqr® Polynome in r, fir die
P(r)
Q(r)
gilt, so existiert ein e > 0, sodass gilt
P(r)
Q(r)
Beweis. Laut Voraussetzung gilt
P(r)
Q(r)

Sei e € E,. Betrachtet man r = t°, so existieren positive Zahlen cp(e), co(e), ep(e) und

— 00, fUr rypm — o0 (in R,)

> 7o fir i — 0o (in Ry).

— 00, fir rp, — oo (in R,).

eg(e), sodass gilt

P(te) _ Zp ﬁptp'et N Cp(e)tep(e) _ Cp(e) ) tEP(e)fEQ(e)
Qo) 2o Bqtr  cole)te®  cole)

— 00, fiir t — oo.

ep(e)—eq(e)

Das bedeutet, es gilt ep(e) > eg(e). Wahlt man e := mineeg, 5

, so gilt fiir alle

ecE,
P(te
(t°) > e fir rpn — oo (in Ry),
Q(t°)
und man erhélt damit die Aussage des Lemmas. O

Folgerung 4.4.3. Sei P(r) = ) Bpr® ein Polynom, fir das
P(I‘) — 00, fUT‘ Tmin — OO (Z?’L Rg’)
gilt. Dann folgt

P(r) > r?

min’

fir rpim — 00 (in R,).

Lemma 4.4.4. Sei Q(r) = Zq Bar® # 0 ein reelles Polynom ohne konstanten Term.
Dann gibt es 3 Moglichkeiten:

:+OO

lim Q(r = —00
Tmin—00 (in Re) ( ) 39

Beweis. Sei r = t® mit e € E, und ¢ € R*. Dann gibt es nur zwei Falle:

L. Q(t°) ~ c-tF fir t — oo mit ¢ € R\ {0} und k£ > 1. Somit gibt es die beiden
folgenden Moglichkeiten fiir ¢ — oo

c>0= Q(t°) - +o0
c<0=Q(t°) - —o0.
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2. Q(t°) = 0. Da aber laut Voraussetzung Q(r) # 0 ist, gibt es ein € € E,, sodass
Q(t®) # 0 folgt. Fiir dieses € erhilt man wie im ersten Fall Q(t®) — o0, fiir t — co.

Somit existiert der Grenzwert lim, , .o (in =,) Q(r) in diesem Fall nicht.

O

Satz 4.4.5. Sei P(z) = Y .y bmz™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei
bm # 0, Ym € M gelte,

y(z) = Z anz® = '@

neNd
sei, und o eine beliebige, fest gewdhlte, reelle Zahl gréfier 1 darstelle.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) V& € [—m, @4\ 0 gilt: |y(re®)| < y(r), fir rmm — oo (in R,)

(i) VO € [—m, 7%\ 0 gilt: y(re'®) = o (y(r)), fir rmm — oo (in R,)
(iii) VO € [—m, 74\ 0 gilt: y(re'®) = o <%) , fiir rmm — 00 (in R,).

(iv) y(z) ist H-admissible in C,,.
Beweis. Sei L; die héchste im Polynom P(z) auftretende Potenz von z;, fir 1 < j <d

und L = maxi<j<d Lj.

(i)=(ii): Laut Voraussetzung gilt fiir alle & € [—m,7]?\ 0
id
rei® ‘eP(re )) i
}y((T)} == W == e%(P(rea))—P(r) < ]_7 fir Tmin — OO (m Rg)
Y

und somit

Q(r) = R(P(re”)) — P(r)

= (Z bpar™e ™’ ) P(r)

meM

= Z by r™ \(cos (mﬁt) — 1),

meM

konstant, fiir fest gewahltes &
< log(1) =0, fiir ry, — oo (in Ry).

Da Q(r) ein reelles Polynom ohne konstanten Term mit ¢(r) # 0 ist, erhdlt man mit Hilfe

des Lemmas 4.4.4 lim, o0 (in R,) Q(r) = —00.
(ii)=-(iii): Aus der Folgerung 4.4.3 erhilt man

1

Q(r) = R(P(re”®)) — P(r) < —r2,,, fiir rpm — 0o (in R,)
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und mit Hilfe von

log(det(B(r))) = log(Ai(r) -~ Aa(r)
< log (Bii(r) - Baa(r))
< log (rpert---rattt)
= 10%( aaryy
)

= od(dL + 1)log rmyin, fiir rp, — oo (in R,)

folgt

<‘y ‘\/dti> _ %(P(reis)) _ P(r) + %log(det(B(I‘))

< + od (dL + 1) log ryin — —o0, fir rp, — oo (in R,),

mm

was die Aussage beweist.
(ili)=-(i): Trivialerweise erfiillt.

<(i)<:>(ii)<:>(iii)>:>(iv): Es ist zu zeigen, dass die Bedingungen (I)—(IV) der Definition
4.2.1 erfiillt sind.

Seien 0.B.d.A. \; < ... < )y die Eigenwerte von B.

ad (I): Da V9 € [—m, 7%\ 0 gilt: |y(re®)| < y(r), fiir rpm — oo (in R,), folgt dass die
Funktion ’y(rei‘c’)’ fiir hinreichend grofes rmin in @ = 0 ein lokales Maximum hat, und
B(r) somit positiv definit sein muss.

Sei Q(r) := hB(r)h' = 3",/ fqr? mit einem beliebigen, aber fest gewihlten h € R? mit
|h|| = 1. Dann ist Q(r) ein Polynom.

Sei e € E, und r = t°. Somit gilt wie im Beweis zum Lemma 4.4.4, dass die einzig
moglichen Grenzwerte von (Q(t°) +oo und 0, fiir ¢t — oo sind. Aus der positiven Definitheit
von B(t°) fiir t — oo folgt, dass der Grenzwert —oo ausscheidet und Q(¢¢) # 0 ist.

Waire der Grenzwert 0, dann wiirde

Q(t°) = Y Bat™ — 0 fir t — o0

qeM

gelten, was aber nur dann geht, wenn Q(t®) = 0 ist, womit man einen Widerspruch er-
hélt. Somit gilt fiir alle h € R? mit ||h| = 1 und fiir alle e € E,: hB(t®)h! — oo fiir
t — oo. Daraus folgt, fiir jeden Eigenwert \;(t®) von B(t°) gilt A;(t®) — oo fiir t — oo
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fir 1 <j<d.

( ) Betrachtet man die zu B(r) inverse Matrix B~!(r), so hat diese die Eigenwerte
= < - < /\% und die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur von B~!(r), die mit
1lfe der Kofaktoren von B(r) berechnen werden kann. Somit gilt

Bu(r) + -+ + Balr)
det(B(r))

1 1 1
— <= — =Sp(B7(r)) =
M—AJ* +M p(B~(r))

— 0 fiir rp, — 0o (in Ry).

Daraus folgt:
det(B(r))
Ell(r) + -4 de(r)

Da sowohl die Determinante als auch die Summe der Kofaktoren Polynome in r sind, kann

AL > — 00 fiir i, — oo (in Ry,).

man das Lemma 4.4.2 anwenden und erhélt:

A > o, fir rp, — oo (in Ry),

min»

fiir ein geeignetes e

fiir 1 < j < d gewahlt. Dann

1,
Sei n = ?"mm und 4; = A, 272 mit e < min{

6ad(L6d+1)’ %}
gilt fiir & € A(r) = {z;’:lujw) gl < 850,11 < j < d}

01k < A a2 VA < VAl <

min

fiir ein hinreichend grofses ry,, da e (—% + %) < —ffiire< % gilt, wobei v;(r) die Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten \;(r) von B(r) fiir 1 < j < d sind.

Sei Q(z) := hB(z)h' = > )/ Bqz%. Dann ist Q(z) ein Polynom. Sei weiters e € E,.
Dann gilt

= Bat® =" By +o(th),

qeM q€eT

wobei L 1= maxqen €1q1 + - - - eqqq und 7' eine Teilmenge von M sei.
Das heifst

Q(t°) ~ &(e) - ¥, fiir t — oo.

Analog erhalt man

Q™ +2mt, .. 1%+ 2mt) = Q(°(1 + 2n))
~ ¢le)-th
= c(e)- (¢(e) - t*), fiir t — oo,
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mit c(e) := %

Bildet man
C = max c(e),
so gilt damit fiir alle e € E,
Q(t°(1+20)) < C - Q(t°), fiir £ — oo,
und somit

Q(r(1+2n)) <C-Q(r), fur ry, — oo (in Ry).

Nun sind die Bedingungen fiir das Lemma 4.3.7 erfiillt und es gilt

COB(r)d" - ||9]
9| <
o) <
und damit fir & € A(r)
B(r)o' -
max |e(r,9)] = max 9B(r)y - [[9]]
9eA(r) 9eA(r) 2n

N O e R )
n

€ 7%4’5
- 0 )\d } )\1 >

[SIEN

n

o [W@etBE) A )
n

N

d(Ld+1)\¢ %

<Tm(ax )) ’ TmiQn

3
71min

o od(Ld+1)e — <

= O (rmin e 2.

€ e
2 3
min rmin

> — 0 fiir oy, — o0 (in Ry),

da e < gewahlt wurde.

e
60d(Ld+1)

ad (III): Es gilt

det (B(r))

IN A A
3
B
2

VAN

o)

>

T .
7 N N



und somit folgt am Rand von A(r)

i9
max M ~ max exp (——SB(r)Gt)
seaa(r)  y(r) 9€DA(r)

1
= exp (_5)\?)
1

————— — 0, fir 7y — 0o (in R,).
det (B(r))

Nimmt man an, dass es aufserhalb von A(r) ein 9y mit y (rei‘%) #0 (%) gibt, so

erhélt man einen Widerspruch zur Voraussetzung.

ad (IV): Daaj(r) = >
offensichtlich erfillt.

men Mibmr™ und Bjj(r) =30 o\ m2byr™ gilt, ist die Bedingung
(iv)=-(i): Das ist eine direkte Folgerung aus dem Satz 4.2.4. O

Folgerung 4.4.6. Sei P(z) = ZZN:1 bm, 2™ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, wobei
bm;, > 0, fiir 1 <iv < N gelte. Sei

y(2) = 3zt = o7

neNd

wobei o eine beliebige, fest gewdhlte, reelle Zahl gréfier 1 sei.

Dann ist y(z) = y(re'®) genau dann H-admissible in R, wenn das Gleichungssystem

t
m119

m2\9t

0 mod (27)
0 mod (27)

my9 = 0 mod (27)
nur die triviale Losung & =0 mod (27) besitzt.

Beweis. Da die Koeffizienten von P(z) alle positiv sind, sind alle Koeffizienten von y (z)
grofer oder gleich 0. Das heift, fiir alle 9 € [, 71]¢ gilt

()] < y(o).
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Laut dem vorhergehenden Satz ist es fiir die Admissibilitdt notwendig und hinreichend,
dass es kein 9 € [—m,71]?\ 0 gibt, fiir das |y(re'®)| = y(r) gilt.

Das ist genau dann der Fall, wenn
[y (re®)| = exp (R (P (xe?)))

N
= exp R (Z bml rmieimn‘)t) )

N
= exp meirmi cos (miﬁt)>

=1

N
= exp meirmi>

= y(r)

ist, also genau dann, wenn
cos(md") =1, fir 1 <i <N
oder aquivalent dazu
m;® = 0 mod (27), fir 1<i< N

gilt. O

4.5 Abgeschlossenheitsbedingungen

Satz 4.5.1. Sei y(z) H-admissible in C. Dann ist auch e¥® H-admissible in C.

Beweis. Sei W(r) = {e € RY: [[9]|max < y(r)—%}, W.(r) = {a € R?: [[9]|max < y(r)—%—e}
fiir ein € > 0, Y(z) = ¢¥® a der Vektor der ersten und B die Matrix der zweiten loga-
rithmischen Ableitung von ¢, Dann folgt fiir alle & € W(r) laut Lemma 4.3.8

log Y (re’®) = log Y (r) + ia(r)d! — %SB(r)St +0O (y(r)*% a(r) H3> .

Somit gilt y(r)~5||a(r)||® = 0, fiir r — oo (in R) nach Lemma 4.3.2, was die Bedingung
(IT) fiir alle © € W(r) garantiert. Speziell ist die Bedingung fiir den, in W(r) eingeschrie-
benen Wiirfel A(r), der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, er-
fiillt. Fiir hinreichend grofes r gilt W.(r) C A(r). Mit Hilfe von Bjx(r) ~ y(r)a;(r)ax(r)
und dem Lemma 4.3.9 erhélt man fiir & € W,

Y (re’®| < Y(r)exp <—y(r)%> <Y(r)exp (— (det B(r))%> .
Daraus folgt Bedingung (IIT).
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Beachtet man, dass B(r) = y(r) - (B(r) + a(r)*a(r)) gilt und a‘a eine positiv semidefi-
nite Matrix vom Rang 1 mit den Eigenwerten 0 und |/a]|? ist, so folgt, dass der kleinste
Eigenwert Apin(B(r)) von B(r)

Amin(B(r)) = min  hB(r)h’
heRd:|[h||=1
> 00 (i BB+ pin (e a(0)
> y(r)< min hB(r)ht)

heRd:|[h=1
= y(r)A\min(B(r)) — oo, fiir r — oo

erfiillt, und somit (I) gilt. Es gilt fir r — oo (in R)

Bjj(r) = y(r) - (Bj;(r) + aj(r)) ~ y(r) - a;(r)* = o (y(r)* - a;(r)?) = 0 (a;(r)?),
womit auch (IV) gezeigt ist. O

Satz 4.5.2. Seien y,(z) und yo(z) H-admissible in C und C eine Konstante, fir die
det(B;(r)+ Bz(r)) < C'min{det B;(r), det By(r)} gelte. Seien weiters die Eigenrichtungen
von By(r) und By(r) gleich. Dann ist auch y(z) = y1(z) - y2(z) H-admissible in C.

Beweis. Die logarithmischen Ableitungen von y(z) sind a(r) = a;(r) + as(r) und B(r) =
By (r) + Bsy(r). Daraus folgen direkt die Bedingungen (I) und (IV).

Die folgenden Bilder skizzieren den den Unterschied zwischen den beiden Féllen, wo die Ei-
genrichtungen gleich beziehungsweise unterschiedlich sind. Seien dazu A;(r) beziehungs-
weise Ay (r) die Bereiche in denen fiir y;(z) beziehungsweise y»(z) die Bedingungen (IT)
und (IIT) erfiillt sind.

I

gleiche Eigenrichtungen unterschiedliche Eigenrichtungen
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Sind nun die Eigenrichtungen von B (r) und Bs(r) gleich, so hat auch B(r) die selben Ei-
genrichtungen und man kann fiir y(z) A(r) = A;(r)NAy(r) wihlen, womit die Bedingung
(II) gilt.

Sei & € Ay(r) und & ¢ Ay(r). Dann gilt

ly (xe®)| = [y1 (x) -y (xe?)]

. GBl ) yQ(r)
- eXp( ) dot Bﬂ))
- detBQ( ))

_ y(r) )
v/min{det B, (r), det By(r)}

= o y(r) , fiirr — oo (in R).
V/det(Bi(r) + By(r))

Das gleiche Ergebnis liefert der Fall & ¢ A;(r) und 8 € Ay(r).

Fir 8 € Aq(r) und 8 ¢ Ay(r) ist der Fall trivial. Somit gilt auch die Bedingung (I1I). O

Bemerkung 4.5.3. Sind im vorhergehenden Satz die Eigenrichtungen unterschiedlich,
dann sieht man im rechten Bild, dass es keinen Quader A(r) (im Bild schwarz dargestellt)
gibt, sodass A(r) = Aj(r) N Ay(r) gilt. Somit ist der Bereich (A;(r) N Aa(r)) \ A(r)
(im Bild grau dargestellt) nicht leer. Somit gilt in diesem Bereich die Bedingung (III) im
Allgemeinen nicht.

Die Potenzen von H-admissiblen Funktionen sind immer H-admissible, da in diesem Fall

die die Bedingungen des Satzes sicher erfiillt sind.

Satz 4.5.4. Seiy(z) H-admissible in C und p(z) =5, bpzP ein Polynom mit reellen
Koeffizienten, fir das fir alle b, € M mit b, < 0 folgt, dass es ein m € M gibt, fiir dass
bm > 0 ist, mit p S m. Dann ist y(z) - p(z) H-admissible in C.

Beweis. Seien a(z) und B(z) fiir y(z) - p(z), a(z) und B(z) fiir y(z) und a(z) und B(z) fiir
p(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitungen.

Dann gilt

sowie
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und fiir j # k

S — (pw (r)  pr,(x)py, (r)> '

p(r) p(r)?
p(re)

Die Bedingungen die an das Polynom p(z) gestellt werden, garantieren, dass o) fiir
9 € [-m, 7%, a;(r) und Bj(r) fiir 1 < j,k < d fiir r — oo (in R) beschrénkt bleiben.
Somit gilt

Amin(B = in  hB(r)h’
(Bl =, it P

—  min (hB(r)ht+hB(r)ht)

heRd:||h[=1

= min  (hB(r)h! + O(1))

heRd:|[h=1
= Amin(B(r)) + O(1) = oo, fir r — oo,

woraus die Bedingung (I) folgt.
Sei A(r) der Quader aus der Definition, fiir den y(z) die Bedingungen (II) und (III)
erfiille. Da A(r) — 0, fiir r — oo (in R) nach Bemerkung 4.2.3 gilt, folgt dass

[p (re®)]
p(r)
gleichméfig fiir & € A(r) gilt.
Damit folgt

~ 1, fiirr - oo (in R),

y (re®) -p(re®) ~ y(r)exp (ia(r)ﬁt — %SB(r)St) -p(r), firr — oo (in R),

gleichméfig fir 9 € A(r).
Fiir © ¢ A(r) bleibt der Ausdruck p(;(—e;;) beschrankt,

|y () p (xe®)| _ ! fir r — oo (in
y(r)p(r) N det B(r) )’ ! - .

Fiir die Giiltigkeit der Bedingungen (II) und (III) ist nun nur mehr zu zeigen, das die
beiden vorangegangenen asymptotischen Relationen ihre Giiltigkeit behalten, wenn man
a(r) durch a(r) = a(r) + a(r) und B(r) durch B(r) = B(r) + B(r) ersetzt. Das ist aber
trivialerweise erfiillt, da alle Eintréige von a(r) und B(r) endlich sind. Aus dem selben
Argument folgt die Giiltigkeit der Bedingung (IV). O

Satz 4.5.5. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in C. Sei

weiters f(r) reell, fir aller € R und es existiere ein 6 > 0, sodass

max  |f(z)| = O (y(r)'™°), firr — oo (in R)

|z5]=r;,1<j<d

gilt. Dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.
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Beweis. Seien a(z) und B(z) fiir y(z) + f(z), a(z) und B(z) fiir y(z) und a(z) und B(z)
fir f(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitun-
gen. Sei in diesem Beweis 1 < j, k < d mit j # k.

. i
Sei |z; — 1| < ey

. Dann erhélt man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung und des

Lemmas 4.3.2
1 f(rla'"ar'flaz'arjrla"')?nd)
=y - 2 dz;
|z =75l aj(r) J
- O aj(r) . ( )176
Tj
- 0w
- y(r)
sowie
1 f(rlw"7Tj—172jarj+17"'7rd)
O =Y &)
/ ol 3
_ 0 <aj(§)2 . (r)1—6)
Ty
1 _s
= 2 O (y(r)' 2)
J
und
| fir(r)]
_ 1 2/ | / f(?“l,...,T’j_172j,7’j+17.2..27Tk_1,2k,7’k+1,...,Td)dzdek
(27) \Zj*TJ\Z% ey %%k
- O (CLj(I‘) . ak‘(r) . y(r)l—é)
Tj Tk
1 1 5
e - . — . O < 17_) .
o y(r) 2
Aus Satz 4.3.6 und Lemma 4.3.2 folgt
a;\r 1 s
5) ~ By = Lo (yt)
T'j T’J
sowie
a-(r)2 1 s
() ~ Sy = L0 ()
75 Tji
und
a;(r) an(r) 1 "
245 - L0 )
Yik(r) P, y(r) v y(r) T



Seien im folgenden die Variablen der Funktionen immer (r). Zur besseren Ubersichtlichkeit
werden sie weggelassen, dass heifst es sei y = y(r), ...
Aus a(r) = a(r) — a(r), B(r) = B(r) — B(r) und den eben gezeigten asymptotischen
Relationen folgt nun
&= re -y )~ ()
or;
riyli —riyif
y(y + f)

sowie
By = ro (gl ) -0
_ ®1
YAy + f)?
o(v?)
oW
- o(v)
mit

®1 = W Y 2y u = vy = 207y — R — il
+ W YL = YRy = vyif?)

~ oy )

und
Bu = re e (1 g (ay+ 1)~ )
_ &9
Y3y + f)?
o ()
oY
_ o(y*%)
mit

® = Y fix + U Fin 29y f + et — vy — vCueti — v uife — v fe — vy /)
= 0 <y4’%) )
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Somit erhalt man

sowie
Byy(r) = Bj;(x) + O (y(r) %)
und
Biu(r) = Bix(r) + O (y(r)F).
und die Bedingungen (I)-(IV) gelten offensichtlich. O

Satz 4.5.6. Sei y(z) H-admissible in C. Ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten,
so ist auch y(z) + p(z) H-admissible in C. Ist q(z) ein univariates Polynom mit reellen

Koeffizienten und positiven Leitkoeffizienten, so ist auch q(y(z)) H-admissible in C.

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz 4.5.4 und der zweite ist eine direkte

Konsequenz der Bemerkung 4.5.3. O

4.6 Beispiele fiir H-admissible Funktionen

In den folgenden Beispielen sei z = rel¥, u = se!’, und (h, k) ein Vektor mit ||(h, k)| = 1.
Zur Vereinfachung gelte a = a(r, s), B = B(r,s), A1 = Ai(1,5), Ao = \a(r,5), vi = vi(1, 5)
und vy = vy(r, s), wo es fiir die Ubersichtlichkeit besser ist.

Im bivariaten Fall haben die auftretenden Matrizen fiir B die Gestalt

-(37)

det B = oy — B?

Somit erhalt man

und
o a+v+¢@2—2av+4ﬁ2+fﬂ
, =
062
- Z+_+_+\/__ + 52+

= VdetB+ D+ VD,

wenn man D = 4 — &L + 5% + % setzt. Analog erhéalt man

det B det B
M =Vdet B+D—- VD= = :
' X2 VAt B+D+ VD
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4.6.1 Permutationen mit beschrankter Zyklenlange

Permutationen mit einer Zyklenldnge von héchstens ¢ konnen durch die erzeugende Funk-

tion

o
y(z,u) = exp (uz %)

beschrieben werden. Da dieser Exponent ein Polynom ist, erhilt man mit Hilfe der Fol-
gerung 4.4.6 fir ¢ > 2

|
o

1'191‘{'1'192 IIlOd(27T)
1-9+2-9 = 0 mod (27)

und es gilt nach Umformung

1'?91 =
1'192 =

mod (27)
mod (27)

o O

woraus folgt, dass y(z,u) fir £ > 2 in C, fiir 0 > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible
1st.

Setzt man

| .

~

a(r,s) =s (Zri,z _z> = (n,m),

=1 =1

so erhélt man

srtt ~ n ’
. = sr° ~n~ml.
st o~ m

Das bedeutet, dass asymptotisch nur auf der Gerade n = mf Losungen fiir » und s
existieren, die aber nicht eindeutig sind.

Das folgende Diagramm zeigt fiir ¢ = 3 diese Gerade (grau hinterlegt) und die Punkte
(n,m), fir die [z"u™]y(z,u) > 0 gilt.

0

-7 -
o4  sesssacacoa
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4.6.2 Partitionen einer Menge mit beschrankter Blockgrofse

Sei S eine Menge geordneter d-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen ohne 0 und seien
Ay, ..., Ay disjunkte Mengen der Grofsen nq, ..., ng. Definiert man y, als die Anzahl der

Partitionen 7 von U;.lzl A;, sodass fiir jeden Block B € 7
(IBMNA,....|IBNAy) €S
gilt, dann ist die erzeugende Funktion gegeben durch

y(z) = Zynfl—r; = exp (Z j—:) :

n>0 JES ’

Als spezielles Beispiel sei die Blockgrofse mit 2 beschrankt. Dann gilt

(zl+---+zd)2>‘

y(Z)zeXP<zl+---+zd+ 5
y(z) erfiillt die Bedingungen der Folgerung 4.4.6 und ist somit in C, fiir ¢ > 1 (aus
Bedingung 4.4.1) H-admissible.

Sel Ppax = 17

Dann folgt fiir die Gleichung

min*
d
a(r) ~ g rj-(ry,...,rg) =1
Jj=1
Nimin ~ Tmin * Tmax = 7o UNd Moy ~ 72, = 72% . Somit ist die Gleichung fiir die Menge

N, = {n € (R*)d : (nmin)ﬁ%1 > nmax}

asymptotisch losbar.
Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) N, fiir den bivariaten Fall mit o = 2 und
die Punkte (n,m), fir die [27'25"|y(z1, 22) > 0 gilt.

a0
25

20
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4.6.3 Stirlingzahlen 2. Art

Die erzeugende Funktion fiir die Stirlingzahlen 2. Art ist gegeben durch
y(z,u) = exp (u(e” —1)).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) =s(re",e" —1)

und

re

267“ e’ e’
B(T,S)ZS(T T " >
" e’ —1

Fir die Determinante von B und fiir D erhalt man

det B = re?"s? — r?e"s? — re"s? ~ re?s?

und

1 2
D= (r462’” +2r%e™ + 3r%e® — 2re” + e + 2r%” + 2re” — 2¢” + 1) 57 ~ (§T2€TS) .

= =

Daraus folgt
Ao ~ 2VD ~ r?e’s

und

det B re*s? €'s

~ 2\/7_)N r2e’s r

Fiir ;s — 0o gilt A\;, A2 = oo und B ist positiv definit und somit ist die Bedingung (I)
erfiillt. Die Bedingung (IV) ist offensichtlich auch erfiillt.

e
Sei A(r,s) = {M1V1 +pve gl <A 2+2,j =1, 2} fiir p > 0 ein Rechteck, das parallel

A

zu den Richtungen der Eigenvektoren v; der Eigenwerte A; fiir j = 1,2 liege.

Es gilt nun

(h,k)B(r,s) (Z) = s((hr+ k)% + h*re" — k?)

~ s ((hr+k)*" + h°re").

Da (hr + k)? und h? grofer oder gleich 0 sind, folgt fiir alle (¢, ) € [, 7]> und damit
speziell fiir alle (p, ) € A(r,s)
ip oy (I h
(h, k)B (re'?, se™) ) < 1-(h,k)B(r,s) L)
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_1
Somit sind mit C' =1 und n = A, 7 die Bedingungen fiir den Lemma 4.3.7 erfiillt und
es gilt

e(r,s;0,0) <

= o(+x) A;i)

r P r *i
= 0 (((e S) + (T2eTs)p) (e 8) ) — 0, fir r,s = oo,
r r

fiir hinreichend kleines p. Somit gilt Bedingung (II).

Fiir die Bedingung (III) ist zu zeigen, dass

vdet B
y(r, s)

i i
(Wg)rgaA(m logy(re , 8€ )))

i i
(¢, ﬂ)%lgﬁ(r s ‘y (Te 5¢ ) }

vdet B

y(r,s)

= exp

(p,9)€0A(,s)

(¢,9)€0A(T,S)

= exp

)
i 0 1
= exp max R (logy (re', se)) —logy(r, s) + 5 log (det B)

N — N~

(—=A7 + log(det B)))
= , fiir r;s — oo (in R)

gilt.

Fiir die Stirlingzahlen 2. Art gilt somit

r

P
8) + log (re2T52) — —o0, fiir r,s — oo.
-

— N+ log(det B) ~ — (e
Aufserhalb von A(r, s) gilt

max re?, se”)| >  max rel?, sel?)| .
(w,ﬂ)eﬁA(ns)’y( )l (%@%Nw)'y( )l

Somit ist die Bedingung (IIT) erfiillt, und es gilt in diesem Fall R = (R*)* und C = C2.

Setzt man
a(r,s) =s(re",e" — 1) = (n,m),

so erhalt man

-
m em



Fir m,n — oo mit

n 1+p .
- < < —H
<Wm0 ==

gilt somit a(r,s) ~ (n,m), fiir ein beliebig gewéahltes, reelles p > 0. W(x) ist hier die
Lambertsche W-Funktion, die definiert ist als die Losung der Gleichung

we" = z.
Fiir sie gilt W(z) ~ logx — loglogx fiir + — oo. Das folgende Diagramm zeigt (grau

1+
hinterlegt) den Bereich (W) ! < m < n'7* fir p = 0.02 und die Punkte (n,m), fiir

die [z"u™]y(z,u) > 0 gilt.

25

20

4.6.4 Partitionen ohne Singleton Blocke

Zahlt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die keine Singleton

Blocke hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch
y(z,u) =exp(u(e®—1—2)+2).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) = (re"s—rs+r,e"s—s—rs)

und

B( ) r2e"s +re's —rs+r re’s —rs
r,s) = .
re’'s —rs re's—s—rs

ai, as, Ap und \g sind hier asymptotisch gleich den Werten des vorhergehenden Beispiels,

womit man hier dasselbe Ergebnis wie vorher erhélt, namlich

n 14pu X
< < H
<Wm0 ==

fiir ein beliebig gewéhltes, reelles p > 0.
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4.6.5 Partitionen gezahlt nach den Singleton Blocken

Z&hlt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die m Singleton Blécke

hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch
y(z,u) =exp(uz+e —1—2).
Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) = (rs+re" —r,rs)

und

rs+r%" +re’ —r rs
B(r,s) = ( . s ) )

Fir die Determinante von B und fiir D erhalt man
det B ~ r3¢”s

und

Daraus folgt

Ao ~ 2VD ~ V42 4 r2e? = r\/(25)° + (rer)?

und
det B r3e’s

\ B re’s
! 2D r\/4s® 4 re? (25)? + (re’”)Q'

Sei A(r,s) = {pvi+ mva ;] < 9;(r,s),7 =1,2} ein Rechteck, das parallel zu den
Richtungen der Eigenvektoren v; liege und durch §;(r, s) begrenzt sei, fiir j = 1, 2.

Dann gilt

. , .
(0 g T l0BY (T, se'”)) —logy(r, s) + 5 log(det B)
1
2 ((@,ﬂggﬁ(m) (,9)B(p,9)" 4 log(det ))
1
Y (_/\151(7“, 5)? 4 log(det B))

r?e’s

(23)2 + (7“eT)2

51(r,s)* + log (r’e"s)

N —

Man kann d;(r,s) und R nicht so wihlen, dass dieser Ausdruck gegen —oo fir r,s —
oo (in R) strebt.
Damit ist die Funktion nicht H-admissible.
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4.6.6 Uberdeckung vollstindiger paarer Graphen mit vollstindi-

gen paaren Graphen

Zahlt man die Anzahl der Moglichkeiten den vollstandigen paaren Graphen K, ,, mit
vollstéandigen paaren Graphen so zu iiberdecken, dass zumindest ein Knoten in jedem Teil
des paaren Graphen ist, so ist die erzeugende Funktion nach |24, Beispiel 3.3.8.] gegeben
durch

ple®=1)(e" 1)

Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch
a(r,s) = (re’e® —re’, se"e® — se’)
und
r?e’e’ + re"e® — r2e” — re’ rse’e’
B(r,s) = ) ) .

rse’e’ s*e’e® + se"e® — s7e® — se’
Fir die Determinante von B und fiir D erhélt man

det B ~ (r2s + 7“82) e2re2s
und

1 2

D~ (5 (7’2 + 52) eres) ,
womit sich die Eigenwerte ergeben zu

Ay ~ VD ~ (7“2 + 52) e'e®

und

det B (r’s+rs?)e*e* s

)\ ~ ~ =

2 2 . . . .
% > (0 eine rationale Funktion ist.

Die Bedingungen (I) und (IV) sind wieder offensichtlich.
Sei A(r,s) = {M1V1 + 1 ve |yl < (eres)_%Jrg Jj = 1,2} fiir p > 0 das Quadrat, das

parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren v; der Eigenwerte A; fiir j = 1,2 liege.

wobei q(r, s) =

Es gilt nun

(h, k)B(r, s) (Z) ~ (hr + ks)*e" + hre ™ + k?se’ T
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Da (hr + ks)?, h? und k? groRer oder gleich 0 sind, folgt fiir alle (¢,9) € [—m, 7] und
damit speziell fiir alle (¢,9) € A(r, s)

(h, k)B (re'#, se”) (Z’) < 1-(h,k)B(r,s) (Z)

Somit sind mit C =1 und n = (eTes)_iJr%p die Bedingungen fiir den Lemma 4.3.7 erfiillt

und es gilt

e(r,s;0,9) <

= 0+ 2) () )
= O (((Q(r, s)e’e’) + (r* + s°) e"e®) (e'e”)”

NS
N—
1
=
=k
=
=
V)
1
3

fiir hinreichend kleines p. Somit gilt Bedingung (II).
Nun folgt

i . 1
(%ﬂ)rggic(r’s) R (logy (re'?, selﬁ)) —logy(r,s) + 5 log (det B)

1
~ 3 (=] + log (det B))

~ % ((q(r,s)e"e®)” —log ((r?s + rs*) €*e*)) — 0, fiir r,s — oo

Aufserhalb von A(r, s) gilt

max rel? sel?)| > max rel?, sel)| .
(¢, ) €OA(r,s) ‘y( )| () EA(r,s) |y( )|

Somit ist die Bedingung (IT1) erfiillt, und es gilt in diesem Fall R = (R*+)? und e ~D("~1)
ist in C?> H-admissible.

Setzt man
a(r,s) = (re"e® —re", se"e® — se’) = (n, m),

so erhalt man

re'e’ ~ n n
s =>r~s-—.
se’e® ~ m
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Aus der zweiten Gleichung folgt

.n
se¥mre® ~ m

ses( )

~ m

S(n+m) () m(n+m) —(n+m)

m

S(n+m) ~ W(n+m)

s ~ W(n+m) (nfm)

s ~ W(n+m)<1— " )

n—+m

Analog liefert die erste Gleichung

roo~ W(n—irm)(l— m )

n—+m

Somit gibt es keine Einschrinkungen fiir m,n — oo.
Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) den Bereich und die Punkte (n,m), fiir
die [z"u™]y(z,u) > 0 gilt.

254 8 8 00

20
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Kapitel 5
Zusammenfassung

Sei R das Intervall (Ry, R) und C = {z € C: |z| < R}, fiir ein fest gewdhltes Ry > 0.

Weiters seien a(r) und b(r) die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition. Eine Funktion

y(2) =D yn"

n>0

mit reellen Koeffizienten y,, heift admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (fiir ein fest gewéhltes Ry > 0) ist und

folgende Eigenschaften hat
(1) b(r) — oo, fiir r — R.
(2) Es existiert eine Funktion 0 : 7 — 6(r), R — (0,7), sodass gilt:
eiﬂa(r)—%b

y(re?) ~ y(r) ™) fiir r — R,

gleichmébig in 9| < §(r),

(3) y(re?) =o (%) , fiir r = R gleichméfig in §(r) < |9] < 7.

Hayman zeigte folgenden Satz und folgendes Korollar

Satz. Seiy(z) = >, 50 Yn2" H-admissible in |z| < R. Dann gilt

y(r) ( _la)-m)? ) )
n=———1¢e ™  +40o(1)]), firn — oo,
Y ™/ 27h(r) W) 1

gleichmdfig in n.
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Korollar. Seiy(z) =), 5oyn2" H-admissible in [z| < R. Dann gilt

y(pn)

Yn ~ ——
P/ 2mb(pn)

wobei py, fiir hinreichend grofie n die eindeutig definierte Losung der Gleichung a(p,) =n

, fiir n — oo,

15t.

Fiir die univariaten in C H-admissiblen Funktionen lonnte Hayman folgende Abgeschlos-

senheitsbedingungen beweisen:

e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥(*) ebenso.
e Sind y;(2) und y»(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y;(z) - y2(2).

e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen

Leitkoeffizient positiv ist, dann ist auch y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist

f(r) reell fiir reelle r und existiert eine Konstante § > 0, sodass

max |f(z)| = O (y(r)lﬂs) , fir r — R,

|z|=r
dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P(z) = >, ,cp bm#™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei b,, # 0, ¥m €
M gelte und

y(z) = a2 ="

neN

sel.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o Vi € [—m, 7]\ {0} gilt: |y (re”)| < y(r), fiir r — oco.

e y(z) ist H-admissible in C.
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Eine univariate Potenzreihe

neN

ist in einem Intervall (—R, R) fiir R > 0 oder nirgends analytisch.

Im Gegensatz dazu hat im multivariaten Fall der Bereich, in dem die Potenzreihe

y(z) =Y ynz"

neNd

analytisch ist, im Allgemeinen keine so einfache Gestalt. (Zum Beispiel ist y(z,u) =
Y nen(zu)™ fiir [zu| < 1 analytisch.)
Deshalb wurden in dieser Dissertation nur Funktionen, die in ganz C¢ analytisch sind,

betrachtet, was dem univariaten Fall mit R = oo entspricht.

Im univariaten Fall liegt jede reelle Folge (74)r>0 mit r, — oo fir & — oo auf einer
Geraden. Im multivariaten Fall koénnen reelle Folgen (rg)g>o mit rpy — oo fir £k — oo
sehr unangenehme Figenschaften haben. So konnen zum Beispiel einzelne Komponenten
sehr grofs (im Vergleich zu den anderen Komponenten) werden, wie das bivariate Beispiel
(eek, k) . zeigt. Somit kommt man nicht umhin, bei der Definition der multivariaten

H-Admissibilitit das Gebiet R, in dem r — oo strebt, einzuschrinken.

Sei R ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, welches oo als Randpunkt und keinen
Punkt mit ||r|nee < Rp, fiir ein fest gewéhltes Ry, enthalte. C bezeichne die Menge
{zeClEre R, (Jal,....|zd) =1}

Weiters sei a(z) = (a;(2)),.;<, mit a;(z) = ijz;)(z) und B(z) = (Bjk(2z))i<jk<a mit
Bjp(z) = 20 (z)(:)éjkzj v 5 Z’“y;j((zz)lyz’“(z) der Vektor der ersten und die Matrix der

zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z).

Mit diesen Bezeichnungen wurde in der Dissertation eine Verallgemeinerung der Definition

von Hayman (fiir den Fall R = oo) folgendermafsen angegeben

Definition. Eine Funktion

y(z) =) yuz"

mit reellen Koeffizienten y,, heifft admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C? und positiv in R (fiir ein geeignet gewiihltes Ry > 0) ist

und folgende Eigenschaften hat:
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(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten A (r),. .., Ag(r) und erfiillt fiir 1 < j <
d:

Aj(r) = oo, fiirr — oo (in R).
(IT) Sei vy(r),...,vq4(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis-
tieren Funktionen ¢; : r — §;(r), R — (0,7) fiir 1 < j < d, sodass gilt:

y (re”®) ~ y(r)exp (ia(r)&t - %) , fiirr — oo (in R),

gleichméfig fiir © € A(r), wobei A(r) = {ijl pivi(r) =gl <6;(r), 1 <5< d}
sei. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichméfig innerhalb eines von
den Eigenvektoren vi(r),...,vy4(r) aufgespannten Quaders, dessen Grofe von den
Werten d(r), ..., dq(r) bestimmt wird.

(IT1) y(re®) =o (%ﬁ?()) , fiir r — oo (in R), gleichmiRig fiir 9 € [, 7] \A(r).
(IV) Fiir 1 < j <d gilt Bj;(r) = 0(a;(r)?), fir r — oo (in R).
Folgender Satz und folgendes Korollar wurden gezeigt.

Satz. Seiy(z) =) _,>¢ Ynz" cine in C H-admissible Funktion. Dann gilt fiirr — oo (in R)

= e (o0 (a0~ w80 )~ ) o))

fiir n — oo, gleichmdf$ig in n.

Korollar. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n — oo so, dass p, —
oo (in R) fir die Losung von a(p,) = n folgt, so erhdlt man fir n — oo

y(Pn)

7 onem)?\/det Blpy)

Im Gegensatz zum univariaten Fall ist die Gleichung a(r) = n nicht immer l6sbar.

Fir die multivariaten in C H-admissiblen Funktionen wurden in dieser Dissertation fol-

gende Abgeschlossenheitsbedingungen bewiesen:

e Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es e¥® ebenso.

e Sind y;(z) und y5(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y;(z) - y2(2),
wenn es eine Konstante C gibt, fir die det (Bi(r) + Ba(r)) < C'min{det B;(r), det Ba(r
gilt und die Eigenrichtungen von Bj(r) und Bs(r) gleich sind.
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e Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) = > ), bpzP ein Polynom mit reellen
Koeffizienten, fiir das fiir alle b, € M mit b, < 0 folgt, dass es ein m € M gibt, fiir
dass by, > 0 ist, mit p S m. Dann ist y(z) - p(z) H-admissible in C.

e Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell fiir alle r € R und existiert eine Konstante 0 > 0, sodass gilt

max  |f(z)| = O (y(r)'™?), fiirr — oo (in R),

|2j|=r;,1<j<d
dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

e Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, y(z)+p(z)
H-admissible in C. Ist ¢(z) ein univariates Polynom mit reellen Koeffizienten und

positivem Leitkoeffizienten, so ist auch ¢(y(z)) H-admissible in C.

Sei 1l <o €R,
R, = {r e (RT)": (rpm)” > Tmax}
und
C, = {zeCTr e Ry, (|21],. ., |2al) =1},

wobel Tmin = minj<j<qr; und rmax = Max;<;<q7; bezeichne.
Damit ergab sich folgende Basisklasse:

Sei P(z) = Y, ca bmz™ ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei by, # 0, Vm €
M gelte,

y(z) =Y anz” ="

neNd

sei, und o eine beliebige, fest gewahlte, reelle Zahl grofer 1 darstelle.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o V9 € [—m, @\ 0 gilt: |y(re”®)| < y(r), fir r — oo (in R,)
e y(z) ist H-admissible in C,.

Man sieht, dass sich die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles gut verall-

gemeinern lassen. Die einzige, grofsere Einschrinkung ergibt sich bei Multiplikation zweier
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P(z)

H-admissibler Funktionen. Auch die Basisklasse e lasst sich wie erwartet verallgemei-

nern.

Vergleicht man die hier beschriebene multivariate H-Admissibilitdt mit der von Ben-
der und Richmond in [8] angegebenen BR-Admissibilitédt beziehungsweise BR-Super-
admissibilitédt, so kann man sagen, dass deren Definition speziell auf einige wichtige Bei-
spieltypen ausgerichtet ist, wihrend die hier definierte, das Hauptaugenmerk auf die Ab-
geschlossenheitsbedingungen legt und somit fiir eine etwaige Implementierung in MAPLE,

oder einem anderen Programm, besser geeignet ist.

74



Notation

Seien v = (vq,...,0q), W = (wy,...,wy) und k = (kq, ..., ky) Zeilenvektoren, ¢t € R und

f, g Funktionen.

Dann wird zur Vereinfachung folgende Notation verwendet:

0 ©,...,0)

1 1,...,1)

00 (00, ...,00)

viw (v twy,..., 05 wy)
tv (tvq, ..., tvg)

() Transponierte von (-)
W Qg

veW (vie™) ... vgeW?)
velw (vie™r, ..., vge™a)
dv dvy - - - doy

el o, okd

vk dul  auhd

V) (V)ky o (Va)ky, mit (i), = vi(v; — 1) (v; =k + 1), fir 1 <j <d
k! kil kg

tv (tr, ..., t%)

tveW (tvrer ... tVde®d)
tve™v o (tvretwr, .. tUieiva)
VW U =W, ..., Ug — Wy
v<w v <wy...,vg < wy
V<w v <Wp,...,Ug < Wy

viw v<wundv#w
VZ2W U 2 W,...,0 2 Wy
V>W U1 > Wi,...,0q > Wq

vw v>wund v#W
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O(g(v)), firv—ow
(g(v)), firv—ow

0
9

(v

(
),

firv—ow

fv)

i =
o
o) 7

C, fir v— w,
0, fiirv—ow

1, firv—ow
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