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Kurzfassung

Die vorliegende Dissertation beschäftigt sich mit der multivariaten Sattelpunktmetho-
de, die eine der wichtigsten Methoden ist, um asymptotische Informationen über schnell
wachsende Funktionen der Gestalt

F (n) =

∫
· · ·
∫

Pn

fn(z)dz

für n → ∞ zu erhalten, wobei Pn ⊆ Cd sei.

Nach einer kurzen Einleitung wird erklärt, wie die Sattelpunktmethode funktioniert und
welche Bedingungen erfüllt sein müssen, damit sie angewendet werden kann.

Danach folgen Anwendungsbeispiele für die Sattelpunktmethode. Diese wird hier ver-
wendet um zu berechnen, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, dass d zufällig gewählte,
normierte Polynome p1, . . . , pd teilerfremd beziehungsweise paarweise teilerfremd in Fq

sind, und dass pj mj-glatt und vom Grad nj ist, für 1 ≤ j ≤ d.

Im folgenden Teil der Dissertation wird der Begriff der univariaten Hayman-admissiblen
Funktionen, den Hayman 1956 in [26] eingeführt hat, für den multivariaten Fall verall-
gemeinert. Für den univariaten Fall hat Hayman eine Basisfunktion und Abgeschlossen-
heitsbedingungen angegeben, mit dessen Hilfe aus Hayman-admissiblen Funktionen mit-
tels algebraischer Umformungen wieder Hayman-admissible Funktionen erzeugt werden
können.
Das Ziel ist nun, für den multivariaten Fall ebenfalls eine Basisklasse anzugeben und so
viele Abgeschlossenheitsbedingungen wie möglich in den multivariaten Fall zu übertra-
gen. Dabei wird großer Wert darauf gelegt, dass die Definition so nahe wie möglich an
der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten Beweisideen von Hayman
verwenden zu können.

Schlussendlich werden die erzielten Ergebnisse zusammengefasst.

i



Abstract

The subject of this thesis is the multivariate saddle point method, which is one of the
most important methods, for obtaining asymptotic information about rapidly growing
functions, which are of the shape

F (n) =

∫
· · ·
∫

Pn

fn(z)dz

for n → ∞, where Pn ⊆ Cd.

After a short introduction, it is demonstrated, how the saddle point method works and
which conditions must be fulfilled, so that it can be applied.

After that applications of the saddle point method are shown. It is used, to calculate the
probability that d randomly chosen, monic polynomials p1, . . . , pd are coprime respectively
pairwise coprime in Fq, and that pj is mj-smooth and of degree nj , for 1 ≤ j ≤ d.

In the following part of the thesis the concept of univariate Hayman-admissible functions,
which has been introduced by Hayman 1956 in [26], is generalized to the multivariate
case. For the univariate case Hayman quoted a base class and proved closure properties,
so that it is possible to generate Hayman-admissible function from Hayman-admissible
functions via algebraic rules.
The intention is to quote a base class and to transfer as much closure properties as possi-
ble to the multivariate case. Great importance is attached to stay as close as possible to
Hayman’s definition. This allows to use most of the proof ideas from Hayman.

Finally the results are summarized.
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Kapitel 1

Einleitung

Erzeugende Funktionen der Gestalt

y(z) =
∑

n≥0

ynz
n

für die Folge (yn)n≥0 gehören zu den wichtigsten Konstrukten in der Kombinatorik. Viele
Abzählprobleme lassen sich damit behandeln. Da es nur selten möglich ist, die Koeffi-
zienten yn explizit anzugeben, ist es oft nützlich, sich das asymptotische Verhalten für
n → ∞ anzusehen.

Eine sehr wichtige Methode dafür ist die Sattelpunktmethode, die in den Kapiteln 2 und
3 erklärt und anhand von Beispielen im univariaten und multivariaten Fall demonstriert
wird. Dabei sieht man, dass es oft sehr mühsam ist, die Sattelpunktmethode Schritt für
Schritt für eine gegebene Funktion nachzurechnen. Deshalb ist es nahe liegend, zu ver-
suchen, einige (leichter überprüfbare) Bedingungen anzugeben, die hinreichend für die
Anwendbarkeit der Sattelpunktmethode sind.

Hayman führte 1956 in [26] den Begriff der Hayman-admissiblen (H-admissiblen) uni-
variaten Funktionen ein. Er hat einige Bedingungen definiert, mit denen es möglich ist
mit Hilfe der Sattelpunktmethode asymptotische Abschätzungen zu erhalten, ohne die
Sattelpunktmethode jedes Mal Schritt für Schritt durchführen zu müssen.

Sei R das Intervall (R0, R) und C = {z ∈ C : |z| ≤ R}, für ein fest gewähltes R0 > 0.

Für die univariaten in C H-admissiblen Funktionen konnte Hayman folgende Abgeschlos-
senheitsbedingungen zeigen:

• Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es ey(z) ebenso.

• Sind y1(z) und y2(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y1(z) · y2(z).
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• Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, für
das p(R) > 0 für R < ∞ und für R = ∞ gilt, dass dessen Leitkoeffizient positiv ist,
dann ist auch y(z) · p(z) H-admissible in C.

• Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell für reelle r und existiert eine Konstante δ > 0, sodass gilt

max
|z|=r

|f(z)| = O
(
y(r)1−δ

)
, für r → R,

dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

• Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P (z) =
∑

m∈M bmz
m ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei bm 6= 0, ∀m ∈

M gelte und

y(z) =
∑

n∈N
anz

n = eP (z)

sei.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

• ∀ϑ ∈ [−π, π] \ {0} gilt:
∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ < y(r), für r → ∞.

• y(z) ist H-admissible in C.

Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind deswegen so wichtig, weil sie die Möglichkeit
bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu konstruieren, indem man Funktionen
durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen aus Basisklassen bildet, von denen
man weiß, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist es möglich, zu versuchen, eine
gegebene Funktion in H-admissible „Atome“ zu zerlegen, und diese Zerlegung für einen
Admissibilitäts-Test heranzuziehen, der automatisch von einem Computer erledigt werden
kann.

Für den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.
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Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner, Drmota und Gittenberger
in [16, 28] für bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten ynm einer
erzeugenden Funktion y(z, u) =

∑
n,m≥0 ynmz

num kombinatorische Zufallsvariablen zuge-
ordnet. Sie gaben Bedingungen an, die hinreichend dafür sind, dass diese Zufallsvariablen
als Grenzverteilung eine Gaußsche Normalverteilung besitzen. Analog zum univariaten
Fall gaben sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedingungen an und implementierten
ihren Ergebnisse in MAPLE.

Das Ziel des vierten Kapitels der Dissertation ist es nun, die Bedingungen der univariaten
H-Admissibilität so auf den multivariaten Fall zu verallgemeinern, dass die Abgeschlos-
senheitsbedingungen des univariaten Falles so weit wie möglich auf der multivariaten Fall
übertragen werden können. Dabei wird großer Wert darauf gelegt, dass die Definition
so nahe wie möglich an der Definition von Hayman bleibt. Das erlaubt es, die meisten
Beweisideen von Hayman verwenden zu können.
Weiters wird angegeben, welche Bedingungen ein Polynom P (z) =

∑
m∈M bmzm erfüllen

muss, damit eP (z) in einem Gebiet H-admissible ist.
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Kapitel 2

Die Sattelpunktmethode

2.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist eine der wichtigsten Methode um asymptotische Informatio-
nen über schnell wachsende Funktionen zu erhalten. Sie ist sehr nützlich, um Approxima-
tionen von Integralen der Gestalt

F (n) =

∫

Pn

fn(z)dz

zu gewinnen, wobei Pn ein Integrationsweg in der komplexen Ebene darstellt und fn(z)

in einer Umgebung von Pn analytisch ist. Nimmt man an, dass der Integrationsweg Pn

und die Funktion fn(z) vom Parameter n abhängen, so ist das asymptotische Verhalten
von F (n) für n → ∞ interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht aus
zwei Schritten

1. Finden eines geeigneten Integrationsweges.

2. Approximieren des Integrals.

Die Idee hinter der Sattelpunktmethode kann wie folgt beschrieben werden. Nimmt man
an, das man nicht an dem genauen Wert von F (n), sondern nur an einer guten Abschät-
zung für eine obere Grenze interessiert ist, dann gilt, wenn der Integrationsweg Pn die
endliche Länge lPn hat

|F (n)| ≤
∫

Pn

|fn(z)| · |dz| ≤ lPn max
z∈Pn

|fn(z)|,

wobei maxz∈Pn |fn(z)| das Maximum von |fn(z)| entlang von Pn ist. Es ist nun möglich,
bessere Abschätzungen zu bekommen, wenn man den Integrationsweg ändert. Laut dem
Cauchyschen Integralsatz darf man Pn durch einen anderen Integrationsweg Cn ersetzen,
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wenn beide zueinander homotop sind. Das Ziel ist nun, einen solchen Integrationsweg Cn

so zu bestimmen, dass

lPn max
z∈Pn

|f(z)|

minimal wird. Sei

lCn |f(ζn)| = min
Pn

(
lPn max

z∈Pn

|f(z)|
)

dann ist Cn der gesuchte Weg und ζn ∈ Cn ein Sattelpunkt von f(z). Das motiviert
dazu, das Verfahren Sattelpunktmethode zu nennen. Im Sattelpunkt ζn gilt f ′(ζn) = 0.
Parametrisiert man Cn so, dass Cn = {ϕn(ϑ) : ϑ ∈ Ωn} gilt, wobei Ωn das Intervall
[−ωn, ωn] bezeichne und der höchste Punkt von Cn bei ϕn(0) liege und ein Sattelpunkt
von f(z) sei, so folgt

∫

Cn

fn(z)dz =

∫

Ωn

(fn ◦ ϕn)(ϑ)ϕ
′
n(ϑ)dϑ.

Setzt man gn(ϑ) = (fn ◦ ϕn)(ϑ)ϕ
′
n(ϑ), so gilt

∫

Cn

fn(z)dz =

∫

Ωn

gn(ϑ)dϑ.

Betrachtet man nun eine Umgebung des Sattelpunktes, so ist es einfacher, mit dem Lo-
garithmus von gn(ϑ) zu arbeiten. Sei dieser gegeben durch Gn(ϑ), sodass gn(ϑ) = eGn(ϑ)

gilt. Aus gn(0) 6= 0 folgt, dass die Bedingungen g′n(0) = 0 und G′
n(0) = 0 äquivalent sind.

Da Gn(ϑ) analytisch ist, gibt es die Taylorentwicklung

Gn(ϑ) = Gn(0) +G′′
n(0)

ϑ2

2
+ ε (ϑ)

wobei ε (ϑ) das Restglied sei. Gilt nun G′′
n(0) 6= 0, so wird Gn(ϑ) in einer kleinen Umgebung

|ϑ| < δn hauptsächlich durch den Wert von G′′
n(0) bestimmt. Kann man δn so wählen,

dass für ϑ ∈ ∆n = [−δn, δn] gleichmäßig ε (ϑ) → 0 für n → ∞ gilt, so erhält man

Gn(ϑ) ∼ Gn(0) +G′′
n(0)

ϑ2

2
, für n → ∞.
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Gn(ϑ) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat, das heißt es
gilt G′′

n(0) < 0. Dann gilt für n → ∞

F (n) =

∫

Cn

fn(z)dz

=

∫

Ωn

g(ϑ)dϑ

=

∫

∆n

eG(ϑ)dϑ+

∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

∼
∫

∆n

eGn(0)+G′′
n(0)

ϑ2

2 dϑ+

∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

=

∫

R
eGn(0)+G′′

n(0)
ϑ2

2 dϑ

︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫

R\∆n

eGn(0)+G′′
n(0)

ϑ2

2 dϑ

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

︸ ︷︷ ︸
I3

.

Berechnet man nun I1, so erhält man

I1 = eGn(0)

∫ ∞

−∞
eG

′′
n(0)

ϑ2

2 dz

= gn(0)

√
−2

G′′
n(0)

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

= gn(0)

√
2

|G′′
n(0)|

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

= gn(0)

√
2π

|G′′
n(0)|

.

Kann man jetzt noch zeigen, dass Die Terme I2 und I3 gegenüber I1 vernachlässigbar
klein sind, so gilt

F (n) ∼ gn(0)

√
2π

|G′′
n(0)|

, für n → ∞.

Beispiel 2.1.1 (Stirling-Formel). Die Sattelpunktmethode wird hier verwendet, um eine
asymptotische Abschätzung von

1

n!
= [zn]ez =

1

2πi

∫

|z|=r

ez

zn+1
dz

zu finden. Für den Sattelpunkt wählt man r so, dass

min
r∈R

max
|z|=r

∣∣∣∣
1

2πi

∫

|z|=r

ez

zn+1
dz

∣∣∣∣ = min
r∈R

1

2π
· er

rn+1
· 2πr = min

r∈R

er

rn

erfüllt ist. Dies ist offensichtlich bei r = n der Fall.
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Die folgenden Diagramme zeigen den resultierenden Integrationsweg auf der Funktion∣∣ ez
zn

∣∣ =
∣∣∣ ex+yi

(x+yi)n

∣∣∣ für n = 3, 10 und 30.

n = 3 n = 10 n = 30

Somit erhält man

[zn]ez =
1

2πi

∫

|z|=n

ez

zn+1
dz =

1

2π

∫ π

−π

n−n exp
(
neiϑ − niϑ

)
dϑ,

wobei das Maximum vom Betrag des Integranden bei ϑ = 0 angenommen wird.
Für alle ϑ mit |ϑ| ≤ δ mit δ = n− 2

5 gilt

neiϑ = n

(
1 + iϑ− ϑ2

2
+O

(
δ3
))

= n+ niϑ− n
ϑ2

2
+O

(
n− 1

5

)
.

Eingesetzt erhält man
∫ δ

−δ

n−n exp
(
neiϑ − niϑ

)
dϑ =

∫ δ

−δ

n−n exp

(
n− n

ϑ2

2
+O

(
n− 1

5

))
dϑ

=
en

nn

(
1 +O

(
n− 1

5

))∫ δ

−δ

exp

(
−n

ϑ2

2

)
dϑ.

Nun folgt
∫ δ

−δ

exp

(
−n

ϑ2

2

)
dϑ =

∫ ∞

−∞
exp

(
−n

ϑ2

2

)
dϑ− 2

∫ ∞

δ

exp

(
−n

ϑ2

2

)
dϑ

=

√
2π

n
−O

(
exp

(
−n

1
5

2

))
.

Somit gilt
∫ δ

−δ

n−n exp
(
neiϑ − niϑ

)
dϑ =

(
1 +O

(
n− 1

5

))√2π

n
· e

n

nn
.
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Andererseits erhält man für δ < |ϑ| ≤ π

cosϑ ≤ cos δ = 1− δ2

2
+O

(
δ4
)

und somit

n cosϑ ≤ n− n
1
5

2
+O

(
n− 3

5

)
.

Daher gilt für hinreichend großes n

∣∣∣∣
∫ π

δ

n−n exp
(
neiϑ − niϑ

)
dϑ

∣∣∣∣ ≤ n−n exp (n cos δ) · π

≤ n−n exp

(
n− n

1
5

3

)
,

und für das Integral von −π bis −δ erhält man analog die gleiche Abschätzung.
Setzt man nun die Ergebnisse zusammen, so erhält man das gewünschte Resultat

1

n!
= [zn]ez =

1

2π

∫ π

−π

n−n exp
(
neiϑ − niϑ

)
dϑ =

(
1 +O

(
n− 1

5

)) en√
2πnnn

.

2.2 Der multivariate Fall

Wie im univariaten Fall ist die Sattelpunktmethode auch im multivariate Fall eine der
wichtigsten Methode um asymptotische Informationen über schnell wachsende Funktionen
der Gestalt

F (n) =

∫
· · ·
∫

Pn

fn(z)dz

zu gewinnen, wobei Pn ein Integrationsbereich im komplexen Raum Cd darstellt und fn(z)

in einer Umgebung von Pn analytisch ist. Es ist das asymptotische Verhalten von F (n)

für n → ∞ interessant. Jede Anwendung der Sattelpunktmethode besteht auch hier aus
zwei Schritten

1. Der erste Schritt besteht darin, einen neuen Integrationsbereich zu finden.

2. In diesem Schritt wird das Integral approximiert.

Analog zum univariaten Fall bildet man nun

|F (n)| ≤
∫

· · ·
∫

Pn

|fn(z)| · |dz| ≤ µ(Pn)max
z∈Pn

|fn(z)|,
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wobei maxz∈Pn |fn(z)| das Maximum von |fn(z)| im Bereich Pn ist und µ(Pn) das Maß
von Pn bezeichne, und sucht einen Integrationsbereich Cn der zu Pn homotop ist, sodass

µ(Pn)max
z∈Pn

|f(z)|

minimal wird. Wie im univariaten Fall gilt für

µ(Cn)|f(ζ)| = min
Pn

(
µ(Pn)max

z∈Pn

|f(z)|
)
,

dass Cn der gesuchte Bereich und ζ ∈ Cn ein Sattelpunkt von f(z) ist, für den ∇f(ζ) = 0

gilt, wobei ∇ den Gradienten-Operator bezeichne. Parametrisiert man Cn so, dass Cn =

{ϕn(ϑ) : ϑ ∈ Ωn} gilt, wobei Ωn den Quader
∏d

j=1[−ωj,n, ωj,n] bezeichne und der höchste
Punkt von Cn bei ϕn(0) liegt und ein Sattelpunkt von f(z) ist, so folgt

∫
· · ·
∫

Cn

fn(z)dz =

∫
· · ·
∫

Ωn

(fn ◦ϕn)(ϑ)

∣∣∣∣det
dϕn

dϑ
(ϑ)

∣∣∣∣ dϑ.

Sei gn = (fn ◦ ϕn)(ϑ)
∣∣det dϕn

dϑ
(ϑ)
∣∣. Wie im univariaten Fall betrachtet man den Loga-

rithmus von gn in einer Umgebung des Sattelpunktes. Sei dieser gegeben durch Gn(ϑ),
sodass gn(ϑ) = eGn(ϑ) gilt. Aus gn(0) 6= 0 folgt, dass die Bedingungen ∇gn(0) = 0 und
∇Gn(0) = 0 äquivalent sind. Sei im weiteren Hder Hessematrix-Operator.
Da g(z) analytisch ist, gibt es eine Taylorentwicklung

Gn(ϑ) ∼ Gn(0) +
1

2
ϑHGn(0)ϑ

t + ε(ϑ),

wobei ε(ϑ) das Restglied sei. Ist HGn(0) nicht die Nullmatrix, so wird Gn(ϑ) in einer
kleinen Umgebung ∆n von 0 hauptsächlich durch den Wert von HGn(0) bestimmt. Kann
man ∆n so wählen, dass 0 ∈ ∆n und für ϑ ∈ ∆n gleichmäßig ε(ϑ) → 0 für n → ∞ gilt,
so erhält man

Gn(ϑ) ∼ Gn(0) +
1

2
ϑHGn(0)ϑ

t, für n → ∞.
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Gn(ϑ) ist konkav in einer Umgebung von 0, da sie in 0 ein Maximum hat, das heißt
HGn(0) ist negativ definit. Dann gilt für n → ∞

F (n) =

∫
· · ·
∫

Cn

fn(z)dz

=

∫
· · ·
∫

Ωn

g(ϑ)dϑ

=

∫
· · ·
∫

∆n

eG(ϑ)dϑ+

∫
· · ·
∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

∼
∫

· · ·
∫

∆n

eGn(0)+
1
2
ϑHGn(0)ϑ

t

dϑ+

∫
· · ·
∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

=

∫
· · ·
∫

Rd

eGn(0)+
1
2
ϑHGn(0)ϑ

t

dϑ

︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫

· · ·
∫

Rd\∆n

eGn(0)+
1
2
ϑHGn(0)ϑ

t

dϑ

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫
· · ·
∫

Ωn\∆n

g(ϑ)dϑ

︸ ︷︷ ︸
I3

.

Da HGn(0) eine negativ definite Matrix ist, existiert eine orthogonale Matrix An und
eine Diagonalmatrix Dn, sodass HGn(0) = AnDnA

t
n gilt. Seien λj,n für 1 ≤ j ≤ d die

Diagonalelemente der Matrix Dn, dann gilt λj,n < 0 für 1 ≤ j ≤ d und
∏d

j=1 λj,n =

det(Dn) = det(HGn(0)). Substituiert man in I1 ϑ = wAn, so erhält man

I1 = eGn(0)

∫
· · ·
∫

Rd

e
1
2
wDnwt

dw

= gn(0)
d∏

j=1

∫

R
e

1
2
λj,nw2

jdwj

= gn(0)
d∏

j=1

√
−2π

λj,n

= gn(0)
d∏

j=1

√
2π

|λj,n|

= gn(0)

√
(2π)d

∏d
j=1 |λj,n|

= gn(0)

√
(2π)d

|det(HGn(0))|
.

Kann man jetzt noch zeigen, dass Die Terme I2 und I3 gegenüber I1 vernachlässigbar
klein sind, so gilt

F (n) ∼ gn(0)

√
(2π)d

|det(HGn(0))|
, für n → ∞.
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Für eine genauere Einführung in das Thema Sattelpunktmethode sei auf [14] von DeBruijn
und auf die Arbeiten von Flajolet [19] und Odlyzko [40] verwiesen.
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Kapitel 3

Anwendungen der Sattelpunktmethode

Sei bis zum Ende dieses Kapitels q eine fest gewählte Primzahlpotenz, Fq ein endlicher
Körper mit q Elementen, Fq[z] die Menge aller Polynome über Fq und Fq[z]0 die Menge
aller normierten Polynome über Fq.

Sei G eine multiplikative Gruppe und g und y Elemente davon. Dann versteht man un-
ter dem Diskreten Logarithmus Problem für G, die Suche nach dem kleinsten x, sodass
y = gx gilt. Einige öffentliche Kryptosysteme basieren auf der Schwierigkeit, das Diskrete
Logarithmus Problem zu lösen, siehe dafür [11, 15, 18]. Der wichtigste Algorithmus zum
Lösen ist die Index Calculus Methode, die von Western und Miller in [47] vorgestellt und
von Adleman in [1] und Odlyzko in [41] genau analysiert wurde. Eine Variante davon ist
der Waterloo Algorithmus der von Blake und anderen in [9, 10] vorgestellt wurde. Diese
Variante verbessert die Laufzeit der Index Calculus Methode durch das Einführen eines
heuristischen Ansatzes. Drmota lieferte in [17] einen Beweis dafür, dass die heuristische
Schranke für die Laufzeit für den Waterloo Algorithmus die kleinstmögliche Schranke ist.

Dafür berechnete er in Fq für eine fest gewählte Primzahlpotenz, eine asymptotische Ab-
schätzung für die Anzahl zweier, teilerfremder, m-glatter normierter Polynome mit den
Graden n1 und n2. Daraus kann man sofort die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, dass
2 beliebig gewählte, normierte Polynome p1(z), p2(z) ∈ Fq[z]0 m-glatt und teilerfremd
sind.

In diesem Kapitel wird diese Aussage für d Polynome verallgemeinert. Gilt d > 2, so
können d Polynome teilerfremd, paarweise teilerfremd oder nichts von beidem sein. Es wird
also die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass für d beliebig gewählte, normierte Polynome
p1(z), . . . , pd(z) ∈ Fq[z]0 gilt, dass pj(z) mj-glatt für 1 ≤ j ≤ d ist und sie teilerfremd
beziehungsweise paarweise teilerfremd sind.
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3.1 Irreduzible Polynome über Fq

Ein Polynom p(z) ∈ F[z] heißt irreduzibel über F, wenn es einen positiven Grad hat und
aus p(z) = b(z)c(z) mit b(z), c(z) ∈ F[z] folgt, dass entweder b(z) oder c(z) ein konstantes
Polynom ist.
Die Anzahl aller normierten Polynome vom Grad n über Fq ist qn. Somit ist die erzeugende
Funktion gegeben durch

P (z) =
∑

f(z)∈Fq [z]0

zdeg f(z)

=
∑

n≥0

qnzn

=
1

1− qz
.

Zählt man andererseits für einen fest gewählten, irreduziblen Faktor vom Grad k ab, wie
oft dieser auftritt, so erhält man

1 + zk + z2k + · · · = 1

1− zk
.

Sei k ∈ N und f(z) ∈ F[z] ein irreduzibles Polynom über Fq mit dem Grad m. Dann
teilt f(z) das Polynom zq

k − z genau dann, wenn m ein Teiler von k ist. Bildet man das
Produkt über alle Polynome über Fq die einen Grad haben, der n teilt, so ist dieses gleich
zq

k − z. Sei Id die Anzahl aller irreduziblen Polynome vom Grad d. Dann gilt

qk =
∑

d|k
dId,

wobei
∑

d|k die Summation über alle positiven Teiler d von k bezeichne. Definiert man
die Möbius-Funktion µ durch

µ(k) =





1 für k = 1

(−1)l wenn k das Produkt von l verschiedenen Primzahlen ist
0 wenn k durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist,

so ist die Anzahl Ik aller irreduzibler Polynome mit dem Grad k gegeben durch

Ik =
1

k

∑

d|k
µ

(
k

d

)
qd =

1

k

∑

d|k
µ(d)q

k
d .

Somit gilt für k → ∞

Ik =
1

k

(
qk +O

(
q

k
2

))
.
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Bildet man nun das Produkt über alle möglichen irreduziblen Faktoren, so erhält man

P (z) =
∏

k≥1

(
1

1− zk

)Ik

.

Daraus folgt, dass

P (z) =
∏

k≥1

(
1

1− zk

)Ik

=
1

1− qz

gilt.

Definition 3.1.1. Ein Polynom f(z) ∈ F[z] heißt m-glatt, wenn alle irreduziblen Poly-
nome die f(z) teilen, höchstens den Grad m haben.

Sei Nq(m;n) die Anzahl aller m-glatten normierten Polynome über Fq vom Grad n und

Sm(z) =
∑

n≥0

Nq(m;n)zn

die erzeugende Funktion von Nq(m;n), so erhält man mit dem selben Argument wie
vorher, dass gilt

Sm(z) =

m∏

k=1

(
1

1− zk

)Ik

.

Mit Hilfe der Sattelpunktmethode ist es nun möglich, eine asymptotische Abschätzung
für Nq(m;n) anzugeben.

Satz 3.1.2. Da Sm(z) für |z| < 1
q

analytisch ist, gilt dort

log
(
Sm

(
reiϑ
))

= logS(r) + ia(r)ϑ− 1

2
b(r)ϑ2 + ε(r,m)

mit

a(r) = r
S ′
m(r)

Sm(r)

und

b(r) = r2
S ′′(r)

S(r)
−
(
r
S ′(r)

S(r)

)2

+ r
S ′(r)

S(r)
,

wobei ε(r,m) das Restglied der Taylorreihe darstelle.
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Sei 0 < δ < 1. Dann gilt gleichmäßig für m,n → ∞ mit nδ ≤ m ≤ n1−δ

Nq(m;n) ∼ Sm(r0)

rn0
√

2πb(r0)
,

wobei r0 die eindeutige, positive Lösung von

a(r) = n

ist.

Beweis. Setzt man

qr = e
α
m

logn = n
α
m ,

so folgt 1− 1
qr

∼ 1
m
log nα und damit gilt

n = r
S ′
m(r)

Sm(r)

=

m∑

k=1

Ikkr
k

1− rk

=

m∑

k=1

(qr)k

1− rk
+O(1)

=
m∑

k=1

(qr)k +O(1)

= qr
(qr)m − 1

qr − 1
+O(1)

=
(qr)m

1− 1
qr

(
1 +O

(
(qr)−m +

1− 1
qr

(qr)m

))

=
mnα

log(nα)

(
1 +O

(
n−α +

log (nα)

mnα

))

∼ mnα

log (nα)
, für m,n → ∞, mit nδ ≤ m ≤ n1−δ.

Löst man n ∼ mnα

log(nα)
nach α auf, so erhält man als Lösung

α0 ∼
log n

m

log n
, für m,n → ∞, mit nδ ≤ m ≤ n1−δ.

Somit erhält man

r0 =
1

q
e

α0
m

logn

=
1

q

(
1 +O

(α0

m
log n

))

=
1

q

(
1 +O

(
log n

m

m

))

∼ 1

q
, für m,n → ∞, mit nδ ≤ m ≤ n1−δ.
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Wählt man nun als Integrationsweg |z| = r0 und δ0 = m− 1
2n− 1

2
+ǫ für hinreichend kleines

ǫ > 0, so erhält man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel

Nq(m;n) =
1

2πi

∫

|z|=r0

Sm(z)z
−n−1dz

=
1

2π

∫ π

−π

Sm

(
reiϑ
)
r−ne−inϑdϑ

=
1

2π

∫ δ0

−δ0

Sm

(
reiϑ
)
r−ne−inϑdϑ

︸ ︷︷ ︸
I1

+
1

2π

∫ 2π−δ0

δ0

Sm

(
reiϑ
)
r−ne−inϑdϑ

︸ ︷︷ ︸
I2

,

Odlyzko zeigte in [41, Appendix A], dass gleichmäßig für m,n → ∞ mit n
1

100 ≤ m ≤ n
99
100

b(r0) ∼ mn

und

ε(r,m) = O
(
m2n · δ30

)
.

gilt. Diese Ergebnisse sind aber auch gleichmäßig für m,n → ∞ mit nδ ≤ m ≤ n1−δ für
ein beliebiges δ mit 0 < δ < 1 gültig.
Somit hat man

ε(r,m) = O
(
m

1
2n− 1

2
+3ǫ
)

Damit gilt

I1 =
Sm(r0)

r0

∫ δ0

−δ0

exp


i (a(r0)− n)︸ ︷︷ ︸

=0

ϑ− 1

2
b(r0)ϑ

2 + ε(r,m)


 dϑ

∼ Sm(r0)

r0

∫ δ0

−δ0

exp

(
−1

2
b(r0)ϑ

2

)
dϑ

=
Sm(r0)

r0




∫

R
exp

(
−1

2
b(r0)ϑ

2

)
dϑ

︸ ︷︷ ︸
I3

+

∫

R\[−δ0,δ0]

exp

(
−1

2
b(r0)ϑ

2

)
dϑ

︸ ︷︷ ︸
I4


 ,

für m,n → ∞, mit nδ ≤ m ≤ n1−δ. Somit kann man sofort berechnen

I3 =

√
2π

b(r0)
.
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Weiters gilt

I4 = 2

∫ ∞

δ0

e−b(r0)
ϑ2

2 dϑ

≤ 2

∫ ∞

δ0

e−
δ0b(r0)

2
ϑdϑ

=
4

δ0b(r0)
e−b(r0)

δ20
2

∼ 4

m− 1
2n− 1

2
+ǫ
e−n2ǫ → 0, für m,n → ∞, mit nδ ≤ m ≤ n1−δ,

woraus folgt, dass I4 vernachlässigbar klein ist.

Es ist nun nur noch zu zeigen, dass das Integral über δ0 < |ϑ| ≤ π vernachlässigbar ist.
Wie Odlyzko in [41] zeigte, gilt für δ0 < |ϑ| ≤ π,

logSm(r0)− log |Sm(z)| ≥ αnβ

für geeignete α, β > 0. Daraus folgt

|Sm(z)| ≤
Sm(r0)

eαnβ .

Somit erhält man

|I2| ≤ (2π − 2δ0)
Sm(r0)r

−n
0

eαnβ

und sieht sofort, dass auch I2 vernachlässigbar ist. Somit ergibt sich die Behauptung.

Definition 3.1.3. Die Menge

PZr,d(0) = {z ∈ Cd : |zj| < r, 1 ≤ j ≤ d}

heiße offener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r, . . . , r)

und die Menge

PZr,d(0) = {z ∈ Cd : |zj| ≤ r, 1 ≤ j ≤ d}

heiße abgeschlossener Polyzylinder vom Mittelpunkt 0 und vom Polyradius (r, . . . , r).

Satz 3.1.4. Sei f(z) eine in PZ 1
q
+η,d(0) analytische Funktion, für ein hinreichend kleines

η. Dann gilt für n → ∞

[zn]
f(z)

(1− qz1) · · · (1− qzd)
∼ qn1+···+ndf

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
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Beweis. Da die Funktion f(z) analytisch ist, besitzt sie eine Darstellung als Potenzreihe.
Sei diese gegeben durch f(z) =

∑
j≥0 ajz

j. Dann gilt

[zn]
f(z)

(1− qz1) · · · (1− qzd)

= [zn]
n∑

j=0

ajz
j
∑

k1≥0

(qz1)
k1 · · ·

∑

kd≥0

(qzd)
kd

=

n∑

j=0

ajq
n1−j1 · · · qnd−jd

= qn1+···+nd

n∑

j=0

aj

(
1

q

)j1+···+jd

.

Für n → ∞ strebt der Ausdruck

qn1+···+nd

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

aj

(
1

q

)j1+···+jd

− f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)∣∣∣∣∣

gegen 0, da die Reihe konvergent ist. Somit ist der Satz bewiesen.

Lemma 3.1.5. Sei P (y1, . . . , yj) ein Polynom mit P (0, . . . , 0) = 1, das keine linearen
Terme besitzt. Dann ist die Funktion f(z1, . . . , zj) =

∏
k≥1 P (zk1 , . . . , z

k
j )

Ik in PZ 1
q
+η,j(0)

für ein hinreichend kleines η > 0 analytisch.

Beweis. Es gilt gleichmäßig für z1, . . . , zj in PZr−η̃,j(0), für ein beliebiges, fest gewähltes,
positives η̃ < r

P (zk1 , . . . , z
k
j )− 1 = O

(
r2k
)
.

Damit folgt
∣∣∣∣∣log

(∏

k≥1

P
(
zk1 , . . . , z

k
j

)Ik
)∣∣∣∣∣

=
∑

k≥1

Ik
∣∣log

(
1 +

(
P
(
zk1 , . . . , z

k
j

)
− 1
))∣∣

= O
(∑

k≥1

Ik
∣∣P
(
zk1 , . . . , z

k
j

)
− 1
∣∣
)

= O
(∑

k≥1

qk

k
r2k

)
.

Für r <
√

1
q

konvergiert diese Reihe, und damit ist f(z1, . . . , zj) speziell in PZ 1
q
+η,j(0) ⊂

PZq

1
q
,j
(0) analytisch für ein hinreichend kleines η > 0.
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Satz 3.1.6. Seien f(z1, . . . , zj) und P (zk1 , . . . , z
k
j ) für 1 ≤ j ≤ d wie im vorigen Lemma

definiert. Sei o.B.d.A. m = md ≤ md−1 ≤ · · · ≤ m1 und Fm1,...,md
(z1, . . . , zd) folgender-

maßen definiert

Fm1,...,md
(z1, . . . , zd) =

∏

k≤md

P (zk1 , . . . , z
k
d)

Ik
∏

md<k≤md−1

P (zk1 , . . . , z
k
d−1)

Ik · · ·
∏

m2<k≤m1

P (zk1 )
Ik .

Sei δ, ǫ > 0 gegeben. Dann gilt gleichmäßig für mj , nj , n → ∞ mit nδ
j ≤ mj ≤ n1−δ

j und
nǫ ≤ nj ≤ n

1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d.

[zn1
1 · · · znd

d ]Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

) d∏

j=1

Smj
(rj)r

−nj

j√
2πmjnj

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd),

wobei f(z1, . . . , zd) = limm1,...,md→∞ Fm1,...,md
(z1, . . . , zd) ist.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit Hilfe von 3 Lemmata. Für diese Lemmata
gelten sämtliche asymptotischen Relationen (o,O,∼) gleichmäßig für mj , nj , n → ∞ mit
nδ
j ≤ mj ≤ n1−δ

j und nǫ ≤ nj ≤ n
1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d.

Lemma 3.1.7. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt gleichmäßig für z1, . . . , zd in
PZ 1

q
−η,d(0) für ein beliebiges, fest gewähltes, positives η̃ < 1

q

|f(z1, . . . , zd)− Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)| = O

(
1

mqm

)
.

Beweis. Laut dem Lemma 3.1.5 sind die Produkte
∏

k≥1

P (zk1 , . . . , z
k
j )

Ik

konvergent und somit gilt

lim
m→∞

∏

k≥m

P (zk1 , . . . , z
k
j )

Ik = 1

für 1 ≤ j ≤ d. Da o.B.d.A. m = md = min{m1, . . . , md} ist, gilt f(z1, . . . , zj) =

limm1,...,md→∞ Fm1,...,md
(z1, . . . , zd) = limm→∞

∏
k≤m Pd(z

k
1 , . . . , z

k
d)

Ik.
Für z1, . . . , zd gilt gleichmäßig in PZ 1

q
−η̃,j(0) für 1 ≤ j ≤ d

Pj(z
k
1 , . . . , z

k
j )− 1 = O

(
1

q2k

)
.
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Damit folgt

|log (f(z1, . . . , zd))− log (Fm1,...,md
(z1, . . . , zd))|

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k>md

Ik log(Pd(z
k
1 , . . . , z

k
d ))−

d−1∑

j=1

mj∑

k=mj+1+1

Ik log(Pj(z
k
1 , . . . , z

k
j ))

∣∣∣∣∣∣

= O


∑

k>md

Ik
∣∣Pd(z

k
1 , . . . , z

k
d)− 1

∣∣+
d−1∑

j=1

mj∑

k=mj+1+1

Ik
∣∣Pj(z

k
1 , . . . , z

k
j )− 1

∣∣



= O


∑

k>md

qk

k
· 1

q2k
+

d−1∑

j=1

mj∑

k=mj+1+1

qk

k
· 1

q2k




= O
(
qmd

md
· 1

q2md

)

= O
(

1

mdqmd

)

= O
(

1

mqm

)
.

Lemma 3.1.8. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt

[zn1
1 · · · znd

d ] (f(z1, . . . , zd)− Fm1,...,md
(z1, . . . , zd))Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

= o (Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd)) .

Beweis. Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas folgt
∣∣∣[zn1

1 · · · znd
d ] (f(z1 · · · zd)− Fm1,...,md

(z1, . . . , zd))Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2πi)d

∫

|z1|=r1

· · ·
∫

|zd|=rd

(f(z1 · · · zd)− Fm1,...,md
(z1, . . . , zd))

Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

zn1+1
1 · · · znd+1

d

dz1 · · ·dzd

∣∣∣∣∣∣∣

= O
(

1

mqm
Sm1(r1) · · ·Smd

(rd)r
−n1
1 · · · r−nd

d

)
.

Wählt man für die Radien die Sattelpunkte rj = r0(mj ;nj) ∼ 1
q
, verwendet die asym-

ptotischen Beziehungen b(rj) ∼ mjnj und betrachtet den folgenden Ausdruck, so erhält
man

1
mqm

Sm1(r1) · · ·Smd
(rd)r

−n1
1 · · · r−nd

d

Sm1 (r1)r
−n1
1√

2πb(r1)
· · · Smd

(rd)r
−nd
d√

2πb(rd)

∼ 1

mqm
√
2π4m1n1 · · ·

√
2π4mdnd) = o (1) ,

womit die Aussage des Lemmas folgt.
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Lemma 3.1.9. Mit den Bezeichnungen des Satzes 3.1.6 gilt

[zn1
1 · · · znd

d ]f(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd).

Beweis. Sei M1 := {
(
r1e

iϑ1 , . . . , rde
iϑd
)
∈ Cd : |ϑj | ≤ δj} und M2 := {

(
r1e

iϑ1, . . . , rde
iϑd
)
∈

Cd : |ϑj | ≤ π} \M1 mit δj := m
− 1

2
j n

− 1
2
+ǫ

j mit ǫ > 0 und

[zn1
1 · · · znd

d ]f(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

=
1

(2πi)d

∫
· · ·
∫

M1

f(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

zn1+1
1 · · · znd+1

d

dz1 · · ·dzd
︸ ︷︷ ︸

I1

+
1

(2πi)d

∫
· · ·
∫

M2

f (z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

zn1+1
1 · · · znd+1

d

dz1 · · ·dzd
︸ ︷︷ ︸

I2

.

Da f(z1, . . . , zd) in M1 analytisch ist, gilt

f(z1, . . . , zd) ∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
.

und man erhält damit

I1 ∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)∫
· · ·
∫

M1

Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

zn1+1
1 · · · znd+1

d

dz1 · · ·dzd

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

) d∏

j=1

Smj
(rj)r

−nj

j√
2πmjnj

.

Da f(z1, . . . , zd) in einer Umgebung von M2 analytisch ist, ist die Funktion dort be-
schränkt. Somit gilt

|I2| ≤ max
(z1,...,zd)∈M2

|f(z1, . . . , zd)|
∣∣∣∣

1

(2πi)d

∫
· · ·
∫

M2

Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

zn1+1
1 · · · znd+1

d

dz1 · · ·dzd
∣∣∣∣ .

Da in M2 δj < |ϑj| ≤ π für mindestens ein j mit 1 ≤ j ≤ d gilt, folgt wie im univariaten
Fall, dass das Integral über M2 vernachlässigbar klein ist.

Setzt man die Ergebnisse der 3 Lemmata zusammen erhält man

[zn1
1 · · · znd

d ]Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

= [zn1
1 · · · znd

d ]f(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd
(zd)

+ [zn1
1 · · · znd

d ] (Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)− f(z1, . . . , zd))Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

= f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd)

+ o (Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd))

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd)

und somit die Behauptung des Satzes.
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3.2 Teilerfremde Polynome über Fq

Satz 3.2.1. Seien p1, . . . , pd d beliebige normierte Polynome über Fq mit den positiven
Graden n1, . . . , nd. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ggT(f1, . . . , fd) 6= 1 gilt, gleich
1− 1

qd−1 .

Beweis. Zählt man das Auftreten eines fest gewählten, irreduziblen Faktor vom Grad k

ab, so darf dieser nicht in allen Polynomen auftreten. Somit erhält man

1(
1− zk1

) · · · 1(
1− zkd

) − zk1(
1− zk1

) · · · zkd(
1− zkd

) =
1− (z1 · · · zd)k(

1− zk1
)
· · ·
(
1− zkd

) .

Bildet man nun das Produkt über alle möglichen irreduziblen Faktoren, so erhält man

∏

k≥1

(
1− (z1 · · · zd)k(

1− zk1
)
· · ·
(
1− zkd

)
)Ik

=

∏
k≥1

(
1− (z1 · · · zd)k

)Ik

(1− qz1) · · · (1− qzd)
.

Mit P (y1, . . . , yd) = 1 − y1 · · · yd folgt mit Hilfe das Lemmas 3.1.5, dass f(z1, . . . , zd) =
∏

k≥1

(
1− (z1 · · · zd)k

)Ik
in PZ 1

q
+η,d(0) für ein hinreichend kleines η > 0 analytisch ist.

Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller teilerfremden Polynome asymptotisch gegeben
durch

[zn1
1 · · · znd

d ]

∏
k≥1

(
1− (z1 · · · zd)k

)Ik

(1− qz1) · · · (1− qzd)
∼ qn1+···+ndf

(
1

q
, . . . ,

1

q

)

= qn1+···+nd

∏

k≥1

(
1−

(
1

qd

)k
)Ik

= qn1+···+nd

(
1− q

1

qd

)

= qn1+···+nd

(
1− 1

qd−1

)
, für n → ∞.

Die Anzahl aller teilerfremden Polynome p1, . . . , pd über Fq mit den positiven Graden
n1, . . . , nd ist qn1+···+nd. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass d Polynome mit
den positiven Graden n1, . . . , nd teilerfremd sind, ist gegeben durch

(
1− 1

qd−1

)
qn1 · · · qnd

qn1 · · · qnd
= 1− 1

qd−1
.
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Satz 3.2.2. Seien δ, ǫ > 0 gegeben und seien p1, . . . , pd d beliebige normierte Polynome
über Fq mit den positiven Graden n1, . . . , nd. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die pj

mj-glatt für 1 ≤ j ≤ d sind und ggT(p1, . . . , pd) 6= 1 gilt, gleichmäßig für mj , nj, n → ∞
mit nδ

j ≤ mj ≤ n1−δ
j und nǫ ≤ nj ≤ n

1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d gegeben durch

(
1− 1

qd−1

)
Nq(m1;n1)

qn1
· · · Nq(md;nd)

qnd
.

Beweis. Sei o.B.d.A. md ≤ · · · ≤ m1.
Sei Fm1,...,md

(z1, . . . , zd) die Anzahl aller teilerfremden, normierten Polyome pj mit den
positiven Graden nj über Fq, wobei jeweils das j-te Polynom mj-glatt ist für 1 ≤ j ≤ d.
Dann gilt

Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)

=

md∏

k=1

(
1− (z1 · · · zd)k(

1− zk1
)
· · ·
(
1− zkd

)
)Ik md−1∏

k=md+1

(
1− (z1 · · · zd−1)

k

(
1− zk1

)
· · ·
(
1− zkd−1

)
)Ik

· · ·
m1∏

k=m2+1

(
1− zk1
1− zk1

)Ik

=

md∏

k=1

(
1− (z1 · · · zd)k

)Ik md−1∏

k=md+1

(
1− (z1 · · · zd−1)

k
)Ik · · ·

m1∏

k=m2+1

(
1− zk1

)Ik Sm1(z1) · · ·Smd
(zd).

Somit sind die Bedingungen für den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der teilerfremden
Polynome pj die mj-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[zn1
1 · · · znd

d ]Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd)

=

(
1− 1

qd−1

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd),

für mj , nj, n → ∞ mit nδ
j ≤ mj ≤ n1−δ

j und nǫ ≤ nj ≤ n
1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d. Dividiert

man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome fj mit den Graden nj für
1 ≤ j ≤ d, so erhält man die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

3.3 Paarweise teilerfremde Polynome über Fq

Satz 3.3.1. Seien p1, . . . , pd beliebige normierte Polynome über Fq mit den positiven Gra-
den n1, . . . , nd. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass p1, . . . , pd paarweise teilerfremd sind,
gleich

∏

k≥1

((
1− 1

qk

)d−1(
1 +

d− 1

qk

))Ik

.
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Beweis. Zählt man das Auftreten eines fest gewählten, irreduziblen Faktor vom Grad k

ab, so darf dieser in höchstens einem Polynom vorkommen

d∑

j=1

zkj
1− zkj

+ 1 =

∑d
i=1 z

k
i

∏
1≤j≤d
i6=j

(1− zkj ) +
∏d

j=1(1− zkj )

(1− zk1 ) · · · (1− zkd)
.

Bildet man nun das Produkt über alle möglichen irreduziblen Faktoren, so erhält man

∏

k≥1

(
zkj

1− zkj
+ 1

)Ik

=
∏

k≥1



∑d

i=1 z
k
i

∏
1≤j≤d
i6=j

(1− zkj ) +
∏d

j=1(1− zkj )

(1− zk1 ) · · · (1− zkd)




Ik

=

∏
k≥1

(∑d
i=1 z

k
i

∏
1≤j≤d
i6=j

(1− zkj ) +
∏d

j=1(1− zkj )
)Ik

(1− qz1) · · · (1− qzd)
.

Definiert man P (y1, . . . , yd) =
∑d

i=1 yi
∏

1≤j≤d
i6=j

(1−yj)+
∏d

j=1(1−yj) so folgt aus dem Lem-

ma 3.1.5, dass f(z1, . . . , zd) =
∏

k≥1

(
P (zk1 , . . . , z

k
d)
)Ik in PZ 1

q
+η,d(0) für ein hinreichend

kleines η > 0 analytisch ist.
Laut dem Satz 3.1.4 ist die Anzahl aller paarweise teilerfremden Polynome gegeben durch

[zn1
1 · · · znd

d ]
f(z1, . . . , zd)

(1− qz1) · · · (1− qzd)

∼ qn1+···+ndf

(
1

q
, . . . ,

1

q

)

= qn1+···+nd

∏

k≥1

(
d

qk

(
1− 1

qk

)d−1

+

(
1− 1

qk

)d
)Ik

= qn1+···+nd

∏

k≥1

((
1− 1

qk

)d−1(
1 +

d− 1

qk

))Ik

, für n → ∞.

Dividiert man diese Anzahl durch die Gesamtanzahl aller Polynome mit den Graden
n1, . . . , nd, so erhält man die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Satz 3.3.2. Seien δ, ǫ > 0 gegeben und seien p1, . . . , pd d beliebige normierte Polynome
über Fq mit den positiven Graden n1, . . . , nd. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
fj mj-glatt für 1 ≤ j ≤ d und paarweise teilerfremd sind, gleichmäßig für mj , nj, n → ∞
mit nδ

j ≤ mj ≤ n1−δ und nǫ ≤ nj ≤ n
1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d gegeben durch

∏

k≥1

((
1− 1

qk

)d−1(
1 +

d− 1

qk

))Ik
Nq(m1, n1)

qn1
· · · Nq(md, nd)

qnd
.
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Beweis. Sei o.B.d.A. md ≤ · · · ≤ m1.
Sei Fm1,...,md

(z1, . . . , zd) die erzeugende Funktion für die Anzahl aller paarweise teilerfrem-
den normierten Polynome pj mit den Graden nj über Fq, wobei jeweils das j-te Polynom
mj-glatt ist für (1 ≤ j ≤ d). Dann gilt

Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)

=

md∏

k=1

(
P (zk1 , . . . , z

k
d)(

1− zk1
)
· · ·
(
1− zkd

)
)Ik md−1∏

k=md+1

(
P (zk1 , . . . , z

k
d−1)(

1− zk1
)
· · ·
(
1− zkd−1

)
)Ik

· · ·
m1∏

k=m2+1

(
P (zk1 )

1− zk1

)Ik

=

md∏

k=1

(
P (zk1 , . . . , z

k
d)
)Ik

md−1∏

k=md+1

(
P (zk1 , . . . , z

k
d−1)

)Ik · · ·
m1∏

k=m2+1

(
P (zk1)

)Ik Sm1(z1) · · ·Smd
(zd),

wobei P (y1, . . . , yl) =
∑l

i=1 yi
∏

1≤j≤l
i6=j

(1−yj)+
∏l

j=1(1−yj) sei. Somit sind die Bedingungen
für den Satz 3.1.6 gegeben und die Anzahl der paarweise teilerfremden Polynome pj die
mj-glatt sind, ist asymptotisch gegeben durch

[zn1
1 · · · znd

d ]Fm1,...,md
(z1, . . . , zd)Sm1(z1) · · ·Smd

(zd)

∼ f

(
1

q
, . . . ,

1

q

)
Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd)

=
∏

k≥1

((
1− 1

qk

)d−1(
1 +

d− 1

qk

))Ik

Nq(m1;n1) · · ·Nq(md;nd),

für mj , nj, n → ∞ mit nδ
j ≤ mj ≤ n1−δ

j und nǫ ≤ nj ≤ n
1
ǫ für 1 ≤ j ≤ d. Dividiert

man diese Anzahl durch die Anzahl aller normierten Polynome pj mit den Graden nj

(1 ≤ j ≤ d) so erhält man die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
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Kapitel 4

H-admissible Funktionen

4.1 Der univariate Fall

Die Sattelpunktmethode ist zwar ein mächtiges und flexibles Werkzeug, hat aber den
großen Nachteil, dass sie oft sehr mühsam anzuwenden ist. In vielen Situationen ist es
möglich allgemeine Sätze anzuwenden, die auf der Methode aufgebaut sind und asym-
ptotische Abschätzungen liefern, die zwar nicht die schärfst möglichen sind, die aber den
großen Vorteil haben, dass man die Sattelpunktmethode nicht Schritt für Schritt durch-
führen muss. Es ist nicht immer leicht diese Definitionen zu überprüfen, aber es ist fast
immer leichter das zu machen, als die Sattelpunktmethode komplett durchzurechnen.

Sei R das Intervall (R0, R) und C = {z ∈ C : |z| ≤ R}, für ein fest gewähltes R0 > 0.
Weiters seien

a(r) = r
y′(r)

y(r)

und

b(r) = ra′(r) = r
y′(r)

y(r)
+ r2

y′′(r)

y(r)
− r2

(
y′(r)

y(r)

)2

,

die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition 4.1.1. Eine Funktion

y(z) =
∑

n≥0

ynz
n

mit reellen Koeffizienten yn heißt admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (für ein fest gewähltes R0 > 0) ist und
folgende Eigenschaften hat
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(1) b(r) → ∞, für r → R.

(2) Es existiert eine Funktion δ : r 7→ δ(r),R → (0, π), sodass gilt:

y(reiϑ) ∼ y(r)eiϑa(r)−
ϑ2

2
b(r), für r → R,

gleichmäßig in |ϑ| ≤ δ(r),

(3) y(reiϑ) = o

(
y(r)√
b(r)

)
, für r → R gleichmäßig in δ(r) ≤ |ϑ| ≤ π.

Für H-admissible Funktionen bewies Hayman [26] folgenden Satz über das asymptotische
Verhalten der Koeffizienten durch die Anwendung der Sattelpunktmethode.

Satz 4.1.2. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n H-admissible in |z| < R. Dann gilt

yn =
y(r)

rn
√
2πb(r)

(
e−

(a(r)−n)2

b(r) + o(1)

)
, für n → ∞,

gleichmäßig in n.

Korollar 4.1.3. Die Funktion a(r) ist positiv und streng monoton wachsend für hinrei-
chend großes r und es gilt

b(r) = o
(
a(r)2

)
, für r → R

Wählt man r = ρn so, dass ρn die Lösung der Gleichung a(ρn) = n ist, dann erhält man
ein einfacheres Ergebnis. (Die Eindeutigkeit von rn folgt aus einem Ergebnis von Hayman
[26], wo gezeigt wurde, dass a(r) streng monoton wachsend im Intervall R1 < r < R mit
R1 > R0 ist.)

Korollar 4.1.4. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n H-admissible in |z| < R. Dann gilt

yn ∼ y(ρn)

ρnn
√

2πb(ρn)
, für n → ∞,

wobei ρn für hinreichend große n eindeutig definiert ist.

Hayman bewies unter anderem folgenden Satz.

Satz 4.1.5. Sei P (z) =
∑

m∈M bmz
m ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei

bm 6= 0, ∀m ∈ M gelte und

y(z) =
∑

n∈N
anz

n = eP (z)

sei.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent
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1. ∀ϑ ∈ [−π, π] \ 0 gilt
∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ < y(r), für r → ∞

2. y(z) ist H-admissible in C.

Hayman zeigte folgende Abgeschlossenheitsbedingungen für H-admissible Funktionen:

Satz 4.1.6. 1. Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es ey(z) ebenso.

2. Sind y1(z) und y2(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y1(z) · y2(z).

3. Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, für
das p(R) > 0 für R < ∞ und für R = ∞ gilt, dass dessen Leitkoeffizient positiv ist,
dann ist auch y(z) · p(z) H-admissible in C.

4. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet.
Ist f(r) reell für reelle r und existiert eine Konstante δ > 0, sodass gilt

max
|z|=r

|f(z)| = O
(
y(r)1−δ

)
, für r → R,

dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

5. Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

In der Literatur findet man einige Erweiterungen der Ideen von Hayman. Harris und
Schoenfeld haben zum Beispiel in [25] den Begriff der HS-Admissibilität eingeführt,
die wesentlich stärkere Voraussetzungen an die Funktionen setzt. Der Vorteil ist, das
man eine vollständige asymptotische Entwicklung, und nicht nur den Hauptterm, erhält.
Der Nachteil ist der Verlust der Abgeschlossenheitsbedingungen. Es gilt aber folgendes.
Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist ey(z) HS-admissible in C. Es gibt zahlrei-
che Anwendungen für H-admissible und HS-admissible Funktionen. Für Beispiele, siehe
[2, 3, 5, 12, 26, 27, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42].
Der Satz 4.1.2 kann so interpretiert werden, dass ynr

n einer H-admissiblen Funktion
asymptotisch einen zentralen Grenzwertsatz für r → ∞ erfüllt. Mutafchief hat das in [37]
verallgemeinert.
Weitere Untersuchungen über Grenzwertsätze für Koeffizienten von Potenzreihen findet
man in [4, 6, 20, 21, 22].
Es ist natürlich eine logische Folgerung, das Konzept der H-Admissibilität für den multi-
variaten Fall zu verallgemeinern.
Bender und Richmond präsentierten zwei Definitionen in [7, 8] und nannten diese BR-
Admissibilität beziehungsweise BR-Superadmissibilität. Ein Vorteil der BR-Admissibilität
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und der allgemeineren BR-Superadmissibilität sind die weitreichenden Anwendungsmög-
lichkeiten. In [8] gibt es eine umfangreiche Beispielsammlung dazu. Man verliert aber eini-
ge der Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles. Weiters sind die Abgeschlos-
senheitsbedingungen, die die BR-admissiblen beziehungsweise BR-superadmissiblen Funk-
tionen erfüllen, nicht gut geeignet für eine automatische Verarbeitung durch einen Com-
puter.

Das Ziel dieses Kapitels der Dissertation ist es nun, die H-Admissibilität für den multiva-
riaten Fall so zu verallgemeinern, dass die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten
Falles so weit wie möglich erhalten bleiben. Die Abgeschlossenheitsbedingungen sind des-
wegen so wichtig, weil sie die Möglichkeit bieten, Klassen von H-admissible Funktionen zu
konstruieren, indem man Funktionen durch die Anwendung von algebraischen Gesetzen
aus Basisklassen bildet, von denen man weiß, dass sie H-admissible sind. Andererseits, ist
es möglich, zu versuchen, eine gegebene Funktion in H-admissible „Atome“ zu zerlegen,
und diese Zerlegung für einen Admissibilitäts-Test heranzuziehen, der automatisch von
einem Computer erledigt werden kann.
Für den univariaten Fall wurde das zum ersten Mal von Salvy in [46] behandelt und in
MAPLE implementiert.
Der zweite Versuch in dieser Richtung wurde von Klausner, Drmota und Gittenberger in
[16, 28] für bivariate Funktionen realisiert. Bei ihnen sind den Koeffizienten die kombina-
torischen Zufallsvariablen Xn zugeordnet, die durch

P [Xn = m] =
ynm
yn

,

mit yn =
∑

m ynm, definiert sind. Sie gaben Bedingungen an, die hinreichend dafür sind,
dass für die, den Koeffizienten ynm der erzeugenden Funktion

y(z, u) =
∑

n,m≥0

ynmz
num

zugeordneten, Zufallsvariablen Xn als Grenzverteilung eine Gaußsche Normalverteilung
besitzen. Analog zum univariaten Fall gaben sie eine Reihe von Abgeschlossenheitsbedin-
gungen an und implementierten ihren Ergebnisse in MAPLE.

Es wird nun eine Verallgemeinerung für den multivariaten Fall angegeben, bei der ver-
sucht wird, so nahe wie möglich an der Definition von Hayman zu bleiben. Das ermöglicht
es, multivariate Verallgemeinerungen mit Hilfe seiner Hilfssätze zu beweisen. Ein großer
Teil der Beweise kann auf den multivariaten Fall angepasst werden, um die Abgeschlos-
senheitsbedingungen zu zeigen. Des Weiteren werden diejenigen multivariaten Polynome
P (z) charakterisiert, die H-admissible sind, und eine Basisklasse der H-admissiblen Funk-
tionen darstellen.
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4.2 Der multivariate Fall

Sei R = ∞. Dann gilt für eine univariate H-admissible Funktion y(r) für ein geeignetes
δ(r) mit ∆(r) = [−δ(r), δ(r)] für ϑ ∈ ∆(r)

log y
(
reiϑ
)
∼ log y(r) + ia(r)ϑ− 1

2
b(r)ϑ2, für r → ∞.

Somit hat der Term 1
2
b(r)ϑ2 für ϑ ∈ ∆(r) einen großen Einfluss.

Für eine multivariate H-admissible Funktion y(r) soll nun wie im univariaten Fall, für ein
geeignetes ∆(r), für ϑ ∈ ∆(r)

log y
(
reiϑ
)
∼ log y(r) + ia(r)ϑt − 1

2
ϑB(r)ϑt, für r → ∞

gelten.
Es stellt sich nun die Frage, wie man ∆(r) am besten wählt. Es ist naheliegend, im mul-
tivariaten Fall einen Quader zu verwenden. Wählt man allerdings einen achsenparallelen
Quader, so kommt man schnell in Schwierigkeiten. Will man zum Beispiel

max
ϑ∈∂∆(r)

∣∣y
(
reiϑ
)∣∣

abschätzen, so ist das im Allgemeinen nicht einfach, wie die zwei nachfolgenden Diagram-
me (für eine Funktion |y(reiϕ, seiϑ)|) demonstrieren.

Sucht man wie im univariaten Fall ein geeignetes ∆(r), sodass der Term 1
2
ϑB(r)ϑt für

ϑ ∈ ∆(r) einen großen Einfluss hat, so bietet sich als geeignetes ∆(r) ein Quader an,
der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, da man damit sehr
leicht rechnen kann, wie man bei den zwei nachfolgenden Diagrammen (für eine Funktion
|y(reiϕ, seiϑ)|) sofort sehen kann.
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Sei R ein einfach zusammenhängendes Gebiet, welches ∞ als Randpunkt und keinen
Punkt mit ‖r‖max ≤ R0, für ein fest gewähltes R0, enthalte. Weiters bezeichne C die
Menge

{
z ∈ Cd

∣∣∃r ∈ R, (|z1|, . . . , |zd|) = r
}
.

Für eine Funktion y(z) mit z ∈ Cd bezeichne a(z) = (aj(z))1≤j≤d den Vektor der ersten
logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z), das heißt

aj(z) =
zjyzj(z)

y(z)

und B(z) = (Bjk(z))1≤j,k≤d die Matrix der zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung
von y(z), das heißt

Bjk(z) =
zjzkyzjzk(z) + δjkzjyzj(z)

y(z)
− zjzkyzj(z)yzk(z)

y(z)2
,

wobei δjk das Kronecker-δ sei, dass durch

δjk =

{
1 für j = k

0 für j 6= k

definiert ist.

Somit kann man eine Verallgemeinerung der Definition von Hayman (für den Fall R = ∞)
folgendermaßen definieren.

Definition 4.2.1. Eine Funktion

y(z) =
∑

n≥0

ynz
n

mit reellen Koeffizienten yn heißt admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in Cd und positiv in R (für ein geeignet gewähltes R0 > 0) ist
und folgende Eigenschaften hat:
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(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten λ1(r), . . . , λd(r) und erfüllt für 1 ≤ j ≤
d:

λj(r) → ∞, für r → ∞ (in R).

(II) Sei v1(r), . . . ,vd(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis-
tieren Funktionen δj : r 7→ δj(r),R → (0, π) für 1 ≤ j ≤ d, sodass gilt:

y
(
reiϑ
)
∼ y(r) exp

(
ia(r)ϑt − ϑB(r)ϑt

2

)
, für r → ∞ (in R),

gleichmäßig für ϑ ∈ ∆(r), wobei ∆(r) =
{∑d

j=1 µjvj(r) : |µj| ≤ δj(r), 1 ≤ j ≤ d
}

sei. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichmäßig innerhalb eines von
den Eigenvektoren v1(r), . . . ,vd(r) aufgespannten Quaders, dessen Größe von den
Werten δ1(r), . . . , δd(r) bestimmt wird.

(III) y(reiϑ) = o

(
y(r)√
detB(r)

)
, für r → ∞ (in R), gleichmäßig für ϑ ∈ [−π, π]d \∆(r).

(IV) Für 1 ≤ j ≤ d gilt Bjj(r) = o (aj(r)
2), für r → ∞ (in R).

Bemerkung 4.2.2. Die Bedingung (IV) in der Definition ist das multivariate Analogon
zum Korollar 4.1.3. Wenn man die Bedingung (IV) in der Definition weglässt, kann man
ein schwächeres Analogon zum Korollar 4.1.3 beweisen, nämlich ‖B(r)‖ = o (‖a(r)‖2), für
r → ∞(in R), wobei auf der linken Seite die Spektralnorm und auf der rechten Seite die
Euklidische Norm verwendet wird. Es stellt sich leider heraus, dass diese Bedingung zu
schwach ist.

Bemerkung 4.2.3. Die Bedingung (II) in der Definition kann nur dann erfüllt sein, wenn
∆(r) → 0, für r → ∞ (in R) gilt.

Da B eine positiv definite, symmetrische Matrix ist, gibt es eine Orthogonalmatrix A und
eine reguläre Diagonalmatrix D = diag(λ1, . . . , λd), wobei die Zeilen der Matrix A die
Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ1, . . . , λd von B darstellen, sodass

B = AtDA.

gilt.
In dieser Dissertation werden diese Matrizen des öfteren verwendet.

Satz 4.2.4. Sei y(z) H-admissible in C. Dann gilt für alle ϑ ∈ [−π, π]d \ 0

|y(reiϑ)| < y(r), für r → ∞ (in R).

32



Beweis. Ann.: ∃ϑ0 ∈ [−π, π]d\0 und eine Folge (rk)k≥0 in R mit limk→∞ rk = ∞ , sodass

|y(rkeiϑ0)| ≥ y(rk), für k → ∞

gilt. Da laut Bemerkung 4.2.3 ∆(r) → 0, für r → ∞ (in R) gilt, folgt die Existenz eines
k0 ∈ N, sodass ϑ0 ∈ [−π, π]d\∆(rk) für k ≥ k0 erfüllt ist. Somit folgt aus der Bedingung
(III) in der Definition

y(rk) ≤
∣∣y(rkeiϑ0)

∣∣ = o

(
y(rk)√
detB(rk)

)
, für k → ∞.

Da y(rk) > 0 für k → ∞ gilt, kann man hier durch y(rk) dividieren und erhält

1 = o

(
1√

detB(rk)

)
, für k → ∞.

Da laut Voraussetzung detB(rk) → ∞, für k → ∞ gilt, erhält man einen Widerspruch.

Lemma 4.2.5. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n eine in C admissible Funktion. Dann gilt für

1 ≤ j ≤ d

δj(r)
2λj(r) → ∞, für r → ∞ (in R).

Beweis. Da am Rand von ∆(r) die Bedingungen (II) und (III) gelten, folgt speziell für
ϑ = δjvj für 1 ≤ j ≤ d

|y(reiδjvj)|
y(r)

∼ exp

(
−1

2
(δjvj)B(r)(δjvj)

t

)

= exp

(
−1

2
λjδ

2
j

)

= o

(
1√

(detB(r))

)
, für r → ∞ (in R).

Das bedeutet, für 1 ≤ j ≤ d gilt λjδ
2
j → ∞, für r → ∞ (in R).

Analog zum univariaten Fall gilt folgender Satz.

Satz 4.2.6. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt für r →

∞ (in R)

yn =
y(r)

rn(2π)d/2
√

detB(r)

(
exp

(
−1

2
(a(r)− n)B(r)−1(a(r)− n)t

)
+ o(1)

)
,

für n → ∞, gleichmäßig in n.
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Beweis. Sei ynrn = I1 + I2, mit

I1 =
1

(2π)d

∫
· · ·
∫

∆(r)

y(reiϑ)

einϑ
t dϑ

und

I2 =
1

(2π)d

∫
· · ·
∫

[−π,π]d\∆(r)

y(reiϑ)

einϑ
t dϑ

Aus der Bedingung (III) der Definition gilt gleichmäßig für n → ∞

I2 = o

(
y(r)√
detB(r)

)
, für r → ∞ (in R).

Andererseits erhält man mit Hilfe der Bedingung (II) und der Substitution z = ϑ

√
detB(r)

2

gleichmäßig für n → ∞

I1 ∼ y(r)

(2π)d

∫
· · ·
∫

∆(r)

exp

(
i(a(r)− n)ϑt − 1

2
ϑB(r)ϑt

)
dϑ

=
y(r)

(
π
√

2 detB(r)
)d

∫
· · ·
∫

q

detB(r)
2

·∆(r)

exp

(
iczt − zB(r)zt

detB(r)

)
dz,

wobei c = (a− n)
√

2
detB(r)

gesetzt wurde.

Es gilt λjδ
2
j → ∞ nach Lemma 4.2.5. Somit folgt

√
λjδj → ∞ und damit auch

√
λ1 · · ·λdδj =√

detB(r)δj → ∞, für r → ∞ (in R). Somit kann man die Integrationsgrenzen ausdeh-
nen und erhält

I1 ∼ y(r)
(
π
√

2 detB(r)
)d
∫

· · ·
∫

Rd

exp

(
iczt − zB(r)zt

detB(r)

)
dz,

Substituiert man jetzt z = wA, so erhält man

I1 ∼
y(r)

(
π
√

2 detB(r)
)d
∫

· · ·
∫

Rd

exp

(
icAtwt − 1

detB(r)

d∑

j=1

λjw
2
j

)
dw.

Für 1 ≤ j ≤ d gilt nun
∫

R

exp

(
i(cAt)jwj −

λjw
2
j

detB(r)

)
dwj =

√
π detB(r)

λj
exp

(
(cAt)2j detB(r)

4λj

)

und damit folgt

I1 ∼
y(r)

(2π)d/2
√
detB(r)

exp

(
−1

4

d∑

k=1

detB(r)(cAt)2k
λk

)
.
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Mit

(cAt)2k =
2

detB(r)

(
d∑

j=1

(aj(r)− nj)Akj

)2

erhält man schließlich

1

4

d∑

k=1

detB(r)(cAt)2k
λk

=
1

2

d∑

k=1

(
1√
λk

d∑

j=1

(aj(r)− nj)Akj

)2

=
(a(r)− n)AtD−1A(a(r)− n)t

2

=
(a(r)− n)B(r)−1(a(r)− n)t

2
.

Korollar 4.2.7. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n → ∞ so, dass ρn →
∞ (in R) für die Lösung von a(ρn) = n folgt, so erhält man für n → ∞

yn ∼ y(ρn)

ρn
n(2π)

d/2
√
detB(ρn)

.

Bemerkung 4.2.8. Im Gegensatz zum univariaten Fall hat die Gleichung a(r) = n nicht
notwendigerweise immer eine Lösung. Laut der Folgerung 4.4.6 ist die Funktion

ez
2u+zu = 1 + (z2u+ zu) +

(z2u+ zu)2

2
+

(z2u+ zu)3

6
+ · · · =

∑

n,m∈N
ynmz

num,

in Cσ für σ > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible. Zeichnet man in ein Koordinaten-
system die Punkte (n,m) ein, für die [znum]ez

2u+zu > 0 gilt, so erhält man:

Man sieht in diesem Fall sofort, dass die Gleichung a(r) = (n,m) nur innerhalb des Konus⌈
n
2

⌉
≤ m ≤ n eine Lösung haben kann, da außerhalb ynm = 0 gelten muss.
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4.3 Eigenschaften von H-admissiblen Funktionen und
deren Ableitungen

Lemma 4.3.1. H-admissible Funktionen erfüllen

a(reh) ∼ a(r), für r → ∞ (in R),

gleichmäßig für |hj| = O
(

1
aj(r)

)
.

Beweis. Sei o.B.d.A. d = 2. Da B positiv definit ist, folgt aus der Bedingung (IV) der
Definition 4.2.1

B11B22 −B2
12 ≥ 0, und somit |B12| ≤

√
B11B22 = o(a1(r)a2(r)).

Da für jede positiv definite Matrix jeder 2× 2 - Minor positiv ist, ist es keine Einschrän-
kung, nur den Fall d = 2 zu betrachten.
Definiert man

ϕ1(x1, x2) := a1 (e
x1 , ex2) und ϕ2(x1, x2) := a2 (e

x1 , ex2) ,

so gelten offensichtlich folgende Bedingungen für x1, x2 → ∞

∂

∂x1
ϕ1(x) =

∂

∂x1
a1(e

x) = B11(e
x) = o

(
a1(e

x)2
)
= o

(
ϕ1(x)

2
)

∂

∂x2
ϕ2(x) =

∂

∂x2
a2(e

x) = B22(e
x) = o

(
a2(e

x)2
)
= o

(
ϕ2(x)

2
)

∂

∂x1
ϕ2(x) =

∂

∂x2
ϕ1(x) = B12(e

x) = o (a1(e
x)a2(e

x)) = o (ϕ1(x)ϕ2(x)) .

Sei |x′
1 − x′′

1| = O
(

1
ϕ1(x′

1,x
′
2)

)
und |x′

2 − x′′
2| = O

(
1

ϕ2(x′
1,x

′
2)

)
, wobei o.B.d.A. x′′

1 > x′
1 und

x′′
2 > x′

2 gelte.
Dann gilt

1

ϕ2(x′
1, x

′
2)

− 1

ϕ2(x′
1, x

′′
2)

=

∫ x′′
2

x′
2

∂
∂x2

ϕ1(x
′
1, x)

ϕ1(x′
1, x)

2
dx

≤ |x′
2 − x′′

2| · max
x′
2≤x≤x′′

2

o (ϕ2(x
′
1, x)

2)

ϕ2(x
′
1, x)

2

= o

(
1

ϕ2(x
′
1, x

′
2)

)
, für x′

1, x
′
2 → ∞,

woraus sofort ϕ2(x
′
1, x

′
2) ∼ ϕ2(x

′
1, x

′′
2) für x′

1, x
′
2 → ∞ folgt.
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Sei x0 der Punkt, bei dem das Maximum maxx′
2≤x≤x′′

2

ϕ1(x′
1,x)ϕ2(x′

1,x)

ϕ1(x′
1,x)ϕ2(x′

1,x)
angenommen werde.

Berechnet man

1

ϕ1(x
′
1, x

′′
2)

− 1

ϕ1(x
′′
1, x

′′
2)

=

∫ x′′
1

x′
1

∂
∂x1

ϕ1(x, x
′′
2)

ϕ1(x, x
′′
2)

2
dx

≤ |x′
1 − x′′

1| · max
x′
1≤x≤x′′

1

o (ϕ1(x, x
′′
2)

2)

ϕ1(x, x′′
2)

2

= o

(
1

ϕ1(x′
1, x

′
2)

)
, für x′

1, x
′
2 → ∞

und

1

ϕ1(x′
1, x

′
2)

− 1

ϕ1(x′
1, x

′′
2)

=

∫ x′′
2

x′
2

∂
∂x2

ϕ1(x
′
1, x)

ϕ1(x′
1, x)

2
dx

≤ |x′
2 − x′′

2| ·
o (ϕ1(x

′
1, x0)ϕ2(x

′
1, x0))

ϕ1(x
′
1, x0)2

= o

(
1

ϕ2(x
′
1, x

′
2)

· ϕ2(x
′
1, x0)

ϕ1(x
′
1, x0)

)

= o

(
1

ϕ1(x′
1, x0)

· ϕ2(x
′
1, x0)

ϕ2(x′
1, x

′
2)

)

= o

(
1

ϕ1(x′
1, x

′
2)

)
, für x′

1, x
′
2 → ∞

und addiert beide Gleichungen so erhält man

1

ϕ1(x′
1, x

′
2)

− 1

ϕ1(x′′
1, x

′′
2)

= o

(
1

ϕ1(x′
1, x

′
2)

)
, für x′

1, x
′
2 → ∞,

Das bedeutet, es gilt

ϕ1(x
′
1, x

′
2) ∼ ϕ1(x

′′
1, x

′′
2), für x′

1, x
′
2 → ∞.

Analog erhält man

ϕ2(x
′
1, x

′
2) ∼ ϕ2(x

′′
1, x

′′
2), für x′

1, x
′
2 → ∞.

Setzt man nun r = ex
′ und h = x′′ − x′, so erhält man das gewünschte Ergebnis.

Lemma 4.3.2. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt

y(r)

rn
→ ∞, für r → ∞ (in R).

Weiters gilt für alle ǫ > 0

‖a(r)‖ = O (y(r)ǫ) und ‖B(r)‖ = O (y(r)ǫ) , für r → ∞ (in R).
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Beweis. Die erste Behauptung ist eine einfache Folgerung aus dem Satz 4.2.6.
Für die zweite Behauptung sei angenommen, dass ein R̄ existiert, sodass für alle r ≥ R̄

(in R)

‖a(r)‖max ≥ y(r)ǫ

gilt. Für ein beliebiges h ∈ Rd bei dem jede Komponenten positiv ist und für das R+th ∈
R für alle t ≥ 0 ist, folgt

d∑

j=1

aj(R̄+ th) =

d∑

j=1

yj(R̄+ th)

y(R̄+ th)
(R̄j + thj) ≥ y(R̄+ th)ǫ ·K,

und somit

d∑

j=1

yj(R̄+ th)hj

(
R̄j

hj
+ t
)

y(R̄+ th)1+ǫ
≥ K.

Sei nun k so, dass

max
1≤j≤d

(
R̄j

hj
+ t

)
=

R̄k

hk
+ t

sei. Dann folgt

d∑

j=1

yj(R̄+ th)hj

y(R̄+ th)1+ǫ
≥ K

R̄k

hk
+ t

.

Setzt man g(t) = y(R̄+ th), so erhält man

g′(t)

g(t)1+ǫ
≥ K

R̄k

hk
+ t

und daher
∫ ρ

0

g′(t)

g(t)1+ǫ
dt ≥ K

(
log

(
R̄k

hk
+ ρ

)
− log

R̄k

hk

)
= K log

R̄k + ρhk

R̄k

.

Dieser Ausdruck ist für ρ → ∞ unbeschränkt. Berechnet man andererseits das Integral,
so folgt

∫ ρ

0

g′(t)

g(t)1+ǫ
dt =

y(R̄)−ǫ − y(R̄+ ρh)−ǫ

ǫ
,

wobei der Ausdruck beschränkt ist und man somit einen Widerspruch erhält.
Die dritte Behauptung folgt nun aus aus der Bedingung (IV) der Definition 4.2.1.

Korollar 4.3.3. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt für alle ǫ > 0

detB(r) = O (y(r)ǫ) , für r → ∞ (in R).
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Beweis. Sei ‖·‖ die Spektralnorm. Dann ist ‖B(r)‖ der größte Eigenwert von B(r) und es
gilt detB(r) ≤ ‖B(r)‖d. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.2 erhält man nun die Behauptung.

Lemma 4.3.4. Sei K ∈ R fest gewählt. Dann erfüllt eine in C H-admissible Funktion
y(z)

y

(
r1 +

Kr1
a1(r)

, . . . , rd +
Krd
ad(r)

)
∼ eKdy(r), für r → ∞ (in R).

Beweis. Sei h gegeben. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz für 0 < ϑ < 1, wenn man
hj =

Krj
aj(r)

substituiert

log(r+ h)− log(r) =

d∑

j=1

yj(r+ ϑh)

y(r+ ϑh)

=

d∑

j=1

hj

rj + ϑhj
aj(r+ ϑh)

=
d∑

j=1

Krj
aj(r)

rj + ϑ
Krj
aj(r)

aj(r+ ϑh)

=

d∑

j=1

K

1 + O(1)
aj(r)

· aj(r+ ϑh)

aj(r)

∼
d∑

j=1

K

1
· 1

= Kd,

wobei aj(r+ ϑh) ∼ aj(r) aus dem Lemma 4.3.1 folgt.

Satz 4.3.5. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n eine in C H-admissible Funktion. Weiters sei ñ =

nAt und ã(r) = a(r)At der Vektor der logarithmischen Ableitung von y(z) bezüglich der
Eigenbasis von B(r). Dann gilt für r → ∞ (in R)

∑

n, für die gilt

∀j:ñj≤ãj(r)+ωj

√
λj (r)

ynr
n ∼ y(r)

(2π)
d
2

ω1∫

−∞

· · ·
ωd∫

−∞

exp

(
−1

2

d∑

j=1

t2j

)
dt.

Beweis. Seien Nj := ⌊ãj(r)⌋,

N j :=
⌊
ãj(r) + ωj

√
2 detB(r)

⌋
und N j :=

⌊
ãj(r) + ωj

√
2 detB(r)

⌋
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für beliebige ωj < 0 < ωj definiert. Sei weiters Nj + 2 ≤ nj ≤ N j. Dann gilt

n1+1∫

n1

· · ·
nd+1∫

nd

exp

(
−(x− ã)D(r)−1(x− ã)t

2

)
dx

≤ exp

(
−(n− ã)D(r)−1(n− ã)t

2

)

≤
n1∫

n1−1

· · ·
nd∫

nd−1

exp

(
−(x− ã)D(r)−1(x− ã)t

2

)
dx.

Daraus folgt

N1+1∫

N1+2

· · ·
Nd+1∫

Nd+2

exp

(
−(x− ã)D(r)−1(x− ã)t

2

)
dx

≤
N1+1∑

N1+2

· · ·
Nd+1∑

Nd+2

exp

(
−(n− ã)D(r)−1(n− ã)t

2

)
dx

≤
N1∫

N1+1

· · ·
Nd∫

Nd+1

exp

(
−(x− ã)D(r)−1(x− ã)t

2

)
dx.

Substituiert man jetzt xj = ãj(r) + tj
√

λj(r), dx =
√
detB(r)dt, so wird das Integral zu

√
detB(r)

t1∫

t1

· · ·
td∫

td

exp

(
−1

2

d∑

j=1

t2j

)
dt,

mit tj → 0 und tj → ωj.
Setzt man nun Ñ :=

{
ñ ∈ Nd : N ≤ ñ ≤ N

}
und wendet man den Satz 4.2.6 an so ergibt

sich

∑

n∈Ñ

ynr
n ∼ y(r)

(2π)
d
2

√
detB(r)

∑

n∈Ñ

exp

(
−(n− a)B(r)−1(n− a)t

2

)

=
y(r)

(2π)
d
2

√
detB(r)

N∑

ñ=N

exp

(
−(ñ− ã)D(r)−1(ñ− ã)t

2

)

∼ 1

(2π)
d
2

ω1∫

ω1

· · ·
ωd∫

ωd

exp

(
−1

2

d∑

j=1

t2j

)
dt,

wobei im letzten Schritt die Überlegungen von oben angewendet werden. Für die restliche
Summe gilt

∑
∃j:nj<Nj

ynr
n < ǫy(r), wenn alle ωj klein genug sind.
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Satz 4.3.6. Sei k ∈ Nd fest gewählt. Dann gilt

∂k

∂zk
y(z) ∼ y(r)

(
a1(r)

r1

)k1

· · ·
(
ad(r)

rd

)kd

, für r → ∞ (in R).

Beweis. Sei R̄j = rj

(
1 + 1

aj(r)

)
und |zj| < R̄j für 1 ≤ j ≤ d. Mit Hilfe des Lemmas 4.3.4

erhält man

|y(z)| =
∣∣∣∣∣
∑

n∈Nd

ynz
n

∣∣∣∣∣ ≤
∑

n∈Nd

ynR̄
n = y(R̄) = O(y(r)).

Sei h = R̄− r =
(

r1
a1(r)

, . . . , rd
ad(r)

)
. Dann gilt

y(z) =
∑

k∈Nd

1

k!

∂k

∂zk
y(r)(z− r)k

und somit erhält man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung
∣∣∣∣
∂k

∂zk
y(z)

∣∣∣∣ ≤ k!

hk
y(R̄) = O

(
y(r)

(
a1(r)

r1

)k1

· · ·
(
ad(r)

rd

)kd
)
.

Seien

M1 :=

{
n ∈ Nd : |aj(r)− nj | ≤ ω

√
Bjj(r), für 1 ≤ j ≤ d

}

und

M2 := Nd \M1.

Dann gilt

rk
∂k

∂zk
y(r) =

∑

n∈Nd

(n)kynr
n =

∑

n∈M1

(n)kynr
n

︸ ︷︷ ︸
P

1

+
∑

n∈M2

(n)kynr
n

︸ ︷︷ ︸
P

2

.

Nun gilt im Summationsbereich (n)k ∼ a(r)k. Sei nun ñ so wie im Satz 4.3.5 definiert,
sj = nj − aj(r) und s̃j = ñj + ãj(r). Da A orthogonal ist, gilt

‖s̃‖2 = ‖s‖2 = ω2

d∑

j=1

Bjj.

Der Summationsbereich überdeckt die Menge
{
n : |ãj(r)− ñj| ≤ ω

√
λj(r), 1 ≤ j ≤ d

}
.

Somit erhält man mit Hilfe des Satzes 4.3.5
∑

1 ∼ C(ω)y(r)a(r)k mit

1

π
d
2

∫
· · ·
∫

[−ω,ω]d

exp

(
−1

2

d∑

j=1

t2j

)
dt < C(ω) < 1.
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Andererseits gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
∣∣∣
∑

2

∣∣∣ =
∑

n∈M2

(n)kynr
n

≤
∑

n∈M2

nkynr
n

≤
(∑

n∈M2

n2kynr
n

) 1
2
(∑

n∈M2

ynr
n

) 1
2

= O





r2k

∂2k

∂z2k
y(r) ·

∫
· · ·
∫

(R+)d\[0,ω]d

exp

(
−1

2

d∑

j=1

t2j

)
dt




1
2


 .

Daher folgt, dass

r2k
∂2k

∂z2k
y(r) = O

(
y(r)a(r)2k

)

gilt und für hinreichend großes ω
∣∣∣
∑

1
+
∑

2
−y(r)a(r)k

∣∣∣ < ǫy(r)a(r)k

erfüllt ist, was den Beweis komplettiert.

Lemma 4.3.7. Seien η > 0 und C > 0 Konstanten, sodass für alle z ∈ Cd mit |zj −rj | <
2ηrj, für 1 ≤ j ≤ d die Matrix B |hB(z)ht| ≤ ChB(r)ht für alle h ∈ Rd erfülle und y(z)

dort regulär und ungleich 0 sei. Dann erhält man die Entwicklung

log y
(
reiϑ
)
= log y(r) + ia(r)ϑt − 1

2
ϑB(r)ϑt + ε(r,ϑ)

mit

|ε(r,ϑ)| ≤ CϑB(r)ϑt · ‖ϑ‖
2η

.

Beweis. Sei |t| ≤ 2η für ein h mit ‖h‖ = 1. Setzt man

g′′(t) := −hB(reith)ht =
∑

n≥0

cnt
n

= c0 +
∑

n≥1

cnt
n

= −hB(r)ht +
∑

n≥1

cnt
n,

so folgt durch ein- bzw. zweimaliges Integrieren

g′(0) = a(r)(ih)t

g(0) = log y(r).
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Somit ist die Taylorentwicklung von g(t) gegeben durch

g(t) = g(0) + g′(0)t+
1

2
g′′(0)t2 +

∑

n≥1

cn
(n+ 1)(n+ 2)

tn+2

= log y(r) + ia(r)(th)t − 1

2
(th)B(r)(th)t +

∑

n≥1

cn
(n+ 1)(n+ 2)

tn+2

= log y
(
reith

)

Mit Hilfe der Cauchyschen Abschätzung erhält man für die Koeffizienten cn

|cn| ≤
max|t|=η |g′′(t)|

ηn
=

max|t|=η |hB(reith)ht|
ηn

≤ ChB(r)ht

ηn
.

Somit ergibt sich
∣∣∣∣∣
∑

n≥1

cn
(n+ 1)(n+ 2)

tn+2

∣∣∣∣∣ ≤
∑

n≥1

|cn| ·
|t|n+2

(n+ 1)(n+ 2)

≤
∑

n≥1

ChB(r)ht

ηn
· |t|n+2

(n+ 1)(n+ 2)

≤ ChB(r)ht|t|3
η

∑

n≥1

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
C(th)B(r)(th)t · |t|

2η

Setzt man nun th = ϑ, so erhält man die gewünschte Darstellung

log y
(
reiϑ
)

= log y(r) + ia(r)ϑt − 1

2
ϑB(r)ϑt + ε(r,ϑ)

mit

|ε(r,ϑ)| ≤ CϑB(r)ϑt · ‖ϑ‖
2η

.

Lemma 4.3.8. Eine in C H-admissible Funktion y(z) erfüllt

y(reiϑ) = y(r) + iã(r)ϑt − 1

2
ϑB̃(r)ϑt +O

(
y(r) · ‖ϑ‖3 · ‖a(r)‖3

)

gleichmäßig für |ϑj | ≤ 1
aj(r)

, für 1 ≤ j ≤ d, wobei

ã(r) = ∇y(es1, . . . , esd)|s1=log r1,...,sd=log rd

und

B̃(r) =

(
∂2y(es1, . . . , esd)

∂sj∂sk

∣∣∣∣
s1=log r1,...,sd=log rd

)d

j,k=1

sei.
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Beweis. Es gilt B̃(z) =
(
yzjzk(z)zjzk + δjkyzj(z)zj

)d
j,k=1

. Nach Satz 4.3.6 gilt yzjzk(z) ∼
y(r)aj(r)ak(r), woraus ‖B̃(r)‖ = O (y(r)‖a(r)‖2) folgt. Setzt man ηj :=

1
aj(r)

für 1 ≤ j ≤ d

und

η := min
1≤j≤d

{η1, . . . , ηd}

= min
1≤j≤d

{
1

a1(r)
, . . . ,

1

ad(r)

}

=
1

max
1≤j≤d

{a1(r), . . . , ad(r)}

=
1

‖a(r)‖max

und beachtet, dass nach Lemma 4.3.1 a(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd)) ∼ a(r) und nach
Lemma 4.3.4 y(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd)) ∼ e2dy(r) gilt, so erhält man

B̃jk(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd))

∼ y(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd))aj(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd))ak(r1(1 + 2η1), . . . , rd(1 + 2ηd))

∼ e2dy(r)aj(r)ak(r)

∼ e2dB̃jk(r).

Die Einträge von B̃(z) sind analytische Funktionen. Somit hat man

B̃(z) =
∑

n∈Nd

Bnz
n =

∑

n∈Nd

yn · (ninj)
d
i,j=1z

n,

wobei alle Bn positiv semidefinite Matrizen sind. Daraus folgt

max
|zj |=rj ,j=1,...,d

|hB̃(z)ht| ≤ hB̃(r)ht.

Damit folgt für |zj − rj | ≤ 2ηrj, für 1 ≤ j ≤ d, dass

|hB̃(z)ht| ≤ hB̃(r+ 2ηr)ht ≤ ChB̃(r)ht

mit der Konstante C = e2d gilt. Folglich kann man das Lemma 4.3.7 anwenden und erhält

y(reiϑ) = y(r) + iã(r)ϑt − 1

2
ϑB̃(r)ϑt + ε(r,ϑ)

mit

|ε(r,ϑ)| ≤ CϑB̃(r)ϑt · ‖ϑ‖
2η

≤ C‖B̃(r)‖ · ‖ϑ‖3
2η

= O
(
‖B̃(r)‖ · ‖ϑ‖3 · ‖a(r)‖

)

= O
(
y(r) · ‖ϑ‖3 · ‖a(r)‖3

)
, für r → ∞ (in R),

was das Lemma beweist.
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Lemma 4.3.9. Sei y(z) H-admissible in C und ‖ϑ‖max ≥ y(r)−
2
5
−ǫ, für ein hinreichend

kleines ǫ > 0. Dann gilt

|y(reiϑ| ≤ y(r)− y(r)
1
7 .

Beweis. Der Beweis von diesem Lemma ist analog zum univariaten Fall. Sei |ϑj | > y(r)−
2
5

für ein j ∈ {1, . . . , d}. Setzt man kj := ⌊aj(r)⌋ und ℓ = (k1 + 1, k2 + 1, . . . , kℓ +

1, kℓ+1, kℓ+2, . . . , kd) und definiert υℓ(z) := yℓz
ℓ und αℓ := |υℓ(z)| = |yℓ|rℓ, so erhält

man auf die gleiche Weise wie in [26, Lemma 6]

|υℓ−1(z) + υℓ(z)| ≤ αℓ−1 + αℓ −
1

10
· y(r)

1
5√

(2π)d detB(r)
.

Aus dem Korollar 4.3.3 folgt

|υℓ−1(z) + υℓ(z)| ≤ αℓ−1 + αℓ − y(r)
1
6 .

Sei ỹ(z) = y(z)− υℓ−1(z)− υℓ(z). Dann erfüllt auch ỹ(z) die Bedingungen (II) und (III)
in der Definition 4.2.1. Folglich gilt ỹ(z) < ỹ(r) für z /∈ Rd. Das heißt, man erhält

|y(z)| ≤ |ỹ(z)|+ |υℓ−1 + υℓ|
≤ ỹ(r) + αℓ−1 + αℓ − y(r)

1
6

= y(r) + υℓ−1(r) + υℓ(r) + (αℓ−1 − υℓ−1(r)) + (αℓ − υℓ(r))− y(r)
1
6

≤ y(r)− y(r)
1
7 .

4.4 Eine Klasse von H-admissiblen Funktionen

Bemerkung 4.4.1. Sei in diesem Abschnitt 1 < σ ∈ R,

Rσ :=
{
r ∈

(
R+
)d

: (rmin)
σ > rmax

}

und

Cσ :=
{
z ∈ Cd

∣∣∃r ∈ Rσ, (|z1|, . . . , |zd|) = r
}
,

wobei rmin = min1≤j≤d rj und rmax = max1≤j≤d rj bezeichne.
Die folgenden Diagramme veranschaulichen die Menge Rσ für 2 Variablen mit σ = 1.1, 2
und 10.
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σ = 1.1 σ = 2 σ = 10

Definiert man die Menge Eσ := {e ∈ Rd : ej ∈ [1, σ), für 1 ≤ j ≤ d, ∃i : ei = 1}, so
gilt r ∈ Rσ genau dann, wenn es ein e ∈ Eσ und ein t ∈ R+ mit t ≥ 1 gibt, sodass
r = te gilt. Das folgende Diagramm zeigt grau hinterlegt den Bereich Rσ für σ = 2 und
veranschaulicht die vorstehende Aussage.

Offensichtlich gilt t = rmin. Der Vorteil ist, dass in Rσ folgende Grenzwertaussagen äqui-
valent sind

• r → ∞ (in Rσ)

• rmin → ∞ (in Rσ)

• t → ∞, mit r = te, ∀e ∈ Eσ.
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Lemma 4.4.2. Seien P (r) =
∑

p βpr
p und Q(r) =

∑
q βqr

q Polynome in r, für die

P (r)

Q(r)
→ ∞, für rmin → ∞ (in Rσ)

gilt, so existiert ein e > 0, sodass gilt

P (r)

Q(r)
> remin, für rmin → ∞ (in Rσ).

Beweis. Laut Voraussetzung gilt

P (r)

Q(r)
→ ∞, für rmin → ∞ (in Rσ).

Sei e ∈ Eσ. Betrachtet man r = te, so existieren positive Zahlen cP (e), cQ(e), eP (e) und
eQ(e), sodass gilt

P (te)

Q(te)
=

∑
p βpt

p·et

∑
q βqtq·e

t ∼ cP (e)t
eP (e)

cQ(e)teQ(e)
=

cP (e)

cQ(e)
· teP (e)−eQ(e) → ∞, für t → ∞.

Das bedeutet, es gilt eP (e) > eQ(e). Wählt man e := mine∈Eσ

eP (e)−eQ(e)

2
, so gilt für alle

e ∈ Eσ

P (te)

Q(te)
> remin, für rmin → ∞ (in Rσ),

und man erhält damit die Aussage des Lemmas.

Folgerung 4.4.3. Sei P (r) =
∑

p βpr
p ein Polynom, für das

P (r) → ∞, für rmin → ∞ (in Rσ)

gilt. Dann folgt

P (r) > r
1
2
min, für rmin → ∞ (in Rσ).

Lemma 4.4.4. Sei Q(r) =
∑

q βqr
q 6≡ 0 ein reelles Polynom ohne konstanten Term.

Dann gibt es 3 Möglichkeiten:

lim
rmin→∞ (in Rσ)

Q(r)





= +∞
= −∞

∄

Beweis. Sei r = te mit e ∈ Eσ und t ∈ R+. Dann gibt es nur zwei Fälle:

1. Q(te) ∼ c · tk, für t → ∞ mit c ∈ R \ {0} und k ≥ 1. Somit gibt es die beiden
folgenden Möglichkeiten für t → ∞

c > 0 ⇒ Q(te) → +∞
c < 0 ⇒ Q(te) → −∞.
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2. Q(te) ≡ 0. Da aber laut Voraussetzung Q(r) 6≡ 0 ist, gibt es ein ẽ ∈ Eσ, sodass
Q(tẽ) 6≡ 0 folgt. Für dieses ẽ erhält man wie im ersten Fall Q(tẽ) → ±∞, für t → ∞.
Somit existiert der Grenzwert limrmin→∞ (in Rσ)Q(r) in diesem Fall nicht.

Satz 4.4.5. Sei P (z) =
∑

m∈M bmzm ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei
bm 6= 0, ∀m ∈ M gelte,

y(z) =
∑

n∈Nd

anz
n = eP (z)

sei, und σ eine beliebige, fest gewählte, reelle Zahl größer 1 darstelle.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) ∀ϑ ∈ [−π, π]d \ 0 gilt:
∣∣y(reiϑ)

∣∣ < y(r), für rmin → ∞ (in Rσ)

(ii) ∀ϑ ∈ [−π, π]d \ 0 gilt: y(reiϑ) = o (y(r)) , für rmin → ∞ (in Rσ)

(iii) ∀ϑ ∈ [−π, π]d \ 0 gilt: y(reiϑ) = o

(
y(r)√

det(B(r))

)
, für rmin → ∞ (in Rσ).

(iv) y(z) ist H-admissible in Cσ.

Beweis. Sei Lj die höchste im Polynom P (z) auftretende Potenz von zj , für 1 ≤ j ≤ d

und L = max1≤j≤dLj .

(i)⇒(ii): Laut Voraussetzung gilt für alle ϑ ∈ [−π, π]d \ 0
∣∣y(reiϑ)

∣∣
y(r)

=

∣∣∣eP (reiϑ)
∣∣∣

eP (r)
= eℜ(P (reiϑ))−P (r) < 1, für rmin → ∞ (in Rσ)

und somit

Q(r) := ℜ(P (reiϑ))− P (r)

= ℜ
(∑

m∈M
bmrmeimϑt

)
− P (r)

=
∑

m∈M
bmrm

(
cos
(
mϑt

)
− 1
)

︸ ︷︷ ︸
konstant, für fest gewähltes ϑ

< log(1) = 0, für rmin → ∞ (in Rσ).

Da Q(r) ein reelles Polynom ohne konstanten Term mit Q(r) 6≡ 0 ist, erhält man mit Hilfe
des Lemmas 4.4.4 limrmin→∞ (in Rσ)Q(r) = −∞.

(ii)⇒(iii): Aus der Folgerung 4.4.3 erhält man

Q(r) = ℜ(P (reiϑ))− P (r) < −r
1
2
min, für rmin → ∞ (in Rσ)
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und mit Hilfe von

log(det(B(r))) = log(λ1(r) · · ·λd(r)

≤ log (B11(r) · · ·Bdd(r))

< log
(
rdL+1
max · · · rdL+1

max

)

= log
(
rd(dL+1)
max

)

< log
(
r
σd(dL+1)
min

)

= σd (dL+ 1) log rmin, für rmin → ∞ (in Rσ)

folgt

log

(∣∣y(reiϑ)
∣∣

y(r)

√
det(B(r))

)
= ℜ(P (reiϑ))− P (r) +

1

2
log(det(B(r))

< −r
1
2
min + σd (dL+ 1) log rmin → −∞, für rmin → ∞ (in Rσ),

was die Aussage beweist.

(iii)⇒(i): Trivialerweise erfüllt.

(
(i)⇔(ii)⇔(iii)

)
⇒(iv): Es ist zu zeigen, dass die Bedingungen (I)−(IV) der Definition

4.2.1 erfüllt sind.

Seien o.B.d.A. λ1 ≤ . . . ≤ λd die Eigenwerte von B.

ad (I): Da ∀ϑ ∈ [−π, π]d \ 0 gilt:
∣∣y(reiϑ)

∣∣ < y(r), für rmin → ∞ (in Rσ), folgt dass die
Funktion

∣∣y(reiϑ)
∣∣ für hinreichend großes rmin in ϑ = 0 ein lokales Maximum hat, und

B(r) somit positiv definit sein muss.
Sei Q(r) := hB(r)ht =

∑
q∈M βqr

q mit einem beliebigen, aber fest gewählten h ∈ Rd mit
‖h‖ = 1. Dann ist Q(r) ein Polynom.
Sei e ∈ Eσ und r = te. Somit gilt wie im Beweis zum Lemma 4.4.4, dass die einzig
möglichen Grenzwerte von Q(te) ±∞ und 0, für t → ∞ sind. Aus der positiven Definitheit
von B(te) für t → ∞ folgt, dass der Grenzwert −∞ ausscheidet und Q(te) 6≡ 0 ist.
Wäre der Grenzwert 0, dann würde

Q(te) =
∑

q∈M
βqt

e·qt → 0 für t → ∞

gelten, was aber nur dann geht, wenn Q(te) ≡ 0 ist, womit man einen Widerspruch er-
hält. Somit gilt für alle h ∈ Rd mit ‖h‖ = 1 und für alle e ∈ Eσ: hB(te)ht → ∞ für
t → ∞. Daraus folgt, für jeden Eigenwert λj(t

e) von B(te) gilt λj(t
e) → ∞ für t → ∞
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für 1 ≤ j ≤ d.

ad (II): Betrachtet man die zu B(r) inverse Matrix B−1(r), so hat diese die Eigenwerte
1
λd

≤ · · · ≤ 1
λ1

und die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur von B−1(r), die mit
Hilfe der Kofaktoren von B(r) berechnen werden kann. Somit gilt

1

λ1

≤ 1

λ1

+ · · ·+ 1

λd

= Sp(B−1(r)) =
B̂11(r) + · · ·+ B̂dd(r)

det(B(r))
→ 0 für rmin → ∞ (in Rσ).

Daraus folgt:

λ1 ≥
det(B(r))

B̂11(r) + · · ·+ B̂dd(r)
→ ∞ für rmin → ∞ (in Rσ).

Da sowohl die Determinante als auch die Summe der Kofaktoren Polynome in r sind, kann
man das Lemma 4.4.2 anwenden und erhält:

λ1 ≥ remin, für rmin → ∞ (in Rσ),

für ein geeignetes e.

Sei η = r
− e

3
min und δj := λ

− 1
2
+ ǫ

2
j mit ǫ < min

{
e

6σd(Ld+1)
, 1
3

}
für 1 ≤ j ≤ d gewählt. Dann

gilt für ϑ ∈ ∆(r) =
{∑d

j=1 µjvj(r) : |µj| ≤ δj(r), 1 ≤ j ≤ d
}

‖ϑ‖2 ≤
√
λ−1+ǫ
1 + · · ·+ λ−1+ǫ

d ≤
√
dλ

− 1
2
+ ǫ

2
1 ≤

√
dr

e(− 1
2
+ ǫ

2)
min < r

− e
3

min = η,

für ein hinreichend großes rmin, da e
(
−1

2
+ ǫ

2

)
< − e

3
für ǫ < 1

3
gilt, wobei vj(r) die Eigen-

vektoren zu den Eigenwerten λj(r) von B(r) für 1 ≤ j ≤ d sind.

Sei Q(z) := hB(z)ht =
∑

q∈M βqz
q. Dann ist Q(z) ein Polynom. Sei weiters e ∈ Eσ.

Dann gilt

Q(te) =
∑

q∈M
βqt

e·qt

= tL ·
∑

q∈T
βq + o(tL),

wobei L := maxq∈M e1q1 + · · · edqd und T eine Teilmenge von M sei.
Das heißt

Q(te) ∼ c̃(e) · tL, für t → ∞.

Analog erhält man

Q(te1 + 2ηted, . . . , ted + 2ηted) = Q (te(1 + 2η))

∼ c̄(e) · tL

= c(e) ·
(
c̃(e) · tL

)
, für t → ∞,
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mit c(e) := c̄(e)
c̃(e)

.
Bildet man

C := max
e∈Eσ

c(e),

so gilt damit für alle e ∈ Eσ

Q (te(1 + 2η)) ≤ C ·Q(te), für t → ∞,

und somit

Q(r(1 + 2η)) ≤ C ·Q(r), für rmin → ∞ (in Rσ).

Nun sind die Bedingungen für das Lemma 4.3.7 erfüllt und es gilt

|ε(r,ϑ)| ≤ CϑB(r)ϑt · ‖ϑ‖
2η

und damit für ϑ ∈ ∆(r)

max
ϑ∈∆(r)

|ε(r,ϑ)| = max
ϑ∈∆(r)

ϑB(r)ϑt · ‖ϑ‖
2η

= O
(
(λǫ

1 + · · ·+ λǫ
d) · λ

− 1
2
+ ǫ

2
1

η

)

= O
(
λǫ
d · λ

− 1
2
+ ǫ

2
1

η

)

= O
(
(det(B(r)))ǫ · λ− 1

2
1

η

)

= O




(
r
d(Ld+1)
max

)ǫ
· r−

e
2

min

r
− e

3
min




= O
(
r
σd(Ld+1)ǫ
min · r−

e
2

min · r
e
3
min

)
→ 0 für rmin → ∞ (in Rσ),

da ǫ < e
6σd(Ld+1)

gewählt wurde.

ad (III): Es gilt

√
det (B(r)) ≤ (rmax)

d(Ld+1)
2

< (rmin)
σd(Ld+1)

2

≤ exp

(
1

2
(remin)

ǫ

)

≤ exp

(
1

2
λǫ
1

)
, für rmin → ∞
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und somit folgt am Rand von ∆(r)

max
ϑ∈∂∆(r)

∣∣y
(
reiϑ
)∣∣

y(r)
∼ max

ϑ∈∂∆(r)
exp

(
−1

2
ϑB(r)ϑt

)

= exp

(
−1

2
(δ1(r)v1(r))B(r) (δ1(r)v1(r))

t

)

= exp

(
−1

2
δ21(r)λ1(r)

)

= exp

(
−1

2
λǫ
1

)

<
1√

det (B(r))
→ 0, für rmin → ∞ (in Rσ).

Nimmt man an, dass es außerhalb von ∆(r) ein ϑ0 mit y
(
reiϑ0

)
6= o

(
y(r)√

det(B(r))

)
gibt, so

erhält man einen Widerspruch zur Voraussetzung.

ad (IV): Da aj(r) =
∑

m∈M mjbmrm und Bjj(r) =
∑

m∈M m2
jbmrm gilt, ist die Bedingung

offensichtlich erfüllt.

(iv)⇒(i): Das ist eine direkte Folgerung aus dem Satz 4.2.4.

Folgerung 4.4.6. Sei P (z) =
∑N

i=1 bmi
zmi ein Polynom mit reellen Koeffizienten, wobei

bmi
> 0, für 1 ≤ i ≤ N gelte. Sei

y(z) =
∑

n∈Nd

anz
n = eP (z)

wobei σ eine beliebige, fest gewählte, reelle Zahl größer 1 sei.

Dann ist y(z) = y(reiϑ) genau dann H-admissible in Rσ, wenn das Gleichungssystem

m1ϑ
t ≡ 0 mod (2π)

m2ϑ
t ≡ 0 mod (2π)

...
mNϑ

t ≡ 0 mod (2π)

nur die triviale Lösung ϑ ≡ 0 mod (2π) besitzt.

Beweis. Da die Koeffizienten von P (z) alle positiv sind, sind alle Koeffizienten von y (z)

größer oder gleich 0. Das heißt, für alle ϑ ∈ [−π, π]d gilt
∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ ≤ y(r).
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Laut dem vorhergehenden Satz ist es für die Admissibilität notwendig und hinreichend,
dass es kein ϑ0 ∈ [−π, π]d \ 0 gibt, für das |y(reiϑ0)| = y(r) gilt.
Das ist genau dann der Fall, wenn

∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ = exp

(
ℜ
(
P
(
reiϑ
)))

= exp

(
ℜ
(

N∑

i=i

bmi
rmieimiϑ

t

))

= exp

(
N∑

i=i

bmi
rmi cos (miϑ

t)

)

= exp

(
N∑

i=i

bmi
rmi

)

= y(r)

ist, also genau dann, wenn

cos(miϑ
t) = 1, für 1 ≤ i ≤ N

oder äquivalent dazu

miϑ
t ≡ 0 mod (2π), für 1 ≤ i ≤ N

gilt.

4.5 Abgeschlossenheitsbedingungen

Satz 4.5.1. Sei y(z) H-admissible in C. Dann ist auch ey(z) H-admissible in C.

Beweis. Sei W(r) =
{
ϑ ∈ Rd : ‖ϑ‖max ≤ y(r)−

2
5

}
, Wǫ(r) =

{
ϑ ∈ Rd : ‖ϑ‖max ≤ y(r)−

2
5
−ǫ
}

für ein ǫ > 0, Y (z) = ey(z), ā der Vektor der ersten und B̄ die Matrix der zweiten loga-
rithmischen Ableitung von ey(z). Dann folgt für alle ϑ ∈ W(r) laut Lemma 4.3.8

log Y (reiϑ) = log Y (r) + iā(r)ϑt − 1

2
ϑB̄(r)ϑt +O

(
y(r)−

1
5‖a(r)‖3

)
.

Somit gilt y(r)−
1
5‖a(r)‖3 → 0, für r → ∞ (in R) nach Lemma 4.3.2, was die Bedingung

(II) für alle ϑ ∈ W(r) garantiert. Speziell ist die Bedingung für den, in W(r) eingeschrie-
benen Würfel ∆(r), der parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren von B(r) liegt, er-
füllt. Für hinreichend großes r gilt Wǫ(r) ⊆ ∆(r). Mit Hilfe von B̄jk(r) ∼ y(r)aj(r)ak(r)

und dem Lemma 4.3.9 erhält man für ϑ 6∈ Wǫ

|Y (reiϑ| ≤ Y (r) exp
(
−y(r)

1
7

)
≤ Y (r) exp

(
−
(
det B̄(r)

) 1
7d

)
.

Daraus folgt Bedingung (III).
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Beachtet man, dass B̄(r) = y(r) · (B(r) + a(r)ta(r)) gilt und ata eine positiv semidefi-
nite Matrix vom Rang 1 mit den Eigenwerten 0 und ‖a‖2 ist, so folgt, dass der kleinste
Eigenwert λmin(B̄(r)) von B̄(r)

λmin(B̄(r)) = min
h∈Rd:‖h‖=1

hB̄(r)ht

≥ y(r)

(
min

h∈Rd:‖h‖=1
hB(r)ht + min

h∈Rd:‖h‖=1
h
(
a(r)ta(r)

)
ht

)

≥ y(r)

(
min

h∈Rd:‖h‖=1
hB(r)ht

)

= y(r)λmin(B(r)) → ∞, für r → ∞

erfüllt, und somit (I) gilt. Es gilt für r → ∞ (in R)

B̄jj(r) = y(r) ·
(
Bjj(r) + a2j (r)

)
∼ y(r) · aj(r)2 = o

(
y(r)2 · aj(r)2

)
= o

(
āj(r)

2
)
,

womit auch (IV) gezeigt ist.

Satz 4.5.2. Seien y1(z) und y2(z) H-admissible in C und C eine Konstante, für die
det(B1(r)+B2(r)) ≤ Cmin{detB1(r), detB2(r)} gelte. Seien weiters die Eigenrichtungen
von B1(r) und B2(r) gleich. Dann ist auch y(z) = y1(z) · y2(z) H-admissible in C.

Beweis. Die logarithmischen Ableitungen von y(z) sind a(r) = a1(r) + a2(r) und B(r) =

B1(r) +B2(r). Daraus folgen direkt die Bedingungen (I) und (IV).

Die folgenden Bilder skizzieren den den Unterschied zwischen den beiden Fällen, wo die Ei-
genrichtungen gleich beziehungsweise unterschiedlich sind. Seien dazu ∆1(r) beziehungs-
weise ∆2(r) die Bereiche in denen für y1(z) beziehungsweise y2(z) die Bedingungen (II)
und (III) erfüllt sind.

gleiche Eigenrichtungen unterschiedliche Eigenrichtungen
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Sind nun die Eigenrichtungen von B1(r) und B2(r) gleich, so hat auch B(r) die selben Ei-
genrichtungen und man kann für y(z)∆(r) = ∆1(r)∩∆2(r) wählen, womit die Bedingung
(II) gilt.
Sei ϑ ∈ ∆1(r) und ϑ 6∈ ∆2(r). Dann gilt

∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ =

∣∣y1
(
reiϑ
)
· y2
(
reiϑ
)∣∣

= o

(
y1(r) exp

(
−ϑB1(r)ϑ

t

2

)
· y2(r)√

detB2(r)

)

= o

(
y(r)√

detB2(r)

)

= o

(
y(r)√

min{detB1(r), detB2(r)}

)

= o

(
y(r)√

det(B1(r) +B2(r))

)
, für r → ∞ (in R).

Das gleiche Ergebnis liefert der Fall ϑ 6∈ ∆1(r) und ϑ ∈ ∆2(r).
Für ϑ 6∈ ∆1(r) und ϑ 6∈ ∆2(r) ist der Fall trivial. Somit gilt auch die Bedingung (III).

Bemerkung 4.5.3. Sind im vorhergehenden Satz die Eigenrichtungen unterschiedlich,
dann sieht man im rechten Bild, dass es keinen Quader ∆(r) (im Bild schwarz dargestellt)
gibt, sodass ∆(r) = ∆1(r) ∩ ∆2(r) gilt. Somit ist der Bereich (∆1(r) ∩∆2(r)) \ ∆(r)

(im Bild grau dargestellt) nicht leer. Somit gilt in diesem Bereich die Bedingung (III) im
Allgemeinen nicht.
Die Potenzen von H-admissiblen Funktionen sind immer H-admissible, da in diesem Fall
die die Bedingungen des Satzes sicher erfüllt sind.

Satz 4.5.4. Sei y(z) H-admissible in C und p(z) =
∑

p∈M bpz
p ein Polynom mit reellen

Koeffizienten, für das für alle bp ∈ M mit bp < 0 folgt, dass es ein m ∈ M gibt, für dass
bm > 0 ist, mit p � m. Dann ist y(z) · p(z) H-admissible in C.

Beweis. Seien ā(z) und B̄(z) für y(z) ·p(z), a(z) und B(z) für y(z) und ã(z) und B̃(z) für
p(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitungen.
Dann gilt

ãj(r) = rj
prj(r)

p(r)
,

sowie

B̃jj(r) = rj
prj (r)

p(r)
+ r2j

(
prjrj(r)

p(r)
− prj(r)

2

p(r)2

)
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und für j 6= k

B̃jk(r) = rjrk

(
prjrk(r)

p(r)
− prj(r)prk(r)

p(r)2

)
.

Die Bedingungen die an das Polynom p(z) gestellt werden, garantieren, dass p(reiϑ)
p(r)

für
ϑ ∈ [−π, π]d, ãj(r) und B̃jk(r) für 1 ≤ j, k ≤ d für r → ∞ (in R) beschränkt bleiben.
Somit gilt

λmin(B̄(r)) = min
h∈Rd:‖h‖=1

hB̄(r)ht

= min
h∈Rd:‖h‖=1

(
hB(r)ht + hB̃(r)ht

)

= min
h∈Rd:‖h‖=1

(
hB(r)ht +O(1)

)

= λmin(B(r)) +O(1) → ∞, für r → ∞,

woraus die Bedingung (I) folgt.
Sei ∆(r) der Quader aus der Definition, für den y(z) die Bedingungen (II) und (III)
erfülle. Da ∆(r) → 0, für r → ∞ (in R) nach Bemerkung 4.2.3 gilt, folgt dass

∣∣p
(
reiϑ
)∣∣

p(r)
∼ 1, für r → ∞ (in R),

gleichmäßig für ϑ ∈ ∆(r) gilt.
Damit folgt

y
(
reiϑ
)
· p
(
reiϑ
)

∼ y (r) exp

(
ia(r)ϑt − 1

2
ϑB(r)ϑt

)
· p(r), für r → ∞ (in R),

gleichmäßig für ϑ ∈ ∆(r).
Für ϑ 6∈ ∆(r) bleibt der Ausdruck p(reiϑ)

p(r)
beschränkt,

∣∣y
(
reiϑ
)
p
(
reiϑ
)∣∣

y (r) p (r)
= o

(
1√

detB(r)

)
, für r → ∞ (in R)

Für die Gültigkeit der Bedingungen (II) und (III) ist nun nur mehr zu zeigen, das die
beiden vorangegangenen asymptotischen Relationen ihre Gültigkeit behalten, wenn man
a(r) durch ā(r) = a(r) + ã(r) und B(r) durch B̄(r) = B(r) + B̃(r) ersetzt. Das ist aber
trivialerweise erfüllt, da alle Einträge von ã(r) und B̃(r) endlich sind. Aus dem selben
Argument folgt die Gültigkeit der Bedingung (IV).

Satz 4.5.5. Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in C. Sei
weiters f(r) reell, für alle r ∈ R und es existiere ein δ > 0, sodass

max
|zj |=rj ,1≤j≤d

|f(z)| = O
(
y(r)1−δ

)
, für r → ∞ (in R)

gilt. Dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.
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Beweis. Seien ā(z) und B̄(z) für y(z) + f(z), a(z) und B(z) für y(z) und ã(z) und B̃(z)

für f(z) die Vektoren der ersten und die Matrizen der zweiten logarithmischen Ableitun-
gen. Sei in diesem Beweis 1 ≤ j, k ≤ d mit j 6= k.

Sei |zj − rj | ≤ rj
aj(r)

. Dann erhält man mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung und des
Lemmas 4.3.2

|fj(r)| =

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

|zj−rj |=
rj

aj(r)

f(r1, . . . , rj−1, zj , rj+1, . . . , rd)

z2j
dzj

∣∣∣∣∣∣

= O
(
aj(r)

rj
· y(r)1−δ

)

=
1

rj
· O
(
y(r)1−

δ
2

)
,

sowie

|fjj(r)| =

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

|zj−rj |=
rj

aj(r)

f(r1, . . . , rj−1, zj , rj+1, . . . , rd)

z3j
dzj

∣∣∣∣∣∣

= O
(
aj(r)

2

r2j
· y(r)1−δ

)

=
1

r2j
· O
(
y(r)1−

δ
2

)

und

|fjk(r)|

=

∣∣∣∣∣∣
1

(2πi)2

∫

|zj−rj |=
rj

aj(r)

∫

|zk−rk|= rk
ak(r)

f(r1, . . . , rj−1, zj, rj+1, . . . , rk−1, zk, rk+1, . . . , rd)

z2j z
2
k

dzjdzk

∣∣∣∣∣∣

= O
(
aj(r)

rj
· ak(r)

rk
· y(r)1−δ

)

=
1

rj
· 1

rk
· O
(
y(r)1−

δ
2

)
.

Aus Satz 4.3.6 und Lemma 4.3.2 folgt

yj(r) ∼
aj(r)

rj
· y(r) = 1

rj
· O
(
y(r)1+

δ
4

)
,

sowie

yjj(r) ∼
aj(r)

2

r2j
· y(r) = 1

rjj
· O
(
y(r)1+

δ
4

)

und

yjk(r) ∼
aj(r)

rj
· ak(r)

rk
· y(r) = 1

rjrk
· O
(
y(r)1+

δ
4

)
.
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Seien im folgenden die Variablen der Funktionen immer (r). Zur besseren Übersichtlichkeit
werden sie weggelassen, dass heißt es sei y = y(r), . . .

Aus ã(r) = ā(r) − a(r), B̃(r) = B̄(r) − B(r) und den eben gezeigten asymptotischen
Relationen folgt nun

ãj = rj ·
∂

∂rj
(ln (y + f)− ln (y))

=
rjyfj − rjyjf

y(y + f)

=
O
(
y2−

δ
2

)

O (y2)

= O
(
y−

δ
2

)
,

sowie

B̃jj = rj ·
∂

∂rj

(
rj ·

∂

∂rj
(ln (y + f)− ln (y))

)

=
⊛1

y2(y + f)2

=
O
(
y4−

δ
2

)

O (y4)

= O
(
y−

δ
2

)

mit

⊛1 = r2j (y
3fjj + y2ffjj + 2yy2jf + y2j f

2 − y2yjjf − 2y2yjfj − y2f 2
j − yyjjf

2)

+ rj(y
3fj + y2ffj − y2yjf − yyjf

2)

= O
(
y4−

δ
2

)

und

B̃jk = rk ·
∂

∂rk

(
rj ·

∂

∂rj
(ln (y + f)− ln (y))

)

=
⊛2

y2(y + f)2

=
O
(
y4−

δ
2

)

O (y4)

= O
(
y−

δ
2

)

mit

⊛2 = rjrk(y
3fjk + y2ffjk + 2yyjykf + yjykf

2 − y2yjkf − y2ykfj − y2yjfk − y2fjfk − yyjkf
2)

= O
(
y4−

δ
2

)
.
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Somit erhält man

āj(r) = aj(r) +O
(
y(r)−

δ
2

)
,

sowie

B̄jj(r) = Bjj(r) +O
(
y(r)−

δ
2

)

und

B̄jk(r) = Bjk(r) +O
(
y(r)−

δ
2

)
,

und die Bedingungen (I)-(IV) gelten offensichtlich.

Satz 4.5.6. Sei y(z) H-admissible in C. Ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten,
so ist auch y(z) + p(z) H-admissible in C. Ist q(z) ein univariates Polynom mit reellen
Koeffizienten und positiven Leitkoeffizienten, so ist auch q(y(z)) H-admissible in C.

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz 4.5.4 und der zweite ist eine direkte
Konsequenz der Bemerkung 4.5.3.

4.6 Beispiele für H-admissible Funktionen

In den folgenden Beispielen sei z = reiϕ, u = seiϑ, und (h, k) ein Vektor mit ‖(h, k)‖ = 1.
Zur Vereinfachung gelte a = a(r, s), B = B(r, s), λ1 = λ1(r, s), λ2 = λ2(r, s), v1 = v1(r, s)

und v2 = v2(r, s), wo es für die Übersichtlichkeit besser ist.

Im bivariaten Fall haben die auftretenden Matrizen für B die Gestalt

B =

(
α β

β γ

)
.

Somit erhält man

detB = αγ − β2

und

λ2 =
α + γ +

√
α2 − 2αγ + 4β2 + γ2

2

=

√
α2

4
+

αγ

2
+

γ2

4
+

√
α2

4
− αγ

2
+ β2 +

γ2

4

=
√
detB +D +

√
D,

wenn man D = α2

4
− αγ

2
+ β2 + γ2

4
setzt. Analog erhält man

λ1 =
√
detB +D −

√
D =

detB

λ2

=
detB√

detB +D +
√
D
.
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4.6.1 Permutationen mit beschränkter Zyklenlänge

Permutationen mit einer Zyklenlänge von höchstens ℓ können durch die erzeugende Funk-
tion

y(z, u) = exp

(
u

ℓ∑

i=1

zi

i

)

beschrieben werden. Da dieser Exponent ein Polynom ist, erhält man mit Hilfe der Fol-
gerung 4.4.6 für ℓ ≥ 2

1 · ϑ1 + 1 · ϑ2 ≡ 0 mod (2π)

1 · ϑ1 + 2 · ϑ2 ≡ 0 mod (2π)
...

und es gilt nach Umformung

1 · ϑ1 ≡ 0 mod (2π)

1 · ϑ2 ≡ 0 mod (2π)
...

woraus folgt, dass y(z, u) für ℓ ≥ 2 in Cσ für σ > 1 (aus Bedingung 4.4.1) H-admissible
ist.
Setzt man

a(r, s) = s

(
ℓ∑

i=1

ri,

ℓ∑

i=1

ri

i

)
= (n,m),

so erhält man

srℓ ∼ n

s rℓ

ℓ
∼ m

}
⇒ srℓ ∼ n ∼ mℓ.

Das bedeutet, dass asymptotisch nur auf der Gerade n = mℓ Lösungen für r und s

existieren, die aber nicht eindeutig sind.
Das folgende Diagramm zeigt für ℓ = 3 diese Gerade (grau hinterlegt) und die Punkte
(n,m), für die [znum]y(z, u) > 0 gilt.
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4.6.2 Partitionen einer Menge mit beschränkter Blockgröße

Sei S eine Menge geordneter d-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen ohne 0 und seien
A1, . . . , Ad disjunkte Mengen der Größen n1, . . . , nd. Definiert man yn als die Anzahl der
Partitionen π von

⋃d
j=1Aj , sodass für jeden Block B ∈ π

(|B ∩ A1|, . . . , |B ∩Ad|) ∈ S

gilt, dann ist die erzeugende Funktion gegeben durch

y(z) =
∑

n≥0

yn
zn

n!
= exp

(∑

j∈S

zj

j!

)
.

Als spezielles Beispiel sei die Blockgröße mit 2 beschränkt. Dann gilt

y(z) = exp

(
z1 + · · ·+ zd +

(z1 + · · ·+ zd)
2

2

)
.

y(z) erfüllt die Bedingungen der Folgerung 4.4.6 und ist somit in Cσ für σ > 1 (aus
Bedingung 4.4.1) H-admissible.
Sei rmax = rσmin. Dann folgt für die Gleichung

a(r) ∼
d∑

j=1

rj · (r1, . . . , rd) = n

nmin ∼ rmin · rmax = rσ+1
min und nmax ∼ r2max = r2σmin. Somit ist die Gleichung für die Menge

N σ :=
{
n ∈

(
R+
)d

: (nmin)
2σ
σ+1 > nmax

}

asymptotisch lösbar.
Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) N σ für den bivariaten Fall mit σ = 2 und
die Punkte (n,m), für die [zn1 z

m
2 ]y(z1, z2) > 0 gilt.
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4.6.3 Stirlingzahlen 2. Art

Die erzeugende Funktion für die Stirlingzahlen 2. Art ist gegeben durch

y(z, u) = exp (u (ez − 1)) .

Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch

a(r, s) = s (rer, er − 1)

und

B(r, s) = s

(
r2er + rer rer

rer er − 1

)
.

Für die Determinante von B und für D erhält man

detB = re2rs2 − r2ers2 − rers2 ∼ re2rs2

und

D =
1

4

(
r4e2r + 2r3e2r + 3r2e2r − 2re2r + e2r + 2r2er + 2rer − 2er + 1

)
s2 ∼

(
1

2
r2ers

)2

.

Daraus folgt

λ2 ∼ 2
√
D ∼ r2ers

und

λ1 ∼
detB

2
√
D

∼ re2rs2

r2ers
=

ers

r

Für r, s → ∞ gilt λ1, λ2 → ∞ und B ist positiv definit und somit ist die Bedingung (I)
erfüllt. Die Bedingung (IV) ist offensichtlich auch erfüllt.
Sei ∆(r, s) =

{
µ1v1 + µ1v2 : |µj| ≤ λ

− 1
2
+ ρ

2
j , j = 1, 2

}
für ρ > 0 ein Rechteck, das parallel

zu den Richtungen der Eigenvektoren vj der Eigenwerte λj für j = 1, 2 liege.
Es gilt nun

(h, k)B(r, s)

(
h

k

)
= s

(
(hr + k)2er + h2rer − k2

)

∼ s
(
(hr + k)2er + h2rer

)
.

Da (hr + k)2 und h2 größer oder gleich 0 sind, folgt für alle (ϕ, ϑ) ∈ [−π, π]2 und damit
speziell für alle (ϕ, ϑ) ∈ ∆(r, s)

(h, k)B
(
reiϕ, seiϑ

)(h

k

)
≤ 1 · (h, k)B(r, s)

(
h

k

)
.
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Somit sind mit C = 1 und η = λ
− 1

4
+ρ

1 die Bedingungen für den Lemma 4.3.7 erfüllt und
es gilt

ε(r, s;ϕ, ϑ) ≤ 1 · (λρ
1 + λρ

2)λ
− 1

2
+ ρ

2
1

2λ
− 1

4
+ ρ

2
1

= O
(
(λρ

1 + λρ
2)λ

− 1
4

1

)

= O
(((

ers

r

)ρ

+
(
r2ers

)ρ
)(

ers

r

)− 1
4

)
→ 0, für r, s → ∞,

für hinreichend kleines ρ. Somit gilt Bedingung (II).
Für die Bedingung (III) ist zu zeigen, dass

max
(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)

∣∣y
(
reiϕ, seiϑ

)∣∣
√
detB

y(r, s)

= exp

(
max

(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)
ℜ
(
log y

(
reiϕ, seiϑ

))) √
detB

y(r, s)

= exp

(
max

(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)
ℜ
(
log y

(
reiϕ, seiϑ

))
− log y(r, s) +

1

2
log (detB)

)

= exp

(
1

2

(
max

(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)
−(ϕ, ϑ)B(ϕ, ϑ)t + log (detB)

))

= exp

(
1

2
(−λρ

1 + log(detB))

)

= o (1) , für r, s → ∞ (in R)

gilt.
Für die Stirlingzahlen 2. Art gilt somit

−λρ
1 + log(detB) ∼ −

(
ers

r

)ρ

+ log
(
re2rs2

)
→ −∞, für r, s → ∞.

Außerhalb von ∆(r, s) gilt

max
(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)

∣∣y(reiϕ, seiϑ)
∣∣ > max

(ϕ,ϑ)/∈∆(r,s)

∣∣y(reiϕ, seiϑ)
∣∣ .

Somit ist die Bedingung (III) erfüllt, und es gilt in diesem Fall R = (R+)
2 und C = C2.

Setzt man

a(r, s) = s (rer, er − 1) = (n,m),

so erhält man

srer = n

ser ∼ m

}
⇒ r ∼ n

m
, s ∼ m

e
n
m

.
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Für m,n → ∞ mit
(

n

W(n)

)1+µ

≤ m ≤ n1−µ

gilt somit a(r, s) ∼ (n,m), für ein beliebig gewähltes, reelles µ > 0. W(x) ist hier die
Lambertsche W-Funktion, die definiert ist als die Lösung der Gleichung

WeW = x.

Für sie gilt W(x) ∼ log x − log log x für x → ∞. Das folgende Diagramm zeigt (grau

hinterlegt) den Bereich
(

n
W(n)

)1+µ

≤ m ≤ n1−µ für µ = 0.02 und die Punkte (n,m), für
die [znum]y(z, u) > 0 gilt.

4.6.4 Partitionen ohne Singleton Blöcke

Zählt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die keine Singleton
Blöcke hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch

y(z, u) = exp (u (ez − 1− z) + z) .

Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch

a(r, s) = (rers− rs+ r, ers− s− rs)

und

B(r, s) =

(
r2ers+ rers− rs+ r rers− rs

rers− rs rers− s− rs

)
.

a1, a2, λ1 und λ2 sind hier asymptotisch gleich den Werten des vorhergehenden Beispiels,
womit man hier dasselbe Ergebnis wie vorher erhält, nämlich

(
n

W(n)

)1+µ

≤ m ≤ n1−µ

für ein beliebig gewähltes, reelles µ > 0.
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4.6.5 Partitionen gezählt nach den Singleton Blöcken

Zählt man die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge die m Singleton Blöcke
hat, so ist die erzeugende Funktion gegeben durch

y(z, u) = exp (uz + ez − 1− z) .

Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch

a(r, s) = (rs+ rer − r, rs)

und

B(r, s) =

(
rs+ r2er + rer − r rs

rs rs

)
.

Für die Determinante von B und für D erhält man

detB ∼ r3ers

und

D ∼ r2
(
s2 +

1

4
r2e2r

)
.

Daraus folgt

λ2 ∼ 2
√
D ∼ r

√
4s2 + r2e2r = r

√
(2s)2 + (rer)2

und

λ1 ∼
detB

2
√
D

∼ r3ers

r
√
4s2 + r2e2r

=
r2ers√

(2s)2 + (rer)2
.

Sei ∆(r, s) = {µ1v1 + µ1v2 : |µj| ≤ δj(r, s), j = 1, 2} ein Rechteck, das parallel zu den
Richtungen der Eigenvektoren vj liege und durch δj(r, s) begrenzt sei, für j = 1, 2.
Dann gilt

max
(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)

ℜ(log y(reiϕ, seiϑ))− log y(r, s) +
1

2
log(detB)

=
1

2

(
max

(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)
−(ϕ, ϑ)B(ϕ, ϑ)t + log(detB)

)

=
1

2

(
−λ1δ1(r, s)

2 + log(detB)
)

∼ 1

2


−


 r2ers√

(2s)2 + (rer)2


 δ1(r, s)

2 + log
(
r2ers

)

 .

Man kann δ1(r, s) und R nicht so wählen, dass dieser Ausdruck gegen −∞ für r, s →
∞ (in R) strebt.
Damit ist die Funktion nicht H-admissible.
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4.6.6 Überdeckung vollständiger paarer Graphen mit vollständi-
gen paaren Graphen

Zählt man die Anzahl der Möglichkeiten den vollständigen paaren Graphen Kn,m mit
vollständigen paaren Graphen so zu überdecken, dass zumindest ein Knoten in jedem Teil
des paaren Graphen ist, so ist die erzeugende Funktion nach [24, Beispiel 3.3.8.] gegeben
durch

e(e
z−1)(eu−1).

Die erste und zweite logarithmische Ableitung sind gegeben durch

a(r, s) = (reres − rer, seres − ses) ,

und

B(r, s) =

(
r2eres + reres − r2er − rer rseres

rseres s2eres + seres − s2es − ses

)
.

Für die Determinante von B und für D erhält man

detB ∼
(
r2s+ rs2

)
e2re2s

und

D ∼
(
1

2

(
r2 + s2

)
eres

)2

,

womit sich die Eigenwerte ergeben zu

λ2 ∼ 2
√
D ∼

(
r2 + s2

)
eres

und

λ1 ∼
detB

2
√
D

∼ (r2s+ rs2) e2re2s

(r2 + s2) eres
= q(r, s)eres,

wobei q(r, s) = r2s+rs2

r2+s2
> 0 eine rationale Funktion ist.

Die Bedingungen (I) und (IV) sind wieder offensichtlich.
Sei ∆(r, s) =

{
µ1v1 + µ1v2 : |µj| ≤ (eres)−

1
2
+ ρ

2 , j = 1, 2
}

für ρ > 0 das Quadrat, das
parallel zu den Richtungen der Eigenvektoren vj der Eigenwerte λj für j = 1, 2 liege.
Es gilt nun

(h, k)B(r, s)

(
h

k

)
∼ (hr + ks)2er+s + h2rer+s + k2ser+s
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Da (hr + ks)2, h2 und k2 größer oder gleich 0 sind, folgt für alle (ϕ, ϑ) ∈ [−π, π]2 und
damit speziell für alle (ϕ, ϑ) ∈ ∆(r, s)

(h, k)B
(
reiϕ, seiϑ

)(h

k

)
≤ 1 · (h, k)B(r, s)

(
h

k

)
.

Somit sind mit C = 1 und η = (eres)−
1
4
+ 3ρ

2 die Bedingungen für den Lemma 4.3.7 erfüllt
und es gilt

ε(r, s;ϕ, ϑ) ≤
1 · (λ1 + λ2)

(
(eres)−

1
2
+ ρ

2

)2
·
(√

2eres
)− 1

2
+ ρ

2

2 (eres)−
1
4
+ 3ρ

2

= O
(
(λ1 + λ2) (e

res)−
5
4

)

= O
((

(q(r, s)eres) +
(
r2 + s2

)
eres

)
(eres)−

5
4

)
→ 0, für r, s → ∞,

für hinreichend kleines ρ. Somit gilt Bedingung (II).
Nun folgt

max
(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)

ℜ
(
log y

(
reiϕ, seiϑ

))
− log y(r, s) +

1

2
log (detB)

∼ 1

2
(−λρ

1 + log (detB))

∼ 1

2

(
(q(r, s)eres)ρ − log

((
r2s+ rs2

)
e2re2s

))
→ 0, für r, s → ∞

Außerhalb von ∆(r, s) gilt

max
(ϕ,ϑ)∈∂∆(r,s)

∣∣y(reiϕ, seiϑ)
∣∣ > max

(ϕ,ϑ)/∈∆(r,s)

∣∣y(reiϕ, seiϑ)
∣∣ .

Somit ist die Bedingung (III) erfüllt, und es gilt in diesem Fall R = (R+)
2 und e(e

z−1)(eu−1)

ist in C2 H-admissible.
Setzt man

a(r, s) = (reres − rer, seres − ses) = (n,m),

so erhält man

reres ∼ n

seres ∼ m

}
⇒ r ∼ s · n

m
.
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Aus der zweiten Gleichung folgt

ses·
n
m res ∼ m

ses(
n+m
m ) ∼ m

s

(
n +m

m

)
es(

n+m
m ) ∼ m

(
n+m

m

)
= (n +m)

s

(
n +m

m

)
∼ W(n +m)

s ∼ W(n +m)

(
m

n+m

)

s ∼ W(n +m)

(
1− n

n +m

)
.

Analog liefert die erste Gleichung

r ∼ W(n +m)

(
1− m

n +m

)
.

Somit gibt es keine Einschränkungen für m,n → ∞.
Das folgende Diagramm zeigt (grau hinterlegt) den Bereich und die Punkte (n,m), für
die [znum]y(z, u) > 0 gilt.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Sei R das Intervall (R0, R) und C = {z ∈ C : |z| ≤ R}, für ein fest gewähltes R0 > 0.
Weiters seien a(r) und b(r) die erste und zweite logarithmische Ableitung von y(z).

Hayman definierte in [26]:

Definition. Eine Funktion

y(z) =
∑

n≥0

ynz
n

mit reellen Koeffizienten yn heißt admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in C und positiv in R (für ein fest gewähltes R0 > 0) ist und
folgende Eigenschaften hat

(1) b(r) → ∞, für r → R.

(2) Es existiert eine Funktion δ : r 7→ δ(r),R → (0, π), sodass gilt:

y(reiϑ) ∼ y(r)eiϑa(r)−
ϑ2

2
b(r), für r → R,

gleichmäßig in |ϑ| ≤ δ(r),

(3) y(reiϑ) = o

(
y(r)√
b(r)

)
, für r → R gleichmäßig in δ(r) ≤ |ϑ| ≤ π.

Hayman zeigte folgenden Satz und folgendes Korollar

Satz. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n H-admissible in |z| < R. Dann gilt

yn =
y(r)

rn
√
2πb(r)

(
e−

(a(r)−n)2

b(r) + o(1)

)
, für n → ∞,

gleichmäßig in n.
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Korollar. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n H-admissible in |z| < R. Dann gilt

yn ∼ y(ρn)

ρnn
√

2πb(ρn)
, für n → ∞,

wobei ρn für hinreichend große n die eindeutig definierte Lösung der Gleichung a(ρn) = n

ist.

Für die univariaten in C H-admissiblen Funktionen lonnte Hayman folgende Abgeschlos-
senheitsbedingungen beweisen:

• Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es ey(z) ebenso.

• Sind y1(z) und y2(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y1(z) · y2(z).

• Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen
Leitkoeffizient positiv ist, dann ist auch y(z) · p(z) H-admissible in C.

• Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell für reelle r und existiert eine Konstante δ > 0, sodass

max
|z|=r

|f(z)| = O
(
y(r)1−δ

)
, für r → R,

dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

• Ist y(z) H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann
ist y(z) + p(z) H-admissible in C. Hat p(z) einen positiven Leitkoeffizient, dann ist
auch p(y(z)) H-admissible in C.

Als eine Basisklasse gab er folgendes an:

Sei P (z) =
∑

m∈M bmz
m ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei bm 6= 0, ∀m ∈

M gelte und

y(z) =
∑

n∈N
anz

n = eP (z)

sei.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

• ∀ϑ ∈ [−π, π] \ {0} gilt:
∣∣y
(
reiϑ
)∣∣ < y(r), für r → ∞.

• y(z) ist H-admissible in C.
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Eine univariate Potenzreihe

y(z) =
∑

n∈N
ynz

n

ist in einem Intervall (−R,R) für R > 0 oder nirgends analytisch.
Im Gegensatz dazu hat im multivariaten Fall der Bereich, in dem die Potenzreihe

y(z) =
∑

n∈Nd

ynz
n

analytisch ist, im Allgemeinen keine so einfache Gestalt. (Zum Beispiel ist y(z, u) =∑
n∈N(zu)

n für |zu| < 1 analytisch.)
Deshalb wurden in dieser Dissertation nur Funktionen, die in ganz Cd analytisch sind,
betrachtet, was dem univariaten Fall mit R = ∞ entspricht.

Im univariaten Fall liegt jede reelle Folge (rk)k≥0 mit rk → ∞ für k → ∞ auf einer
Geraden. Im multivariaten Fall können reelle Folgen (rk)k≥0 mit rk → ∞ für k → ∞
sehr unangenehme Eigenschaften haben. So können zum Beispiel einzelne Komponenten
sehr groß (im Vergleich zu den anderen Komponenten) werden, wie das bivariate Beispiel(
ee

k
, k
)
k≥0

zeigt. Somit kommt man nicht umhin, bei der Definition der multivariaten
H-Admissibilität das Gebiet R, in dem r → ∞ strebt, einzuschränken.

Sei R ein einfach zusammenhängendes Gebiet, welches ∞ als Randpunkt und keinen
Punkt mit ‖r‖max ≤ R0, für ein fest gewähltes R0, enthalte. C bezeichne die Menge{
z ∈ Cd

∣∣∃r ∈ R, (|z1|, . . . , |zd|) = r
}
.

Weiters sei a(z) = (aj(z))1≤j≤d mit aj(z) =
zjyzj (z)

y(z)
und B(z) = (Bjk(z))1≤j,k≤d mit

Bjk(z) =
zjzkyzjzk (z)+δjkzjyzj (z)

y(z)
− zjzkyzj (z)yzk (z)

y(z)2
der Vektor der ersten und die Matrix der

zweiten logarithmischen (partiellen) Ableitung von y(z).

Mit diesen Bezeichnungen wurde in der Dissertation eine Verallgemeinerung der Definition
von Hayman (für den Fall R = ∞) folgendermaßen angegeben

Definition. Eine Funktion

y(z) =
∑

n≥0

ynz
n

mit reellen Koeffizienten yn heißt admissible im Sinne von Hayman (oder H-admissible)
in C, wenn sie analytisch in Cd und positiv in R (für ein geeignet gewähltes R0 > 0) ist
und folgende Eigenschaften hat:
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(I) B(r) ist positiv definit mit den Eigenwerten λ1(r), . . . , λd(r) und erfüllt für 1 ≤ j ≤
d:

λj(r) → ∞, für r → ∞ (in R).

(II) Sei v1(r), . . . ,vd(r) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von B(r). Dann exis-
tieren Funktionen δj : r 7→ δj(r),R → (0, π) für 1 ≤ j ≤ d, sodass gilt:

y
(
reiϑ
)
∼ y(r) exp

(
ia(r)ϑt − ϑB(r)ϑt

2

)
, für r → ∞ (in R),

gleichmäßig für ϑ ∈ ∆(r), wobei ∆(r) =
{∑d

j=1 µjvj(r) : |µj| ≤ δj(r), 1 ≤ j ≤ d
}

sei. Das bedeutet, die asymptotische Formel gilt gleichmäßig innerhalb eines von
den Eigenvektoren v1(r), . . . ,vd(r) aufgespannten Quaders, dessen Größe von den
Werten δ1(r), . . . , δd(r) bestimmt wird.

(III) y(reiϑ) = o

(
y(r)√
detB(r)

)
, für r → ∞ (in R), gleichmäßig für ϑ ∈ [−π, π]d \∆(r).

(IV) Für 1 ≤ j ≤ d gilt Bjj(r) = o (aj(r)
2), für r → ∞ (in R).

Folgender Satz und folgendes Korollar wurden gezeigt.

Satz. Sei y(z) =
∑

n≥0 ynz
n eine in C H-admissible Funktion. Dann gilt für r → ∞ (in R)

yn =
y(r)

rn(2π)d/2
√

detB(r)

(
exp

(
−1

2
(a(r)− n)B(r)−1(a(r)− n)t

)
+ o(1)

)
,

für n → ∞, gleichmäßig in n.

Korollar. Sei y(z) eine in C H-admissible Funktion. Gilt n → ∞ so, dass ρn →
∞ (in R) für die Lösung von a(ρn) = n folgt, so erhält man für n → ∞

yn ∼ y(ρn)

ρn
n(2π)

d/2
√
detB(ρn)

.

Im Gegensatz zum univariaten Fall ist die Gleichung a(r) = n nicht immer lösbar.

Für die multivariaten in C H-admissiblen Funktionen wurden in dieser Dissertation fol-
gende Abgeschlossenheitsbedingungen bewiesen:

• Wenn y(z) H-admissible in C ist, dann ist es ey(z) ebenso.

• Sind y1(z) und y2(z) H-admissible in C, dann ist es auch das Produkt y1(z) · y2(z),
wenn es eine Konstante C gibt, für die det (B1(r) +B2(r)) ≤ Cmin{detB1(r), detB2(r)}
gilt und die Eigenrichtungen von B1(r) und B2(r) gleich sind.
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• Ist y(z) H-admissible in C und ist p(z) =
∑

p∈M bpz
p ein Polynom mit reellen

Koeffizienten, für das für alle bp ∈ M mit bp < 0 folgt, dass es ein m ∈ M gibt, für
dass bm > 0 ist, mit p � m. Dann ist y(z) · p(z) H-admissible in C.

• Sei y(z) H-admissible in C und f(z) eine analytische Funktion in diesem Gebiet. Ist
f(r) reell für alle r ∈ R und existiert eine Konstante δ > 0, sodass gilt

max
|zj |=rj ,1≤j≤d

|f(z)| = O
(
y(r)1−δ

)
, für r → ∞ (in R),

dann ist y(z) + f(z) H-admissible in C.

• Ist y(z)H-admissible in C und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, y(z)+p(z)

H-admissible in C. Ist q(z) ein univariates Polynom mit reellen Koeffizienten und
positivem Leitkoeffizienten, so ist auch q(y(z)) H-admissible in C.

Sei 1 < σ ∈ R,

Rσ :=
{
r ∈

(
R+
)d

: (rmin)
σ > rmax

}

und

Cσ :=
{
z ∈ Cd

∣∣∃r ∈ Rσ, (|z1|, . . . , |zd|) = r
}
,

wobei rmin = min1≤j≤d rj und rmax = max1≤j≤d rj bezeichne.

Damit ergab sich folgende Basisklasse:

Sei P (z) =
∑

m∈M bmzm ein Polynom in z mit reellen Koeffizienten, wobei bm 6= 0, ∀m ∈
M gelte,

y(z) =
∑

n∈Nd

anz
n = eP (z)

sei, und σ eine beliebige, fest gewählte, reelle Zahl größer 1 darstelle.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

• ∀ϑ ∈ [−π, π]d \ 0 gilt:
∣∣y(reiϑ)

∣∣ < y(r), für r → ∞ (in Rσ)

• y(z) ist H-admissible in Cσ.

Man sieht, dass sich die Abgeschlossenheitsbedingungen des univariaten Falles gut verall-
gemeinern lassen. Die einzige, größere Einschränkung ergibt sich bei Multiplikation zweier
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H-admissibler Funktionen. Auch die Basisklasse eP (z) lässt sich wie erwartet verallgemei-
nern.

Vergleicht man die hier beschriebene multivariate H-Admissibilität mit der von Ben-
der und Richmond in [8] angegebenen BR-Admissibilität beziehungsweise BR-Super-
admissibilität, so kann man sagen, dass deren Definition speziell auf einige wichtige Bei-
spieltypen ausgerichtet ist, während die hier definierte, das Hauptaugenmerk auf die Ab-
geschlossenheitsbedingungen legt und somit für eine etwaige Implementierung in MAPLE,
oder einem anderen Programm, besser geeignet ist.

74



Notation

Seien v = (v1, . . . , vd), w = (w1, . . . , wd) und k = (k1, . . . , kd) Zeilenvektoren, t ∈ R und
f, g Funktionen.

Dann wird zur Vereinfachung folgende Notation verwendet:

0 (0, . . . , 0)

1 (1, . . . , 1)

∞ (∞, . . . ,∞)

v ±w (v1 ± w1, . . . , vd ± wd)

tv (tv1, . . . , tvd)

(·)t Transponierte von (·)
vw vw1

1 · · · vwd
d

vew (v1e
w1 , . . . , vde

wd)

veiw
(
v1e

iw1, . . . , vde
iwd
)

dv dv1 · · ·dvd
∂k

∂vk
∂k1

∂v
k1
1

· · · ∂kd

∂v
kd
d

(v)k (v1)k1 · · · (vd)kd, mit (vj)kj = vj(vj − 1) · · · (vj − kj + 1), für 1 ≤ j ≤ d

k! k1! · · · kd!
tv (tv1 , . . . , tvd)

tvew (tv1ew1, . . . , tvdewd)

tveiw (tv1eiw1, . . . , tvdeiwd)

v → w v1 → w1, . . . , vd → wd

v ≤ w v1 ≤ w1, . . . , vd ≤ wd

v < w v1 < w1, . . . , vd < wd

v � w v ≤ w und v 6= w

v ≥ w v1 ≥ w1, . . . , vd ≥ wd

v > w v1 > w1, . . . , vd > wd

v 	 w v ≥ w und v 6= w
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f(v) = O (g(v)) , für v → w f(v)
g(v)

≤ C, für v → w, für eine Konstante C > 0

f(v) = o (g(v)) , für v → w f(v)
g(v)

→ 0, für v → w

f(v) ∼ g(v), für v → w f(v)
g(v)

→ 1, für v → w
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