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n eine p-te Potenz in K ist und wenn zusétzlich im Falle 4|n das Element ¢ nicht
von der Form ¢ = —4a* mit a € K ist. Hinweis: Man studiere zuniichst den Fall,
dafl n eine Primpotenz ist.

6.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt werden wir die Galois-Theorie auf geometrische Konstruk-
tionsprobleme in der komplexen Zahlenebene C anwenden. Wir gehen von einer
Teilmenge M C C aus (spiter setzt man meist M = {0,1}) und sagen, ein
Punkt z € C lasse sich mit Zirkel und Lineal aus M konstruieren, wenn A
sich durch endlich viele elementare Konstruktionsschritte zu einer Teilmenge
M’ C C mit z € M’ vergroBern 1a8t. Dabei lassen wir folgende drei Typen von
elementaren Konstruktionsschritten zu:

(1) Man betrachte zwei nicht-parallele Geraden g; und g, in C, welche jeweils
durch Punkte z;, 20 € M bzw. 23,24 € M festgelegt sind, und fiige zu M den
Schnittpunkt von g; mit g» hinzu.

(2) Man betrachte eine Kreislinie X in C um einen Punkt 2, € M mit einem
Radius, der durch den Abstand |23 — 2| zweier Punkte 25, 23 € M gegeben wird,
sowie eine Gerade g, die durch zwei Punkte 24, 25 € M definiert wird, und fiige
zu M alle Schnittpunkte von K mit ¢ hinzu.

(3) Man betrachte zwei nicht-identische Kreislinien K; und K, in C mit
Mittelpunkten z),20 € M sowie Radien |z4 — 23| bzw. |25 — 25|, die durch
Abstinde zwischen Punkten 23, 24, 25, 26 € M gegeben werden. Man fiige die
Schnittpunkte von K; mit K5 zu M hinzu.

Wir bezeichnen mit &(M) die Menge aller mit Zirkel und Lineal aus M
konstruierbaren Punkte in C, wobei wir stets 0,1 € M voraussetzen wollen. Ist
dann M das Bild von M unter der komplexen Konjugation! C — C, z — Z,
so gilt offenbar A(M) = &(M U M), da man zu jedem z € M den konjugierten
Punkt Z durch Spiegeln an der reellen Achse mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann.

Satz 1. Sei M C C mit 0,1 € M, und sei z € C. Dann ist dquivalent:
(i) z € R(M).
(ii) Es existiert eine Korperkette QUM UM) = Ly C Ly Cc ... C L, C C
mit 2 € L und [L;: Lisy] =2 fiiri=1,...,n.
(iii) z ist enthalten in einer Galois-Erweiterung L von Q(M U M), deren
Grad [L : Q(M U M)] eine Potenz von 2 ist.

Als direkte Folgerung ergibt sich hieraus:

! Wir verwenden in diesem Abschnitt die Notation M fiir das Bild von M unter der
Konjugationsabbildung, auch wenn M ein Kérper ist; ein algebraischer Abschlu8 eines solchen
Kérpers M C C, iiblicherweise mit M bezeichnet, wird nicht benétigt.
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Korollar 2. Sei M C C mit 0,1 € M. Es ist R(M) ein algebraischer Erweite-
rungskorper von Q(M U M). Der Grad eines jeden Elementes z € &(M) iber
Q(M U M) ist eine Potenz von 2.

Beweis von Satz 1. Wir beginnen mit der Implikation von (i) nach (ii). Wegen
R(M) C R(Q(M U M)) diirfen wir M durch Q(M U M) ersetzen und somit
annehmen, daB es sich bei M um einen Korper mit M = M handelt. Die
Invarianz von M unter der komplexen Konjugation hat zur Folge, daf fiir einen
Punkt z € M auch sein Realteil Re z, sein Imagindrteil Im 2z sowie sein Betrag
|z| zu M gehoren. Sei nun z € K(M). Es reicht, den Fall zu betrachten, wo
z sich durch einen einzigen elementaren Konstruktionsschritt aus A/ gewinnen
158t, und zu zeigen, daB es zu z eine Koérperkette M C L' C L gibt mit z € L
sowie [L': M] <2, [L: L'] <2 und L = L. Mit Induktion erhélt man daraus
den Allgemeinfall.

Wir betrachten zunichst einen Konstruktionsschritt des Typs (1). Dann
ergibt sich z als Schnittpunkt zweier Geraden

g = {z1 +t(22 — 21),t € R},
g = {23 + t’(24 — 23), v S R},

mit 2y, 29, 23,24 € M, d. h. wir haben die .Gleichung
2+ t(ZQ - 21) =23+ tl(24 - 23)

nach den Parametern t,¢' € R aufzuldsen. Eine Aufspaltung dieser Gleichung
in Real- und Imaginérteil ergibt zwei lineare Gleichungen in den Unbekannten
t,t' mit Koeffizienten in R N M. Die Komponenten der Losung (o, t)) gehdren
dann ebenfalls zu R N M, und wir erhalten

2=2+t to(Zg - Z1) = 23 +t6(2’4 - 23) €M,

so daB in diesem Falle keine (echte) Erweiterung von M notwendig ist; man
setze L =L'= M.

Als néchstes nehmen wir an, da8 z aus M durch einen Konstruktionsschritt
des Typs (2) gewonnen wird. Es ist z also Schnittpunkt einer Kreislinie

K={¢eC,|¢—al=ln—2"
mit einer Geraden
g={za+t(zs — 2z4),t € R},

wobei 2;,...,25 € M. Um sdmtliche Schnittpunkte von K mit ¢ zu berechnen,
ist die Gleichung

[24 + t(zs — 24) - 21'2 = lZ3 — 22l2

nach t aufzuldsen. Da es sich hierbei um eine quadratische Gleichung in ¢ han-
delt mit Koeffizienten, die sich aus den Real- und Imaginérteilen von z;,... , 25
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mit rationalen Operationen berechnen lassen, also zu R N M gehoren, hat jede
Lasung und damit auch jeder Schnittpunkt von K mit g einen Grad < 2 iiber
M. Wir setzen nun L' = M(z2), L = L'(Z). Da M invariant unter der komple-
xen Konjugation ist, hat Z iber M denselben Grad wie 2, also insbesondere
einen Grad < 2 iiber L/, und die Kette M C L' C L besitzt die gewiinschten
Eigenschaften.

Es bleibt noch ein Konstruktionsschritt des Typs (3) zu betrachten. Sei z
also Schnittpunkt zweier nicht-identischer Kreise

Ky ={CeC; ¢ —uf =11},
Ko ={¢eC; ¢~ =l* =13},

wobel 7 = |24 — 23], T2 = |26 — 25, 21,... ,2 € M. Dann geniigt z den Glei-
chungen

~N

2Z — 271 —Z21 + 2Z) = 7Y,

27 ~ 2%y — F2y + 29%2 = Th,
bzw., wenn man subtrahiert, einer Gleichung des Typs
az+az+b=0 bzw. 2Re(az)+b=0

mit @ = Z; — 2% € M und b € M NR. Da die Mittelpunkte von K; und K,
verschieden sein miissen, handelt es sich bei der letzten Gleichung um eine Gera-
dengleichung fiir 2. Indem wir die zugehérige Gerade mit K oder K schneiden,
konnen wir wie bei einem Konstruktionsschritt des Typs (2) weiterschlieBen. Der
Beweis der Implikation (i) == (ii) ist damit abgeschlossen.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation geniigt es zu zeigen, da§ K( M)
(unter der Voraussetzung 0,1 € M) ein Teilkérper von C ist und daB mit 2z
auch jede der beiden Quadratwurzeln +,/z zu (M) gehdrt. Um dies einzuse-
hen, zeigen wir nachfolgende Eigenschaften fir (M), wobei wir einige dieser
Eigenschaften nur aus beweistechnischen Griinden aufgelistet haben:

{a) 21,20 € A(M) = 21 + 25 € &K(M)
(b) z € R(M) = —2 € &(M)
(c) 2 € A(M) = |2] € &(M)
(d) em/? =L+ 1.4V/3 e R(M)
(e) 21,20 € RA(M) = |z1]|22] € R(M)
(f) z€ AM),z # 0= |2|7! € &(M)
(g) 21,22 € R(M) => 2120 € R(M)
(h) z€ &(M),z # 0= 27! € &K(M)
(i) z € R(M) = £/z € A(M)
Jede der vorstehenden Implikationen kann man mit Hilfe einfacher geome-
trischer Konstruktionen verifizieren. Fiir (a) verwende man die Interpretation
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der Addition komplexer Zahlen als Vektoraddition. Der “Vektor” z; + 2, kor-
respondiert zu der Diagonalen des von den “Vektoren” zj,z aufgespannten
Parallelogramms. Fiir (b) spiegele man z am Nullpunkt, es liegt —z auf der
Geraden durch 0 und z (man nehme 2 # 0 an) sowie auf der Kreislinie um 0
mit Radius |z| = |z — 0]. In (¢) interpretiere man entsprechend |z| als Schnitt-
punkt der reellen Achse mit der Kreislinie um 0 mit Radius |z|. Eigenschaft (d)
bendtigen wir zum Nachweis von {e) und (f), um zu sehen, daf A(M) aufler
den Punkten 0, 1 noch einen weiteren, nicht-reellen Punkt enthélt; man errichte
iber der Strecke von 0 nach 1 ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlidnge 1. Die
Spitze, als Schnittpunkt der Kreise um 0 bzw. 1 mit Radius 1, ist dann die
primitive sechste Einheitswurzel ¢™/3 = 1 4 1.4/3. In der Situation (e) und
(f) schlieBlich nehme man 2 # 0 # 2, an und betrachte folgende Figur:

— 0

Um diese zu erhalten, wihle man einen Punkt zy = |2p]e*® in M — R mit
Re 2 > 0, z. B. 25 = ™3, und betrachte die Gerade ¢ durch 0 und 2. Auf
g kann man dann die Punkte p = ¢ und q = |z|e’® betrachten, sowie auf
der reellen Achse den Punkt @ = |z;|. Alle diese Punkte gehoren zu &( M), wie
man leicht verifiziert. Auf der reellen Achse betrachte man noch den Punkt ¢,
den man als Schnittpunkt von R mit der Parallelen zu g,, durch ¢ gewinnt;
dabel sel g,, die durch a und p festgelegte Gerade. Auch ¢ gehort zu R(M),
wie man anhand elementarer Konstruktionen sofort nachpriift; man fille etwa
von ¢ aus das Lot auf die Gerade durch a und p und errichte auf diesem Lot
die Senkrechte in ¢. Dann gilt nach dem Strahlensatz

tal - [pI™" = fef - Jal 7",
also wegen |q| = [z, |p| =1 und |a| = |21]
lel = lal - la] = |z1] - |22

und somit |21 - [22] € K(M). Indem man die Parallele zu g,, durch 1 € R
konstruiert, erhédlt man als Schnittpunkt mit g eine komplexe Zahl vom Betrag
(2171, wobei |z;]7! € &(M) gemis (c). Da sich bei der Multiplikation komplexer
Zahlen die Betriige multiplizieren und die Argumente addieren, hat man zum
Nachweis von (g) bzw. (h) lediglich noch die Winkeladdition bzw. -negation
elementargeometrisch durchzufithren, was aber ohne Probleme moglich ist. Da
auch die Winkelhalbierung elementargeometrisch durchfiithrbar ist, bleibt fiir (i)
nur noch zu zeigen, da fiir z € K(M) — {0} auch \/}7] konstruierbar ist. Hierzu
betrachte man auf der reellen Achse die Strecke von —|z| bis 1 und errichte
hieriiber den Halbkreis des Thales. Diesen schneide man mit der Senkrechten
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auf der reellen Achse, die man in 0 errichtet. Als Schuittpunkt ergibt sich nach
dem Hohensatz fiir rechtwinklige Dreiecke eine komplexe Zah! vom Betrag \/m .
Damit ist gezeigt, daB R(M) ein Teilkorper von C ist und da &(M) abgeschlos-
sen ist unter der Bildung von Quadratwurzeln. Die Aquivalenz der Bedingungen
(i) und (ii) ist also bewiesen.

Es bleibt noch die Aquivalenz von (ii) und (iii) zu begriinden; sei zunéchst
Bedingung (ii) gegeben. Zu der Erweiterung L, von K = Q(M U M) 148t sich
die normale Hiille L in C bilden; vgl. 3.5/7. Sind o1, ... , 0, die verschiedenen
K-Homomorphismen von L,, nach C, so ist L derjenige Korper, der itber K
von allen o;(L,), 1 = 1,...,r, erzeugt wird. Da L, aus K durch sukzessive
Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht, gilt dasselbe fiir jedes ¢i(L,) und
daher auch fiir L. Somit ist L/K eine Galois-Erweiterung, deren Grad eine
Potenz von 2 ist. Wegen z € L,, C L ist Bedingung (iii) erfullt.

Ist umgekehrt Bedingung (iii) gegeben, so ist die Galois-Gruppe Gal(L/K)
eine 2-Sylow-Gruppe und daher nach 5.4/9 aufiésbar. Folglich besitzt Gal(L/K)
eine Normalreihe, deren Faktoren zyklisch von der Ordnung 2 sind, vgl. 5.4/6.
Zu einer solchen Kette korrespondiert dann aber aufgrund des Hauptsatzes der
Galois-Theorie 4.1/6 eine Korperkette wie in Bedingung (ii) gefordert. O

Die Aussage des gerade bewiesenen Satzes ist oft niitzlich, um zu zeigen,
daB gewisse Grofen bzw. Punkte der komplexen Zahlenebene nicht durch Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal aus einer gegebenen Menge M C C erhalten
werden konnen. Ein berithmtes Beispiel hierzu ist das Problem der Quadratur
des Kreises, welches darin besteht, einen Kreis, gegeben durch Mittelpunkt und
Radius, durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein flichengleiches Qua-
drat zu verwandeln. Man betrachte etwa den Kreis mit Radius 1 um 0. Sein
Flicheninhalt wird durch die Zahl 7 gegeben. Ein flichengleiches Quadrat hat
somit die Kantenlinge /7. Das Problem der Quadratur des Kreises besteht
also darin, zu entscheiden, ob /7 zu R({0,1}) gehort oder nicht. Gema Korol-
lar 2 bildet £({0,1}) einen algebraischen Erweiterungskérper von Q, man weif
aber, wie F. Lindemann bereits 1882 in [11] gezeigt hat, da8 die Zahlen 7 bzw.
/7 transzendent iiber Q sind. Es ist also /7 nicht mit Zirkel und Lineal aus
{0,1} konstruierbar und somit die Quadratur des Kreises nicht 1sbar. In der
Vergangenheit sind durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal oftmals sehr gute
Naherungsldsungen fiir 7 bzw. /7 gefunden worden, die dann in Unkenntnis der
Sachlage verschiedentlich als Losung des Problems der Quadratur des Kreises
angesehen wurden.

Ein weiteres klassisches Problem, dessen Unlosbarkeit sich herausstellt, ist
das Problem der Wiirfelverdoppelung: Kann man das Volumen eines Wiirfels
durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal verdoppeln? Man gehe etwa von
einem Wiirfel der Kantenlinge 1 aus. Verdoppelung des Volumens fiihrt zu
einem Wiirfel der Kantenlénge ¥2. Nach Korollar 2 gehort aber &2 nicht zu
£({0,1}), da der Grad von /2 iiber Q keine Potenz von 2 ist. In shnlicher Weise
behandelt man auch das Problem der Winkeldreiteilung; vgl. hierzu Aufgabe 2.
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Wir wollen uns schliefilich noch mit dem Problem der Konstruktion re-
gelmdapiger n-Ecke beschiaftigen. Wichtige Losungsbeitrige hierzu gehen auf
C. F. Gau8 zuriick. Das Problem besteht darin, zu entscheiden, ob fiir eine gege-
bene natiirliche Zahl n > 3 die n-te primitive Einheitswurzel ™/ zu £({0, 1})
gehort oder nicht. Im Beweis zu Satz 1 hatten wir bereits ™/ € £({0,1}) ge-
sehen. Das regelmifige 6-Eck ist deshalb mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
Allgemeiner gilt:

Satz 3. Sei n > 3 eine natirliche Zahl. Das regelmdffige n-Fck ist genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ¢(n) eine Potenz von 2 ist; dabei ist
¢ die FEulersche ¢-Funktion (vgl. 4.5/3).

Beweis. Es sei (,, eine primitive n-te Einheitswurzel iiber Q. Dann ist Q((,)/Q
nach 4.5/7 bzw. 4.5/10 eine abelsche Galois-Erweiterung vom Grad ¢(n).
Nehmen wir zundchst an, dafl das regelm#Bige n-Eck konstruierbar ist, also
Gn € R({0,1}) gilt, so ist nach Korollar 2 der Grad von (, iiber @ und damit
@(n) eine Potenz von 2. Weil man umgekehrt, da ¢(n) = [Q((,) : Q] eine
Potenz von 2 ist, ergibt sich ¢, € £({0,1}), indem man die Implikation von (iii)
nach (i) in Satz 1 ausnutat. d

Mit 4.5/4 berechnet man leicht folgende Werte der (-Funktion:

n [314(5|6|7[8]9 1011 |12|13|14|15]16]17
eyl 2|214(2|6l4]6| 410|412 6| 8|8]16

Kursivdruck in der Zeile fiir ¢o(n) deutet Nicht-Konstruierbarkeit des regelmaBi-
gen n-Ecks an. Das regelméBige 7-Eck ist das erste nicht-konstruierbare n-Eck in
dieser Liste; der Beweis der Nicht-Konstruierbarkeit geht auf Gauf zuriick. Gaufl
war es auch, der als erster ein Verfahren fiir die (recht aufwendige) Konstruktion
des regelm#Bigen 17-Ecks fand, man beachte ¢(17) = 16.

Wir wollen abschliefend noch auf den Zusammenhang zwischen der Kon-
struierbarkeit des regelméaBigen n-Ecks und der Zerlegung von n in Fermatsche
Primzahlen eingehen.

Definition 4. Fir £ € N heifst F, = 22 +1 die £-te Fermatsche Zahl. Eine
Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl, die zugleich eine Fermatsche Zahl ist,
also eine Primzahl der Form 22" + 1.

Es sind Fyp = 3, F} = 5, F» = 17, F3 = 257, F; = 65537 Primzahlen, also
Fermatsche Primzahlen. Dies sind die einzigen Fermatschen Zahlen, von denen

man bisher weiB, daf} sie prim sind.

Satz 5. Sein > 2. Dann ist dquivalent:
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(i) @(n) ist eine Potenz von 2.
(ii) Es existieren verschiedene Fermatsche Primzahlen py, ... ,p, sowie eine
natirliche Zahlm € N mit n = 2™p,...p,.

Beweis. Fiir eine Primzahl p ist ¢(p™) = (p — 1)p™~! genau dann eine Potenz
von 2, wenn p = 2 gilt oder wenn p™~! = 1, also m = 1 gilt und p—1 eine Potenz
von 2 ist. Somit folgt die Aussage des Satzes aufgrund der Multiplikativitit der
-Funktion mit folgendem Lemma:

Lemma 6. Fine Primzahl p > 3 ist genau dann eine Fermatsche Zahl, wenn
p — 1 eine Potenz von 2 ist.

Beweis. Fir jede Fermatsche Zahl p ist nach Definition p — 1 eine Potenz von
2. Sei umgekehrt p — 1 eine Potenz von 2, etwa p = (22[)" + 1 mit ungeradem
7. Gilt dann 7 > 1, so kénnen wir p aufgrund der Formel

l+a"=1—(—a)" =1~ (=a)((—=a)" '+ (=) > +... +1)
echt zerlegen in der Form
%) +1= (¥ + 1)((2¥) " =, +1).
Da aber p eine Primzahl ist, ergibt sich r = 1. (|

Zusammenfassend stellt sich heraus, dafl das regelmiBige n-Eck genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn n von der Form n = 2™p; ... p, mit
paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen py, ... , p. sowie einer natiirli-
chen Zahl m ist.

Aufgaben
1. Es sei M C C eine Teilmenge mit 0,1 € M. Man diskutiere die Frage, ob ein
Element z € C bereits dann zu R(M) gehort, wenn sein Grad dber Q(M U M)
eine Potenz von 2 ist. Insbesondere betrachte man fiir M = {0,1} den Fall, wo z
vom Grad 4 diber Q) ist.
2. Man tberlege, ob das Problem der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal losbar
ist.
3. Fiir M = {0, 1} betrachte man die Erweiterung &()/Q. Man zeige:
(i) A(M)/Q ist eine unendliche Galois-Erweiterung.
(il) R(M) ist darstellbar als Vereinigung einer aufsteigenden Kette von Galois-
Erweiterungen von @, deren Grad jeweils eine Potenz von 2 ist.
(iii) Man beschreibe die Gruppe Gal(&(M)/Q), indem man die Notation des
projektiven Limes benutzt, vgl. Abschnitt 4.2.

4. Man beschreibe die Konstruktion mit Zirkel und Lineal fiir das regelmii8ige 5-Eck.



