Kapitel 3

Verbande und Boolesche Algebren

3.1 Halbgeordnete Mengen

In den Abschnitten 1.5 und 1.6 haben wir uns schon einfiithrend mit Halbordnungen be-
schéftigt. Jetzt werden wir uns eingehender mit diesen Strukturen auseinandersetzen und
wiederholen ein paar grundlegende Definitionen.

Sei M eine Menge und R eine zweistellige Relation auf M mit

1) Vo € M : zRx (Reflexivitét),
2) Vz,y € M : xRy und yRz = = = y (Antisymmetrie),
3) Va,y,z € M : xRy und yRz = xRz (Transitivitét),

dann heifit R eine Halbordnung auf M. Weiters heifit (M, R) eine halbgeordnete Menge. Gilt
zusétzlich

4) Vx,y € M : xRy oder yRx (Vergleichbarkeit),
dann heiit (M, R) eine Kette oder linear geordnete Menge oder Totalordnung.

3.1.1 Anmerkung. Statt ,Halbordnung“ sagt man oft auch ,partielle Ordnung®, ab-
gekiirzt po oder p.o., manchmal auch nur ,,Ordnung®.! Diese Ausdriicke werden sowohl
fiir die Relation R selbst wie auch fiir die gesamte Struktur (M, R) verwendet.

Gelegentlich ist mit ,,Ordnung* auch eine Totalordnung (=lineare Ordnung, Kette?) gemeint.

Bezeichnungen. Statt R wird meist ,,<“ geschrieben. Weiters sei:

T2y ey S,
r<y<sr<y vy,
T>Yy x>y T FY.

3.1.2 Anmerkung. Fiir A, B C M schreiben wir A < B fiir Vo € AVy € B (z < y). Statt
ya < z und b < z“ schreiben wir also {a,b} < x oder meist weiter abgekiirzt ,a,b < z*;
analog ist x < a, b zu verstehen.

Statt ,a < b und b < ¢“ schreiben wir oft a < b < c.

FEine strikte Halbordnung auf einer Menge M ist eine zweistellige Relation S, die

1) irreflexiv (Vo € M: (z,x) ¢ R) und

Yenglisch: order oder partial order
2englisch: : total order, linear order, chain
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2) transitiv

ist. Wenn S eine strikte Halbordnung ist, dann ist S U {(z,z) | x € M} eine Halbordnung;
wenn R eine Halbordnung ist, dann ist R\ {(z,z) | x € M} eine strikte Halbordnung. Jeder
Satz iiber Ordnungen l&sst sich also in einen Satz iiber strikte Ordnungen {ibersetzen, und
umgekehrt.

Gelegentlich ist mit dem Wort ,,Ordnung* oder ,,Halbordnung* auch eine strikte Halbord-
nung gemeint. Ob es sich tatséchlich um eine Halbordnung in unserem Sinn oder um eine
strikte Halbordnung handelt, lasst sich meist aus dem Kontext oder aus der Notation er-

strikte Halbordnungen <, C, <, C, etc. Um die Areflexivitit einer Relation zu betonen,
verwendet man auch gerne Symbole wie G.

3.1.3 Beispiele. 1) (R, <) ist Kette.
2) (Np,|) ist halbgeordnete Menge, aber keine Kette.
3) (PB(M), C) ist halbgeordnete Menge, aber fiir [M| > 2 keine Kette.

3.1.4 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge. Dann heifit k € M kleinstes (bzw.
grofstes) Element von M < Vo € M : k <z (bzw. k > z). (Vgl. auch 1.6.2.)

3.1.5 Beispiele. 1) (R, <) hat kein kleinstes bzw. grofites Element.
2) (Np,|) hat 1 als kleinstes und 0 als groBtes Element.
3) (P(M),C) hat 0 als kleinstes und M als grofites Element.

3.1.6 Anmerkung. Es gibt stets hochstens ein kleinstes bzw. grofites Element, denn: sind
k1, ko kleinste Elemente, dann gilt ky < ko und ks < kq, somit k1 = ko. Analog fiir grofite
Elemente.

3.1.7 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge. Dann heit m € M minimales (bzw.
mazimales) Element von M & (Vz € M :x <m (bzw. x > m) = x =m).

Jedes kleinste Element ist auch minimal, jedes grofite auch maximal.

3.1.8 Satz. a) Sei (M, <) halbgeordnete Menge und N C M. Dann ist (N, <) ebenfalls
eine halbgeordnete Menge. Ist (M,<) eine Kette, dann auch (N,<). Dabei steht (N, <)
abkiirzend fir (N, < N(N x N)).

b) Ist (M, <) halbgeordnete Menge, dann auch (M,>). (,,Dualititsprinzip fir halbgeordnete
Mengen*) L]

Duale Begriffe: < >
kleinstes Element grofites Element
maximales Element | minimales Element

So gilt etwa: m ist maximal in (M, <) < m ist minimal in (M, >).

3.1.9 Definition. Sei (M, <) halbgeordnete Menge und N C M. Dann heifit v € M eine
untere Schranke von N <& Vz € N :u < z. Ein groites Element der Menge aller unteren
Schranken heift ein Infimum von N, in Zeichen: inf N oder A N. Ein Element v € M heift
eine obere Schranke von N :& Vax € N : x < v, und eine kleinste obere Schranke heifit ein
Supremum von N, in Zeichen: sup N oder \/ N. (Vgl. auch 1.6.2.)
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3.1.10 Beispiele. 1) In (R, <) entsprechen die eben definierten Begriffe den in der Analysis
iiblichen.

2) In (No,|) gilt fiir T C Ng mit T # (: inf T = ggT(T) und supT = kgV(T'). Weiters ist
inf() =0 und sup® = 1.

3) In (P(M), ) gilt fiir S C P(M): inf S =S und supS =JS.

Hassediagramm. Sei (M, <) eine endliche halbgeordnete Menge und die Relation ,,be-
nachbart®“ definiert durch:

1) a < boder b < a,

a,b benachbart & { 2) es gibt kein ¢ mit a < ¢ < boder b < ¢ < a.

Dann ist das Hassediagramm von (M, <) gegeben durch den Graphen der Relation , be-
nachbart“. (Knotenmenge M; ist a < b, zeichnet man den Knoten a ,tiefer” als den Knoten
b und verbindet ¢ und b mit einer Kante, falls sie benachbart sind.)

3.1.11 Beispiel. Das Hassediagramm fiir (({1,2,3}), C) sieht so aus:
{1,2,3}

3.2 Halbordnungen und Verbinde

3.2.1 Definition. Sei (V, <) eine halbgeordnete Menge. (V, <) heifit verbandsgeordnete
Menge :< sup{a, b} und inf{a, b} existieren fiir alle a,b € V. (Vgl. auch 1.6.4.)

3.2.2 Beispiel. Auf M = {1,2,3,4,5,6} seien zwei Halbordnungsrelationen < und <’
definiert. 6 6

(M, <) ist verbandsgeordnet (z.B. ist inf{2,3} = 1 und sup{2, 3} = 6). Dagegen ist (M, <)
nicht verbandsgeordnet: sup{2, 3} existiert nicht, da die Menge {2, 3} die oberen Schranken
4, 5 und 6, also keine kleinste obere Schranke besitzt.

Statt ,,verbandsgeordnete Menge* kann man auch Verband im ordnungstheoretischen Sinn
sagen. Wir werden jetzt sehen, dass man sich dem Konzept der verbandsgeordneten Mengen
auch von algebraischer Seite ndhern kann.

3.2.3 Definition. Eine Algebra (V,A,V) vom Typ (2,2) heifit ein Verband® :< fiir alle
a,b,c eV gilt:

Senglisch: lattice
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1) aNb=bAa,aVb=>bV a,
2) an(bAhc)=(aANb)ANc,aV (bVe)=(aVDb) Ve,
3) an(aVb)=a,aV(aAb)=a.

Nach 1) und 2) sind A und VvV kommutativ und assoziativ, d.h., (V,A) und (V,V) sind
kommutative Halbgruppen. Die beiden unter 3) genannten Gesetze nennt man Verschmel-
zungsgesetze.

3.2.4 Beispiel. (B(M),N, V) ist ein Verband.
3.2.5 Lemma. Sei (V,A\,V) ein Verband, dann gilt:
a) VaeV:iaha=a=aVa,
b) Va,beV:aNb=a<aVb=b.

Beweis. a) Auf Grund der Verschmelzungsgesetze gilt: a Aa = a A (aV (a Aa)) = a und
aVa=aV(aA(aVa))=a.

b)=:aVb=(aAb)Vb=0b,<:aANb=aA (aVb)=a,ebenfalls nach den Verschmelzungs-
gesetzen. 0

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Verbénden und verbandsgeordneten
Mengen her.

3.2.6 Satz. (a) Sei (V,A,V) ein Verband. Definiert man eine Relation < auf V' durch
Va,beV: a<b:&saNb=a,
dann ist (V, <) eine verbandsgeordnete Menge, wobei a\b = inf{a, b}, aVb = sup{a, b}.

(b) Sei (V,<) eine verbandsgeordnete Menge. Definiert man auf V' zweistellige Operatio-
nen A,V durch

Va,beV : aANb:=inf{a,b}, aVb:=sup{a,b},
dann ist (V,\,V) ein Verband.
(¢) Diein (a) und (b) definierten Zuordnungen sind zueinander invers.

Beweis. (a) Die Relation < ist reflexiv (a < a wegen a A a = a), antisymmetrisch (a <
b<a=aANb=aund aAb=0>b, also a = b) und transitiv (e < b<c¢ = aAb=a,
bAc="b,daheraAc=(aANb)Ac=aN(bAc)=aNb=a).

Wir zeigen nun, dass aAb = inf{a, b} gilt: aAb < a, b gilt wegen aAbAa = aAbAb = a/Ab;
aus < a,b folgt aNx =bAz ==z, also (aAb) ANz =aA(bAx)=aAz =z, daher
z<aAb.

Die Beziehung a V b = sup{a, b} zeigt man ganz dhnlich.

(b) Wir miissen zeigen, dass die Verbandsgesetze gelten:
a ANb=inf{a,b} = inf{b,a} = b A a.

Wir iiberlegen zunichst, dass jede untere Schranke s von {a, b, ¢} auch untere Schranke
von {a,b A ¢} ist, und umgekehrt:
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s<a,byc = s<aund s <bAc=inf{b,c};
wenn umgekehrt s < a und s < bAc¢, dann ist s < a,b, c.

Daher ist die groite untere Schranke von a, b, ¢ auch gleich der gréfiten unteren Schran-
ke von a und b A ¢:

aA(bAc)=inf{a,b,c}.
Analog ist auch (a A b) A ¢ = inf{a,b,c}, also (a Ab) A ¢ =inf{a,b,c} =a A (bAc).

Analog zeigt man die dualen Gesetze.

(c) (V,A,V) 8, (V,<) ), (V,A*,V*), wobei a A* b = inf{a,b} = a Abund a V*b =
sup{a,b} =a Vb.

(V,S)rﬂ(V,/\,\/)rﬂ(v,g*),Wobeiag*b<:>a/\b:a<:>inf{a,b}:a<:>a§b.

O

Jeder endliche Verband kann somit durch ein Hassediagramm beschrieben werden.

3.2.7 Beispiele. 1) 1 A0 a b ¢ 1 VIO a b ¢ 1
0(0 0 0O 0 O 0]0 a b ¢ 1
al0 a 0 0 a ala a 1 1 1
a c bl0O O b 0 b bbb 1 b 1 1
c|0 0 0 ¢ ¢ cle 1 1 ¢ 1
110 a b ¢ 1 11 1 1 11
0

0 ist kleinstes Element und zugleich neutrales Element bei V. 1 ist grofites Element und
zugleich neutrales Element bei A.

2) Teilerverbénde (T,,ggT,kgV) mit T), := {t € N | ¢ teilt n}, n € N. Hassediagramm von

12 30
6
6 15
Tho 4 3 T3 ”‘
2 5
2
1 1

3) Sei A eine Algebra (z.B. eine Gruppe). Dann wird die Menge Sub(A) aller Unter-
algebren von A durch die Mengeninklusion C zu einer verbandsgeordneten Menge: Fiir
X,Y € Sub(A) ist ndmlich X N'Y wieder eine Unteralgebra von A und daher die grofite
untere Schranke von X und Y, d.h. X AY = X NY. Die kleinste obere Schranke ist

(#)  XVY=(XUY)=[{ZeSub(4) | XUY CZC A}
die von X UY erzeugte Unteralgebra. (Vgl. 2.1.10 und 2.1.11.)

3.2.8 Anmerkung. Die Operationen A und V nennt man oft (in Analogie zu den Opera-
tionen N und U in P(X)) ,,Schnitt* und , Vereinigung“*.

4englisch: meet, join
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Diese Bezeichnungen kénnen aber gelegentlich missverstanden werden: Wenn wir etwa den
Verband Sub(A) aller Unteralgebren einer Algebra A betrachten, ist der verbandstheoreti-
sche Schnitt (d.h. das Infimum im Verband) zweier Unteralgebren zwar gleich dem mengen-
theoretischen Durchschnitt. Die verbandstheoretische Vereinigung (d.h. das Supremum im
Verband) ist, wie in (*) angegeben, die von X UY erzeugte Unteralgebra (X UY'), welche
in der Regel eine echte Obermenge der mengentheoretischen Vereinigung X UY darstellt.

Dualitétsprinzip fiir Verbinde:

(V,A,V) Verband < (V,V, A) Verband,
(V, <) verbandsgeordnet < (V,>) verbandsgeordnet.

Wenn wir den Verband (V, A, V) mit V bezeichnen, nennen wir den Verband (V,V,A) den
zu V dualen Verband und bezeichnen ihn mit V.

Zu jeder Aussage ¢ iiber Verbinde (im ordnungstheoretischen oder auch im algebraischen
Sinn) definieren wir eine Aussage %, die ,,duale“ Aussage so: Wir ersetzen in ¢ das Symbol
A durch V, V durch A, < durch >. (Alle weiteren verbandstheoretischen Konzepte miissen
natiirlich ebenfalls durch die dualen ersetzt werden — ,minimal“ durch ,maximal®, inf
durch sup, etc.)

Wenn nun die Aussage ¢ fiir den Verband V' zutrifft (z.B.: ,V hat ein grofites Element*),
dann trifft die Aussage ¢? auf den Verband V% zu (z.B.: ,V¢ hat ein kleinstes Element*).

Wenn eine Aussage ¢ auf alle Verbéinde zutrifft, dann trifft auch ¢? auf alle Verbinde zu.

3.2.9 Satz (Rechenregeln fiir Verbénde). 1) Die Operationen V und A sind mono-
ton. Das heifst, aus a1 < ag und by < by folgt a1 ANb1 < ag Aby und a1 V by < ag V bsy.

2) a<bAces a<bunda<ec.
3) a>bVes a>bunda>c.

Beweis. (1) ist Ubungsbeispiel 60. (2) gilt, weil b A ¢ die gréfite untere Schranke fiir b und
c ist. (3) ist zu (2) dual. O

3.2.A Unterverbinde

Sei (V,A,V) ein Verband. Ein Unterverband ist eine Teilmenge von V', die unter A und V
abgeschlossen ist.

3.2.10 Beispiel. Sei (V, A, V) ein Verband, und sei < die zugehérige Ordnung. Wenn K C V/
eine Kette in (V, <) ist, dann ist K Unterverband von V. Insbesondere ist jede einelementige
Teilmenge ein Unterverband, ebenso die leere Menge.

3.2.11 Anmerkung. Sei V' Verband mit den Operationen A und V und der Ordnung <.
Sei W ein Unterverband; die Operationen von W sind dann die Einschridnkungen von A
und V auf die Menge V' x V; wir schreiben aber meist A und V (oder gelegentlich Ay und
V) fiir diese Operationen, statt genauer A[(V x V) und V[(V x V') zu schreiben.

Die partielle Ordnung von W ist die Einschriankung von < auf die Menge W, d.h. formal:
die Menge {(x,y) € W x W | z < y}, oder kiirzer <N (W x W); wir schreiben < oder <y
fiir diese Relation.

Die Struktur (W, <) ist ein verbandsgeordnete Menge.

3.2.12 Beispiel. Sei V' die Potenzmenge der Menge {0,1,2}, und sei Wy := {0, {0}, {1},
{07 1}}7 Wa = {Q)v {0}7 {1}7 {07 1, 2}}
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Dann ist V' ein Verband mit Operationen U und N und der Relation C. Die Halbordnungen
(W1, C) und (Ws, C) sind zueinander isomorph; beide sind verbandsgeordnete Mengen. Aber
W1 ist Unterverband von V', W5 nicht.

3.2.B Kongruenzrelationen

3.2.13 Lemma. Seien (V;,A;,V;) fir i = 1,2 Verbiande mit den zugehdrigen Ordnungen
<;, und sei f : Vi — Vy ein Verbandshomomorphismus.
Dann erhilt f die Ordnung, d.h.: v <1y = f(z) <o f(y) fir alle x,y € V;.

Beweis. Wenn = <; y, dann x Ay y = x. Daher f(z) A2 f(y) = f(z A1 y) = f(z), also
f(x) <2 f(y). O

Eine Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation # C V' x V, die mit den Operationen A
und V vertréglich ist:

a10as, b160by = (a1 vV b1)9(a2 V bz), (a1 VAN b1)9(a2 AN b2)

Aus dem allgemeinen Homomorphiesatz folgt, dass fiir jeden surjektiven Verbandshomo-
morphismus f : V — W die Relation {(z,y) | f(z) = f(y)} eine Kongruenzrelation ist, und
dass alle Kongruenzrelationen diese Form haben.

Es ist nicht immer leicht festzustellen, ob eine vorliegende Partition tatséichlich von einer
Kongruenzrelation kommt. Das folgende Konzept kann manchmal hilfreich sein:

3.2.14 Definition. Sei (L, <) eine partielle Ordnung. Eine Teilmenge A C L heifit konvez,
wenn Va,b € AVex e L: a <x <b= z € A gilt. Das heifit, mit allen Elementen a,b € A
muss schon das ganze Intervall [a,b] :== {x € L | a <z < b} eine Teilmenge von A sein.

3.2.15 Lemma. Sei 6 eine Kongruenzrelation auf einem Verband (V,A\,V). Dann ist jede
Kongruenzklasse eine konvere Menge, und jede Kongruenzklasse ist Unterverband von V.

Beweis. Sei f : (V,A,V) — (W,A,V) ein Homomorphismus, mit Kern 6. Jede Klasse [v]g
ist von der Form f~!(w) fiir ein w € W (nimlich w := f(v)).

o Konvexitét: Sei a < z < b mit f(a) = f(b). Zu zeigen ist f(a) = f(z).
Aus dem vorigen Lemma wissen wir f(a) < f(z) < f(b) = f(a). Daher f(a) = f(z).

e Unterverband: Seien vy, vy in der selben Aquivalenzklasse, d.h. f(vy) = f(ve) =: w.
Dann ist f(v1 V ve) = w V w = w, also ist v1 V v2 in derselben Klasse. Daher ist jede
Klasse unter V abgeschlossen; analog auch unter A.

O

3.2.16 Anmerkung. Nicht jede Aquivalenzrelation, deren Klassen konvexe Unterverbinde
sind, ist eine Kongruenzrelation.

3.2.C Vollstdndige Verbinde

3.2.17 Definition. Eine partielle Ordnung (P, <) heifit vollstindig, wenn jede Teilmenge
S C P ein Supremum und ein Infimum hat. (Statt sup S und inf .S schreibt man manch-
mal auch \/ S und A S.) Wir nennen einen Verband (L, A, V) vollstdndig, wenn L mit der
Verbandsordnung vollsténdig ist. (Vgl. auch 1.6.4.)

Insbesondere ist jede vollsténdige partielle Ordnung eine verbandsgeordnete Menge, kann
also als vollsténdiger Verband aufgefasst werden.
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3.2.18 Anmerkung. Die reellen Zahlen R mit der iiblichen Ordnung sind im Sinne die-
ser Definition also nicht vollsténdig, die erweiterten reellen Zahlen R U {—o00, 00} schon.
Wir® nennen eine partielle Ordnung ,,bedingt vollstindig“®, wenn jede nichtleere nach oben
beschrankte Menge ein Supremum und jede nach unten beschrénkte nichtleere Menge ein
Infimum hat. Eine bedingt vollstdndige Halbordnung wird durch Adjunktion von zwei neuen
Elementen oo und —oo zu einer vollsténdigen Halbordnung, daher kann man alle Sétze {iber
vollstdndige Halbordnungen in Sétze iiber bedingt vollstdndige Halbordnungen iibersetzen.
Eine bedingt vollstdndige Halbordnung ist im Allgemeinen kein Verband. Die Familie aller
endlichen Teilmengen von N ist ein Beispiel eines bedingt vollstindigen Verbandes, der nicht
vollsténdig ist.

3.2.19 Satz. Sei (P,<) eine Halbordnung, in der jede Teilmenge ein Infimum hat. Dann
hat auch jede Teilmenge von P ein Supremum. (Vgl. auch 1.6.5.)

Beweis. Ubungsaufgabe 64. U

3.2.20 Beispiele. 1) Sei A eine Algebra. Die Menge aller Unteralgebren bildet einen
vollstandigen Verband. Das Infimum einer Familie von Unteralgebren ist einfach der
Durchschnitt dieser Unteralgebren. (Ubungsaufgabe 65)

2) Sei A eine Algebra. Die Menge aller Kongruenzrelationen § C A x A bildet einen
vollstéindigen Verband. Das Infimum einer Familie von Kongruenzrelationen ist einfach
der mengentheoretische Durchschnitt dieser Relationen. (Ubungsaufgabe 68)

3.3 Boolesche Algebren

Bevor wir uns Booleschen Algebren widmen koénnen, miissen ein paar weitere Begriffe fiir
Verbénde eingefiihrt werden.

3.3.1 Definition. Ein Verband (V, A, V) heifit distributiv < fir alle a,b,c € V' gilt:
anN(bVe)=(aNb)V(aNc), aV(bAc)=(aVD)A(aVc),
wenn also A distributiv iiber V und V distributiv tiber A ist.

3.3.2 Anmerkung. (V, A, V) distributiver Verband < (V, V, A) distributiver Verband (Dua-
litdtsprinzip).

3.3.3 Lemma. Sei (V,A\,V) ein Verband. Dann gilt:
Va,bce V:ian(bVe)=(aANb)V(aANc)<Va,byceViaV(bAc)=(aVb)A(aVc)

Beweis. =: (aVb)AN(aVe)=[(aVb) ANa|V[(aVb)Acfj=aV(aNc)V(bAc)=aV (bAc).

<: analog. O

Das bedeutet: Um zu iiberpriifen, ob ein Verband distributiv ist, muss man nur eines der
beiden Distributivgesetze nachrechnen. Das andere gilt dann auch (allerdings nicht auf
Grund des Dualitétsprinzips!).

3.3.4 Beispiel. (B(M),N, V) ist ein distributiver Verband.

5 Achtung! Manche Autoren verwenden den Namen ,,vollstindig® fiir die Eigenschaft, die wir hier ,bedingt
vollstéandig“ nennen.
Senglisch: conditionally complete
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3.3.5 Definition. Sei (V,A,V) ein Verband. Ein Element 0 € V heifit ein Nullelement
von V& Va eV :aVv0=a (dh, 0 ist neutral bzgl. V). Ein Element 1 € V heifit ein
FEinselement von V :<= Va € V : 1 ANa=a (d.h., 1 ist neutral bzgl. A).

3.3.6 Definition. Sei (V,A,V) ein Verband. Der Verband V heifit beschrinkt, wenn es
sowohl ein Nullelement als auch ein Einselement gibt.

3.3.7 Anmerkung. YVa eV :aV0=a&VacV:aN0=0,VacV:1Na=a& Va e
VilvVa=1.

3.3.8 Definition. Eine Algebra (V,A,V,0,1) vom Typ (2,2,0,0) heifit ein Verband mit
Null- und Einselement (oder kurz {0,1}-Verband) :<

1) (V,A,V) ist ein Verband,
2) 0 ist Nullelement von V,
3) 1 ist Einselement von V.
3.3.9 Beispiel. (PB(M),N,U,D, M) ist ein Verband mit Null- und Einselement.

3.3.10 Definition. Ein Verband mit Null- und Einselement (V,A,V,0,1) heiit komple-
mentir = Va €V Ja’ € V:aNd =0und aVd = 1. Jedes solche Element a’ heifit ein
Komplement von a.

3.3.11 Beispiel. (P(M),N,U, (), M) ist ein komplementirer Verband, wobei fiir A C M
das Komplement durch A’ = M \ A gegeben ist.

3.3.12 Definition. Ein distributiver und komplementérer Verband (V, A, V,0,1) heiit ein
Boolescher Verband.

3.3.13 Beispiel. (P(M),N,U, D, M) ist ein Boolescher Verband.

3.3.14 Satz. Ist (V,A,V,0,1) ein Boolescher Verband, so gibt es zu jedem a € V genau
ein Komplement a’.

Beweis. Seien a’ und a* Komplemente von a. Dann gilt aVa' = 1 = aVa*, aAd’ =0 = aNa*
und damit ' =a’V0O=d V(aAa*)=(d Va)A(dVa*)=1A(dVa*)=ad Va*. Also gilt
a* < d’, und aus Symmetriegriinden erhélt man auch a’ < a*, also a* = d’. O

3.3.15 Definition. Eine Algebra (B, A,V,0,1,) vom Typ (2,2,0,0,1) heifit Boolesche
Algebra” =

1) (B,A,V,0,1) ist ein distributiver Verband mit Null- und Einselement,
2) Vae B:aANd =0undaVd =1.

3.3.16 Anmerkung. (B, A,V,0,1,”) Boolesche Algebra = (B, A,V,0,1) Boolescher Ver-
band. Ist umgekehrt (B, A,V,0,1) Boolescher Verband und o’ das (eindeutig bestimmte)
Komplement von a, so ist (B, A, V,0,1,”) eine Boolesche Algebra.

Manche Autoren verwenden fiir die Operationen V, A der Booleschen Algebra die Symbole
+ und -. Wir tun dies nicht, um Verwechslungen mit Booleschen Ringen (siehe néchster
Abschnitt) zu vermeiden, und um die Verwandtschaft zu Verbdnden zu betonen.

Tenglisch: Boolean algebra
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Fiir das Komplement z’ werden auch oft andere Symbole verwendet, wie 2¢, —x, —z, ~x,
Z. Statt a AV schreibt man manchmal in Analogie zu Mengenalgebren a \ b.

Dualitétsprinzip:
(B, A,V,0,1,") Boolesche Algebra < (B,V,A,1,0,’) Boolesche Algebra.
3.3.17 Beispiel. (‘B(M),N, U, 0, M,”) mit A" = M \ A ist eine Boolesche Algebra.
3.3.18 Satz (Satz iiber Komplemente). Sei (B,A,V,0,1,”) eine Boolesche Algebra.
Dann gilt:

a) (') =a fir alle a € B.

b) 0'=1 und 1" =0.

c) (aVvb) =d ANV und (a Nb) =d' VU fir alle a,b € B (de Morgan’sche Gesetze).
Beweis. a) aVa' =1, aANad =0 = aist Komplement von o/, aus der Eindeutigkeit des
Komplements folgt (a’)’ = a.
) OV1I=10A1=0= 0 =1, 1 =0.
¢) (aVb)V(a'AV') = (aVbVa )N (aVbVY ) = 1AL = 1, (aVb)A(d'AV') = (and’ AV )V (DA AY) =
OV0O=0= (aVb) =d Al. Analog: (a Ab) =d' V. O
3.3.19 Satz (Rechenregeln fiir Boolesche Algebren). Sei B eine Boolesche Algebra.
Dann gilt fiir olle a,b € B:

a) a<b & b <d.(Man sagt auch, dass die Abbildung a — a' antiton ist.)

b) a<b & dVb=1 & anb =0.

In Analogie zur Logik wird der Ausdruck a’ vV b manchmal auch mit a — b abgekiirzt,
d.h. — wird als Name einer 2-stelligen Operation verstanden.

c) a<btl & aNb=0 & b<d.
Die Gleichung a ANb = 0 kiirzt man (in Analogie zur linearen Algebra) auch mit a L b
ab. Die Elemente a und b heiffen in so einem Fall ,disjunkt®.

Beweis. a) Wir verwenden die Regel von de Morgan, sowie die Tatsache, dass man x < y

in dquivalenter Weise sowohl durch Ay = z als auch durch =z V y = y definieren kann:

a<b & aNb=a & (aNb) =d & dVI=d & V<d.

b) Wenn a < b, dann ist ' Vb =a’ V (a Vb) = 1. Wenn umgekehrt o’ Vb =1 ist, dann gilt:
a=aNl=aA(dVb)=(aNd)V(aAb)=aAb,

also a < b. Die zweite Aquivalenz folgt dann aus dem Gesetz von de Morgan.
c) folgt aus b). O

3.3.20 Satz (Satz iiber Homomorphismen). Seien (B, A,V,0,1,") und (C,A,V,0,1,”)
Boolesche Algebren, ¢ : B — C surjektiv. Dann gilt: ¢ ist Homomorphismus von (B, A, V, 0,
1,") nach (C,A,V,0,1,") & ¢ ist Homomorphismus von (B, A,V) nach (C,A,V). (D.h., es
gendigt, dass ¢ mit den Verbandsoperationen vertriglich ist.)

Beweis. =: trivial.

<: Wegen 0Va = a gilt ¢(0)Ve(a) = ¢(a) fir alle a € B. Da ¢ surjektiv ist, gilt ¢(0)Ve = ¢
fiir alle ¢ € C. Also ist ¢(0) neutral beziiglich V in C' und daher ¢(0) = 0. Analog zeigt
man (1) = 1.

@ ist vertriglich mit: aVa' = 1, aAd’ = 0= p(a)Ve(d) = (1) = 1, p(a)Ap(a’) = ¢(0) =0
= p(a’) = p(a)'. O
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3.3.A Boolesche Ringe und Kongruenzen

3.3.21 Definition. Ein Ring (R, +,0, —, -, 1) mit Einselement heiit Boolescher Ring, wenn
Vee R: x-x=x gilt.

3.3.22 Lemma. In jedem Booleschen Ring gilt:
1) x+x =0 fir alle x € R, d.h., —x = x,
2) x-y=y-x firalex,y € R, d.h., R ist ein kommutativer Ring.

Beweis. Adl.z+1=(z+1)(z+1)=zx+x+2+1=(x+x)+ (z + 1), nach Kiirzen
von x + 1 erhélt man z + x = 0.

Ad2.z4+y=(r+y)(z+y) =xx+zy+yx+yy = (x +y) + 2y + yz, nach Kiirzen von
x + y erhilt man xy + yx = 0 und durch Addieren von yx folgt mit 1. xy = yzx. U

3.3.23 Satz.

(a) Sei (R,+,0,—,-,1) ein Boolescher Ring. Mit den Operationen
T Ay = zy, rVy:=x+y+xy, =14z (=1-1)

ist die Algebra (R,N\,V,0,1,") eine Boolesche Algebra,
und es gilt x +y = (x Ay )V (2/ Ny).
(b) Sei (B,A,V,0,1,) eine Boolesche Algebra. Mit den Operationen
T-y:=xANy, r+y:=(xAy)V (@ Ny), —r:=ux
ist (B,4+,0,—,-,1) ein Boolescher Ring,
und es gilt xVNy=z+y+ay=1+1+2z)(1+vy).

(c) Diein (a) und (b) beschriebenen Abbildungen zwischen Booleschen Algebren und Boo-
leschen Ringen sind invers zueinander.

Weiters gilt: Seien (R;,+,0,—,-,1) (fir i = 1,2) Boolesche Ringe, mit zugehdrigen Boo-
leschen Algebren (R;, A, V,0,1,"). Eine Abbildung f : Ry — Rs ist genau dann Ringhomo-
morphismus, wenn sie ein Homomorphismus von Booleschen Algebren ist.

Beweis. Ubungsbeispiele 70 — 72. U

3.3.24 Anmerkung. Die Operation z +y = (z Ay') V (y A 2’) heiit auch ,,symmetrische
Differenz*; sie wird manchmal x A y geschrieben.

Jede Kongruenzrelation ~ auf einem Ring, erst recht also auf jedem Booleschen Ring, ist
durch ein Ideal charakterisiert, nimlich die Aquivalenzklasse von 0. Da die Ringoperatio-
nen durch die Operationen der Booleschen Algebra beschrieben werden (und umgekehrt),
sind die Kongruenzrelationen eines Booleschen Rings genau die Kongruenzrelationen der
entsprechenden Booleschen Algebra. Die Ringkongruenzen kann man durch Ringideale be-
schreiben; wir wollen diese Ideale nun auch ordnungstheoretisch charakterisieren.

3.3.25 Definition. Sei B Boolesche Algebra. Eine nichtleere Teilmenge I C B heifit Ideal,
wenn gilt

(i)ielundz<i=uzel,

(ii) i1,19 € I = 11 Vi € I.
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3.3.26 Satz. Sei Bpa = (B, A, V,0,1,) eine Boolesche Algebra und Br = (B,+,0,—,-,1)
der assoziierte Boolesche Ring.

(a) Eine Teilmenge I C B ist genau dann ein Ideal (im gerade definierten Sinn) in der
Booleschen Algebra Bpa, wenn I ein Ideal (im ringtheoretischen Sinn) des assoziier-
ten Booleschen Rings BR ist.

(b) Ist I ein Ideal in Bpa (bzw. BRr), dann gilt fir die zugehirige Kongruenz 0:

x@yg:c+y61(l<:1>)5|iefz rVi=yVi

Beweis. (a) =: Weil I # ) und 0 < fiir i € I folgt 0 € I. Fiir iq,i2 € I gilt iy Nih < iy € 1,
also ist i1 Ai5, € I wegen der Idealeigenschaft (i); analog folgt i} Ay € I, und daraus erhilt
man mit der Idealeigenschaft (ii)

=i i = (i AV (# Ain) € T

FirieITundz € Bgilt z-i=ax ANi <i € I, also folgt wieder mit (i) z-i € I. Das zeigt
insgesamt, dass I ein Ideal im Ring Bp ist.

s )ielude<i=z=zxzANi=uz-i€l (i) i1,i0 € [ = i1 + 9,01 -i3 € [ =
11 Vig = (i1+i2)+i1 ~i9 € 1.

(b) Die Aquivalenz (I) gilt fiir jede Kongruenz in einem Ring, also auch im Booleschen Ring
Br (man beachte v +y =z — y).

(IT) =: Firi =z +y € I gilt:

zVi=zV(@+y) =azV((xzAy)V@ ANy)=aV (@' Ay)=zVy,

analog rechnet man y V¢ = x V y nach, also erhélt man z Vi =y Vi.

<: Wir zeigen z+y < 4, woraus dann z+y € I aus Idealeigenschaft (ii) folgt: x = xA(xVi) =
xA(yVi)=(zAy)V (zAi); durch Schneiden mit 3 erhalten wir z Ay’ = = Ay’ A4, also
x Ay’ < i; analog erhilt man 2’ Ay = 2’/ AyAi, also 2’ Ay < i; aus diesen beiden Eigenschaften
folgt x+y=(xAy)V (2 Ny) <i. O

3.3.27 Beispiel. Sei B = B(N) die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen. Mit den Opera-
tionen U, N wird B zu einer Booleschen Algebra (1 = N, etc.).

Man priift leicht nach, dass die Famile aller endlichen Teilmengen von N ein Ideal in B
bildet. Die zugehorige Kongruenzrelation 6 sieht so aus: fiir X, Y C N gilt X0Y genau
dann, wenn In € N: X N [n,00) =Y N [n,00), d.h., wenn X und Y bis auf endlich viele
Elemente iibereinstimmen.

3.3.28 Beispiel. Sei B die Famile aller Borelmengen X C [0, 1]. B ist Boolesche Algebra
(mit den iiblichen Operationen U,N,...). Sei A das Lebesguemaf.

Sei I := {X € B | AM(X) = 0}, die Familie der Nullmengen. Dann gilt in der zugehorigen
Kongruenz X60Y genau dann, wenn X und Y ,,bis auf eine Lebesgue-Nullmenge® iiberein-
stimmen.
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3.3.B Endliche Boolesche Algebren

3.3.29 Definition. Sei (V,A,V,0,1) ein Verband mit 0- und 1-Element. Dann heifit a € V'
ein Atom &

1) 0 < aund
2) 0<b<a=b=0Vb=a
(d.h., a ist ein oberer Nachbar von 0).

3.3.30 Lemma (Rechenregeln fiir Atome). Sei B Boolesche Algebra, a € B ein Atom.
Dann gilt fiir alle b,c € B:

(A1) a <b genau dann, wenn a ANb # 0. Anders gesagt: a £b < aAb=0.
(A2) a <V genau dann, wenn a £ b.

(A3) a < bAc genau dann, wenn a < b und a < c.

(A4) a <bVc genau dann, wenn a < b oder a < c.

Bewesis.

(A1) a Ab < a, daher kann a A b nur die Werte 0 und a annehmen. Daher a A b # 0 <
aANb=a < a<b.

(A2) a <V < aNb=0 gilt fiir beliebige a,b. Wenn aber a Atom ist, gilt mit (A1):

a<b & anb=0 & a<h.

(A3) Dies gilt sogar fiir beliebige a,b,c € B (und sogar in jedem Verband).

(A4) Wir zeigen statt dessen a £ bV ¢ < a £ bund a £ c¢. Wir verwenden das Distribu-
tivgesetz a A (bV ¢) = (a Ab)V (a A ¢) sowie Rechenregel (Al):

a€bVe < (aNb)V(iane)=0 < aANb=0undaAc=0 & a£bundaLc.
U

3.3.31 Anmerkung. Die Regeln (A2), (A3), (A4) geben eine Korrespondenz zwischen den
algebraischen Operationen ’, A, V und den logischen Junktoren ,nicht“, ,und®, ,,oder®. Im
néchsten Satz iibersetzen wir diese logischen Junktoren in die mengentheoretischen Opera-
tionen /, N und U.

3.3.32 Lemma. Sei (B, A,V,0,1,") eine endliche Boolesche Algebra. Dann gibt es zu jedem
Element b € B\ {0} ein Atom a € B mit a < b. (Dies gilt sogar fir beliebige endliche
Verbdnde.)

Beweis. Sei b € B\ {0}. Ist b Atom, so kann man a = b setzen. Ist b kein Atom, so gibt es
ein by € B mit 0 < by < b. Ist by Atom, so kann man a = by setzen. Andernfalls setzt man
das Verfahren fort und erhélt eine Kette b > by > by > ..., die, da B endlich ist, bei einem
b; abbrechen muss. Dann setzt man a = b;. O

3.3.33 Satz (Satz von Stone fiir endliche Boolesche Algebren). Sei (B, A,V,0,1,7)
eine Boolesche Algebra und M := {a € B | a Atom von B}.

Sei p: B — P(M) gegeben durch p(b) :={a € M | a < b}.

Dann gilt:
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e o ist Homomorphismus von Booleschen Algebren.

e Wenn B endlich ist, dann ist ¢ Isomorphismus der Booleschen Algebren B und B(M).
Beweis. Da ¢(b) C M, ist ¢ wohldefiniert.

o (b)) = M\ p(b):

acpl) & a<lt/

i3

a £ b wegen Rechenregel A2

a e(b)
a€ M\ pb)

t e

e p(bVe)=p(b)Up(c):

ac€pbVe) & a<bVe
< a <bodera<c wegen Rechenregel A4
< a € p(b) oder a € ¢(c)
& aepb)Uplc)

©(b A c) = @(b) Np(c): Analog, mit Hilfe der Rechenregel A3.

Wenn B endlich ist, dann ist ¢ surjektiv:
Sei U € P(M), d.h., U € M. Weil U endlich ist, konnen wir das Supremum von
U bilden: Sei U = {ay,...,a,} und b := a; V -+ V a, = supU. Dann gilt ¢(b) =

a; Atome

plarV---Va)=pla)U---Up(a,) = AHa}U---U{a.} =U.

@ ist injektiv (d.h., b # ¢ = ¢(b) # ¢(c)). Da ¢ auch ein Ringhomomorphismus ist,
geniigt es, ker(¢) = {0} zu zeigen: Wenn b € ker(yp), dann ist p(b) = (), d.h. es gibt
kein Atom a < b. Nach dem gerade bewiesenen Lemma muss b = 0 sein.

O

3.3.34 Anmerkungen. 1) |M| = |M;| = (P(M),N,U,0, M,") = (B(M1),N,U, D, My,”).
2) IM|=neNy= [B(M)] =2".

3.3.35 Folgerung. Ist B endliche Boolesche Algebra, dann gilt |B| = 2" fiir ein n € N.
Zu jedem n € Ny gibt es somit — bis auf Isomorphie — genau eine Boolesche Algebra mit
2" Elementen, ndmlich P({0,1,...,n —1}).

Dieser Satz kann — geeignet modifiziert — auf beliebige Boolesche Algebren verallgemei-
nert werden. Man kann dabei nicht erwarten, dass jede Boolesche Algebra zu einer Po-
tenzmengenalgebra isomorph ist; es gibt ndmlich abz&hlbar unendliche Boolesche Algeben,
wahrend die Potenzmenge einer Menge nicht abzéhlbar unendlich sein kann: die Potenz-
menge jeder endlichen Menge ist endlich, und die Potenzmenge jeder unendlichen Menge
ist tiberabzdhlbar.

3.3.36 Definition. Sei M Menge. Eine Menge & C B(M) heiBlt Mengenkérper® < fiir
alle A, B € R gilt

8englisch: field of sets
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1) AUB € R,

3

)
2) ANB € R,
) A € R,

)

4) ANB'=A\Be€ R,
5) M € R.
3.3.37 Beispiel. PB(M) ist Mengenkorper. Auch {M, 0} ist Mengenkorper.

3.3.38 Anmerkung. Die Liste 1) — 5) ist redundant. Aus 4) und 5) folgen bereits die
Bedingungen 1), 2), 3). Ebenso folgen, wenn man £ # () voraussetzt, aus 3) und 4) die
iibrigen Bedingungen, oder aus 1) und 3), oder auch aus 2) und 3).

3.3.39 Definition. Sei & C P(M) ein Mengenkorper. Dann heiit die Boolesche Algebra
(R,N,U,0, M,") eine Mengenkdrperalgebra.

(Oft wird in der Notation nicht zwischen der Menge & und der Booleschen Algebra (&, N, U, (),
M,") unterschieden, und beide werden mit , Mengenkorper* bezeichnet.)

Eine Mengenkérperalgebra ist also eine Unteralgebra von (P(M), N, U, 0, M,").
Die folgenden Beispiele zeigen, dass eine Mengenkorperalgebra Atome haben kann, aber
nicht haben muss.

3.3.40 Beispiele. 1) Sei (0, 1] das halboffene Intervall der reellen Zahlengeraden und K C
PB((0,1]) gegeben durch & := {0} U{U;<;<,(ai 0] | 0 < a; <b; <1, n € N}. Dann ist &

Unteralgebra von (PB((0,1]),N,U, 0, (0,1],”). K enthélt keine Atome.

2) Sei X eine beliebige unendliche Menge; sei I die Menge aller endlichen Teilmengen von X,
und sei F':=T1*={X \ A| A € I} die Menge der , ko-endlichen* Teilmengen von X. Dann
ist I U F eine Unteralgebra von (P(X),N,U, 0, X,”). I ist ndmlich unter Schnitten und
Vereinigungen abgeschlossen, daher auch F: wenn némlich x,y € F, dann 2’,3' € I, also
2’ Uy €I, daher x Ny = (¢/ Uy')’ € F. Das Komplement jedes Elements von I liegt in F,
und umgekehrt.

Die Atome von I U F' sind genau die einelementigen Teilmengen von X.

Es gilt der folgende Darstellungssatz?:

3.3.41 Satz (von Stone). Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenkérperal-
gebra.

9Ein Darstellungssatz ist ein Satz, der aussagt, dass jede abstrakte Struktur mit gewissen Eigenschaf-
ten isomorph zu einer ,konkreten“ (mehr oder weniger bekannten) Struktur ist. Der Cayley’sche Satz fiir
Gruppen besagt, dass jede ,,abstrakte“ Gruppe zu einer Gruppe von Bijektionen einer Menge isomorph ist;
diese Gruppe ist insofern , konkret“, als die Gruppenoperation auf dieser Menge einfach die Verkniipfung
von Abbildungen ist.

Der Darstellungssatz von Stone identifiziert jede Boolesche Algebra mit einer Unteralgebra der Potenz-
mengenalgebra; die Potenzmengenalgebra ist insofern konkret, als die Verbandsoperationen die mengentheo-
retischen Operationen U und N sind.

In der linearen Algebra haben Sie einen Darstellungssatz fiir Vektorrdume kennengelernt. Zum Beispiel ist
jeder n-dimensionale Vektorraum iiber dem Kérper K zum Vektorraum K™ isomorph, in welchem die Opera-
tionen (Addition, Skalarmultiplikation) konkret durch die Kérperoperationen in den einzelnen Komponenten
gegeben werden.
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3.3.42 Anmerkung. P(M) = {0,1}M (direkte Potenz). (Jeder Teilmenge wird ihre cha-
rakteristische Funktion zugeordnet.) Aus dem Satz von Stone folgt daher: Jede Boolesche
Algebra B ist isomorph zu einer Unteralgebra einer Potenz {0,1}*. Jedes Gesetz, welches
in der Booleschen Algebra {0,1} mit den Operationen

A0 1 v]o 1 3
00 0 0]0 1 01
10 1 1)1 1 1

gilt, muss daher in allen Booleschen Algebren gelten!

3.3.43 Anmerkung. Ein analoger Sachverhalt gilt auch fiir distributive Verbénde. Dazu
definieren wir: U C PB(M) heifit Mengenverband :< fir alle A,B € U gilt AN B, AU
B € 9. Es gilt dann (ohne Beweis): Jeder distributive Verband ist isomorph zu einem
Mengenverband. Daraus folgt wieder: Jedes Gesetz, welches im distributiven Verband {0, 1}
mit den obigen Operationen A,V gilt, muss in allen distributiven Verbénden gelten.

99



