Kapitel 5

Integritatsbereiche und Teilbarkeit

5.1 Einfache Teilbarkeitsregeln

5.1.1 Definition. Sei (I,+,0,—,-, 1) ein Integrititsbereich. Sind a,b € I, dann heifit a
durch b teilbar und b ein Teiler von a (b ,teilt“ a, in Zeichen: bla) :< e € I : a = be.

Elementare Teilbarkeitsregeln:
1) Va € I : al0,
2) VaeI:1la,
3) Va €1 ala,

4) Ya,b,c € I : alb und b|c = alc,

)

)

)

)
5) Ya,b,c €I :alb= albc,
6) Va,b,c €1 :albund alc = alb+c,
7) Va,b,c € I,c # 0 : alb < ac|be,
8) Va,b,c,d € I:albund c|d = ac|bd,
9) Ya,be I,n € N:alb= a™[b".

5.1.2 Definition. Sei (I, +,0, —, -, 1) ein Integritdtsbereich. Jeder Teiler von 1 heifit Einheit
von 1. Sei E(I) die Menge aller Einheiten von I. a,b € I heiflen assoziiert (in Zeichen: a ~ b)
= de € E(I) :a = be.

5.1.3 Beispiele. 1) I =7Z: E(I) = {£1}, also a ~ b < a = +£b.
2) I = K (K Korper): E(I) =K\ {0}, alsoa~b<a,b#0Va=0b=0.

3) I = Klz] (K Korper): E(I) = K \ {0} (wegen grad p(z)q(x) = grad p(z) + grad ¢(x)),
also gilt: p(z) ~ ¢(z) & Ja € K\ {0} : p(z) = aq(x).

5.1.4 Satz. a) e € [ ist eine Einheit von [ < 3f €I :ef = 1.
b) (E(I),-) ist eine abelsche Gruppe, genannt die Einheitengruppe von I.
c) ~ ist eine Kongruenzrelation auf (I,-).

d) Ya,beI:a~b< alb und bla.
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Beweis. a) folgt unmittelbar aus der Definition.

b) 1 € E(I); e1,e2 € E(I) = 3f1,fore1fi = eafo =1 = (e1e2)(fif) =1-1=1=
ereg € E(I); e € E(I) = 3f :ef =1 = f € E(I), und f ist Inverses zu e. (Vgl. auch
Ubungsbeispiel 18.)

c)a~a,denna=a-l;a~b=a=be=b=ae !(e,e ' € E(I))=b~a;a~bb~c=
a=be,b=cf=a=clef) = a~c(wegen ef € E(I)). Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.
Weiters gilt: a ~ b, c ~d = a=be, c=df = ac= (bd)(ef) = ac ~ bd.

d) =:a~b= a=be, b=ae ! = bla und alb.
<: bla und alb = a = bc und b = ad = a = ade. Fiir a = 0 ist auch b = 0. Fiir a # 0 ist
1 =dc, also d,c € E(I), d.h., a ~ . O

5.1.5 Beispiele. Aquivalenzklassen beziiglich ~:

1) I =7: {0}, {£1},{£2},...,{£n},...,neN.

2) I = K: {0}, K\ {0}.

3) I = K[z]: {0}, {ap(z) | a € K\ {0}}, p(z) normiert.

5.1.6 Definition. Sei (I,+,0,—,-, 1) ein Integritdtsbereich, a € I.

Triviale Teiler von a: alle e € E(I) und alle b mit b ~ a.
Echte Teiler von a: alle b mit bla und b 7 a.

5.1.7 Definition. a € I\ E(I), a # 0, heifit irreduzibel :< a hat nur triviale Teiler.

5.1.8 Beispiele. 1) [ =Z: a € I irreduzibel < a = +p, p Primzahl.

2) I = K[z] (K Korper): Die irreduziblen Elemente heiflen irreduzible Polynome. Z.B. ist
ein lineares Polynom ax + b, a # 0, stets irreduzibel. In einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper ist jedes irreduzible Polynom auch linear.

3) I = R[z]: Irreduzibel sind hier alle linearen Polynome sowie alle Polynome az? + bx + ¢
mit a # 0 und b? — 4ac < 0. (Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass es keine
weiteren gibt.)

4) I = K[z], K endlicher Kérper: Zu jedem n € N gibt es ein p(z) € Kz] mit grad p(z) = n
und p(x) irreduzibel. (Siehe Abschnitt 6.6 {iber endliche Kérper.)

5.1.9 Definition. p € I\ E(I), p # 0, heifit primes Element oder Primelement :< plab =
pla oder plb.

5.1.10 Beispiel. Fiir I = Z, K[z] (K Korper) gilt: p irreduzibel < p prim (folgt aus
Abschnitt 5.3 und 5.4).

5.1.11 Anmerkungen. 1) a irreduzibel und b ~ a = b irreduzibel.
2) p prim und ¢ ~ p = ¢ prim.

3) p prim = p irreduzibel, denn: a|lp = 3b € I : p = ab = plab = (p|a oder p|b) und
alp und b|p. Also gilt p ~ a oder p ~ b. Im Falle p ~ b ist p = eb = ab fiir eine Einheit e.
Wegen p # 0 ist b # 0 und daher a = e. Also ist in jedem Falle a ein trivialer Teiler von p.
(Die Umkehrung von 3) gilt im allgemeinen nicht!)
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5.2 ZPE-Ringe

5.2.1 Definition. Ein Integritétsbereich I heifit ein ZPE-Ring (Ring mit Primelementzer-
legung, Ring mit eindeutiger Primelementzerlegung, Gauf’scher Ring, faktorieller Ring) :<
Zu jedem a € I\ E(I), a # 0, gibt es Primelemente pq,...,p, mit a = py - p,.

5.2.2 Satz (Eindeutigkeit der Primelementzerlegung). Sei [ ein ZPE-Ring, a €
INE(I),a+#0,a=pi - pr=q1---qs mit Primelementen p1,...,pr,q1,...,qs. Dann ist
r = s, und es gibt eine Permutation m von {1,...,r} mit p; ~ Ir(i), ©=1,...,71.

Beweis. Da pi]q1---gs, gibt es ein 7(1), 1 < 7(1) < 7 mit p1|qq(1), d.h., p1 ~ (1. Fiir eine
geeignete Einheit ey gilt daher e1p2 - pr = q1++ qr(1)-1 " dr(1)+1 - ¢s- Durch wiederholte
Anwendung dieser Uberlegung erhilt man schlieBlich die Behauptung. O

5.2.3 Satz (Teilerkettenbedingung). Sei I ein ZPE-Ring. Dann gibt es keine unendliche
Folge (an )nen von Elementen von I, sodass fiir allen € N das Element a,+1 ein echter Teiler
VON Gy 1ST.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass es in I \ {0} keine solche Folge geben kann. Nach dem
gerade bewiesenen Satz gibt es zu jedem Element a € I\ {0} eine eindeutig bestimmte Zahl
r =r(a), sodass sich a als Produkt von r Primelementen schreiben lésst. (Fiir Einheiten a
setzen wir r(a) = 0.)

Wenn b ein echter Teiler von a ist, dann ist 7(b) < r(a).

Wenn also 7(a;) = k ist, dann kann es keine Folge (an)n=1,.. k+1,k+2 von Elementen von
I'\ {0} geben, sodass fiir alle n < k + 1 das Element a,,41 ein echter Teiler von a,, ist; erst
recht kann es keine unendliche solche Folge geben. U

5.2.4 Beispiele. Z und K|z] (K Korper) sind ZPE-Ringe (Beweis folgt aus Abschnitt 5.3
und 5.4).

5.2.5 Definition. Sei I Integritéitsbereich, ay,...,a, € I.

1) d € I heiit ein grifiter gemeinsamer Teiler (ggT) von ai,...,a, € I = (i) d|a;,
i=1,...,nund (ii)) Vt € [ : tla;, i=1,...,n = t|d.

2) v € I heit ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von ay, ..., a, € I :& (i) a;|v,
i=1,...,nund (ii) Yw € I : a;lw, i =1,...,n = v|w.

5.2.6 Anmerkung. Sei d ein ggT von aq,...,a, und d; € I. Dann gilt: d; ist ein gg'T von
ai,...,ay < di ~ d. Eine entsprechende Aussage gilt fiir das kgV.

5.2.7 Satz. In einem ZPE-Ring I ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. a € I, a irreduzibel = a ¢ E(I), a # 0 = a = p1---p, mit p; prim = pila,
p1 ¢ E(I), d.h., p1 ~a = a prim. O

Wir betrachten die Quotientenmenge I/~ = {[a]~ | a € I} und denken uns aus jeder Klasse
[a]~ ={b € I|b~ a} ein festes Element n([a].) herausgegriffen (Auswahlaxiom!), d.h.,

n:{ If~v—1

[a]~ = n([d].) € [a]~.
Die Elemente der Menge n(I/~) heiflen normierte Elemente (beziiglich n).

Jede Klasse [a]~. mit a prim besteht zur Génze aus Primelementen. Die Elemente n([a].)
mit a prim heiflen normierte Primelemente.
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5.2.8 Beispiele. 1) I =Z, n([a]~) = n({*a}) = |al.

2) I = Klz], n({0}) = 0, n([p(z)]~) = q(x), wobei p(z) = anz" + -+ + a1z + ao, an #
0, ¢(x) = (1/an)p(x). Wir wéhlen also aus jeder ~-Klasse das Polynom mit hdchstem
Koeffizienten 1 aus.

5.2.9 Satz. Ist I ein ZPE-Ring, a € 1\ E(I), a # 0, dann gilt a = ep{* ---pSr, wobei
e € E(I), p1,...,pr normierte, paarweise verschiedene Primelemente, e; € N. ]

5.2.10 Lemma. Sei I ein ZPE-Ring, a,b € I\ {0}, a = fpy'-- ol b= gp{* - pl" (pj
prim, normiert und paarweise verschieden, fj,g9; € No, f,g € E(I)). Dann gilt: alb <
f]‘ ng f?i?’jZL...,?“

Beweis. alp = 3c € I :b=ac= c=hp"---pl, hj € Ny, h € E(I) (da I ZPE-Ring) =
fj+h]':gjaj:1""7rz>fjng’jzl""’r

Umkehrung: Ist f; < g;, 7 = 1,...,r, so gilt mit h; := g; — f; € Ng, ¢ := ]”*1971)}1‘1
ac = b, d.h., alb. O

5.2.11 Satz. Sei I ein ZPE-Ring, ai,...,a, € I, a; # 0, a; = e;p]* ---piri, e; € E(I), p;
paarweise verschiedene normierte Primelemente, e;; € No. Dann gilt:

ggT(a1 a ) o Ilninlgign(eli) o 11311H1§i§n(6ri)
AR ] n -
und
kegV(ar, ... an) = prlnamgign(eu) B _p;naxlgign(e'ri)'
Sind einige a; = 0, so ist ggT(ar,...,an) = ggT(a; | a; # 0), sind alle a; = 0, so ist
geT(ay,...,a,) = 0. Sind einige a; = 0, so ist kgV(ay,...,a,) = 0.
Beweis. Sei d := prlninlgign(e”) . -prrninlgign(e”).

(i) min;(ej;) < e, fiir alle k € {1,...,n} = d\ak, k=1,.

(ii) tlag fir alle k € {1,...,n} =t = fp;'-- -pl7 mit f € E( )s fi < ejp, B =1,...,n,
j=1,...,r= f; <mini(ej), j=1,...,7 = t|d.

Die Sonderfille (einige oder alle a; = 0) sind trivial.

Die Aussage iiber das kgV beweist man analog zum ggT. U

5.2.12 Satz. Sei I ein ZPE-Ring, und N,V auf I/~ = {[a]~ | a € I} definiert durch
[a]~ A ]~ = [g8T(a,b)l~,  lalw V [B]~ = [kgV(a, b)]~

Dann sind A\ und V wohldefiniert (d.h., vom Reprisentanten unabhdngig) und (I/~,N\,V) ist
ein Verband mit Nullelement [1]. = E(I) und FEinselement [0].. = {0} (,, Teilerverband®).
Die zugehorige Ordnung < ist gegeben durch: |a]~. < [b]~ :& alb.

Der Beweis dieses Satzes folgt unschwer aus den Definitionen. O

5.2.13 Beispiel. (Z/~,A,V) = (Np,ggT, kgV).
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5.2.A Charakterisierung von ZPE-Ringen

5.2.14 Satz. FEin Integrititsbereich I ist genau dann ZPE-Ring, wenn die folgenden Be-
dingungen erfillt sind:

(a) Jedes irreduzible Element ist prim.

(b) Teilerkettenbedingung: es gibt keine unendliche Folge (an)nen von Elementen von I,
sodass fiir alle n € N das Element an,4+1 ein echter Teiler von a,, ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass jeder ZPE-Ring die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Zu
zeigen ist die Umkehrung.

Sei also I ein Integrititsbereich, der die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Sei a € I, a # 0,
a ¢ E(I). Wir haben zu zeigen, dass a eine Primelementzerlegung besitzt.

Indirekt: Angenommen, es gibt keine Primelementzerlegung von a. Dann ist a kein Prim-
element, wegen (a) also nicht irreduzibel. Somit existiert ein nichttrivialer Teiler a; von a,
d.h., a = a1b;, wobei ay, by beide echte Teiler sind. (Denn: by ~a = by = ae, e € E(I) =
a=ajae = 1 =aje = ay € E(I), Widerspruch!)

Einer der beiden Teiler (0.B.d.A. a1) hat keine Primelementzerlegung (sonst hitte ja a
eine solche). Daher existiert ein echter Teiler ay von aj, welcher ebenfalls keine Primele-
mentzerlegung besitzt. Auf diese Weise wire es moglich, eine unendliche echte Teilerkette
a,ai,as,... zu konstruieren, was der Bedingung (b) widerspricht. O

5.3 Hauptidealringe

5.3.1 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, a € R, (a) := {ar | r € R}.
Dann ist (a) das kleinste Ideal von R, welches a enthdlt.

Beweis. (a) ist Ideal: 0 = a0 € (a); ary,ars € (a) = ary + ary = a(ry +r2) € (a); —ar; =
a(—r1) € (a); fiir beliebiges r € R ist r(ary) = a(rry) € (a). Weiters ist a = a -1 € (a).
Da jedes Ideal, welches a enthiilt, alle ar, r € R, und damit (a) enthalten muss, ist (a) das
kleinste Ideal, welches a enthélt. U

5.3.2 Definition. (a) heiit das von a erzeugte Hauptideal von R. Ein Ideal heifit Haupt-
ideal, wenn es von der Form (a) fiir ein a € R ist.

5.3.3 Definition. Ein Integrititsbereich I heifit Hauptidealring < Jedes Ideal von I ist
ein Hauptideal.

5.3.4 Beispiele. 1) Jeder Korper ist ein Hauptidealring: {0} = (0) und K = (1) sind die
einzigen Ideale, da K einfach ist.
2) Z, K[z] (K Korper) sind Hauptidealringe (sieche Abschnitt 5.4).

3) Q|z,y] ist kein Hauptidealring. Das von der Menge {z,y} erzeugte Ideal (anders gesagt:
der Kern des Homomorphismus h : Q[z,y] — Q, der jedem Polynom seinen konstanten
Term zuordnet) ist kein Hauptideal.

4) Z[z] ist kein Hauptidealring.
Zu 3) und 4) vgl. das allgemeinere Ubungsbeispiel 84: Wenn R ein Integrititsbereich ist,

und @ € R kein multiplikatives Inverses hat, dann ist das von {a,z} erzeugte Ideal kein
Hauptideal.

5.3.5 Lemma. Sei I ein Integritdtsbereich, dann gilt:
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1) alb < (a) 2 (b).

2) a~b<s (a)=(b).
Beweis. Folgt aus den Definitionen. O
5.3.6 Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, J < R (d.h., J Ideal von
R), J # R. Dann heifit J

1) mazimales Ideal < VK (K <R,J C K CR = K =J oder K = R),

2) Primideal < (ab€ J = a € J oder b € J).
5.3.7 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und J < R, dann gilt:
a) R/J Korper < J mazimales Ideal,

b) R/J Integrititsbereich < J Primideal.
Beweis. Ubungsbeispiele 86 und 87. U

5.3.8 Folgerung. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.
5.3.9 Satz. Sei I ein Integrititsbereich, p € I, p# 0, p ¢ E(I). Dann gilt:
a) (p) mazximal in der Menge aller Hauptideale # I < p irreduzibel,

b) (p) Primideal < p prim.

Beweis. a) =:alp=(a) 2 (p) = (a)=(p)oder (a) =I=(1) = a~podera~1 =
p irreduzibel.
«: analog.

b) =: plab = ab € (p) = a € (p) oder b € (p) = pla oder p|b.
<«: analog. U

5.3.10 Folgerung. Sei [ ein Hauptidealring, p € I, p # 0, p ¢ E(I). Dann gilt:
a) p prim < p irreduzibel,

b) I/(p) Korper < p irreduzibel.
5.3.11 Beispiel. Z = Z/(n) ist Koérper < n = £p, p Primzahl.

5.3.12 Satz. Sei I Hauptidealring, ay,...,a, € I. Dann existiert ggT(aq,...,a,) =: d,
und es gibt x1,...,x, € I mit d =ayx1 + - + apx,.

Beweis. Sei M := {ajri+--+anr, | r; € I'}. Dann gilt M <I (analog wie fiir das Hauptideal
(a) einzusehen). Somit gibt es ein d € [ mit M = (d). Wir zeigen: d = ggT(a,...,an):
wegen ai,...,a, € M = (d) gilt d|ai,...,d|ay; aus t|ai,...,tla, folgt tlayry + - + aprp,
Vri,...,rn € I, und daraus t|d (denn d € M). O

5.3.13 Lemma (Teilerkettensatz). Sei I Hauptidealring. Dann gibt es keine unendliche
Folge (an)neny von Elementen von I, sodass fiir alle n € N das Element a,41 ein echter
Teiler von a,, 1ist.

Beweis. Angenommen, es gibt eine solche Folge (a,)nen. Dann muss (a1) C (az) C ... C
(an) C (any1) C ... gelten, wobei alle auftretenden Inklusionen echt sind. Fiir J :=
U,Z(ay) gilt dann J < I, denn: 0 € J; a,b € J = 3In,m € N (0.B.d.A. n > m): a € (a,),
be (am) = a,be (ay) = a+b,—a,ra€ (a,), r €1, = a+b,—a,rac J. Also gibt es ein
d €I mit J = (d). Wegen d € J ist d € (a,) fiir ein n € N und damit (d) C (ay,) C (d),
woraus (ap) = (ap4+1) = ... folgt. Widerspruch zur Annahme! O

5.3.14 Folgerung. Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.
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5.4 Euklidische Ringe

5.4.1 Definition. Ein Integritédtsbereich I heifit ein Fuklidischer Ring < Es gibt eine
Abbildung H : I\ {0} — Ny (,Euklidische Bewertung“) mit folgender Eigenschaft: fiir alle
a€I\{0},beIgibtesq,rel,sodassb=aqg+r mitr =0 oder H(r) < H(a) (,Division
mit Rest*).

5.4.2 Beispiele. 1) Z ist ein Euklidischer Ring mit H(a) := |a|. (Siehe 1.7.15.)
2) Jeder Korper ist ein Euklidischer Ring (¢ = a~'b, r = 0).

5.4.3 Satz. K|z] (K Korper) ist ein Euklidischer Ring mit H(p(x)) :=
p(xz) # 0, p1(x) beliebig, gibt es Polynome q(x) und r(x) mit p1(z) = p(x
r(z) =0 oder grad r(z) < grad p(z).

gr adp( ), d.h., fir
Jq(x) +7r(z), wobei

Beweis. Sei p(z) = apma™ + -+ + a1z + ag, am # 0, m = grad p(z), p1(x) = bz + -+ +
biz + by. Fiir n < m kann ¢(z) = 0 und r(z) = pi(z) gewidhlt werden. Fiir n > m sei
p2(z) := p1(x) — bpa,,la™ ™p(x). Wir haben py(z) = cpa® + -+ + 1z +co mit k <n — 1.
Fiir £ < m kann q(z) = bya,,'z" ™ und r(x) = pa(z) gewihlt werden. Fiir k& > m sei
p3(z) = pa(z) — cpa;,' 2 "p(x). Wir haben p3(x) = djz! +- - -+ dyx +do mit [ < k— 1. Fiir
I < m kann g(x) = bya 'z + cpa;, 2™ und r(z) = p3(x) gewihlt werden. Fiir [ > m
wird das Verfahren fortgesetzt, und man erhilt nach endlich vielen Schritten ein Polynom
pe(z) mit pi(z) = 0 oder grad pi(x) < m. O

5.4.4 Satz. Jeder Euklidische Ring I ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei J<I, J # (0) ={0}. Zu zeigen: Ja € I : J = (a) = {ag | g € I}. Sei a € J\ {0}
so gewahlt, dass H(a) = min{H(z) | « € J\ {0}}. Wir behaupten, dass dann J = (a)
gilt. Trivialerweise gilt (a) C J. Sei umgekehrt b € J. Wegen a # 0 gibt es ¢, € I mit
b=aqg+rundr =0V H(r) < H(a). Esist r =b—aq € J (wegen J < I), woraus (wegen
der Minimalitét von H(a)) » = 0 und damit b = aq € (a) folgt. Somit gilt auch J C (a),
also J = (a). O

5.4.5 Folgerung. Jeder Euklidische Ring ist ein ZPE-Ring.

5.4.A Euklidischer Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus ist ein Algorithmus zur Berechnung des ggT in Euklidischen
Ringen.

Sei I Euklidischer Ring und a,b € I. Fiir a = b = 0 ist ggT(a,b) = 0. Sei 0.B.d.A. a # 0.
= Jdq1,mm €l :b=uaq +r1, 11 =0 oder H(ry) < H(a),

falls 11 #0 = Jqo, 72 € I : a = 11g2 + 12, 72 = 0 oder H(r2) < H(r1),
falls ro # 0 = Jgqs,r3 € I :r1 =1raq3 + 13, 73 =0 oder H(rs) < H(ra),

allgemein:
falls T 75 0 = Elql'Jrl,TfiJrl el: Ti—1 = Tiqi+1 +T‘Z'+1, Ti+1 = 0 oder H(’I“iJrl) < H(’I“Z)
(Dabei ist @ = rg und b = r_1 zu setzen.)
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Nach endlich vielen Schritten (wegen H(a) = H(rg) > H(r1) > H(rg) > ...) erhélt man
ein k mit 7, = 0 und r_q # 0. Wir zeigen nun: r,_1 = ggT(a,b). Wir haben:

Th—2 = Th—1qk + 0 = Tp_1|rk—2,
Theg = Th—2Qk—1 + Th—1 = Th—1|Tk—3,
Th—d = Th—3Qk—2 + Th—2 = Th—1|Tk—4a,

T =1T2q3 + 13 = TR—1|11,
a=r1q2+ 19 = 110,
b=aq +1r1 = rp_1|b,

also gilt ry_1|a und r,_1|b. Gilt umgekehrt t|a und ¢|b, dann folgt analog: t|ry, t|re, t|rs,
ey t|Tk_1.

Wir haben fiir Hauptidealringe gezeigt: ggT(a,b) = ax + by mit x,y € I. In Euklidischen
Ringen kann man x,y berechnen:

ggT(a,b) = ri—1 = rp—3 + ri—2(—qr—1) = Th—3 + (Th—a — re—3qk—2)(—qr—1) =

= ka4 (=qk—1) +7k—3 (L + e—2qk—1) = ... = az + by.
—— ———
el el

5.4.6 Anmerkung. 1) In jedem ZPE-Ring gibt es zu beliebigen Elementen a, b immer
einen grofften gemeinsamen Teiler; diesen kann man nach 5.2.11 bestimmen, wenn
man die Primzerlegung der Elemente a und b kennt.

2) Wenn R Hauptidealring ist, weifl man iiberdies (sieche 5.3.12), dass sich der grofite
gemeinsame Teiler von a und b in als R-Linearkombination von a und b schreiben
léasst.

3) Wenn schliefllich R euklidischer Ring ist, dann haben wir sogar einen expliziten Algo-
rithmus, der den ggT sowie diese Linearkombination findet. (Fiir den Fall R = 7Z ist
dieser Algorithmus weit schneller als das Finden der Primfaktorzerlegung.)
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