Ubungsbeispiele

1. Sei (A, o) eine Algebra vom Typ (2), sodass gilt:

a) o ist assoziativ,
b) es gibt ein Linkseinselement e,

c) zu jedem x € A gibt es ein y € A mit yox = e.
Man zeige, dass dann e sogar ein Einselement und jedes = € A invertierbar ist.

2. Sei M eine beliebige Menge, o die Komposition von Funktionen, aufgefasst als zwei-
stellige Operation auf MM und f € MM. Man zeige:

a) o ist assoziativ.

)

b) idps ist ein Einselement beziiglich o.

c) f ist injektiv < f besitzt ein Linksinverses.

d)
)

f
f ist surjektiv < f besitzt ein Rechtsinverses.
e) f

ist bijektiv < f ist invertierbar.
3. Man bestimme alle Paare (a,b) von reellen Zahlen, fiir welche die durch
zoy=azr+by (x,y€R)
erkliarte Operation auf R assoziativ ist.

4. Sei A die Menge aller zweizeiligen quadratischen Matrizen der Form

a b .
<0 0) mit a,b € Z.

Man zeige, dass A beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Halbgruppe bildet, in
der es unendlich viele Linkseinselemente, aber kein Rechtseinselement gibt.

5. Man gebe alle bindren Operationen auf A = {a,b} an und iiberpriife sie hinsichtlich
Kommutativitidt, Assoziativitét, Invertierbarkeit und Existenz von (Rechts-, Links-)
Einselementen.

6. Man gebe alle bindren Operationen o auf A = {a,b,c} an, sodass o kommutativ und
a Finselement ist, und tiberpriife sie hinsichtlich Assoziativitdt und Regularitit.

7. Kann man die folgende Operationstafel so ergéinzen, dass o eine assoziative binére
Operation auf A = {a,b, c,d} wird?
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. Man zeige, dass die symmetrische Differenz A A B := (AU B) \ (AN B), aufgefasst

als zweistellige Operation auf der Potenzmenge B(M ), assoziativ, kommutativ und
invertierbar ist.

. Sei A eine Menge mit zwei bindren Operationen + und o. Es sei dabei o distributiv

iiber +, und es existiere ein Einselement fiir o. Ferner sei + assoziativ und regulér.
Man zeige, dass daraus die Kommutativitdt von + folgt.

Man stelle fiir die Menge Dg aller Deckabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks, wel-
che aus drei Drehungen um 0°, 120° bzw. 240° und den drei Spiegelungen an den
Symmetrieachsen des Dreiecks besteht, die Operationstafel fiir die Operation o der
Abbildungskomposition auf. Gibt es ein Einselement? Wenn ja, welche Elemente sind
invertierbar?

Man zeige: Ist (H,-) eine Halbgruppe, dann gilt fir ay,...,a, € H, n > 3, und
rsENy 0<r<s<n:

al...an:al...ar(ar_’_l...as)a5+1...an.

Man zeige durch Aufstellen der Operationstafeln, dass alle Gruppen mit héchstens
vier Elementen kommutativ sind.
Sei (H, o) ein endliches Gruppoid. Man zeige: o regulir < o invertierbar.
Man zeige, dass (Q \ {—1}, o) mit
aob:=a+b+ab

eine abelsche Gruppe bildet.

Sei M eine Menge und Sy := {f € MM | f bijektiv}. Man zeige, dass (Syr,0) eine
Gruppe bildet, und stelle fiir M = {1, 2,3} die Operationstafel von Sy; auf.

Man definiere auf {e, a,b, ¢, d, f} eine Gruppenoperation - so, dass e Einselement wird
und die Beziehungen a? = b3 = e und ab = b%a gelten. Welche bekannte Gruppe erhilt
man so (bis auf die Bezeichnungsweise der Elemente)?

Sei A:={r+s/p|rseQ, r? 4+ 52 # 0} fiir eine feste Primzahl p. Man zeige, dass
A mit der gewdhnlichen Multiplikation eine Gruppe bildet.

Sei (H,-,e) ein Monoid und G := {z € H | z invertierbar}. Man zeige, dass die
Einschrinkung von - auf G x G eine binéire Operation auf G und (G, -) eine Gruppe
ist.

Sei m eine feste natiirliche Zahl und Z,, := {0,1,...,m — 1}. In Z,, sei eine Ver-
kniipfung & definiert durch:

obo— a+b, falls a +b < m,
GOV atb—m, fallsa+b>m.

Man zeige: (Zy,, @) ist eine abelsche Gruppe.



