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Sei f(x) = ap + a1z + -+ - + apx™ € Z[z], f(z) # 0 und p/q eine rationale Nullstelle
von f(x) mit p,q € Z, ggT(p,q) = 1.

a) Man zeige: plag und g|a,.

b) Man berechne simtliche Nullstellen von 122% — 3123 + 2722 — 92 + 1.

(a) Man bestimme die Nullstellen von 2™ — 1 in C (n-te Einheitswurzeln).
(

b) Man zeige, dass die n-ten Einheitswurzeln in C beziiglich der Multiplikation eine
zyklische Gruppe der Ordnung n bilden.

Man bestimme alle Nullstellen des folgenden Polynoms in C:

22— 3+ 122 —4

Man bestimme alle Nullstellen des folgenden Polynoms in C:

2t —22% — 322 + 122 — 18

Ist R ein kommutativer Ring mit Einselement und f(z) = ap+a1z+- - -+anz™ € R[z],
dann sei f/(z) := a1 + 2a0x + - - - + na,z™ ' (Ableitung von f). Man zeige, dass fiir
alle f,g € R[z], a € R gilt:

f+9)=f+d, (f-9=Ffg+df  (af) =af.
Man zeige: Ist f(x) € R[z], z € C und f(z) =0, so ist auch f(z) = 0.
Man zeige: Ist R ein Integritédtsbereich, so auch R[[z]].

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Man zeige: > - ; anz™ € R|[[z]] besitzt
genau dann ein Inverses beziiglich - in R[[z]], wenn ag ein Inverses beziiglich - in R
besitzt.

Man zeige: a) Ist a € I eine k-fache Nullstelle (k > 1) von p(x) € I[x], so ist a eine
mindestens (k — 1)-fache Nullstelle von p/(z) (I Integritéitsbereich).

b) Sind p(z) und p'(z) teilerfremd, so hat p(x) nur einfache Nullstellen. Gilt auch die
Umkehrung?

¢) Ist K Korper und p(z) € K|[z] irreduzibel, dann gilt: ggT(p(z),p'(z)) # 1 <
p(@)|p'(z) & p'(x) = 0.

Sei f : R — R eine Funktion mit f(1) =2, f(—1) =0, f(2) = 2, f(5) = —40. Man
berechne zu den vier angegebenen Stellen ein Interpolationspolynom mit den Formeln
a) von Lagrange,

b) von Newton.

Sei I = Z[v/—5] := {a+byv/—5 | a,b € Z} C C. Man zeige, dass I mit der gewShnlichen
Addition und Multiplikation von C einen Integritidtsbereich bildet, in welchem das
Element 3 zwar irreduzibel, aber nicht prim ist. Ist I ein ZPE-Ring?

Man bestimme in Zg[z] alle irreduziblen Polynome bis zum Grad 3.
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