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1 Einfiihrende Beispiele

1. Parity check code

Der Code besteht aus (z.B.) 8-stelligen Wortern tiber dem Alphabet {0,1}. An die 7 Nachrichten-
bits ajagas . . . a7 wird ein Kontrollbit ag angehingt, sodass a1 +as+as+---+a7+ag = 0mod 2
gilt, d.h. gerade Paritdt im Wort a; ...as. Wird z.B. beim Abspeichern von Daten verwendet.

Der Code kann einen Bitfehler (oder allgemeiner: eine ungerade Anzahl von Bitfehlern) erkennen.
Der Code kann keinen Fehler korrigieren.
2. ISBN-10 Code

Internationale Standard Buchnummer; ISBN-10 war die Standardcodierung fiir Biicher bis zum
Jahr 2007, wurde durch ISBN-13 abgelost, der wie der EAN-Code arbeitet (siehe 3.).

ISBN-10 Codewdrter haben 10 Stellen aqasaszasasagaragagaig.
a,...,ag € {0,...,9}, aip € {0,1,...,10}, wobei 10 als X codiert wird.

ax Sprache, z.B. deutsch = 3
as...aq Verlag

as...a9 Kennnummer fiir das Buch
aio Priifstelle

Bedeutung der einzelnen Stellen:

a1g wird so gew#hlt, dass
10-a1+9-a2+8-as+---+1-a;0=0mod11 (1)

Das ist gleichbedeutend mit 1-a;4+2-a2+ ... +10-a19 = 0mod 11, denn es gilt 10-a; +9- a2 +
8-az+---+1-a10=(-1)-a1+(-2) a2+ (=3)-az+---+ (—10) - ajp mod 11, bzw. wenn man
nach ajg auflost: ajp=(1-a;1+2- a2+ ...+ 9 ag) mod11.

Die linke Seite von (1) nennt man Priifsumme, die Gleichung (1) Kontrollgleichung des ISBN-10
Codes.

Der ISBN-10 Code kann Einfachfehler (das ist ein einzelner Fehler an einer nicht bekannten
Stelle) erkennen.

Weiters kann er Vertauschungen von 2 Stellen erkennen:

Annahme: ajas...aqg ist im Code, d.h. 10a; 4+ 9as + 8az + - - - + lajg = O0mod 11. Die Stelle a;
wird nun mit der Stelle a; (i < j) vertauscht. Wir nehmen jetzt an, dass der Code diese Vertau-
schung nicht erkennen kann, d.h. das entstehende Wort aias...a;—1a5a;41...aj_10;a;11...a10
ist wieder im Code. Dann muss gelten:

lay+2as+- -+ (i—1)aj—1+ia; + (i+1)aip1+- - -+ (j—1)a;—1 +ja; +(j+1)ajt1+- - -+10a10 = Omod 11
Subtrahieren von

lai+2as+- -+ (i—1)a;—1+ia;+ (i+1)aj1+- -+ (G —1)aj—1+ja; +(j+1)aj41+- - -+10a10 = Omod 11
ergibt i(a; — a;) + j(a; — a;) = 0mod 11 oder (j —i)(a; — a;) = 0mod 11,

d.h. 11 teilt j — ¢ oder 11 teilt a; — a; (wenn eine Primzahl ein Produkt teilt, muss es auch
einen der Faktoren teilen). j — ¢ scheidet aus (da j —4 € {1,...,9}), d.h. 11 teilt a; — a;. Da
a; —a; € {0,...,10} ist, ist das nur fiir a; — a; = 0 & a; = a; erfiillt, in diesem Fall &ndert die
Vertauschung die ISBN aber nicht.

Wichtig ist hier, dass der Modul eine Primzahl ist und dass alle Koeffizienten verschieden sind.

Der Code kann Einfachfehler nicht korrigieren. Ist bei einem Einfachfehler die Fehlerstelle be-
kannt, so spricht man von einer Ausldschung. Der ISBN-10 kann eine Ausléschung korrigieren,
da aus der Kontrollgleichung jede Stelle a; mit Hilfe der iibrigen Stellen ausgerechnet werden
kann.
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3. EAN-Code
Européische Artikelnummer
13 Stellen ajas . ..a13, a; € {0,...,9}

a1a203 Landerprifix, z.B. Osterreich = 900 und 919
aq...a; Hersteller,i € {7,8,9}

@iy -..a12 Produkt

a3 Priifstelle

Bedeutung der einzelnen Stellen:

Die Priifstelle a13 wird so gewahlt, dass

a1+3-as+a3+3-a4+---+3-a2+ a3 = 0mod 10 (2)
gilt, woraus folgt a13 = —a; — 3as — a3z — - - - — 3a12 mod 10.
Der Code kann Einfachfehler erkennen.

Weiters kann der Code phonetische Fehler erkennen: damit sind z.B. Fehler der Form 40 — 14,
30 — 13 gemeint, allgemein: a0 — la fir alle a € {2,3,...,9}.

Der Code kann keinen Fehler korrigieren.

4. 3-fach Wiederholungscode fiir bindre Nachrichtenworter der Linge 2

00 — 000000
10 —+ 101010
01 -+ 010101
11 - 111111

z.B. Nachricht N =01110010.... Codiert: 010101111111 000000 101010 ...

Wenn bei der Ubertragung eines codierten Blockes mit 6 Bit genau 1 Fehler gemacht wird, dann
kann dieser Fehler richtig korrigiert werden. Der Empfinger sieht dazu nach, welcher Zweierblock
doppelt vorkommt. Beispiel: gesendet wird zy zy xy, empfangen wird xz zy, xy. Der Block zy
kommt doppelt vor, daher wird zu xy decodiert.

Der Code kann Zweifachfehler pro 6 Bit Block immer erkennen, jedoch im Allgemeinen nicht
mehr richtig korrigieren. Zweifachfehler, bei denen ein Fehler an einer geraden Stelle und der
andere an einer ungeraden Stelle auftritt, kénnen richtig korrigiert werden. Dazu werden die
Mehrheitsverhéltnisse an den geraden und den ungeraden Stellen betrachtet. Beispiel: gesendet
wird zy xy xy, empfangen wird wy xz, ry. Kein Block kommt doppelt vor, aber an den ungeraden
Stellen hat x die Mehrheit und an den geraden Stellen y, es wird zu xy decodiert. Wenn jedoch
beide Fehler an geraden oder ungeraden Stellen auftreten, wird falsch decodiert. Beispiel: gesendet
wird zy xy ry, empfangen wird zy xy, zy: es wird ein Einfachfehler vermutet und falsch zu zy
decodiert.

5. Ein weiterer Code

00 — 00000
10 — 10110
01 — 01101
11 — 11011
d.h. es werden 3 Bits angehingt.

Je 2 Codewdrter unterscheiden sich an mindestens 3 Stellen. Daraus folgt: wenn bei der Uber-
tragung eines Codewortes nur ein Fehler gemacht wird, dann unterscheiden sich alle anderen
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Codeworte vom iibertragenen Wort noch an mindestens zwei Stellen. Das gesendete Codewort
ist das einzige, das sich nur an einer Stelle vom Empfangswort unterscheidet und kann so vom
Empfanger richtig rekonstruiert werden.

Beispiel: 01001 wurde empfangen. Abstand zu den vorhandenen Codewortern:
00000: 2
10110: 5
01101: 1 das ist das einzige Codewort mit Abstand 1, dieses Wort wurde
wahrscheinlich gesendet. Siehe Nearest Neighbour Decodierung, Kapitel 3.
11011: 2

Der Code kann Zweifachfehler nicht mehr richtig korrigieren.

Vergleich zum 3-fach Wiederholungscode: Beide Codes konnen alle Einfachfehler korrigieren,
Zweifachfehler im Allgemeinen nicht mehr.

Anzahl der Nachrichtenstellen
Anzahl der Nachrichtenstellen + Kontrollstellen

Informationsrate R =

Der 3-fach Wiederholungscode ist durch das Anhéngen von 4 Kontrollstellen entstanden: R =

ﬁ = 0.333. Der soeben untersuchte Code ist durch das Anhdngen von 3 Stellen entstanden:

R= % = 0.4; er ist daher besser/effizienter als der 3-fach Wiederholungscode.

Bemerkung: Durch Anhéngen von 2 Kontrollbits an zwei Nachrichtenbits kénnen niemals alle
Einfachfehler korrigiert werden.

2 Mathematische Grundlagen

Restklassen

Nach der Quellcodierung liegt die Nachricht als Folge ajazas ... a, iiber dem Alphabet A (d.h.
a; €A, i=1,...,n) vor.

Wichtigster Fall: A ={0,1} - Restklassen modulo 2

+10 1 10 1
0(0 1 010 O
111 0 110 1

0=0={0,+2,+4,46,...}
1=T1={1,+3,45,+7,...}

Allgemein: Restklassen modm, m € N, m > 2

Zm =40,1,2,3,...,m — 1}

0=0={0,+m,+2m,...}

a=a={a,atm,at2m,...} ={a+km|keZ}

(die Querstriche der Restklassen werden aus Bequemlichkeit meistens weggelassen)

Rechnen mod m:

@,b € Zp:a+b:=(a+b)ymodm, @-b:= (a-b)modm
Z €Z
€

Beispiel: m =5, Zs;=4{0,1,2,3,4}
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+10 1 2 3 4 -0 1 2 3 4

0j]0 1 2 3 4 0j0 00O 0O

111 2 3 40 110 1 2 3 4

212 3 4 0 1 210 2 41 3

313 4 01 2 310 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Beispiel: m =6, Z¢=1{0,1,2,3,4,5}

+10 1 2 3 4 5 <10 1 2 3 45

0j]0 1 2 3 4 5 0j0 OO O OO

111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5

212 3 45 01 210 2 4 0 2 4

313 45 01 2 310 30 3 0 3

414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2

515 01 2 3 4 50 5 4 3 2 1
Wir zeigen, dass die Operationen + und - auf Z,, wohldefiniert sind:

a1 =ag, by = by zB. mod5:1=6=—
a1+b1—a1+bl,a2+62—a2+b2

zu zeigen: a1 + by = as + bo
a=a3= a1 —ax=km, kEZ
b —bo=Im,leZ
(a1+bl)—(a2+b2):(k+l)m = a1 +by =as+ by

Beweis fiir die Multiplikation funktioniert analog.

Beispiel: mod 6 gilt 2 = —4, 4=1

Addition: 2+4=6=0, —-4+416=12=0
Multiplikation: 2-4 =8 =2, —4-16=—64=—66+2=2
Struktur von Z,: (Zy,+,-) ist ein Ring:

® (Zm,+) ist eine kommutative Gruppe (abgeschlossen, assoziativ, kommutativ, neutrales
Element 0, inverses Element —x)

e (Z,-) ist eine kommutative Halbgruppe mit Einselement (abgeschlossen, assoziativ, kom-
mutativ, neutrales Element 1)

e Es gilt das Distributivgesetz: - (y+2) =z -y+z -2

Zusitzlich gilt, wenn der Modul p prim ist:
(Zy \ {0}, ) ist eine kommutative Gruppe. (Zy, +, ) ist dann ein Kérper.

Beweis fiir Abgeschlossenheit (a,b# 0= a-b # 0):
Angenommen, a-b = 0mod p. Das heifst, p teilt a-b. Dann muss die Primzahl p aber auch einen
der beiden Faktoren a oder b teilen = a = 0mod p oder b = Omod p

Das Berechnen des inversen Elements a~! modp erfolgt mit dem Euklidischen Algorithmus.

Beispiel: m =p =19, a = 12

19 = 1-12 + 7
12 = 1.7 + 5
7 = 15 + 2
5 = 2.2 + [1]
2 = 2.1 4 0
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= ggT(19,12) = 1 (nicht iiberraschend, da jede Zahl zu einer groferen Primzahl teilerfremd
ist)

Durch Zuriickrechnen von unten nach oben im Euklidischen Algorithmus lasst sich der ggT(a, b)
als Linearkombination von a und b darstellen:

1=5-2- 2 =5-2-(7-5)=3- 5 —2.7=3-12—5-_7 =3-12-5-(19-12) =8-12—5-19
~— ~~ ~~
7—5 12-7 19-12

1=8-12—-5-19 | mod 19

1=(8-12—-5-0)mod 19

1=8-12mod19 = 8 = 1271 mod 19

weiteres Beispiel: gesucht ist 77! mod 19

1=(3-19—-8-7)mod 19
= —-8-7mod 19
77l = _8=11mod19

Bemerkung: (Q,+,-), (R,+,-) und (C, +,-) sind Kérper
(Z,+,-) und (R[z],+, ") sind Ringe (R[z]|: Polynome in x mit Koeffizienten aus R)

Wichtige Alphabete im Folgenden: Z, (p prim), insbesondere p = 2, alle endlichen Kérper (siehe
Kapitel 8).
Hamming-Distanz

In den Beispielen hatten die Codeworter stets eine feste Lange n iiber dem Alphabet A. z.B.
ISBN-10 Code: n = 10 A = Z11; EAN-Code: n = 13, A = Z1. Allgemein siehe Blockcodes im
néichsten Abschnitt.

A" ={aaz...ay | a; € A} heift Sequenzraum. Der Sequenzraum kann als Menge der mogli-
chen Empfangsworter interpretiert werden, wenn Codeworter iiber dem Alphabet A der Linge
n iibertragen werden.

Das Wort ajas . . . a, kann auch als Vektor (a1, ag, ..., ay,) aufgefakt werden, wenn A ein Korper
ist.

Definition: Fiir d = a1as . .. ay, b= biby... b, € A" ist
d(@b) =t{ie{l...n}|a;# b}

die Hammingdistanz von d und b.

011 111

001 101

010 110

______ —_————

Beispiel: A ={0,1},n =3 7
A3 = {000,001, 010,011,100, 101,110,111} 000 100

Die Hammingdistanz ist die Anzahl der Kanten zwischen zwei Wortern.

d ist eine Metrik:
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Blockcodes

Quellencodierte Nachricht ajasas . . . iiber dem Alphabet A wird in gleich lange Blécke der Linge
k eingeteilt:
ajag...ag ’ Ap+1Ak+2 - - - A2k | A2k4+102k+2 - - - A3k ‘ c.

Linge k Linge k Liange k

(n, k)-Blockcode: aus einem Nachrichtenblock ajas...ar der Linge k wird durch eine Codie-
rungsfunktion fo ein Codewort cica ... c, der Linge n,n > k erzeugt.

fo! AF — An
¢ a1as . ..aE — C1C ... Cp
Damit aus dem Codewort eindeutig das Nachrichtenwort ermittelt werden kann, muss fo injektiv
sein: a4 # a3 = fo(al) # fo(az)
wichtiger Spezialfall: wenn

felaras...ax) = arag...ap Cgy1...¢, oder fo(arag...ap)= c1...cp—k a1a2...a%

Nachrichtenwort Kontrollstellen Kontrollstellen Nachrichtenwort

gilt, dann heift die Codierung mit fo systematisch. Das Nachrichtenwort kann dann einfach
aus dem Codewort durch Streichen der Kontrollstellen abgelesen werden. Ein weiterer Vorteil
der systematischen Codierung besteht darin, dass sich Fehler bei der Decodierung eines Emp-
fangswortes beim Ubergang vom decodierten Empfangswort zum Nachrichtenwort nicht auch
noch verstarken konnen: Enthilt das Codewort, das durch (falsche) Decodierung aus dem Emp-
fangswort entstanden ist, e Fehler, so enthilt das zugehdrige Nachrichtenwort bei systematischer
Codierung < e Fehler. Ist die Codierung nicht systematisch, konnen aus e Fehlern im Codewort
beliebig viele Fehler im Nachrichtenwort entstehen.

Die Menge aller méglichen Codeworte C = {fc(a1...ax) | a1...ar € A¥} nennt man Code.
C C A™ (praktisch immer: C' C A", da der Code sonst uninteressant wire), |C| = |A¥| = |A[*.

Beispiel: (6,4)-Blockcode iiber dem Alphabet A = {0,1}: |C] = 2% = 16, |A"| = 20 = 64

3 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur fiir Blockcodes

Definition. Sei C' ein (n, k)-Blockcode. Die Minimaldistanz von C' ist definiert als
d= min{d(aj) |d,beC,a# 6}

Schreibweise: C ist ein (n, k, d)-Code.

Fir @ = ajas...ay, € A" ist Ki(a) = {f € A" | d(a,7) <t} die Kugelumgebung von a mit
Radius t.

Beispiel: A ={0,1}, n =3:

K1(000) = {000, 100,010,001}
K1(111) = {111,011, 101,110}

(
K1(000) U K1(111) = A3
(

K(@) enthilt alle Wérter, die durch Anderung/Fehler von < ¢ Stellen aus @ entstehen.
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Fehlerkorrektur
Ein Code C heift t-fehlerkorrigierend, wenn K; (¢1) N Ky (¢3) =0 Véi,é5 € C,é # é.

Werden bei ¢ € C bis zu t Stellen verdndert, so erhélt man & € K, (¢) = & ¢ K, (¢1), fiir alle
i €C,é #¢ also: d(#,¢) <tund d(¥,¢1) >tVeéi e C,é #¢C

D.h. ¢ist das eindeutig bestimmte Codewort in C' mit kleinstem Hamming-Abstand zu Z.

Wenn der Sender ¢ sendet und der Empfianger & erhilt, so kann der Empfanger eindeutig zu ¢
decodieren. Der Empfanger sucht sich dabei immer das Codewort, das zum Empfangswort den
kleinsten Hammingabstand hat. Das nennt man Nearest Neighbour Decodierung.

Diese Strategie hat folgenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Hintergrund:

Wir betrachten der Einfachheit halber einen Symmetrischen Biniirkanal (¢g-nérer symmetri-
scher Kanal analog):

0 P > 0
p
p
1 1
1-p
Sender Empfanger

Die Werte bei den Pfei len geben die bedingten Ubertragungswahrscheinlichkeiten der Buchsta-
ben 0 und 1 an, so ist p = P(1 erhalten | 0 gesendet) etc. Eine natiirliche Anforderung an die
Fehlerwahrscheinlichkeit p ist p < % und folglich p < 1 — p. p sollte moglichst klein sein. Wére
p > %, dann kann der Empfinger einfach alle empfangenen Bits umdrehen und erhilt wieder
Fehlerwahrscheinlichkeit < % Ganz schlecht ist es, wenn p = % Dann ist keine Information

iibertragbar.

Die Wahrscheinlichkeit w; bei der Ubertragung eines Wortes der Liinge n genau ¢ Fehler an
vorgegebenen Stellen zu machen — wobei wir hier voraussetzen, dass die Fehler an den einzelnen
Stellen unabhingig voneinander sind (ein Ubertragungskanal, der diese Voraussetzung erfiillt,
heifst gedéchtnislos; diese Voraussetzung trifft nicht immer zu, siehe spater z.B. bei Compact
Disk) — ist gegeben durch

wy =p'(1—p)" .
Behauptung: s >t = ws < wy
p <1l—p | ...'7% (t—s < 0= Ungleichung kehrt sich um)
Pt > (1=p) | P A=p) >0
pt(l _ p>n—t > ps(l _ p)n—t—i-t—s
we > Wg

D.h. weniger Fehler sind wahrscheinlicher als mehr Fehler.

Die Nearest Neighbour Strategie entspricht unter den oben angegebenen Voraussetzungen der
Maximum Likelihood Strategie: darunter versteht man bei gegebenem Empfangswort & zu
demjenigen Codewort ¢ zu decodieren, fiir das die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Z erhalten | d
gesendet) maximal unter allen Codewortern  ist. Es gilt wie zuvor:

P(Z erhalten | ¢ gesendet) = p®@<) (1 — p)”_d(f";),

und diese Grofe ist maximal, wenn d(Z, ¢’) minimal ist.

10
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Die Maximum Likelihood Strategie soll noch mit der Strategie des Idealen Empfingers in
Beziehung gesetzt werden: Sei fo : A¥ — C die Codierungsfunktion und f : A" — C eine Deco-
dierungsfunktion. Der ideale Empfinger wihlt die Decodierungsfunktion f so, dass P(f(Z) ge-
sendet | Z erhalten) fiir alle # € A™ maximal wird. Dies geschicht im Hinblick darauf, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir eine einzelne korrekte Decodierung gegeben ist durch

Z P(f(%) gesendet A & erhalten) = Z P(f(&) gesendet | & erhalten) - P(Z erhalten).
TeAn TEA™
Unter Verwendung der Bayes-Formel erhalten wir

P(& erhalten | ¢ gesendet) - P(¢ gesendet)

P(¢ gesendet | & erhalten) = — ~ .
P(Z erhalten | ¢’ gesendet) - P(¢’ gesendet)

dec

Unter der in vielen praktischen Fillen erfiillten Voraussetzung P(c gesendet) = 1/|C| vereinfacht
sich diese Beziehung zu

P(% erhalten | ¢ gesendet)
> dec P(Z erhalten |  gesendet)

P(¢ gesendet | & erhalten) =

Da fiir ein vorgegebenes Empfangswort Z der Nenner auf der rechten Seite durch die Ubertra-
gungswahrscheinlichkeiten des Kanals vorgegeben ist, wird die linke Seite fiir jene(s) Codewort(e)
¢ maximal, fiir das der Z&hler der rechten Seite maximal wird. D.h. der ,ideale Empfinger” ver-
folgt die Maximum Likelihood Strategie.

Beispiel: C' = {000,111} ist 1-fehlerkorrigierend:

K1(000) = {000, 100,010,001}

K1 (111) = {111,011, 101, 110} } disjunkt = 1-fehlerkorrigierend
Alle ¥ aus Ky (€¢) werden zu ¢ decodiert, wenn C' t-fehlerkorrigierend ist.

Gegeben: C' C A™. Wie kann man entscheiden, ob C' t-fehlerkorrigierend ist? — Die Minimaldi-
stanz d = min{d(c1,¢3) | &1 # é3,¢1 € C,é3 € C} spielt hierbei die entscheidende Rolle.

Satz: Ein Code C ist genau dann t-fehlerkorrigierend, wenn die Minimaldistanz d > 2t 4 1 ist.

Anders formuliert: C kann bis zu L%J Fehler pro Codewort korrigieren.

Beweis: C ist t-fehlerkorrigierend. d.h. K; (¢1) N K¢ (é3) =0 (1 # ¢é3,¢1 € C,é3 € C).
[

Angenommen, d < 2t +1 d.h. d <2t bzw. [4] < [4] <t
Dann gilt: 3¢1,¢5 € C (61 # é3): d(éi,é3) =d < 2t
ci = (c11,¢12,- -+, C1n), G2 = (C21,€22, .-+, C2n)
Indexmenge I = {i1,...,iq} = {i | c1; # c2i}
sei & = (z1,x2,...,Ty,) definiert durch
C1; = C94 7 ¢ I
T; = { C2i 1 € il,ig,...,iL%J}
C1i 1€ iL%J+1""’id_1’id
d(Z,¢) = 4] <t d(#a)=d-[4] =[] <t
=T € K (1) NT € K¢ (¢3). Aber Ky (1) N K¢ (¢3) = 0, Widerspruch = d > 2t + 1.

Gelte d > 2t + 1. Angenommen, C' ist nicht t-fehlerkorrigierend. Dann gilt: 3¢1 # é3 € C
Ky (1) N Ky (¢3) # (0. Wir wihlen ein Z aus diesem Durchschnitt = d (Z,¢1) <t A d(Z,¢5) < t.

11
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Dreiecksungleichung: d (¢1,¢3) < d(é1,%) +d (Z,¢3) < 2t
<t <t

= 2t+1<d<d(é,c) < 2t, Widerspruch = C' ist t-fehlerkorrigierend.

2. Teil (anders formuliert*): d > 2t +1 <t < % LateN, < L%J O

Fehlererkennung

Wir betrachten hier Fehlererkennung in dem Sinne, dass der Empfinger feststellen kann, dass
bei der Ubertragung ein Fehler passiert ist, d.h. er erhilt kein Codewort.

Satz: Fin Code C' mit Minimaldistanz d kann alle Fehler an d — 1 Stellen erkennen, aber nicht
alle Fehler an d Stellen.

Beispiel: Code C' mit Minimaldistanz d = 3:

e kann L%J = 1 Fehler korrigieren

e kann d — 1 = 2 Fehler erkennen

Code C mit Minimaldistanz d = 4:

e kann L%J = 1 Fehler korrigieren

e kann d — 1 = 3 Fehler erkennen

Unterschied zwischen d = 3 und d = 4:
2 Fehler _,

Bei d = 3 werden manche Zweifachfehler falsch korrigiert: ¢ ——— ¥ — 3¢3 mit Abstand 1.

Bei d = 4 werden Zweifachfehler als solche erkannt: ¢i 2 behler, 2 hat zu jedem anderen

Codewort ¢ Abstand > 2.

Beispiel: Die Voyager-Raumsonde (1979-1981) verwendete fiir Fotos von Jupiter und Saturn
folgende Codierung: jedem Gitterpunkt eines 600 x 600 Rasters wurde einer von 2!2 = 4096
moglichen Farbwerten zugeordnet. Die bindren Nachrichtenwdrter wurden in Blocke der Lange
k = 12 zerlegt. Die Codierung erfolgte durch einen binéren (24,12, 8)-Code (Golay-Code). Dieser

Code kann L%J = 3 Fehler korrigieren und 4 fach-Fehler als solche erkennen. Informationsrate
k_

1
n 2"
Hamming-Schranke und perfekte Codes
Sei C' ein (n, k, d)-Blockcode.

Man mochte, dass die Informationsrate % groft ist (Effizienz), und man mochte, dass die Mini-
maldistanz d grofs ist (Korrekturkapazitét). Bei festem n wird d (das abhéngig von den n — k
Kontrollstellen ist) umso kleiner, je grofer & ist, und umgekehrt. Folglich gibt es Schranken fiir
die Parameter (n, k,d).

Lemma: |A| =¢q, ¢€ A", t € N, dann gilt:
1K) = Y, (M (g — 1) (unabhéngig von ¢!)

Beweis: (TZL) gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, aus den n Stellen ¢ auszuwéihlen, wo Unter-
schiede auftreten.

Das Alphabet hat ¢ Elemente, daher gibt es ¢ — 1 Moglichkeiten, an einer Stelle einen Fehler zu
machen. An i vorgegebenen Stellen kann man folglich (¢ — 1)’ verschiedene Fehler machen.

Daher gilt insgesamt: |{Z € A" | d(Z,¢) = i}| = (})(¢ — 1)
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3 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur fiir Blockcodes

Da K(¢) die Vereinigung dieser Mengen fiir ¢ = 0,1,...,¢ ist und diese Mengen disjunkt sind,
erhélt man die Anzahl der Elemente von K¢(¢) durch einfaches Aufsummieren. 0

Satz (Hammig-Schranke, Sphere-Packing Bound): Existiert ein t¢-fehlerkorrigierender (n,k)-
Blockcode C' iiber dem Alphabet A mit |A] = g, so gilt: n — k > log, ZE:O (?)(q —1)4

Beweis: C' ist t-fehlerkorrigierend, d.h. K; (¢1) N K¢ (¢3) =0 Véi,¢5 € C,é1 # ¢

Uzec Kt (¢) € A” J... disjunkte Vereinigung
Usee (@) = S 1K: @] = |C] S (Do — 1) < |47
ceC ~~ ~~
q* qa
Yo (Na—-17"<q"  |:¢">0,log,
log, ZE:O (T;) (g—1)" < log, F=n—k O

,Optimalfall“ (im Sinne der Disjunktheit der t-Kugelumgebungen):

Uzec Kt (6) = A", d.h. der Raum wird von den disjunkten Kugelumgebungen vollsténdig ausge-
fiillt, die t-Kugelumgebungen um die Codeworte bilden eine Partition von A™. Der Code heift
dann t-perfekt.

Ein t-perfekter Code kann alle ¢-fach-Fehler (und weniger) korrigieren. Mehr als t Fehler werden
aber sicher falsch korrigiert.

Ein Code ist genau dann t-perfekt, wenn er alle ¢-fach Fehler korrigiert, d.h. Minimaldistanz
d > 2t + 1, und in der Ungleichung der Hamming-Schranke das Gleichheitszeichen gilt.

Beispiel: Bindrcode C' = {000,111},n = 3,k = 1 (3-fach Wiederholungscode). Der Code ist
l-perfekt. d =3 =t = L%J = 1 Fehler werden korrigiert.

Allgemein: ein (2t + 1)-fach Wiederholungscode (¢ € N) ist ¢-perfekt.
Beispiel: A = {0,1}

1000111
. 0100110
Matix G=1 o o 1 ¢ 1 0 1
000101 1

Der Binédrcode C' ergibt sich durch Bildung aller moglichen (bitweisen) Summen der Zeilenvek-
toren:

C = { 0000000 ,1000111,0100110,0010101,0001011, 1100001, 1010010, 1001100,

leere Summe 1 Summand 2 Summanden
0110011,0101101,0011110,1110100,1101010,1011001,0111000, 1111111 }
—_—
2 Summanden 3 Summanden 4 Summanden

An den ersten vier Stellen sieht man, welche Zeilen addiert wurden.

Man kann iiberpriifen (durch Bestimmung aller Hamming-Distanzen (eine bessere Methode wer-
den wir im Abschnitt {iber Linearcodes angeben), dass d = 3 = der Code ist 1-fehlerkorrigierend.

C ist sogar 1-perfekt. Wir zeigen, dass in der Formel fiir die Hamming-Schranke ,,=* gilt:
n="7,q¢=2q¢"=16 = k = 4.
Linke Seite: n — k = 7 — 4 = 3. Rechte Seite: log, ((g) 19+ (I)ll) =logy(1+7) =3.
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4 Lineare Codes

4 Lineare Codes

Ab jetzt: Alphabet A ist ein Kérper, z.B. A = Z,, p prim (p = 2: Zy = {0,1} ... Binércodes)
Dann haben wir in natiirlicher Weise auf A™ = {z1x2....z,, | z; € A} eine Vektorraumstruktur:
= (x1,22,...,Zn), Y= (Y1,Y2,- -, Yn), A € A:

T4+y=(r14+y1, 224+ Y2, - Tn+Yn), A= (Ax1,AT2,...,ATp)

Beispiel: A =73 ={0,1,2},n=2:
(172) + (21 2) = (07 1)a 2. (17 2) = (27 1)
Fir einen Vektorraum muss gelten:

(A™ +) bildet eine kommutative Gruppe (abgeschlossen, assoziativ, neutrales Element, jedes
Element 7 besitzt (additives) Inverses —#, kommutativ) und fiir die skalare Multiplikation gilt
fiir alle A\, u € A:

AN+ p)Z = A2+ pd, M) =NuZ), MZ+7y) =+ )Ny, 1¥=72
Sonderfall Bindircode: A = Zy = {0, 1}: skalare Multiplikation ist ,trivial: 0-Z =0, 1- % = &.
Weiters: —1 =1 folglich - = .

Sei (A™, 4+, (A\)aca) ein Vektorraum. M C A™ ist ein Unterraum (Teilraum), wenn (M, +, (A\-)xca)
ein Vektorraum ist, d.h. fir alle Z, 4 € M und A € A gilt

Z+yeM und \NfeM
(d.-h. M ist abgeschlossen beziiglich Addition und skalarer Multiplikation).
Schreibweise fiir M Unterraum von A": M < A™.
Ein Code C heift Linearcode (linearer Code), falls C' ein Unterraum von A™ ist, also C' < A™.

Beispiel: Code 5 aus den einfithrenden Beispielen C' = {00000, 10110,01101, 11011} ist Linearcode
iber A = Zs:

Da die skalare Multiplikation bei einem Binédrcode trivial ist (man muss nur priifen, ob 0e ),
brauchen wir nur zu zeigen, dass die Summe zweier Codeworter wieder im Code ist:
10110 4+ 01101 = 11011 € C, 10110 4+ 11011 = 01101 € C, usw.

Beispiel: C' = {000,111} ist ein Linearcode iiber A = Zs, aber ist kein Linarcode iiber
A=175=1{0,1,2}:2-(1,1,1) = (1,1,1) + (1,1,1) = (2,2,2) ¢ C.
C" = {000, 111,222} ist ein Linearcode tiber Zs.

Andere Beispiele fiir Vektorrdume:

° (RQ, =+, ()\'))\G]R) ... Ebene
(R3,+, (A)aer) ...dreidimensionaler Raum
Unterrdume in R?: Geraden durch den Ursprung (und die trivialen Unterrdume {0}, R?)
Unterriume in R?: Geraden und Ebenen durch den Ursprung (und die trivialen Unterrdume

{0}, R?)

e Polynome vom Grad < n mit Koeffizienten aus einem Kérper A:
P, = {ao+a1:p+a2x2—|—---—{—an,lxn_l la; € A,i=0,...,n—1}

Addition und skalare Multiplikation ist Polynome ag 4+ ajx + asx® + -+ ap,_q2" ! genau
so definiert wie fiir das zugehorige n-Tupel (ag, a1, ..., an—1).
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4 Lineare Codes

Begriffe in Vektorrdumen:

Vektorraum (V,+, (A-)xea), A ein Korper

Z € V heilt Linearkombination der Vektoren ai,...,ds € V < JAq,..., A € A:
= Aai+ Aaz + - + Asds.

Ist jeder Vektor & € V Linearkombination von di,...,ds, dann heift a1, ..., a; Erzeugenden-
system von V. Man schreibt dafiir V' = (a1, a3, ..., ds).

Allgemein: Fiir M C V bezeichnet (M) das Erzeugnis (die lineare Hiille) von M, ist die Menge
aller Linearkombinationen von Elementen aus M. (M) ist stets ein Unterraum von V, ndmlich
der kleinste Unterraum von V', der M enthilt.

Beispiel: A = Z3 = {0,1,2}, V = Z%, Menge aller Paare aus Zs; a1 = (1,1), a3 = (1,2).
Behauptung: Z32 = (a3, a3)

Bilden aller méglichen Linearkombinationen: (0,0), (1,1),(1,2),(1,1)+(1,2) = (2,0),2-(1,1) =
(2,2),2-(1,2) = (2,1), (2,2) + (2,1) = (1,0), (1,1) + (2,1) = (0,2), (2,2) + (1,2) = (0,1) ... d b
es konnen alle moglichen 9 Vektoren als Linearkombination von @ und d3 dargestellt werden.
Beispiel: A = Zy = {0,1}, V = Z3 = {(2,9,2) | z,y,2 € Za}; a1 = (1,0,1), a3 = (1,1,0),
a3 = (0,1,1).

Ist V = (a3, d3,a3)? Nein! Wegen der Bezichung d3 = dj + a3 ldsst sich @3 in einer Linearkombi-
nation durch ai + a3 ersetzen und man erhilt nur 4 verschiedene Linearkombinationen von ai, as
und @3 und nicht |[V] = 8.

{ai, a3, ...,ds} heift linear unabhiingig genau dann, wenn #i € {1,...,s} : a; = D i1 i Ni G-
Aquivalent dazu sind auch folgende Bedingungen:
o \Mdl +Xads+ XN =0 N =A== X =0
e Jeder Vektor im Unterraum (di, d3, ..., as) besitzt eine eindeutige Darstellung als Linear-
kombination von aji, ..., ds.

Satz: Sei (V,+, (A-)xea) ein Vektorraum und B C V, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e B ist ein Erzeugendensystem von V mit mdoglichst wenigen Vektoren.

e B ist eine linear unabhéngige Teilmenge von V mit moglichst vielen Vektoren.

e B ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

e Jeder Vektor aus V 14kt sich eindeutig als Linearkombination von Vektoren aus B schreiben.
Eine Teilmenge B C V mit diesen Eigenschaften heifst Basis von V. Jeder Vektorraum besitzt
eine Basis.

Die Standardbasis in (A", +, (A )rca), A" = {(a1,a2,...,a, | a; € A} ist gegeben durch
{€i,€3,...,€,} mit

7 =(1,0,0,0,...,0), & = (0,1,0,0,...,0), €& = (0,0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,0,...,0,1).

Jedes € A™ lisst sich eindeutig als Linearkombination aus {€i, €3,..., €, } darstellen:

r= (r1,22,...,2,) =21 (1,0,0,0,...,0) + 22 -(0,1,0,0,...,0) + -+ x,-(0,0,0,...,0,1) =
T1€61 + T2€5 + 1363 + ... TnEp

Beispiel:
{(1,1),(1,2)} ist eine Basis von V = Z3 (siehe Beispiel zu Erzeugendensystem)
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5 Generator- und Kontrollmatrix

Es reicht zu zeigen, dass sich jeder Vektor einer anderen Basis eindeutig als Linearkombination
darstellen 14ft.

z.B. Standardbasis {(1,0), (0,1)}:

)‘1'(171)+)‘2'(172):(170) Ml'(171)+ﬂ2'(172):<071)
AM+A=1 p1+ p2 =0

A +20 =0 p1+2p2 =1
:>/\1:2,)\2:2 :>u1:1,,u2:2

Die Basis eines Vektorraums ist nicht eindeutig bestimmt, aber die Anzahl der Elemente einer
Basis ist eindeutig. Diese Anzahl nennt man die Dimension von V.

Beispiel: A™ hat Dimension n (die Standardbasis hat n Elemente).

Beispiel: linearer Code C' = {00000, 10110,01101,11011}, C ist Vektorraum iiber A = {0, 1}.
Eine Basis ist gegeben durch {10110,01101} = dimC = 2.

Sei C ein linearer Code mit dim C' = k. Dann gilt |C| = |A|* :

Sei B = {b:,b_é, ey b—l;} eine Basis von C. Dann gilt:

VZ € C 3 eindeutig A1, Aa, ..., A € A: &= Aib1 + Aaby + - - - + Apby.

|C| = # verschiedener Linearkombinationen von {b:, ba, ..., b_;;}

Fiir jeden Koeffizienten A gibt es |A| Moglichkeiten, und daher gilt auf Grund der eindeutigen

Darstellung von Elementen in C' als Linearkombinationen aus B

Cl=|A]-|A] - |A]...|A] = |A]",

k Faktoren

Fiir einen linearen (n,k)-Blockcode C' gilt, dass k — die Anzahl der Nachrichtenstellen von
C — mit der Dimension des Codes als Vektorraum iibereinstimmt: Die Codierungsfunktion

fo o AF — A™ ist injektiv, folglich gilt |C| = | fo(A)] ] injektiv |AF| = |AJ~.

Andererseits, habe C als linearer Code die Dimension dim C' = k dann folgt (siehe oben) |C| =
|Al¥ und daher k = k.

Also gilt fiir einen linearen Code immer: Anzahl der Nachrichtenstellen = Dimension des Codes.

Weitere Forderung an die Codierungsfunktion fc bei Linearcodes: fo : A¥ — A™ lineare Funk-
tion, d.h. fiir alle Nachrichtenworte 77, 15 € A und alle A € A gilt:

fo (i +n2) = fo(ni) + fo(nz)
fe(ni) = Afe(ni)

Fordert man allgemein von der Codierungsfunktion fo : A¥ — A™ neben der Injektivitit auch
die Linearitét, so ist der zugehorige Code C' = fo (Ak) immer ein Unterraum von A", d.h. C' ist
dann ein linearer Code.

5 Generator- und Kontrollmatrix

Zu jeder linearen Codierungsfunktion fo : A¥ — A™ gehért eine Matrix G, sodass
fo(@)=7-G Vie Ak
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5 Generator- und Kontrollmatrix

G heiflt Generatormatrix von C = fc(Ak) C A™. G ist eine k x n Matrix:

C11 €12 *** Cln
21 C22 -+ C2pn
g =
Ckl Ck2 " Ckn
Die Zeilenvektoren von G liegen in C":
C11 C12 - Cln
C21 C2 -+ Cop
f0(1707"'70):(1707"‘70) . . N . :(01170127"‘70171)
Ckl Ck2 *°° Ckn

Allgemein ist die i-te Zeile von G das Codewort, das zum Nachrichtenwort
(0, v ,O, 1(Stelle i) 0, ce ,0) gehort

Die Zeilen von G bilden eine Basis fiir den Code C:

ceC=3zFcA: fo(z)=¢

= (r1,22,...,05) = C= (v1,22,...,25) G =
—_————

21(1,0,0,...,0)+

©2(0,1,0,...,0)+

.AA+

2k (0,0,...,0,1)
1131(1,0,0,...,0)g—l—l’g(o,l,o,...,O)g—|—---—|—$k(0,0,...,0,1)g:

—_————
(c115--,C1n) (c215--,C2n) (Ck1seesChn)

xl(clla .. -,Cln) + $2(0217 .. 76211) +---+ J;k(ck)b .. 'ack’n)a

d.h. ¢ldsst sich als Linearkombination der Zeilen von G schreiben, und auf Grund der Injektivitét
von fo sind die Zeilen von G linear unabhéngig und diese Darstellung ist eindeutig.

Bei systematischer Codierung bei Linearcodes auf den ersten k Stellen gilt:

fc(al,...,ak):(al,...,ak,cl,CQ,...,cn_k)<:>g: : —_— . M ,

d.h. die Generatormatrix G ldsst sich dann als Blockmatrix G = (& | M ) schreiben, wobei &
die k x k-Einheitsmatrix ist und M irgendeine k x (n — k)-Matrix. Die Generatormatrix liegt in
kanonischer Form vor, wenn sie diese Gestalt hat.

Beispiel: (Code 5 aus den einfithrenden Beispielen)

00 +~ 00000
fo: (1)(1) : (1)(1)13(1) ,fo: A2 — A5 A ={0,1}, linear und systematisch mit Generatormatrix
11 +— 11011

10101
g‘(o111o>

Beispiel: Binérer (7,4)-Hammingcode (Beispiel eines perfekten Codes)

SO O =
o O = O
SO = OO
O = =

=
_ = O
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5 Generator- und Kontrollmatrix

Unabhéngig von der konkreten Codierungsfunktion fo werden wir jede Matrix, deren Zeilen eine
Basis des Codes bilden, als Generatormatrix bezeichnen.

Minimaldistanz von Linearcodes

Sei d = min {d(¢1,¢3) | é1,¢3 € C, ¢4 # co} die Minimaldistanz eines Linearcodes C.

Das Hamming-Gewicht eines Wortes (a1,...,a,) € A" ist definiert durch w (ai,...,a,) =

{i | ai # 0}].

Beweis: 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus der Definition, 3. folgt aus 2.

Satz:
Die Minimaldistanz eines Linearcodes ist gleich dem Minimalgewicht min {w (@) |ceC,é+# 6}

Beweis: Wegen 2) im obigen Lemma ist die Hamming-Distanz zwischen zwei verschiedenen Co-
deworten das Hamming-Gewicht eines Codewortes ungleich 0, woraus Minimalgewicht < Mini-
maldistanz folgt. Umgekehrt ist das Gewicht eines Codewortes ungleich 0 wegen 1) darstellbar
als Distanz zwischen zwei verschiedenen Codeworten, also gilt auch Minimaldistanz < Minimal-
gewicht.

Beispiel: (7,4)-Hammingcode

100 0|1 11 S
010 0l1 1 o | Wirmissen die Gewicht aller Codewdrter # 0 betrachten,
G= 00 10/1 01 d.azu miissen wir alle Linearkombinationen der Zeilen von G

000 1/0 1 1 bilden:

Gewicht links von |  Gewicht rechts Summe

1 >2 >3

2 > 1 (da alle Zeilen verschieden) >3

3 >0 >3

4 3 7

Also ist d > 3, in der 2. Zeile ist das Gewicht gleich 3 = d = 3.

Satz (Singelton-Schranke): Fiir einen (n, k, d)-Blockcode gilt: k+d<n+1<n—k>d—1

Beweis: Fiir einen (n, k, d)-Blockcode C iiber dem Alphabet A mit |A| = ¢ gilt |C| = ¢*. Streichen
wir bei allen ¢¥ Codeworten aus C die ersten d—1 Stellen, so sind wegen der Minimaldistanz d die
entstehenden ¢* Worte der Lénge n — d + 1 immer noch paarweise verschieden. Da es nur ¢"~4*!
verschiedene Worte der Linge n — d + 1 gibt, erhalten wir ¢* < ¢~ %! und damit k <n —d+ 1.

Ein Code mit k + d = n + 1 heitt MDS-Code (Maximum Distance Separable).

Beispiel: Der n-fach Wiederholungscode ist ein MDS-Code:
a—a...a,G=(1...1),alsoist k=1,d=n=k+d=n+1.

Beispiel: (7,4)-Hammingcode (1-perfekt, optimal im Sinne der Hamming-Schranke),
d=3=k+d=4+3=7<T7+1=28, ist also kein MDS-Code.

Beispiel: Reed-Solomon-Codes sind MDS-Codes (spéter im Detail behandelt).
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5 Generator- und Kontrollmatrix

Inneres Produkt im Sequenzraum A™
@=(ar,...,an), b= (by,...,by) € A"
Inneres Produkt @ - b = arby +asby + - +ayb, € A

Eigenschaften:
@-0=0, @-b=>b-a (M) -b=Aab), a(b+d)=a-b+ad ¢
(Vbe A": @-b=0) = @=0 (Produkt nicht-ausgeartet)

Wir definieren: @ ist orthogonal zu b und schreiben dafiir @ L b= @-b=0

Bezeichnung inneres Produkt: Es handelt sich beim oben definierten Produkt a - bi.A. um kein
Skalarprodukt (auch ,inneres Produkt® genannt) wie es in einem Vektorraum iiber dem Korper
A = R (oder mit geeigneter Modifikation bei A = C) definiert ist; ein solches muss laut Definition
positiv definit sein, d. h. es gilt @ - @ > 0 fiir alle Vektoren d # 0. Trotzdem hat sich in der
Codierungstheorie die Bezeichnung ,inneres Produkt“ fiir obiges a - b etabliert.

Im Vektorraum R™ kann man betrachten:

1. Linge eines Vektors: || @ ||=Vad-d=+/a}+a3+---+a?

@b
@il

2. Winkelmessung: @ und b schliefen den Winkel ¢ ein < cos P =

In R" gilt: | @ ||=0< d@=0.
Das gilt fiir A = 7Z,, oder allgemein fiir endliche Kérper A, i.A. nicht mehr, denn es kann @-@ = 0
auch fiir @ # 0 auftreten. Wenn @ - @ = 0 dann gilt @ L 4.
Beispiel: A =79, d= (1,1) = d-a=12+1>=2=0.
Fiir einen Linearcode C definieren wir den Dualcode C+ zu C: C+ := {x € A" | Z- =0V € C}
Dualcode C+ ist immer ein Linearcode (auch wenn C' kein Linearcode ist):
LZ,jeCt=F+yeCt:(F+y) =7 -C+y-c=0vceC
~ <~
0 0
2.7€Ct = \NFeCHVAEA:(\T)-¢=\F-2)=0
0
Beispiel: C' = {000,111}, A = {0,1}
r € CH x=(v1,20,23): (x1,72,23) - (1,1,1) =0 = 21 + 29 + 23 = 0.
Daraus folgt C+ = {000, 110, 101, 011}.
Es reicht zu priifen: # € C+ < ¥ - ¢ = 0 Vé; aus Basis {¢i,...,¢.} von C

O+ ist auch ein linearer Code. Eine Generatormatrix H von C+ heift Kontrollmatrix fiir den
Code C.

Satz: Wenn C ein (n, k)-Linearcode ist, dann gilt:
1. dimC+ = n — k, d.h. Ct ist ein (n,n — k)-Linearcode

2. (cH)t =c
Beweis:
1. Sei {ci,..., ¢} eine Basis von C.

reCteviel...k:%¢ =0

In Koordinaten aufgeschrieben bedeutet das Folgendes:
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5 Generator- und Kontrollmatrix

T=(x1,...,2n), G = (Ci1y---,Cin)

€111 + c1922 + -+ + Cipxy =0
11 + €02 + -+ - + copxy =0 . .

2T C222 2n-m k Gleichungen, n Variable x1, ..., x,.
Ck1T1 + cgoxo + - -+ cppn =0

Diese k Gleichungen sind linear unabhéngig, da die Koeffizientenmatrix die Generatormatrix G
von C ist, und der Rang rg(G) = k (die Zeilen von G sind eine Basis von C und daher linear
unabhéingig).

Die Losungen (x1,...,2,) bilden daher einen Unterraum der Dimension n —rg(G) = n — k.

2.CC(CH)éeC=ccl =0V eCt=e (CH)h.

Dim. k N~——
Dim. k

Dimension k£ haben, folgt (C’L)J' =C 0

L
Weiters gilt nach 1.: dim (C’L)L =n—(n—k) ==k Welaber C C (CL> und beide die
~—

Ein Code C heift selbstdual, wenn C' = C*. Aufgrund des vorigen Satzes gilt fiir einen selbst-
dualen Code k = n/2, folglich muf die Linge n gerade sein.

Beispiel: C' = {0000, 1100,0011,1111} ist ein selbstdualer Binércode.

Berechnung der Kontrolmatrix H:

C' ist ein (n, k)-Code, G Generatormatrix von C| ist eine k x n-Matrix,
‘H Kontrollmatrix von C, ist eine (n — k) x n-Matrix

1. Liegt G = (£x|M) in kanonischer Gestalt vor

= H = (—M?*|&,_;) (siche Ubungen). Das nennt man die kanonische Gestalt der Kontrollma-
trix.

1 0l1 1 0 -1 0|1 0 O 2 0|1 00
Beispiel:A:Z;z,,g:<O 1o 1 1)—>7—l: -1 -1/0 1 0 |=(2 2|0 10
0 —-1]0 0 1 0 2]0 0 1

2. Alle anderen Félle fiihren wir durch Zeilen und Spaltenumformungen auf Fall 1. zuriick.

Beispiel: A = Zo

1 0110 1 1
g = 1 1 0/0 1 0
01 1/]1 1 0
1 0 1(0 1 1
Zeile 1 von Zeile 2 abziehen: G = 01 1]0 0 1
01 1|1 1 0
1 0 1({0 1
Zeile 2 von Zeile 3 abziehen: G = 01 1|0 0 1
0 0 0|1 1 1
1 0011 1 1
3. und 4. Spalte tauschen: ¢’=1 0 1 0|1 0 1
00 1|0 1 1
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5 Generator- und Kontrollmatrix

Durch das Vertauschen der Spalten erzeugt G’ einen anderen Code C’. Eine Kontrollmatrix von
(' ist nach 1. gegeben durch

11 0(1 0 O
H=|10 1[0 10
11 1(0 0 1

Um eine Kontrollmatrix H von C' zu bekommen, miissen die durchgefiihrten Spaltenvertauschun-
gen riickgéngig gemacht werden:

11 1]/0 0 O
H=|1 0 0|1 1 0
1 1 01 0 1
Zusammenhang zwischen G und H:

G-HT =0 O...k xn— k-Nullmatrix

Grund: Das Element in der Zeile ¢ und der Spalte j ergibt sich durch Multiplikation der Zeile ¢
von G mit der Spalte j von HT = Zeile j von H. Die Zeilen von G und H bilden aber die Basen
von C' und C* und sind daher orthogonal zueinander.

Diese Beziehung charakterisiert die Kontrollmatrix: Wenn H eine Matrix mit n — k Zeilen, n
Spalten und rg(H) =n — k ist und G - HT = O gilt = H Kontrollmatrix.

Charakterisierung der Codeworte mit Hilfe der Kontrollmatrix:

ceCeé-HT =0:
T
wenn H = : , dann ist {Z1,..., %, 1} eine Basis von C*
Tn—k

Aus der Kontrollmatrix kann auch die Minimaldistanz eines Linearcodes bestimmt werden.

Satz: Wenn H Kontrollmatrix eines (n, k)-Linearcodes C' ist, dann gilt:
d ist Minimaldistanz von C' < je d — 1 Spalten von H sind linear unabhéngig und es gibt d
Spalten, die linear abhéngig sind.

m%:(h}h}..h}) ... (n — k) Zeilen

Z=(c1,¢0,...,cp) €C=EHT =0

EMT = c1hy + cohg + -+ + cohn = 0

d=d(C): 3JéeC, w(c) =d>0= 3d Spalten von H, die linear abhéingig sind.

Angenommen, es gibe d — 1 linear abhéingige Spalten. Dann kann man die Linearkombination
.-~ = 0 mit Hilfe dieser Spalten aufschreiben, die Koeffizienten wiirden dann ein Codewort # 0
ergeben, das ein Gewicht < d hétte, d ist aber die Minimaldistanz.) [

Folgerung: Sind alle Spalten der Kontrollmatrix  eines Bindrcodes verschieden und # 0, dann
kann C alle 1-fach-Fehler korrigieren. (Es sind dann je zwei Spalten linear unabhéngig = d > 3.)
Verallgemeinerung der Bedingung fiir Nicht-Bindrcodes: Die Spalten von ‘H diirfen keine Vielfa-
chen voneinander sein.
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6 Standardkorrekturschema fiir Linearcodes

6 Standardkorrekturschema fiir Linearcodes

C < A™ Unterraum, a € A", dann heifst
d+ C ={d+¢c|ce C} Nebenraum (Nebenklasse) von @ beziiglich C

Nebenrdaume {d + C | @ € A"} bilden Partition von A", d.h. (a1 + C) N (a3 + C) = 0 oder aj +
C = a3 + C, Letzteres gilt < a1 —as € C.

Beispiel:
A = Zs,C = {000,101}

000 4+ C = {000,101} = 101 + C
100 + C = {100,001} = 001 + C
010 + C = {010,111} = 111+ C
110+ C = {110,011} = 011 + C

dim C =k, |A| = ¢ = es gibt ¢" ¥ veschiedene Nebenklassen:
|C| = ¢¥, Va € A™: |@+ C| = ¢*, # Nebenklassen - ¢* = ¢" = # Nebenklassen = ¢"~*

Wir untersuchen jetzt die Decodierung eines Linearcodes C' und werden feststellen, dass der we-
sentliche Vorteil der Linearitéit darin besteht, das die Decodierung nicht fiir jedes Empfangswort
einzeln erfolgen muss sondern nur einmal pro Nebenklasse von C"

Sei 2 € A" Empfangswort und ¢y € C mit der Eigenschaft dass d(2¢, ¢y) = min {d (£9,¢) | ¢ € C}
(¢ muss nicht eindeutig bestimmt sein!) = Empfianger decodiert £ zu ¢ (Nearest Neighbor De-
codierung)

€y := 2y — ¢ heilit dann Fehlervektor zu 7. Es gilt dann zy = ¢é) + €y und d (20, ¢)) =
w (2 — ¢p) = w (€)).

Behauptung: Zu allen ¥ € €y + C gehort derselbe Fehlervektor €y, d.h. Empfinger decodiert
T=¢e)+cCzuc

Es gilt d(Z,¢) = w(Z — &) = w(é€p).

—

Betrachten d(Z, ¢/) fiir ein beliebiges ¢ € C.

) fii
Es gilt allgemein VZ,4,2 € A" : d(Z,9) = d (X + 2,5 + 2).

=Z —Ccfolgt 29 — & =¢j — C.

=d(Z+ _’__’7 + (co — =d _‘77"’__’_ > _’:d_; .
) (Z + (20 — ), + (¢ — ©)) (w0, c C((; ) > w(ep) (,¢)
€

Aus €y =

f0 — C
Daher gilt d(%, ¢

1 ol

~

Folgerung 1: Speziell haben wir fiir ¢ = 0:

w(é) = d(é,0) < d(éh, =) = w(er +¢7) VeeC,
also ist w(€p) = min{w(ey + ¢)|c € C}.
Folgerung 2: Wenn w(€) = min{w(€+ ¢)|¢ € C}, dann gilt fur alle ¢, € C:

d(€+¢éc1) =we+ec—ad) > w(e) =d(é+ ¢ ),
( 1) = w( 01) (€) = d( c)
€

also kann €+ ¢ zu ¢ decodiert werden.

Schlussfolgerung: Man wahlt aus jeder Nebenklasse N ein Wort € mit minimalem Gewicht aus,
N = €+ C, und decodiert das Empfangswort €4 ¢ zum Codewort ¢.
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6 Standardkorrekturschema fiir Linearcodes

Das Fehlerwort € heifit Nebenklassenanfiihrer. Jedes Wort aus N mit minimalem Gewicht
ist als Anfiihrer geeignet. Das Korrekturschema, das sich aus dieser Vorgangsweise ergibt, heifst
Standardkorrekturschema.

Beispiel: C' = {00000,10110,01101, 11011}

€l c— | 00000 | 10110 | 01101 | 11011
00000 00000 | 10110 | 01101 | 11011
10000 10000 | 00110 | 11101 | 01011
01000 01000 | 11110 | 00101 | 10011
00100 00100 | 10010 | 01010 | 11111
00010 00010 | 10100 | 01111 | 11001
00001 00001 | 10111 | 01100 | 11010
11000 11000 | 01110 | 10101 | 00011
10001 10001 | 00111 | 11100 | 01010

Die Nebenklassenanfiihrer mit Gewicht 2 sind nicht mehr eindeutig bestimmt!

Korrektur: 1) Empfangswort 10100, steht in der Zeile mit Anfiihrer 00010, wird also decodiert
zu 10100 — 00010 = 10110 (= Codewort, das in der gleichen Spalte wie das Empfangswort steht).
Am Anfiihrer sieht man die Stelle(n), die korrigiert wird/werden.

2) 01110 wird zu 10110 decodiert, dabei werden die ersten beiden Stellen korrigiert. Wenn man
in dieser Nebenklasse 00011 als Anfiithrer gewahlt hétte, wiirde man zu 01101 decodieren.

Die Anfiihrer (= ausgewéhlte Fehlerworter) beschreiben genau die Fehler, die richtig korrigiert
werden.

Vereinfachung durch Verwendung der Kontrollmatrix:

C...(n,k,d) Code, Generatormatrix G ...k x n Matrix,
Kontrollmatrix H ... (n — k) x n Matrix

Fiir ¥ € A" definieren wir das Syndrom von & als sy (¥) := 7 - HT € A"
Es gilt: e C & &-HT =0, also €€ C < sy (¢) = 0.

Allgemein: sy (¥) = sp(y) & £+ C = ¢y + C, d.h. das Syndrom von & kennzeichnet die
Nebenklasse von 7

sp(@) =su(@) oz H =j-H o @-79) H =0eF-gcCeai+C=7+C
s+ A" — A" ist offensichtlich eine lineare Abbildung und surjektiv weil rgH = dim C+ =

n—k.

Vorgangsweise fiir Korrekturschema:

Man braucht fiir jedes der ¢"* verschiedenen Syndrome in A" ™% einen Anfiihrer fiir die zuge-

horige Nebenklasse. Dazu bestimmt man zuerst die Syndrome der Fehlerworter vom Gewicht 1
und solange man verschiedene Syndrome erhilt, kann man diese Worte als Nebenklassenanfiihrer
nehmen.

Dann macht man mit Fehlerworten vom Gewicht 2,3,. .. weiter, bis man alle méglichen Syndrome
erhalten hat. Beim Suchen von Anfithrern fiir bisher noch nicht erhaltene Syndrome bentitzt
man, dass die Syndromfunktion sy linear ist. Das heift, man versucht noch nicht erhaltene
Syndrome als Linearkombination von Syndromen von Fehlerwoértern kleinstmoglichen Gewichts
zusammenzusetzen und erhélt so die fehlenden Anfiihrer. Damit hat man schlieflich fiir jede
Nebenklasse einen Anfiihrer mit minimalem Gewicht gefunden.
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6 Standardkorrekturschema fiir Linearcodes

Decodierung: Empfingt man Z € A", so berechnet man das Syndrom sp (Z) und sucht sich
dasjenige Fehlerwort € mit sy (€) = sy (Z) und decodiert Z zu ¥ —é&=ce C.

Beispiel: C' = {00000,10110,01101, 11011}

11
1 0l1 1 0
g(o 1101) = M= (1)(1)

s#(00000) = (000)

100
010
0 01

s£(10000) = (10000) = (110)

O O = =
O = O O =
—_ o O = O

Da die Syndrome aller Worte vom Gewicht 1 verschieden sind, korrigiert der Code Einfachfehler.
Noch fehlende Syndrome: (111) und (011)
(111) = (101) 4 (010) = sy (01010) = (111) oder

(111) = (110) + (001) = sz (10001) = (111)
(011) = (110) 4 (101) = sz(11000) = (011) oder
(011) = (010) + (001) = s£(00011) = (011)

D.h. fiir die beiden letzten Syndrome kann ein Fehlerwort mit Gewicht 2 als Anfiihrer gew&hlt
werden, dieses ist aber in beiden Féllen nicht eindeutig bestimmt.

Decodierung: Empfangswort & = (11111), das zugehérige Syndrom ist sy (Z) = (100) = sg (00100),
\7—/
e

also wird & decodiert zu ¥ — & = (11011).

Bemerkung: Fiir Bindrcodes gilt: Die Spalten der Kontrollmatrix sind die Syndrome der Fehler-
worte vom Gewicht 1. Sind also die Spalten von H alle verschieden, so liegen alle Fehlerworte
vom Gewicht 1 in verschiedenen Nebenklassen; diese kénnen als Anfiihrer ausgew#hlt werden =
der Code kann alle Einfachfehler korrigieren.

Fiir beliebige Linearcodes gilt: Die Syndrome der Fehlerworte vom Gewicht 1 sind genau die
Vielfachen (mit Faktor # 0) der Spalten von H; sind also je zwei verschiedene Spalten von H
linear unabhingig, so korrigiert der Code Einfachfehler.

Bindre Hamming Codes

Wir haben als Beispiel schon den (7,4)-Hamming Code mit Generatormatrix

o~ O O
—_ oo o o
—= o= O

1
1
0
1

OO O =
O O = O
O = ==
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7 Polynomcodes, zyklische Codes

kennengelernt. Als kanonische Kontrollmatrix erhédlt man

111 0]1
H=(1 1 0 1|0
1 01 1|0

o = O

0
0
1

Wie wir schon festgestellt haben, ist dieser Code 1-perfekt. Das erkennen wir auch an den Spalten
von H, die genau alle von 0 verschiedenen Elemente von Z;L*k = 73 durchlaufen. Da die Spalten
von H genau die Syndrome der Fehlerworte vom Gewicht 1 sind, kénnen wir aus jeder von C
verschiedenen Nebenklasse genau ein Wort vom Gewicht 1 als Anfiithrer auswéhlen, also korrigiert
dieser Code genau alle Einfachfehler.

Diese Vorgangsweise funktioniert ganz allgemein: Fiir beliebiges r > 0 bestehe die Matrix H
spaltenweise aus allen Vektoren in Zj \ 0 (die Reihenfolge der Vektoren ist vorlaufig nicht so
wichtig). H ist damit eine 7 x (2" — 1)-Matrix und hat klarerweise den Rang r. Mit den obigen
Uberlegungen betreffend Syndrome und Fehlerkorrektur sieht man, dass H die Kontrollmatrix
eines 1-perfekten (2" —1,2" — 1 —r)-Bin#rcodes ist. Diese Klasse von Codes fiir » € N nennt man
bindre Hamming Codes.

e Bindre Hamming Codes haben Minimaldistanz d = 3: Wére d > 4, so konnten 2-fach Fehler
als solche erkannt werden; andererseits hat jedes Empfangswort auf Grund der 1-Perfektheit
Hammingdistanz < 1 zu einem Codewort, Widerspruch.

e Wie man aus der Konstruktion der bindren Hamming Codes iiber die Kontrollmatrix sieht,
gibt es bis auf Aquivalenz, d.h. bis auf eine Permutation der Stellen, genau einen 1-perfekten
(2" —1,2" — 1 — r)-Binércode.

e Hamming Codes iiber beliebigen Kérpern werden wir in den Ubungen diskutieren.

7 Polynomcodes, zyklische Codes

Bis jetzt hatten wir eine Vektorraum-Struktur auf Codeworten (Summe, skalare Vielfache). Jetzt
wollen wir zusdtzlich noch eine multiplikative Struktur einfiihren.

Definition: Ein Linearcode C' iiber dem Kérper A heifst zyklisch, wenn gilt:
(C(), Cly.. -, Cn—l) cC= (Cn—la CO,Clye -y Cn_z) S C,

d.h. durch zyklisches Vertauschen der Stellen eines Codewortes erhélt man wieder ein Codewort.
Beispiel: C' = {0000,1010,0101, 1111} ist ein zyklischer Code.

Warum betrachtet man zyklische Codes? — Noch effizienter als mit Matrizen kann man mit
Polynomen rechnen (— Schieberegister).

Zyklische Codes lassen sich mit Hilfe von Polynomen gut darstellen:

Idee: Wir identifizieren das Wort / den Vektor ¢ = (cp,c1,...,¢p—1) € A™ mit dem Polynom
c(z) =co+c1r+car? + -+ 12"t € Alx] mit Grad < n — 1.

Damit haben wir die gewiinschte zusdtzliche multiplikative Struktur in der Polynommultiplika-
tion gefunden, wir kénnen im Polynomring (A[x], +,) operieren. Fiir die Addition und skala-
re Multiplikation (jeweils komponentenweise) dndert sich nichts im Vergleich zum Vektorraum
(A™ 4+, (A-)xca). Allerdings haben wir bei der Polynommultiplikation das Problem, dass sich die
Gradbeschrankung ,Grad < n — 1“ nicht von zwei Faktoren c¢;(x) und ca(z) auf das Produkt
c1(x) - co(x) vererbt:

grad(ci(x) - co(x)) = grad ey (z) + grad ea(z)
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7 Polynomcodes, zyklische Codes

Daher fassen wir diese Polynome als Elemente von Afz]/(z™ — 1) auf, d.h. als Elemente des
Polynomringes A[x] faktorisiert nach dem von z™ — 1 erzeugten Hauptideal:

Addition von Polynomen (wie gewthnlich in A[z]):
(co+crz+ - +cp12™ )+ (do + dyw + -+ + dpqg2™ ) =
(co+do) + (c1 +di)z + -+ (cp1 + dp1)z"

Multiplikation mit Reduktion mod(z" —1): 2" =1, 2" =z, 2"2 =22, .. .

Beispiele:
o z-(co+crm+ear?+ - +ep12™ ) =cox + 12t + e 4+ + epoa™ 1+ o1 T =
=1
Cn—1 + CoT + clxz + -+ Cn_gxn_l = (Cn_l, Cc0,Cly-- -, Cn_Q),
e 22 (co,...,cn1) = (Cn—2,Cn_1,C0, - - - Cn_3),
° (dQCE + d1I2) (Co, ey Cnfl) =dy (Cnfl, Coy - - - Cn,Q) + dy (Cn,Q, Cn—1,C0, - - - ,Cnfg)

Man sieht, dass einer Multiplikation mit « in A[z]/(2™—1) eine zyklische Vertauschung der Koef-
fizienten entspricht. Daher sind zyklische Codes in Polynomdarstellung abgeschlossen gegeniiber
einer Multiplikation mit x, und folglich auch abgeschlossen bzgl. Multiplikation mit z?, i € N.

Da zyklische Codes voraussetzungsgeméf auch linear sind, heifst das, dass sie abgeschlossen sind
beziiglich der Multiplikation mit beliebigen Polynomen, d. h.

Ve(x) € C Vp(x) € Alz] : e(x) - p(x) mod (2" — 1) € C.

Diese Eigenschaft, abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit beliebigen Polynomen zu sein,
charakterisiert offensichtlich zyklische Codes.

Andere Interpretation fiir Multiplikation mit Reduktion mod (2" — 1):

r(z) = (¢(x)-p(z)) mod (2™ —1) ist der (eindeutig bestimmte) Rest bei der Division von ¢(z)-p(x)
(- ist hier die Multiplikation in A[z]) durch das Polynom z™ — 1 (es gibt eine weitreichende
Analogie zwischen den ganzen Zahlen Z und dem Polynomring A[x] {iber einem Koérper A).

Exkurs iiber allgemeine Division mit Rest fiir Polynome:
gegeben a(z), b(z) Polynome in Alz], b(z) # 0
= 3| q(x),r(z) : a(z) = q(x) b(x) + r(z) mit r(z) = 0 oder gradr(z) < grad b(x).

a

—

Als Quotient geschrieben: (5)) =q(x) + Zgg

o

Beispiel: A = Zy, a(z) = 2* + 23 + z, b(z) = 2% + 1

(z* 423 +022 +2 +0) ¢ (®*+1)=22+2+1

—(2* +a2?)
. 422 4z
— (a3 +x)
2
—(a? +1)

1 Rest

Also erhalten wir: 2 + 2% + x = (22 + 2 + 1) - (22 + 1) + 1 bzw. %:mz—&—x—i—l—i—ﬁ.
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7 Polynomcodes, zyklische Codes

Satz: Sei C' zyklischer Code der Lénge n iiber dem Kérper A. Dann gilt:

1. C entspricht in eindeutiger Weise einem Ideal in Afz]/(z" — 1).

2. Es existiert genau ein normiertes Polynom (normiert heift: Fiihrungskoeffizient ist 1)
g(z) # 0 minimalen Grades in C. Dieses Polynom heift Generatorpolynom von C'.

3. Das Generatorpolynom g(z) ist Teiler von 2™ — 1, d.h. Fh(x) € Alz] : g(z) - h(x) = 2™ — 1,
h(z) heift Kontrollpolynom von C.

4. Jedes Codewort/-polynom c(z) kann eindeutig in der Form ¢(x) = f(x) - g(z) geschrieben
werden, wobei grad f(z) < n — grad g(z) gilt, d.h. g(x) teilt jedes Codepolynom und um-
gekehrt kann man g(z) mit beliebigem Polynom mit Grad < (n — grad g(x)) multiplizieren
und erhélt wieder ein Codepolynom.

Beweis: ad 1) Sei C' ein zyklischer Code. Wir definieren
Ii={c(x) +ple) - (2" = 1) | e(x) € C,p(x) € Ala]}.

Man rechnet direkt nach, dass I ein Ideal in A[x] ist mit (2™ — 1) C I, exemplarisch zeigen wir
i(x) =c(z) + p(x) - (2" — 1) € I und a(x) € A[z] impliziert i(x) - a(z) € I:

i(@)-a(@)=  cl@)ale) +p@)aa)@ — 1) = r(z) + (g(x) + p(r)a(z))(@" - 1),
————
=q(z)(z"—1)+r(z)

wobei das Restpolynom r(z) von ¢(x)a(z) bei Division durch 2™ — 1 auf Grund der Zyklizitét in
C' liegt. Damit hat i(z) - a(z) die Gestalt ,Codepolynom plus Vielfaches von ™ — 1%, liegt also
in I.

Nach einem bekannten Isomorphiesatz der Algebra gilt

Alz]/I = (Afz] /(2" = 1))/(I/(«" = 1)),
also kann man dem Ideal I in A[x] das Ideal I/(z™ — 1) in A[z]/(2™ — 1) zuordnen.
Umgekehrt kann jedem Ideal J in A[z]/(z™ — 1) das Ideal

I:={i(z) € Alz] | i(x) + (2" — 1) € J}
in Alx] zugeordnet werden, und I N {p(x) | grad p(z) < n — 1} liefert einen zyklischen Code.

ad 2) Alx] ist als Polynomring iiber einem Koérper ein Euklidischer Ring und damit ein Haupt-
idealring, damit wird das Ideal I von einem normierten Polynom minimalen Grades g(x) erzeugt.
Dieses g(z) ist eindeutig bestimmt: Ang. 3 g1(z), g2(x) normiert, minimaler Grad

gi(@) =1z + gzt + - 4 ¢
I -1 eC
go(z) =1 +djq2™ 4+ -+ dp

C linear = g1(x) — g2(x) € C

g1(x) = g2(2) = (11 — di1) @7 4+ 4 (o — do)

grad(g — g2) < gradgi, g1 — g2 € C = g1(z) — g2(x) = 0 = g1 (2) = g2()

ad 3) Aus I = (g(x)) 2 (2™ — 1) folgt sofort g(z)|(x™ — 1), oder man rechnet nach:
g(z) | 2™ — 1 : Division mit Rest fiir a(x) = 2™ — 1, b(z) = g(x)

z" —1=g(z) g(x) + r(x) | Reduktion (z" =1)

0=g(x) q(z) + r(x)

g(x)q(z) =-r(x)=r(x)eC
~~ ~—~
eC eC

C zyklisch =eC
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7 Polynomcodes, zyklische Codes

Ang. r(x) # 0: man kann 7(z) normieren (mit Faktor multiplizieren sodass Fiithrungskoeffizient
1 wird) — 7(x)

7(z) normiert, kleinerer Grad als g(z), 7(z) € C — Widerspruch zur Wahl von g(x)!
Also ist r(z) = 0= 2" — 1 =g(x) q(z) = g(x) | 2" — 1.

ad 4) Fiir beliebiges f(z) € Alz] mit grad f(z) < n—gradg(z) gilt g(z)- f(z) € C weil C zyklisch
und grad g(z) + grad f(z) < n.
—_——

<n—grad g(z)

Umgekehrt gilt fiir jedes c(z) € C, dass g(x) | c(x) weil I = (g(x)).

Beispiel:

Code mit n = 4 und Generatormatrix G = < (1) (1) (1) (1) >

Q

{0000,1010,0101, 1111 },zﬂsoist(ias(}eneratorpcﬂynonlg(x):: 2?2 41
—~ SN

0 1422 z+4a3 l+zta2+4z3
g(x)- f(z) :grad f(z) <n —gradg(z) =4—-2=2= f(z) € {0,1,z,2 + 1}:

g(x) -0 =0

g(x) -1 = g(z)

g(z) - x = 23+2x
gz)-(x+1) = 3+22+z+1

"ol=gt41,(2* 1) :g) = (z*+1): (22+1) =22+ 1, 0 Rest.
( ) g(x) = ( ) ( ) ==
Beispiel:
C = {0000,0011,0101,0110, 1001, 1010,1100, 1111}
Behauptung: C' zyklisch

1100 beginnt von hinten mit 2 Nullen, kein anderes Codewort hat mehr Nullen am Ende =
g(x) =1+

(z*+1):(x+1)=a3+22+2+1, 0Rest
(wenn ein Rest bleibt: sicher kein zyklischer Code)

g9(x)-0 =0

g(x) 1 — ot 1=g)
g(x) - x = 2’+=x

g(x) - (x+1) = 22+1

g(z) - 2? = 2%+

g(x)- (22 +1) = B +22+z+1
g(z) - (2% + ) = 23+
g@) - (*+2+1) = 23+1

= C' ist zyklisch.

Um alle zyklischen Codes der Lange n zu bestimmen, muss man alle normierten Teiler von 2" —1
als Generatorpolynome bestimmen.
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7 Polynomcodes, zyklische Codes

Der Polynomring A[z] iiber dem Korper A ist (so wie Z) ein Euklidischer Ring und damit ein
ZPE-Ring. Folglich lasst sich jedes Polynom eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) als
Produkt von irreduziblen Polynomen (entsprechen den Primzahlen in Z) schreiben.

p(z) € Alx] heikt irreduzibel, wenn gilt: p(x) = a(z)-b(x) mit a(x), b(x) € Alx] = grad a(z) =0
oder grad b(x) = 0, d.h. a(x) oder b(x) sind eine Konstante. Ein irreduzibles Polynom lésst sich
also nicht als Produkt von Polynomen mit echt kleinerem Grad darstellen.

’Lemma: x—al|plz) s pla)=0

Beweis: =: p(x) = (x — a)q(z) = p(a) = (a — a) qg(a) = 0.
=0
<: Division mit Rest von p(x) durch (x — a):
p(z) = (z — a)q(x) + r(z) wobei r(x) = 0 oder gradr(x) < grad(zx — a) = 1(= r(z) = C)
Also p(x) = (x — a)q(z) + C, und daher
pla)=0=(a—a) gla)+C=0=C=r(x)=0= (z—a) | p(z). O
=0
Folgerung: Ein Polynom vom Grad 2 oder 3 ist genau dann irreduzibel iiber A, wenn es keine
Nullstellen in A besitzt.

Beispiel: n =4, A=7Zy: 2" —1=2% - 1= (z — 1)*

Mbgliche Generatorpolynome g(x):

1 +» C enthilt alle Vielfachen von 1 = C = Zj
(x —1) > C enthilt alle Worte mit gerader Paritét
(z—-1)2=22+1 + C = {0000, 1010,0101, 1111}

(-1 =a3+22+2+1 <« C=1{0000,1111}

(x—1)4=a2%-1 +~ C = {0000}

Anmerkung: Das Polynom z — 1 ist immer ein Generatorpolynom, der zugehorige zyklische Code
enthélt alle Worte mit Summe der Komponenten gleich 0.

Dimension eines zyklischen Codes: k = n — grad g(z), d.h. grad g(z) = n — k:
Sei das Generatorpolynom vom Grad r: g(z) = 12" + g,_12" ' + g 02" 2 + -+ + go.

Da  f(x) + f(x) g(x) eine bijektive Zuordnung zwischen Nachrichtenwértern in A* und
—~ <~

grad <n—r grad r
N——
grad <n

Codewortern in A", ist folglich k = n —r = n — grad g(x) = grad h(z).

Generatormatrix eines zyklischen Codes:

go 91 92 Gn—k—1 1 0 0
O gO gl o« o e “ o o g—k—l 1 o« o e

g=1| . 7 7 " _ k Zeilen
0 -~ 0 go g1 g2 o gp—k—1 1

Fiir das Kontrollpolynom h(z) gelten folgende Eigenschaften:

1) ¢(z) € C & ¢(x) h(x) = 0mod(z™ — 1):
c(x) € C & g(x) | e(z) < h(x) g(x) | h(z) ()
N—_——

" —1

2) Syndrom mit Hilfe des Kontrollpolynoms h(x):
sn(p(x)) = p(x) - h(z) mod(z" — 1)
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8 Endliche Kérper

p(x) +C = q(x) + C & p(z) —q(z) € C & g(z) | pr) —q(z) <
hx)-g(x) = 2" = 1| (h(z) - p(x) — h(z) - q(x))
Vorteil dieser Methode: dieses Syndrom kann mit Schieberegistern sehr schnell berechnet werden

3) Alternative Syndromberechnung mit Hilfe des Generatorpolynoms g(z):

s¢(p()) = p(z) mod g(x)

p(xz) € C & g(x) | p(z) & p(r) = 0 mod g(x) und s4 ist linear;

Vorteil dieser Methode: die moglichen Syndrome sind alle Polynome mit Grad < n — k (bei s,
sind es alle Vielfachen von h(z) mit Grad < n). Bei der ,héndischen“ Berechnung ausgehend von
den Syndromen der Fehlerworte mit kleinem Gewicht sieht man gleich, welche Syndrome noch
fehlen und kann diese linear aus bereits berechneten Syndromen zusammensetzen.

Beispiel: n =4, g(z) =2 + 1= h(z) =22 + 1
C = { 0 ,x2—|—1,x3+x,x3—|—x2+x—|—1}
N N - —mm—
0000 1010 0101 1111
Syndrome nach 2): s;(p(z)) = p(z) - h(x) mod(z* — 1)

p(z) | Syndrom sp,(p(z))

0 0

1 2 +1

T 34z

x? 2?(x? +1)=a2* +22=224+1 (— dieses Syndrom gibt es schon)
3 (@2 +1) =25 +23 =23+ 2 (— dieses Syndrom gibt es schon)
r+1 |28 +22+2+1

Syndrome nach 3): s4(p(z)) = p(x) mod g(x)

g@)=2>+1=0=22=1,2=2

p(x) | Syndrom sy (p(x))

0 0

1 1

x x

z? 1 (— dieses Syndrom gibt es schon)

z3 x (— dieses Syndrom gibt es schon, es fehlt noch das Syndrom x + 1)
r+1|x+1 (oder: p(z) = 2% + 22 liefert auch das Syndrom = + 1)

8 Endliche Korper

In diesem Abschnitt sammeln wir ein paar grundlegende Eigenschaften von endlichen Koérpern
bzw. Korpern im Allgemeinen. Vorausgesetzt werden hier Grundkenntnisse iiber Korper wie sie
etwa in der LVA Algebra (fiir Techn. Math.) vermittelt werden.

Satz: Zu jeder Primzahlpotenz p™ gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen endlichen Kérper mit
p™ Elementen, und alle endlichen Kérper sind von dieser Gestalt.

Bezeichnung fiir Kérper mit p™ Elementen: F,m = GF(p™) (GF ... Galois-Feld)

F, mit ¢ = p™ kann aufgefasst werden als der Zerfillungskorper des Polynoms 77 — T, es gilt
sogar

T9-T= [[(T-a)

acly,
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8 Endliche Kérper

d. h. IF; besteht genau aus den Nullstellen des Polynoms 79 — T
Konstruktion von Fpm, p prim, m > 1:
e m=1:p"=p, F, =7, ...Restklassenring mod p

e m > 1: man sucht ein irreduzibles Polynom s(7T') iiber Z, mit grad s(T") = m und rechnet
mit Polynomen aus Z,[T] modulo s(7")

Irreduzible Polynome vom Grad m > 1 iiber Z, existieren immer:

Satz: Die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome {iber dem Korper F, vom Grad m € N
ist gegeben durch die Formel

Ny(m) = 3 u(t) - "

tlm

Hierbei bezeichnet u(t) die Mobius-Funktion definiert durch:

1 ,t=1
p(t) =14 (=1)¥ , t=pi-... pg (p; prim und paarweise verschieden)
0 , sonst

Beweis: Durch die Zerlegung von 79" — T in irreduzible Faktoren zeigt man die Formel

q" = Zt - Ny (1),

tlm

daraus schlieft man mit der Mébiusschen Umkehrformel auf die obige Formel fiir N,(m) (Ubung).
O

Durch eine einfache Abschitzung sieht man N,(m) > 1 (Ubung).
Beispiel: Fy
4 = 22, gesucht ist daher in Zs ein irreduzibles Polynom vom Grad m = 2

Alle Polynome vom Grad 2: T? ,T? 4+ 1,T?>+T,T>+T + 1
TT (T+1)2 T(T+1) irreduzibel

Bemerkung: Ein Polynom s(7") vom Grad 2 oder 3 ist irreduzibel iiber dem Korper A < s(T')
hat keine Nullstelle in A.

s(T)=T>+T+1

Rechnen modulo s(T): T?+T+1=0=T?>=-T—-1=T+1
T3=T?’4+T=T+1+T=1

— _ 2
F,={0,1,T7,T+1} ={0, 1 ,T,7?}

T3

+ | 0 1 T T+1 0 1 T T+1
0 0 1 T T+1 0 [0 0 0 0
1 1 0 T+1 T 1 o 1 T T+1
T T T+1 0 1 T |o T T+1 1
T+1|T+1 T 1 0 T+1]0 T+1 1 T

Darstellung der Elemente in Fy: {0,1, 7,7 + 1} oder {0,1,T,T?}
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8 Endliche Kérper

Aus der zweiten Darstellung sieht man: 7' (bzw. genauer miisste man sagen die Restklasse T +
(T? + T + 1)) ist ein primitives Element in F,, das heift: jedes Element # 0 liRt sich als
Potenz von T darstellen.

’Satz: Jeder endliche Kérper besitzt ein primitives Element.

Beweis: Wir zeigen zunéchst:

BH 1. Existieren in einer kommutativen Gruppe (G,-, 1, 1) Elemente o, mit ord(a) = k,
ord(B) =1, so Iy € G: ord(v) = kgV(k,1):

Es existieren teilerfremde Zahlen k, [, sodass kgV(k,l) = k - | mit k|k und I|I: seien die Primfak-
torzerlegungen von k und [ gegeben durch k = [, pi*, | = [[i-, p{i, 0 < e;, fi, und seien die
Primfaktoren p1,...,p, so geordnet, dass

T

kgV(k,1) = [[ o7 =
i=1 %

n
pfi H pii'
1

i=r+1

Dann erfilllen k := [];_; p{* und [ := [T, 4 plf “ offensichtlich das Gewiinschte.

Wir betrachten jetzt die Elemente & = ok/% und B = 51/1_. Fiir diese gilt offensichtlich ord(a) = &

und ord(f) = L.
Weiters gilt ord(a - 3) = k- [ = kgV(k,1): (a- B)F = ( a* )" ( Bl )* =1, und aus (a-B)™ =1

folgt @™ = B~™; durch Bilden der k-ten Potenz erhiilt man ﬁ_jm’; =1= llm - k = l|m; analog
erhélt man durch Bilden der [-ten Potenz, dass a~™ =1 = k|lm -1 = k|m, woraus schlieklich
wegen ggT(k, 1) = 1 folgt, dass k - [|m. Damit ist BH 1 bewiesen.

Sei jetzt k die maximale Ordnung eines Elementes in F, \ {0}. Aus BH 1 folgt sofort, dass alle
Ordnungen von Elementen o € F, \ {0} ein Teiler von £ sein miissen. Das bedeutet weiters, dass
alle Elemente aus F, \ {0} Nullstellen des Polynoms p(T') = T* — 1 sind. Weil das Polynom p(T)
als Polynom iiber einem Korper hochstens grad p(T') = k Nullstellen haben kann, folgt k£ > ¢— 1.
Andererseits gilt nach dem Satz von Lagrange in (F,\ {0}, -), dass k|(¢—1), woraus wir insgesamt
k = q — 1 erhalten, d. h. die multiplikative Gruppe des Korpers I, ist zyklisch, es gibt also ein
primitives Element. O

Beispiel: Gesucht sind primitive Elemente in Zs = {0,1,2, 3,4}

0 ...nicht primitiv (alle Potenzen von 0 sind 0)
1 ...nicht primitiv (alle Potenzen von 1 sind 1)
2:21=2922=423=32"=1 .. primitiv
3:31=3,32=4,33=2,3" =1 ... primitiv

4: 42 =1 .. .nicht primitiv

Definition: Ein irreduzibles Polynom s(7°) tiber dem endlichen Korper A heift primitiv, wenn
das Element T + (s(7T')) im Koérper A[T]/(s(T)) primitiv ist.

Beispiel: Fy
9 = 32 — Primkorper ist Zs, m = 2

1) s(T)=T?+ 2T + 2 (s(0) =2, s(1) =2, s(2) =1 ...keine Nullstelle = irreduzibel)
Rechnen modulo s(T): T2+ 2T +2=0=T?= 2T -2=T+1
Ist s(T") primitiv?
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8 Endliche Kérper

T =T

T?=T+1

T3=T>+T=T+1+T=2T+1
TH=2T’4+T=2T+1)+T=2=-1

T> =2T

T6=2T?=2(T+1)=2T +2

TT=2T? 42T =2(T+ 1)+ 2T =T +2

T8 = (T*)? =1

= s(T) ist primitiv (Fg = {0,1,2,T,T + 1,T + 2,2T, 2T + 1,2T + 2}

So wird effektiv multipliziert: (T +2)- (2T +1)=T7 - T3 =TV =T?2 =T + 1

2) 51(T) = T? + 1 ist auch irreduzibel iiber Z3 (s1(0) = 1, s(1) = 2, s(2) = 2), allerdings ist
$1(T) nicht primitiv:

T'=T,T?=-1=2,T3=2T, T* = (T*)? = (-1)?>=1,T° =T, ...

Lemma: Ein irreduzibles Polynom s(T") € Fy[T] vom Grad m ist primitiv genau dann, wenn s(7")
teilt nicht das Polynom 7" — 1 fiir alle r|(¢™ — 1) und r < ¢"™ — 1.

Beweis: Es gilt 7" = 1 im Korper Fy[T]/(s(T)) = Fym genau dann, wenn 77 — 1 = 0 mod s(7T),
also s(T)[(T" — 1). Weil die Ordnung von 7' in der multiplikativen Gruppe von Fym ein Teiler
der Gruppenordnung sein muss, ist diese Bedingung nur fiir 7|(¢"™ — 1) zu iiberpriifen. Damit
entspricht die Primitivitit von s(7") genau der angegebenen Bedingung. O

Sei (L,+,-) ein Koérper und K C L ein Unterkérper (d. h. K bildet mit den von L auf K
eingeschriankten Operationen + und - einen Kérper). Dafiir schreiben wir zur Abkiirzung K < L
und nennen gleichbedeutend L einen Erweiterungskoérper von K.

Beispiel: R ist ein Unterkorper von (C,+,-), d. h. R < C.

Ist K < L, so kénnen wir den grofkeren Kérper L in natiirlicher Weise als Vektorraum iiber den
kleineren Koérper K auffassen. Die Dimension dieses Vektorraums wird mit dimg L bezeichnet.

Beispiel: C als Vektorraum iiber R hat Dimension 2, d. h. dimgC = 2.

Fir endliche Korper gilt: L = [F,,» hat als Unterkérper genau die Kérper K = Fy,r mit r|m: Wegen
der Eindeutigkeit der Darstellung von Vektoren aus L als Linearkombination von Elementen
einer Basis mit Koeffizienten aus K gilt mit & = dimgL: p™ = |L| = |K|F = (p")* = p*,
also folgt |m. Andererseits folgt aus r|m sofort (p" — 1)[(p"™ — 1), und daraus erhdlt man dann
(TP" —=T)|(TP" —T). Da, wie bereits erwihnt, F,; genau aus den Nullstellen von TP" — T besteht,
impliziert das Fpr < Fpm.

Beispiel: F16 = Fy4 hat genau die (echten) Unterkorper Fy und Fy; Fg ist kein Unterkorper von
F16.

Sei K < L, dimgL =: k < oo und a € L. Dann gibt es ein Polynom p(T) € KI[T] mit
grad p(T) < k mit p(a) = 0: Die k + 1 Elemente 1,a,a?,...,o" sind linear abhingig iiber K.

Definition: Das normierte Polynom kleinsten Grades m,(7T") € K[T] mit mq(a) = 0 heifst Mi-
nimalpolynom von « iiber K.

Das Minimalpolynom m,(T") von « iiber K ist eindeutig bestimmt und es gilt: ist p(T") € K[T
mit p(a) = 0, so folgt m(T)|p(T) in K[T] (Polynomdivision mit Rest).

Das Minimalpolynom m(7T) ist irreduzibel iiber K (aus einer Zerlegung von m(T) in zwei
Polynome aus K[T'] mit kleinerem Grad folgt durch Einsetzen von « sofort ein Widerspruch zur
Minimalitat des Grades von mq(T)).
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9 Reed-Solomon Codes

9 Reed-Solomon Codes

Alphabet A = F, endlicher Kérper, ¢ = p™, p prim

sei T primitives Element in F,, dh. A = {0,1,7,72,73,...,TP"~2}, TP"~1 = 1, d. h. wir
rechnen multiplikativ in der zyklischen Grupppe (F, \ {0},-) mit ¢ — 1 = p™ — 1 Elementen

wir betrachten in der Folge Codes mit der festen Linge n =¢q—1 = p™ — 1, d. h. die Léinge ist
durch das Alphabet gegeben (Nachteil!)

in A = I, haben wir die Zerlegung
"—l=a"" 1= - -T)(z-T%...(x —TP"?)

daraus folgt,dass alle Elemente aus Fy \ {0} Nullstellen von z™ — 1 sind

Definition: Ein Code iiber Fy der Lénge n = ¢ — 1 mit Generatorpolynom
g(x) = (& — TH(x — TY) .. (x — T %1 (i beliebig) heift Reed-Solomon-Code (RS Code).
Grad n—k

Wesentlich ist: das Generatorpolynom muss n — k aufeinanderfolgende Potenzen von 7" als Null-
stellen haben.

Satz: Mit obigen Bezeichnungen gilt fiir den zugehdrigen Reed-Solomon-Code C:

1 p(z) € C & p(T) = p(THH1) = - = p(T7—4-1) = ¢
1 T T . Tn=1)i
1 Ti+1 T2(i+1) o T(n—=1)(i+1)

2. H=
i Ti-i-n.—k—l T2(i+r‘z—k—1) o T(n—l)(i.-‘rn—k—l)

ist eine Kontrollmatrix fiir den Reed-Solomon-Code.
3. fir die Minimaldistanz gilt d = n — k + 1 (MDS-Code, optimal im Sinne der Singleton-

Schranke)
Beweis:
Lgx) = (z - T)(x — T ... (x — T+
p(z) € C & g(z) | p(x) & THTH ... TH"=F=1 miissen Nullstellen von p(x) sein.

2.p(x) eCep(T*)=0 Vj=0,1,....n—k—1
p(r)eCepHT =0
N~

op

PHT = (p(T%), p(T"Y),..., p(TH" 1)) = § & p(a) € C

3. d Minimaldistanz < je d — 1 Spalten der Kontrollmatrix sind linear unabhéngig und es exi-
stieren d Spalten die linear abhingig sind. Man zeigt: beliebige n — k Spalten von H sind linear
unabhingig (— Vandermondsche Determinante, Ubungen) g

Beispiele: 1) A = Zs, primitives Element 2, Generatorpolynom
glz) = (x —1)(z —2) = 2° + 2z + 2,
n=q—1=4,k=n—gradg(x) =4—2=2,d=n—k+1=23, also (4,2, 3)-Code iiber Zs, ist

. . 2 2 10 1 0 2 2
MDS Code (nicht 1-perfekt), Generatormatrix G = ( 092 9 1 ) ~ ( 01 1 3 ),

] 11 1 1 1 111
KontrollmatmxH—<1 9 92 23>—<1 9 4 3>;
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9 Reed-Solomon Codes

Kontrollpolynom h(z) = (z — 2%)(x — 23) = 2% + 32 + 2

2) A = Fg = Fq3, primitives Element T mit 7% = T + 1, T* = T?> + T, T° = T?> + T + 1,
T6 =T? +1, T" = 1, Generatorpolynom

glx)=(x—1)(z—-T)(z — T2)(x — T3) =2t T3 £ TO2% + T2 + T67

n=q—1=7k=n—gradg(z)=7—-4=3,d=n—k+1=5, also (7,3,5)-Code iiber Fyg, ist
MDS Code (nicht 2-perfekt):
Vergleich der Werte in der Hamming-Schranke: n — k = 4 und logq(ZEZO (Mg —1)") =

logs (37 (1)7%) = logs(1079) < 4.
T 75 7 72 1 0 0
Generatormatrix G = o 76 75 75 72 1 0 |,
0 0 7¢ T 175 T? 1
Anzahl der Codeworte 8 = 512, ¢(z) € C < ¢(1) = ¢(T) = ¢(T?) = ¢(T3) = 0,

1 1 ... 1

1 A
Kontrollmatrix H = 1 11:2 o6 |

1 73 ... T36

Kontrollpolynom h(z) = (z — T*)(x = T°)(z = T®) =23 + T?2* + 2+ T = (2" — 1) /g(z)
erweiterter Reed-Solomon-Code: wird beim Generatorpolynom eines RS-Codes
g(x) = (x — T (x — TY) ... (& — THF1

¢t = 1und k > 1 gewdhlt, dann kann man durch Hinzufiigen einer geeigneten Priifstelle die Linge
und die Minimaldistanz um 1 erhéhen:

Satz: Sei C ein (n, k,d) RS-Code mit Generatorpolynom g(z) = (z —T)(z —T?)...(x —T"%),
k > 1. Dann ist der Code

n
C = {coc1...cn | cocr...cp—1 € C und ch:O}
§=0

ein (n+ 1,k,d+ 1) Code (erweiterter RS-Code).

Beweis: Sei ¢(z) € C' mit minimalem Gewicht d. Wir zeigen, dass gilt ¢(1) = Z;:& c; #0:

Aus ¢(z) € Cfolgt c(x) = a(z)-g(z), folglich ist ¢(1) = a(1)-g(1). Auf Grund der Voraussetzungen
gilt g(1) # 0. Wire a(1) = 0, so wire c¢(z) ein Vielfaches von ¢1(z) := (x — 1) - g(x), welches
Generatorpolynom eines RS-Codes mit Parametern (n,k — 1,d + 1) ist, also wire das Gewicht
von ¢(x) mindestens d + 1, Widerspruch. Also gilt ¢(1) # 0.

Daraus folgt nun, dass die an c(x) angehangte Priifstelle ¢, # 0, also das zugehorige Wort
cocq . ..cp, € C Gewicht d 4+ 1 hat. O

Folgerung: Erweiterte RS-Codes sind ebenfalls MDS Codes.

Besondere Bedeutung haben Reed-Solomon-Codes mit ¢ = 2™:

jedes Element aus Fom = Zo[T]/(p(T')) (p(T') irreduzibles Polynom {iber Zy vom Grad m) kann
dargestellt werden als Polynom vom Grad < m — 1 und entspricht damit einem bindren m-Tupel

bei festgehaltenem p(7T") wird durch diese Zuordnung aus einem (n, k,d)-Code C iiber Fom ein
(nm, km,> d) Binédrcode Cy; die untere Schranke d fiir die Minimaldistanz von Co kann durch
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eine kleine Modifikation verbessert werden zur unteren Schranke 2d: ist coci...c,—1 € C, so
ordnen wir jedem c; das zugehoérige m-Tupel in Z5' zu und héngen fiir jedes j ein Priifbit an,
sodass das entstehende (m + 1)-Tupel gerade Paritét hat. Das entstehende Bindrwort hat dann
Lange (m + 1) - n und Gewicht > 2d (weil jedes ¢; # 0 mindestens 2 bits # 0 induziert). Der so
konstruierte Binéircode Cy hat also die Parameter (n(m + 1), km, > 2d).

Geht man von einem erweiterten RS-Code iiber Fom mit Parametern (n + 1,k,d 4+ 1) aus, so
erhdlt man mit der selben Vorgangsweise einen ((n + 1)(m + 1), km, > 2(d + 1)) Binércode.

Beispiel: Aus einem (15,10,6) RS-Code C' iiber Fi¢ erhdlt man einen (75,40,> 12) Bindrcode

Cs, bzw. aus dem (16,10, 7) erweiterten RS-Code C iiber Fig erhalt man einen (80,40, > 14)
Binarcode Cs.

Reed-Solomon-Codes iiber Fom, die in diesem Sinne als Binédrcodes aufgefasst werden, sind be-
sonders gut geeignet, um sogenannte Biindelfehler zu korrigieren.

Biindelfehler der Léange ¢: ¢ aufeinanderfolgende Positionen sind von Fehlern betroffen, wobei die
erste und die i-te Stelle jedenfalls fehlerhaft sind, die Stellen dazwischen kénnen/miissen aber
nicht falsch sein

1 2 3 4 5 . . . i 1 2 3 4 5 . . . i
* ok ok ok ok . .L k L L - .. .0 X X x X oox .. . X
Codewort in Reed-Solomon-Code iiber Fom gestortes Codewort

Code iiber Fs: jedem Element aus Fom wird ein bindres m-Tupel zugeordnet
J p g
(Buchstabe € Fam) (Buchstabe € Fam) (Buchstabe € Fam) ... Lingen iiber Fom
(bindres m-Tupel)  (bindres m-Tupel)  (binires m-Tupel) ... Léingen-m {iber Fo = Zo

Beispiel: Wenn ein Reed-Solomon-Code iiber Fom 5 Fehler korrigiert, kann der zugehdrige Binér-
code Biindelfehler der Liénge 4m + 1 korrigieren, unter giinstigen Umstédnden sogar Biindelfehler
der Lange 5m. (Biindelfehler der Lénge 4m + 1 umfassen hochstens 5 m-Tupel. Wenn der Biin-
delfehler giinstig liegt, umfafst er genau 5 m-Tupel und kann auch noch korrigiert werden.)

RS Codes werden in der Praxis sehr hiufig verwendet, z.B. bei der Audio/Daten Compact Disk,
DVD, ADSL (Modems), DVB (digitales Fernsehen), .. .; beispielsweise setzt der Chip AHA 4210
RSVP RS Codes iiber Fos ein und hat eine Codier-/Decodierleistung von 30 Mbyte/s (2001)

wichtige Klassen von Codes, die RS Codes verallgemeinern sind

— BCH Codes (arbeiten mit einem dhnlichen Konstruktionsprinzip, zyklisch, flexibel in ihrer
Lénge),

— Goppa Codes, welche — im Gegensatz zu RS bzw. BCH Codes — auch asymptotisch gut
sind (d. h. es gibt Folgen von Goppa Codes mit Parametern (n,k,,d,), n € N, sodass
die relativen Codeparameter k,/n (Informationsrate) und d,,/n (relative Minimaldistanz)
beide positive Grenzwerte haben fiir n — o0); Nachteil von Goppa Codes: es existieren noch
nicht so effiziente Algorithmen zur Codierung/Decodierung wie bei RS- bzw. BCH-Codes.

10 Die Codierung auf der Compact Disk

Produkt-Code: gegeben seien zwei lineare Codes iiber demselben Alphabet A:
Cy...[n1,k1,d1]-Code, Cy...[ng, ke, ds]-Code,

oBdA werde systematische Codierung auf den ersten k; Stellen von C;, i = 1,2, vorausgesetzt

der Produktcode C7 ® Cs besteht aus allen Matrizen, die wie folgt entstehen:
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10 Die Codierung auf der Compact Disk

1. man startet mit einer k; X ko-Matrix M mit beliebigen Eintrédgen aus A (Nachrichtenma-
trix),

2. die ko Spalten der Dimension k; von M werden jeweils mit n; — k1 Kontrollstellen so
erginzt, dass die entstehenden Spalten in C liegen, so erhélt man eine n; x ko-Matrix M

3. die n; Zeilen der Dimension k2 von M; werden jeweils mit ny —ky Kontrollstellen so ergénzt,
dass die entstehenden Zeilen in C liegen

es gilt (siehe Ubungen):
e der Code C7 ® () ist linear,
e (1 ® Cy ist ein [ning, k1ke, d1ds]-Code,

e die Schritte 2. und 3. kénnen in umgekehrter Reihenfolge angewendet werden (mutatis
mutandis), ohne dass sich der Produktcode C ® Co éndert

1 ol1 1 0 0|1 1 O
Beispiel: C1: Gy = ( 0111 > [3,2,2]-Code, Go=| 0 1 0|0 1 1 |,[6,3,3]-Code
0 0 1]1 0 1
Produktcode C7 ® Cs:
11 0 1 1 0 1 1 0(1 0 1
Z.B.MZ(O 1 1>—>M1: 01 1 — 01 1|1 1 0 e (1 ®0Cy
1 0 1 1 0 1(0 1 1

Verkiirzung eines Codes:

C ein [n, k,d]-Code iiber A, unter dem um die ersten m Stellen (m < k) verkiirzten Code von C'
versteht man den Code

Co={zm+41.-.2n| 0...0 zppy1...2, € C}

m Stellen

offensichtlich ist C,, ein linearer [n — m,k — m,> d]-Code, wenn die ersten m Stellen von C
Nachrichtenstellen sind

Folgerung: Aus einem MDS Code wird durch Verkiirzung wieder ein MDS Code
1 00(1 1 0
Beispiel: C' mit Generatormatrix G=1 0 1 00 1 1 |, [6,3,3]-Code
00 1|1 01
.. . . . 1 00 1 1
1-te Stelle kiirzen liefert Code mit Generatormatrix G; = < 0111 0 1 ), [5,2,3]-Code,
.. . . . 1 0|1 1 0
3-te Stelle kiirzen liefert Code mit Generatormatrix G = < 0 110 1 1 ), [5,2,3]-Code.

Digitalisierung von Musik: das Analogsignal wird 44.100 mal pro Sekunde bemustert; Rate
von 44,1 kHz ist notwendig um Frequenzen bis zu ungefdhr 20 kHz horen zu kénnen, da allgemein
die Abtastfrequenz doppelt so grof sein muf, wie die hochste aufzunehmende Tonfrequenz (Satz
von Nyquist);

sollten hohere Frequenzen als 22 kHz vorkommen, miifften diese mit einem Tiefpassfilter vor der
Bemusterung herausgefiltert werden; ansonsten kommt es bei Vorliegen héherer Frequenzen zu
Fehlern (z.B. zu sogenanntem Aliasing, Bsp.: werden Filmaufnahmen von sich schnell drehenden
Speichenriddern gemacht, hat man bei der Wiedergabe den Eindruck, die Rider drehen sich in
die andere Richtung als bei der Aufnahme)
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10 Die Codierung auf der Compact Disk

jedes der 44.100 Muster (samples) gibt eine von 2!6 méglichen Amplituden an, d.h. pro Muster 2
bytes Information; da man {iblicherweise 2 Kanile hat (Stereo), erhilt man 4 bytes pro Muster;

als Alphabet wird A = Fos = Fa56 verwendet, d.h. jedem byte entspricht ein Buchstabe; die Buch-
stabenfolge wird in Blocke der Lange 28 eingeteilt; auf diese Blocke wird ein Produktcode aus
einem [28,24,5]-Code C} und einem [32, 28, 5]-Code Cy iiber Fos angewendet, etwas vereinfacht
dargestellt werden jeweils 24 Blocke der Linge 28 zeilenweise zu einer Matrix M (Nachrichten-
matrix) zusammengefasst und diese Matrix dann dem Produktcode C; ® Co unterworfen: aus M
entsteht durch die Codierung eine 28 x 32-Matrix, deren Spalten in C; und Zeilen in C5 liegen

die Codes C'1 und Cs entstehen durch Verkiirzung aus einem Reed-Solomon Code iiber Fos:
man startet mit einem [255, 251, 5]-RS-Code,

— durch Verkiirzung um 227 Stellen entsteht C .. .[28,24, 5]-Code, bzw.
— durch Verkiirzung um 223 Stellen entsteht Cs . .. [32, 28, 5]-Code;

der Produktcode C7 ® Csy hat die Minimaldistanz 5-5 = 25, er kann als solcher bis zu 12 Fehler
pro Codewort (= 28 x 32-Matrix) korrigieren; durch geschicktes Zusammenspiel aus Spalten-
und Zeilencodierung leistet der Code aber viel mehr.

Beispiel: nehmen wir an, es treten bei einem Codewort (= 28 x 32-Matrix) 21 Fehler auf, die sich
folgendermafen verteilen: 12 Spalten mit einem Fehler, je eine Spalte mit 2, 3 bzw. 4 Fehlern,
und 17 korrekte Spalten;

die Spalten wurden mit C1, einem [28, 24, 5]-Code codiert, d.h. C; kann 2-fach Fehler korrigie-
ren; wir verwenden Cj allerdings nur um 1-fach Fehler zu korrigieren; Empfangsworte mit
Hammingdistanz > 2 zu allen Codeworten werden nur als fehlerhaft markiert; das bewirkt,
dass Spalten mit 2 bzw. 3 Fehlern als falsch erkannt werden aber nicht korrigiert werden; bei
einer Spalte mit 4 Fehlern gibt es zwei Moglichkeiten:

1) es kann sein, dass der Korrekturalgorithmus glaubt einen 1-fach Fehler korrigiert zu haben,
wahrend in diesem Fall tatsdchlich eine 5-te falsche Stelle hinzugefiigt wurde,

2) es wird ein Fehler an mind. 2 Stellen erkannt

iiberall dort, wo die Spaltendecodierung einen Fehler erkennt (mind. 2 Fehler), konstatiert der
Decodierungsalgorithmus fiir alle Zeilen eine Ausléschung, das ist ein Fehler an der jeweiligen
Spaltenposition;

Bilanz nach Korrektur der 32 Spalten: 17+412=29 Spalten sind korrekt (jene die ohnehin korrekt
waren bzw. jene mit nur einem Fehler), 2 Spalten enthalten eine Ausléschung (das sind jene mit
2 und 3 Fehlern in der Spalte), und fir die eine Spalte mit 4 Fehlern nehmen wir an, dass ein
fiinfter Fehler dazugekommen ist (der Fall, dass dort auch eine Ausléschung erkannt wurde, ist
einfacher zu behandeln, wie man im folgenden sieht);

wir betrachten nun die Zeilen, die mit Co, einem [32, 28, 5]-Code codiert sind: in jeder Zeile gibt
es zwel Ausloschungen und in 5 der 28 Zeilen gibt es einen weiteren Fehler an einer unbekannten
Stelle, d.h. jede Zeile hat max. zwei Ausléschungen und einen weiteren Fehler, da die Minimaldi-
stanz gleich 5 ist, kann Cy alle Zeilen richtig decodieren, und damit konnten insgesamt 21 Fehler
korrigiert werden (obwohl C7 ® Cy als Linearcode mit d > 25 a priori nur alle 12-fach Fehler
korrigieren kann;

allgemein gilt fiir eine Kombination von Fehlern (an nicht bekannten Stellen) und Auslé-
schungen: ein Code mit Minimaldistanz d kann eine Kombination von i Ausléschungen und j
Fehlern an unbekannten Stellen korrigieren kann, wenn gilt i + 2j < d (Ubung);

diese Produkt-Codierung heiftt CIRC (cross interleave RS-code)
interleaving: durch zeilenweises Verarbeiten der Matrixworter auf der CD jedoch zuerst spalten-
weises Decodieren splitten sich Biindelfehler auf mehrere Worter auf (das tatséchlich verwendete
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10 Die Codierung auf der Compact Disk

Verfahren ist etwas komplizierter (interleaving wird mehrfach angewendet) mit noch besserer
Verteilung von Biindelfehlern, aber im Prinzip dhnlich)

Leistung von CIRC:

Biindelfehler mit einer Linge von bis zu 4000 bits (entspricht 2,47 mm Spurlinge bzw.
1,9 Millisek.) kénnen vollstindig korrigiert werden

Biindelfehler mit max. Lange von 13.700 bits (entspricht 8,5 mm Spurlénge) kénnen inter-
poliert werden: wenn Fehler erkannt aber nicht eindeutig korrigiert werden kénnen, werden
diese Stellen markiert; sind vorangehende und nachfolgende Stelle(n) bekannt, wird mit Po-
lynomfunktionen interpoliert; bei zu vielen nicht korrigierbaren Stellen wird Signal stumm
geschaltet (plus fade out/in)

falsch korrigierte Fehler treten bei einer bit error rate (BER) von 10~* praktisch nicht
auf, bei BER von 1073 erhilt man weniger als 1 Fehler in 750 Stunden

ein Kriterium fiir die Korrekturqualitét ist die sog. Interpolationsrate: das ist die Anzahl
der interpolierten samples bei gegebener BER in einer gewissen Zeitspanne; unter CIRC
erhilt man bei BER = 10~%: 1 sample alle 10 Std, bei BER = 1073: 1000 samples pro min

es gibt verschieden leistungsstarke (=rechenaufwindige) Korrekturstrategien bei CIRC, je
nachdem, wie man C7 und C5 zusammenarbeiten 148t, man kann z.B. C] auch 2-fach Fehler
korrigieren lassen und sich diese Stellen merken (bringt in manchen Féllen noch mehr)

weitere technische Details:

7 Muster entsprechen 28 bytes, werden zeilenweise zu 32 bytes codiert, dazu kommt noch ein
Extrabyte, welches Kontroll- und Anzeigeinformation enthilt (unter anderem auf welcher
Spur sich die CD gerade befindet), insgesamt hat man damit 33 bytes also 264 bits;

die Speicherung der Daten auf der CD erfolgt als 5 km lange spiralférmige Spur (innen
beginnend), die Spur besteht aus einer Abfolge von Pits (Vertiefungen von 0,13 um) und
Lands (eben);

die Spur wird optisch von einem Laserstrahl gescannt; Ubergang von Pit/Land (P /L) oder
umgekehrt wird als 1 interpretiert, dazwischen Nullen; 1 bit entspricht einer Lange von
0,3 pum

Bsp.: Pit 1,8 um gefolgt von Land 0,9 um entspricht der Folge 100000 100

Messung erfolgt so, dass der Laserstrahl bei Land fast vollstindig reflektiert wird, bei
Pit tritt Interferenz auf (Tiefe ist 1/4 der Wellenlinge, ergibt bei Uberlagerung einen
Unterschied von 1/2 Wellenlédnge) und es wird wenig reflektiert;

daraus ergeben sich folgende Anforderungen fiir die Abfolge von Pits und Lands:

1. jeder Wechsel P/L muf mindestens 3 bits d.h. 0,9 pm lang sein, damit der Laser, der

auf einen Durchmesser von 1,3 pm fokussiert ist Ubergénge richtig registrieren kann, d.h.
zwischen zwei Einsen miissen mindestens zwei Nullen vorkommen,

. Lands diirfen nicht zu lang sein, damit der Laserstrahl auf der Spur gehalten und die

Sychronisation gewihrleistet werden kann, konkret diirfen zwischen zwei Einsen hichstens
10 Nullen vorkommen;

daher kénnen die codierten Zeilen bestehend aus 33 bytes nicht als solche gespeichert werden,
sondern werden einer “eight to fourteen” Modulation (EFM) unterworfen: jedem byte = 8 bits
wird eine Bitfolge der Linge 14 zugeordnet
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11 BCH Codes

warum Linge 147 — erst ab Lange 14 gibt es genug, ndmlich 267 Worter, die den Anforderungen
1. und 2. von oben geniigen (mind. 2, hochstens 10 Nullen zwischen zwei Einsen), von diesen 267
werden nur 256 = 2% benétigt

weiteres Problem: wenn man zwei solche Worter der Lénge 14 zusammenhéngt, miissen 1. und
2. immer noch erfiillt sein; dazu reicht es; wenn man dazwischen 3 merging bits einfiigt (werden
so gewdhlt, dass ungefdhr gleich viele Pits und Lands auftreten), also eigentlich wird eine 8 —
17 Modulation vorgenommen; nachdem 33 bytes so moduliert wurden, werden letztlich noch 27
Synchronisationsbits eingefiigt (identifizieren den Beginn der néchsten Codesequenz)

eine Zeile: 7 Muster — 33 x 8 = 264 codierte Datenbits — 33 x 17 4+ 27 = 588 Kanalbits
eine Matrix: 24 x 7 Muster — 28 x 588 = 16.464 Kanalbits

1 Sekunde (44.100 Hz) — 2539 x 16.464 = 4.321.800 bits ~ 540 kbyte auf der Tonspur
(Literatur: K. Pohlmann, Compact Disk Handbuch, IWT Verlag, Miinchen, 1994.)

11 BCH Codes

Im gesamten Abschnitt 11 seien n und q teilerfremde natiirliche Zahlen.

Definition: Die i-te Kreisteilungsklasse von ¢ modulo n ist definiert durch:

C;={i¢ €Z,]7=0,1,...}

Eigenschaften: (i) C; ist die von ¢ erzeugte Untergrupppe (¢) in der primen Restklassengruppe
modn, (Z*,-) mit Z) = {x € Zy | ggT(z,n) = 1} und es gilt |C1| = ord(¢ mod n); weiters
ist |C;] ein Teiler von ord(¢ mod n) fiir alle 4, das ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: Sei
m = ord(q mod n), dann ist C; = {i,iq, ...,ig™ '}; aus ig® = iq® mit k < £ folgt i = ig"~*; sei
jetzt r > 0 minimal mit i¢" = ¢, dann ist |C;| = r; wir zeigen r|m: sei m = rs + t (Division von

m durch r mit Rest), 0 < ¢ < r, dann gilt i = iq™ = iq"q¢" = (iq")q" - - - ¢"¢* = iq' und folglich
t =0, also r|m.

(ii) wenn n prim: C = (q) ist die von ¢ erzeugte Untergruppe der multiplikativen Gruppe Z :=
Zn \ {0} und C; = i(q) ist die Nebenklasse von i bzgl. (¢); bekanntlich gilt dann |C;| = |C1| =
ord(g mod n),

(iii) die Kreisteilungsklassen von ¢ modulo n, {C; | 0 < i < n}, bilden eine Partition von Z,:
es gilt i € Cy; wenn j € Cy, dann ist j = ig* folglich jq¢t = i¢"** also C; C C;, und wegen
i = gDk als0 i e C; folgt sofort C; = Cj.

Beispiel: Kreisteilungsklassen von 2 modulo 15:
Co={0}, C1 ={1,2,4,8} = Cy = Cy = Cy,

C3 ={3,6,12,9} = Cs = Cy = C12, C5 = {5,10} = Co,
07 = {7, 14, 13, 11} =Ci1 = 013 = (4.

Lemma: Sei ¢ eine Primzahlpotenz und n € N. Wenn ggT(n,¢) = 1 dann existiert (ein minima-
les) m € N mit n|(¢" — 1) und im Erweiterungskérper Fym von Fy existiert dann ein Element «
mit multiplikativer Ordnung n, sodass 2" —1 = [["_; (z — '), d. h. ™ — 1 zerfillt in Fym in Line-
arfaktoren mit n verschiedenen Nullstellen. « heifst dann eine primitive n-te Einheitswurzel

n qu )

Beweis: Die Bedingung n|(¢™ — 1) ist dquivalent zu ¢ = 1 mod n. Man kann also m definieren
als die Ordnung von ¢ in der primen Restklassengruppe (Z,),-). Ist v ein primitives Element in
Fym, so ist offensichtlich o := A(@"=1)/1 eine primitive n-te Einheitswurzel. g
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11 BCH Codes

In der Folge werden wir zu vorgegebenem n und ¢ immer dieses minimale m = ordq in (Z),-)
betrachten.

Satz: Sei « eine primitive n-te Einheitswurzel in Fym. Dann ist das Minimalpolynom m®(x) von
o' iiber F, gegeben durch

m (@) = [] (x = o),

JEC;

wobei C; die i-te Kreisteilungsklasse von ¢ mod n ist.

Beweis: 1) Da i € C; ist m(z)( H = Hjec_(ai —al) =0.

1)
% — d — . H
= ,d=|Cyl, :
2) m(x) hat Koeffizienten aus F,: Sei m( )(z) = ap + a1z + ... + agz?, d = |Cy|, dann gilt
(m @O (@)? = (ap + a17 + ... + agz?)? = af + afz? + ... + alz?, aber auch
O = T] (-0t = T] (a-) = ] (o) = mOa) = abanh..agae
J€C; JeC; JeC;
Betrachten wir diese Identitét im Polynomring F,m[x], so fiihrt ein Koeffizientenvergleich auf

qa_ . .
a; = a;, also a; € Fy.

3) Da « eine primitive n-te Einheitswurzel in Fym ist, sind alle Nullstellen von m® () verschieden.
Sei jetzt f(x) € Fy[z] ein Polynom mit f(a‘) = 0. Wir miissen zeigen m® (z)|f(z). Sei j € C,
dann ist j von der Form j = i¢' + kn mit ganzzahligen [ und k. Daher gilt,

fad) = f(ai) = (f(a'))? =0,

wobei bei der vorletzten Gleichheit beniitzt wurde, dass fiir die Koeffizienten f; von f(z) € Fy[z]

gilt f; = fql und folglich der Exponent ¢' wieder aus der Summe herausgezogen werden kann.
Wegen der Verschiedenheit der o/, j € C;, folgt schlieklich m® (z) = ], jec, (T — ad)|f(x).

Aus 1)-3) folgt, dass m(®)(x) das Minimalpolynom von of iiber F, ist. O

Beispiel: 1) Sei « ein primitives Element von Fy, also n = 3 = 22 — 1, dann gilt fiir die Kreistei-
lungsklassen von 2 mod 3: C = {1,2} = Cs. Fiir a gilt o® =1, also a® — 1 = 0, und weil « # 1
folgt auch o® + a+1 =0, d. h. o® + a = 1. Wir erhalten

mP@)=mP@)=@-a)z—a?) =22+ (> +a)z+a® =22+ + 1.

2) Fir n = 9 und ¢ = 2 erhilt man: C; = {1,2,4,8,7,5}, also ist das minimale m = 6.
Die weiteren Kreisteilungsklassen sind Cp = {0} und C3 = {3,6}. Sei a eine primitive 9-te
Einheitswurzel in Fgs. Es gilt: m(©) (z) = 2 + 1, m®(z) hat Grad 2 und m™(z) hat Grad 6. Fiir
B:=a®und v := af gilt 83 =3 =1, also sind B, € F4 \ {0, 1}, und daraus erhiilt man direkt
m®)(z) = 2% + z + 1. Oder alternativ dazu, weil 8+ # 3,7,0, also B +~v = a® + o = 1:

mI(z) =@ -z -ab) =2+ + a2 +a’ =2 + 2+ 1.

Daraus folgt m® (o) = o +a?+1 = 0, und weil mM(z) Grad 6 hat, gilt m™ (z) = 254+ 2% 4 1.
Insgesamt erhalten wir die Zerlegung in irreduzible Polynome iiber Fy

2%+ 1= (z+1)(2% +z+1)(2® + 23 +1).
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Definition: Sei « eine primitive n-te Einheitswurzel in Fg» und m() (z) das Minimalpolynom von
o' iiber Fy. Ein BCH Code (benannt nach Bose/Chaudhuri/Hocquenghem) iiber F, der Lénge
n mit vorgegebenem Abstand ¢ ist ein zyklischer Code mit Generatorpolynom

g(z) = kgV{m 9 (z), m\“D(z),..., m@+=2(z)}.

Da alle Potenzen von « Nullstellen von ™ — 1 sind, folgt g(x)|(2™ — 1). Im Fall n = ¢ — 1 heifit
der BCH Code primitiv (« ist dann ein primitives Element von Fgm), wenn a = 1 heifit solch
ein Code BCH Code im engeren Sinn.

Bemerkung: Im Fall m = 1 und n = ¢ — 1 entsprechen BCH Codes genau den Reed-Solomon
Codes: Es ist dann « ein primitives Element in F, und daher m(z) = x — o; weil die m® (z)
teilerfremd sind, ist das kgV das Produkt der z — o.

Satz: Die Dimension eines BCH Codes iiber F; der Léinge n mit vorgegebenem Abstand 0 ist
mindestens n — m(d — 1) (m ist wie immer in diesem Zusamenhang minimal mit n|(¢™ — 1)).

a+6—2 ) ) )
Beweis: Sei S := |J C;. Dann gilt mU)(z) = Hiecj (x — ") und folglich g(z) = [] (z — o).
i=a €S
Fiir die Dimension k eines zyklischen Codes mit Generatorpolynom g(z) gilt £ = n — grad g(x).
Also erhalten wir

a+d—2 a+d6—2
k=n—|S=n— U Ci| >n— Z |Cs|.
i=a i=a

Alle Elemente 3 in Fgm haben ein Minimalpolynom mg(z) iiber F; mit Grad < m, weil F, <
Fy(8) < Fgm und dimp, Fy(8) = grad mg(r) < dimp, Fgm = m (mit dem Gradsatz dimgx M =
dimg L-dimy, M fiir Kérpererweiterungen K < L < M folgt sogar grad mg(x)|m). Also erhalten

wir |Cy] = grad m¥ (x) < m, woraus die behauptete Schranke fiir die Dimension folgt. O
Eigenschaften des oben definierten BCH Codes C:
e c(x) €C & c(a?) =cla®™) =... = c(a®2) =0

e man nennt die Matrix

1 o a(nfl)a

1 aotl a(n—1)(a+1)
H =

.1 at0—2 .O[(7L—1)((l+6—2)

eine verallgemeinerte Kontrollmatrix von C

e die Elemente von H liegen im Erweiterungskorper Fym (und i.A. nicht im Alphabet F, des
Codes)

e fiir ein Empfangswort v bzw. das zugehorige Polynom v(x) ist
sp(v) :=v-HT = (v(a%),...,v(a*T072)

eine Syndromfunktion (charakterisiert Nebenklassen von C), denn es gilt:
sp g — (qu)éfl, sy ist Fy-linear und ker sy = C":

sg(v) =0 v =...=v(@P D =0sv@) el
e fixiert man eine Darstellung der Elemente aus Fym als m-Tupel iiber F, und ersetzt die
Eintrige in H durch diese m-Tupel (als Spalten), so entsteht eine m(d — 1) x n-Matrix

H iiber F,; die Zeilen von H sind nicht notwendigerweise linear unabhingig (siehe obige
Schranke fiir die Dimension eines BCH Codes), sie erzeugen aber den Dualcode C*.
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11 BCH Codes

Satz: Ein BCH Code mit vorgebenem Abstand § hat Minimalabstand d > 6. Man nennt ¢ deshalb
auch die konstruierte Minimaldistanz des BCH Codes.

Beweis: Angenommen die Minimaldistanz d des BCH Codes C' wire strikt kleiner als 4, also
d < § — 1. Dann gébe es ein Codewort c(z) = ¢o + c12 + ... + Cno12™ 1 € C mit Gewicht
d Kleiner als 6. Ist g(z) = kgV{m(®(x),...,m@t9=2(z)} das Generatorpolynom von C, so
existiert ein Polynom b(z) € F,[z] mit ¢(z) = b(z) - g(z). Folglich ist c(a?) = b(ad) - g(a’) = 0
fir j =a,a+1,...,a+ 6 — 2. Seien ¢,,..., ¢, die von 0 verschiedenen Koeffizienten von ¢(x),
so schreibt sich das Gleichungssystem c(a’) = 0 fiir j = a,a +1,...,a +d — 1 (man beachte:
a+d—1<a+9—2)in der Form

ozjllcll+...+ajldcld:0, j=a,...,a+d—1.

Die Determinante der Koeffizientenmatrix (a]lZ);jli +a—1 (Vandermonde Matrix) ist
d d
Haal"' H (ol —al) £ 0.
=1 rrl=1
r>r!
Daher hat das Gleichungssystem die eindeutige Losung ¢;; = ... = ¢, = 0, Widerspruch. ([l

Ein primitiver BCH Code iiber F, hat also die Parameter [¢" —1,> ¢™ — 1 —m(J — 1), > J],
wobei m und damit die Lange beliebig grof werden kann, und § unabhingig von m gewihlt

werden kann. Fiir (nicht primitive) BCH Codes mit Linge n|(¢"™ — 1) erhélt man die Parameter
[n,>n—m(d—1),>4].

Beispiel: Sei o eine Nullstelle des primitiven Polynoms 2% +  + 1 € Fy[z] und damit ein pri-
mitives Element in Fg. Wir betrachten den primitiven BCH Code mit a = 0 und § = 4. Wegen
m = 3ist n =23 -1 =7, und a + 6 — 2 = 2. Das Generatorpolynom ist gegeben durch
kgV{m© (z),m®(z),m®(z)}: mO(z) = 2+ 1, mW(z) = m®(z) = 2° + 2 + 1 weil die
Kreisteilungsklasse C7 von 2 mod 7 gegeben ist durch Cy = {1,2,4}. Daraus folgt

glz)=(r+ 1)@ +z+1) =2 +2° + 2> + 1.

Wir erhalten einen Bindrcode mit Parametern [7,3,4]. Es handelt sich dabei um einen Simplex-
code (siehe Ubungen), den Dualcode des binéren [7,4,3]-Hamming Codes.

Bemerkungen zum Beispiel: (1) Die allgemeine Abschitzung fiir die Dimension liefert hier nur
k>qm—1—m(6—1) = —1, wegen grad m®) = 1 und m™") = m(? ist die tatsichliche Dimension
grofer. (2) Fiir 6 = 3 hétten wir den gleichen Code erhalten.

Allgemeine Bemerkungen zum Generatorpolynom g(z) = kgV{m(® (z), ..., m@+9=2)(z)}.
e m(z) =m(z) & C; =0y, d h.iund jliegen in derselben Kreisteilungsklasse von ¢
mod n,

e mW(z) #mW(z) = ggT{m®(z),mY(z)} = 1: mO(z),mV)(z) € F,[z] also ist auch
ggT{m® (z),mY)(z)} € F,[z] (mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus kann man Polyno-
me a(z),b(x) € F,[z] finden, sodass ggT{m® (x),m7)(2)} = a(x) - m® (x)+b(z)-mV)(z));
weil aber die Minimalpolynome m(®(z) und m\ () irreduzibel iiber [F, sind, ist ihr ggT
daher gleich 1.

e Aus diesen beiden Eigenschaften folgt
g(x) = keV{m (), (@), ..., m D (@)} = [ m (=),
i€l
wobeil L ein System von Représentanten der Klassen Cg, Cot1,...,Cat5—2, d. h. Vj €
{a,...,a+ 9 —2} I genau ein i € L mit j € C;.
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11 BCH Codes

Binare BCH Codes

Wenn ¢ = 2 dann gilt C; = {4,2i, ...}, also ist m® (z) = m(*)(x) fiir alle i. Betrachtet man BCH
Codes im engeren Sinn mit 6 = 2t + 1, also a = 1 und a + § — 2 = 2¢, dann erhalten wir fiir das
Generatorpolynom

g(@) = keV{m®(x),m? (@), m® (@), m"(2)...,m* (@)}

kgV{mW (z),m®)(x),..., m*(z)}.

Daraus folgt grad g(z) < mt und damit £ > n —mt, und d > § = 2t + 1. Wir erhalten also einen
[n,> n — mt, > 2t + 1] Bindrcode. Vergleicht man das mit den allgemeinen Schranken fiir die
Parameter von BCH Codes [n, > n—m(d—1), > 4], so ist bei gleicher Schranke fiir die Dimension
die Schranke fiir die Minimaldistanz bindrer BCH Codes doppelt so grofs.

Auch die Kontrollmatrix kann fiir solche bindre BCH Codes angepasst werden: Da fiir ein Emp-
fangswort v(x) gilt v(a?) = v((a?)?) = (v(a?))?, betrachtet man als Kontrollmatrix

1 ot oot

1 o ... a3
H=

i Q2t-1 -Oé(Qt—l)(n—l)

Beispiel: Wir bestimmen alle primitven bindren BCH Codes im engeren Sinn der Linge n = 15 =
24 —1,d hm=4,¢=2.

Kreisteilungsklassen: Cy = {0}, C; = {1,2,4,8}, C3 = {3,6,12,9}, C5 = {5,10}, C7 =
{7,14,13,11}.

0=2t+1 g(x) E | d
1 1 5] 1
3 m() 11| 3
5 m . mG) 715
7 m® . mB) ;6 5| 7
9,11,13,15 | mM) - m® .mB .M | 1 | 15
151
- z—1

Die angegebenen Werte fiir d verifiziert man wie folgt: Ist o ein primitives Element in Fi4, so
kann m) (z) nur eines der beiden Polynome z* 4z +1 oder z* 4 2% +1 jedes mit Gewicht 3 sein,
also erhilt man fiir § = 3 den Wert d = 3. O.b.d.A. werde im Folgenden m™ (z) = 2* + z + 1
angenommen, im anderen Fall muss man jeweils nur zum reziproken Polynom iibergehen. Weiters
ist wegen (o®)® — 1 = 0 das Minimalpolynomom m® (z) = 2* + 23 + 22 + 2 4+ 1 und man erhilt
mM (2)m®) (z) = 28 4+ 27 + 2% 4+ 2* + 1 mit Gewicht 5, also ist 5 = 6§ < d < 5 folglich d = 5. Im
nichsten Schritt gilt m®)(z) = 22 + 2 + 1 und nach kurzer Rechnung m® (z)m® (2)m®) (z) =
2194+ 28 + 2% + 2% + 22 + 2 + 1 mit Gewicht 7, sodass man d = 7 im Fall § = 7 erhilt.

In diesem Beispiel stimmt die Minimaldistanz d immer mit dem maximal méglichen § iiberein.
Das muss nicht immer so sein.

Beispiel: Bindre BCH Codes der Linge n = 23: C1 = {1,2,4,8,16,9,18,13, 3,6, 12}, also ist
m = |Ci| = 11, « ist eine primitive 23te Einheitswurzel in Foii. Weitere Klassen Cy = {0},
Cs = {5,10,20,17,11,22,21,19, 15,7, 14}. Daraus folgt 22 — 1 = m©(z) - m®(z) - mO) (z) mit
m©)(z) = x — 1. Eine lingere Rechnung fiihrt zu

mW(z) = M+ 2% +27 + a8+ 25+ +1,
m(5)(x) = g 42104 46 4 ad 4t 42?241
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12 Decodierung von BCH Codes

(m®)(x) ist das reziproke Polynom zu m®(x)). Fiir 6 = 5 = 2 -2 + 1 erhilt man fiir das
Generatorpolynom des BCH Codes im engeren Sinn

g(2) = kgV{m"W (z),m® (@), m® (2),m® (2)} = mV ().

Das liefert einen [23,12,> 5] Bindrcode. Bei genauerer Untersuchung stellt sich heraus, dass es
sich um einen [23,12,7] Code handelt. Das ist der Golay Code G23 mit vielen interessanten
Eigenschaften. Eine Kontrollmatrix ist gegeben durch H = (1aa? ... o??), binir dargestellt hat
H 11 Zeilen. Ein anderer Zugang zum Golay Code Gag erfolgt iiber Quadratische Reste Codes
(spaterer Abschnitt).

12 Decodierung von BCH Codes

Die bei der Decodierung von BCH Codes auftretenden Probleme und die zur Lésung verwendeten
Methoden sollen zunéchst an Hand eines einfachen Beispiels demonstriert werden.

Einfiihrendes Beispiel

Sei C der primitive bindre BCH Code im engeren Sinn der Lénge n = 15, der 2 Fehler korrigiert.
D. h. wir wihlen die konstruierte Minimaldistanz § =5 = 2 -2 4 1. Da die Kreisteilungsklassen
C1 ={1,2,4,8} und C3 = {3,6,12,9} verschieden sind und beide 4 Elemente enthalten, erhalten
wir das Generatorpolynom

g(x) = keV{m (@), m? (@), m® (@), mP (@)} = keV{m" (), mP (@)} = mV(z) - m® ()

mit grad g(x) = 8, und die Minimaldistanz d von C ist 5 (siche Beispiel im vorigen Abschnitt).
Also ist C ein [15,7,5] Code. Bezeichnet « eine primitive 15te Einheitswurzel, ein primitives
Element in Fig, so ist eine Kontrollmatrix von C' gegeben durch

1 o' ... o™
= < 1 o® ... o*™ >
Fiir ein Empfangswort v(x) ist daher das Syndrom gegeben durch
si(v()) = (v(@), v(a’)) = (21, 22)

mit 21, z9 € Fyg.

Fiir die Fehlerkorrektur eines konkreten Empfangswortes v(z) gehen wir alle moglichen Fille
schrittweise durch:

1) Kein Fehler: Das ist genau dann der Fall, wenn sg(v(z)) =0, d. h 21 = 2o = 0.

2) Einfachfehler an der Stelle j, 0 < j < 14: Das zugehérige Fehlerwort e(z) ist dann e(z) = 27
und das Syndrom von v(z) gegeben durch z; = o/ und 2z = a¥ = zf. Da o/ fiir 0 < j < 14
alle Elemente aus Fig \ {0} durchlauft, kann man Folgendes festhalten: Ein Einfachfehler liegt
genau dann vor, wenn 23 # 0 A 2o = 2} und die Fehlerstelle j ist gegeben durch den diskreten
Logarithmus j = log,,(21).

3) Zweifachfehler an den Stellen i und j: Das Fehlerwort ist dann gegeben durch e(z) = z* + 27,
und fiir das Syndrom ergibt sich z; = of + o/ und

29 =a+a¥ = (ai + ozj)(oz% + o't ozzj) = zl(zf + ai+j).
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12 Decodierung von BCH Codes

Aus der letzten Beziehung folgt o't/ = 25/21 + 27 (man beachte, dass z; = o' + af # 0, weil
i # 7). Zusammen mit z; = a’+a’ sieht man, dass o’ und o/ die beiden verschiedenen Nullstellen
des Polynoms

z
m2+zlx+(z—2+z%) (3)
1

sind. Da umgekehrt (af, of) fiir 0 < i, j < 14, # j, alle Elemente in (F16\{0})? mit verschiedenen
Komponenten durchlaufen, erhalten wir insgesamt: Ein Zweifachfehler liegt genau dann vor,
wenn 21 # 0 A 23 # 23 und die quadratische Gleichung (3) zwei Losungen uj,us € Fig besitzt.
Die Fehlerstellen ¢ und j sind dann gegeben durch die diskreten Logarithmen i = log, (u1) und
j = log, (u2). (Bemerkung: u; # ug folgt aus z; # 0 und wy,us # 0 ist eine Konsequenz von

2 # 23.)

Damit haben wir eine klare Vorgangsweise mit der wir bis zu 2 Fehler eindeutig an Hand des
Syndroms (z1, z2) korrigieren kénnen ohne eine Liste Syndrom /zugehoriges Fehlerwort verwenden
zu miissen. Alle iibrigen Fehler — auch wenn sie vom Prinzip her eindeutig rekonstruierbar wéren
— behandeln wir nicht. Das fassen wir im folgenden Punkt 4) zusammen.

4) Wenn die quadratische Gleichung (3) keine Lésung in Fig hat oder z; = 0 A 22 # 0, dann sind
mindestens 3 Fehler aufgetreten und es erfolgt keine Fehlerkorrektur.

Das ergibt insgesamt ein unvollstdndiges Korrekturschema: Unser Code hat die Parameter [15, 7, 5]
und daher existieren 2% = 28 = 256 Nebenklassen. Wir korrigieren nur

e (O Fehler — enspricht 1 Klasse,

e 1 Fehler — enspricht 15 Klassen,

e 2 Fehler — enspricht (125) = 105 Klassen,

das ergibt insgesamt 121 Klassen. Die restlichen 135 Klassen haben jeweils einen Anfiihrer vom
Gewicht > 3. Fillt das Empfangswort in eine dieser 135 Klassen (mehr als die Hélfte der mog-
lichen Fille aber bei ,realistischer* Ubertragungsfehlerwahrscheinlichkeit nicht sehr wahrschein-
lich), wird nur ein > 3-fach Fehler erkannt aber nicht korrigiert.

Einen Teilaspekt wollen wir noch genauer untersuchen: Wie 16st man die quadratische Gleichung
(3)?7 — Die géngige Losungsformel fiir Losungen in den komplexen Zahlen ist fiir Kérper der
Charakteristik 2 nicht anwendbar: wir konnen nicht durch 2 dividieren, bzw. das Ergénzen auf ein
vollstandiges Quadrat ist i. A. nicht moglich; abgesehen davon ist zu kliren, wie man (effektiv!)
die Quadratwurzel aus einem Element zieht.

Losen quadratischer Gleichungen in endlichen Kérpern der Charakteristik 2

Wir betrachten also die quadratische Gleichung 22 + bz + ¢ = 0 fiir gegebene Werte b, c € Fom
und suchen nach Lésungen z € Fom.

1. Fall b = 0: Hier haben wir 22 + ¢ = 0 & 22 = ¢ mit der doppelten Lésung z; = x5 = 027"71,

denn (2" )2 =" =cund 2% + ¢ = 2% + 22 = (¢ + x1)% D. h. man kann die Lésung 21 = x5
durch (m — 1)-maliges Quadrieren von ¢ finden.

Dass in diesem Fall fiir jedes ¢ € Fom eine Losung existiert, liegt daran, dass

Fgm — Fgm
o: 5
a =

ein Koérperautomorphismus ist: die Vertraglichkeit von ¢ mit 4+ und - und die Injektivitit folgt
unmittelbar aus bereits bekannten Eigenschaften, und jede injektive Abbildung einer endlichen
Menge auf sich selbst ist auch surjektiv und damit bijektiv.

Um den allgemeinen Fall der quadratischen Gleichung I6sen zu kénnen, brauchen wir noch einige
Vorarbeiten.
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12 Decodierung von BCH Codes

Obige Uberlegung funktioniert fiir beliebige Charakteristik p prim. Dazu betrachten wir jetzt
allgemein die Korpererweiterung Fom /Fq, ¢ = p". Sei Aut(Fgm) = {0 : Fgm — Fgm, o €in
bijektiver Homomorphismus } die Menge aller Automorphismen von Fym. Aut(Fgym) bildet mit
der Komposition als Operation eine Gruppe. Ganz analog wie zuvor bei Fom kann man zeigen,

dass die Abbildung

o Fgmn  — Fgm
a — ot

ein Automorphismus von F,m ist mit o(a) = « fiir alle & € F;. Dieser Automorphismus heifst

Frobenius Automorphismus von Fym beziiglich IF,.

Wir defininieren jetzt die Automorphismengruppe der Kérpererweiterung Fym /F, (diese Gruppe

heift auch Galoisgruppe von Fym /F,):

Aut(Fym /Fy) = {o € Aut(Fym) | o(a) = a Yar € Fy}

Wir zeigen zunéchst, dass der Frobenius Automorphismus alle anderen Automorphismen durch

Iteration erzeugt.

Satz: Sei o(x) = 29 der Frobenius Automorphismus von Fym. Dann ist

Aut(Fym /F,) = {o,0%,...,0™ = idpm }-

Ordnung m und wird vom Frobenius Automorphismus erzeugt.

D. h. die Automorphismengruppe der Kérpererweiterung F,m /F, ist eine zyklische Gruppe de

-

Beweis: Dass 0 € Aut(F,m/F,) haben wir oben schon erwahnt. Als erstes zeigen wir, dass die

Iterierten of, 1 < i < m, alle verschieden sind. Es gilt 0%(z) = o(o(z)) = o(29) = 29" und

allgemein Ui(a:) = 29" Sei ~ ein primitives Element in Fym und 1 < i < j < m, dann folgt

o'(1) =" 47 =l (y),

und daher ¢ # o7.

Nun zeigen wir, dass jedes 7 € Aut(Fym /F,) von der Gestalt 7 = o' ist: Sei m,(z) = 2™ +

Am_12™ 1 4 ... 4 ag das Minimalpolynom von 7 iiber F,. Dann erhalten wir

my(7(y)) = T(¥)™+ am-1T(Y)™ L+ . +ag
= 7(Y") 4+ 1(am-1Y" ") + ...+ 7(a0) = T(my(y)) =7(0) =0.

Weil m (z) = [[,cq, (z — 79) und die Kreisteilungsklasse S1 = {1,q,4>,...,¢™ '}, existiert ein i

mit 7(v) = 47" Fiir beliebiges o € Fom, o =", folgt dann 7(a) = 7(7") = (7(7))" = AOT = af,

also 7 = o',
Definition: Fiir ein Element o € Fym ist die Spur von « beziiglich F, definiert durch

m—1

TI'qu/]Fq(Oé) =a+al+...+a

Aquivalent dazu kénnte man auch definieren

Trr,m /r, () = Z T(a) = Z o

reAut(Fym /Fy) jeCy
Hier ist C; die 1-te Kreisteilungsklasse von ¢ modulo n = ¢ — 1.

Folgende Eigenschaften der Spur ergeben sich unmittelbar:
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12 Decodierung von BCH Codes

Lemma: 1) Trg ./, (a?) = Trg, . 5, (@) = Trg_, 5, ()7
2) Trp, /r, : Fgm — Fq ist Fg-linear und surjektiv.

Beweis: 1) folgt unmittelbar aus der Definition von Trp, . /F,, wenn man beachtet, dass o = «
und dass Potenzieren mit ¢ ein Homomorphismus ist.

2) Dass Trr, /(@) € Fy folgt aus der zweiten Gleichung von 1), die Fy-Linearitat folgt wie iib-
lich, und dass TTIqu JF, surjektiv ist, folgt aus der Fy-Linearités, sobald wir wissen, dass Tr]qu JF,
nicht identisch 0 ist. Das kann aber nicht der Fall sein, weil das Polynom SRR R
hichstens ¢™~! Nullstellen in F,m haben kann (und auch tatséichlich hat — man betrachte den
Kern von Trg _,, /r,), also existiert ein a € Fgm mit Trp _, /5, () # 0. O

m—1 m

Folgerung: x + 29 + ... + 24 | 27" — x.

Zur Bezeichnung Spur: Man kann zeigen, dass TI'qu /Fq (cv) die Spur der Fy-linearen Abbildung
fo : Fgm = Fgm, fo(z) = a -z ist: Sei mq(z) = 2% + ag_12% 1 + ... + ap das Minimalpolynom
von a € Fym iiber Fy, also d = [Fy(«) : Fy] der Erweiterungsgrad der Korpererweiterung ()
iiber Fy und d - s = m. Fiir ein primitives Element 8 von Fym ist dann

d—1 d—1 1 ps—1 ~1 _d—1
{La,...,a® " B, Ba, ..., Ba" ... B, 8%, ., B %}

eine Basis von F,m tiber Fy, und die Matrix von f, beziiglich dieser Basis besteht aus s Blocken
der Form

0 0 O 0 —ag
1 0 0 0 —a
01 0 0 —ao
0 ... 1 —ag1

entlang der Diagonale aufgefidelt und sonst aus lauter Nullen. Daher ist die Spur von f, —
als Summe der Elemente in der Hauptdiagonale einer zugehorigen Matrix — gegeben durch
s+ (—ag_1). Weiters ist bekanntlich mq(z) = (z — a)(z — a9) ... (z — a? ") und daher ag_; =
—(a+a?+...04"7"), also ist die Spur von f, gleich s- (o + a? +...a?" ).

Andererseits ist a?' = o wegen Fq(a) 2 F_a und daher

q

m—1 d—1

d—1 d
Trpp, (@) =a+al+...a  +ao? +... .+ =

=« :aqd*1

womit die Gleichheit der Spur von fo mit Try_, /F, (o) gezeigt ist.

Artin-Lemma: Seien 91, ..., ¥, paarweise verschiedene Homomorphismen von einer Gruppe
G in die multiplikative Gruppe (F*,-) eines Korpers F. Dann gilt fiir alle aq, ..., a,, € F: Wenn
a11(g) + aob2(g) + ... + ambm(g) = 0 fiir alle g € G, dann folgt a1 = ... = a,, = 0.

Beweis: Durch vollstandige Induktion nach m, Induktionsanfang m = 1: Fiir das neutrale Element
e € G gilt Y1(e) =1 € F und aus a191(e) = 0 folgt daher a; = 0.

m — m + 1: Nehmen wir an es gilt
a1¥1(g) + ...+ amr1¥m+1(9) =0 Vg e G. (4)

Weil 91 # 141 existiert h € G, sodass Y1 (h) # ¥m+1(h). In (4) ersetzten wir g durch g - h und
erhalten

arp1(h)1(g) + -+ + am+1¥m41(R)mi1(9) =0 Vg € G.
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12 Decodierung von BCH Codes

Nach Division durch ¢,41(h) # 0 entsteht daraus

b1h1(g) + - + bm¥Pm(9) + am+1¥m+1(9) =0 Vg€ G (5)

mit b; = a;0;(h)¥m+1(h)~L. Subtrahiert man (5) von (4), so bekommt man eine Gleichung der
Form

611/11(9) +..t mem(g) =0 Vgea.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt daraus insbesondere ¢; = a1 —b; = a1 (1= (h)m41(h) 1) =
0 woraus wegen 1 (h) # ¥m+1(h) folgt, dass a; = 0. Jetzt kann man die Induktionsvoraussetzung
auf (4) anwenden und erhélt ag = ... = apyy1 = 0. O

Bemerkung: Die Menge Hom(G,F*) aller Homomorphismen von G nach F* ist eine Teilmenge
von F¢ = {f : G — F} aller Funktionen von G nach F. F¢ bildet in natiirlicher Weise einen
F-Vektorraum. Das Artin-Lemma sagt aus, dass Hom(G,F*) eine linear unabhéngige Teilmenge
in diesem Vektorraum F ist.

Definition: Eine Basis von Fym tiber F, der Gestalt {c, a9, . .. ,7"" '} heift eine normale Basis.

Satz: Jede Koérpererweiterung Fym /I, besitzt eine normale Basis.

Beweis: Sei o(z) = x9 der Frobenius Automorpismus von Fgm /F,. Wir haben bereits gezeigt:
o™ = id,, und o, 0%, ...,0™ sind paarweise verschiedene Homomorphismen von G = IFqu
nach qum. Wir fassen o : Fgm — Fgm jetzt als Fy-lineare Abbildung auf und bestimmen Mi-
nimalpolynom und charakteristisches Polynom von o als Fy-lineare Abbildung. Die Beziehung
o™ = idp,, bedeutet, dass 2™ — 1 die Abbildung o annulliert. Aus dem Artin-Lemma, ange-
wendet auf i = idem, o =0, ..., Py = o™ L folgt, dass es kein Polynom in Fy[z] vom Grad
kleiner m gibt, welcﬁes o annulliert. Also ist 2™ — 1 das Minimalpolynom von o. Das charakte-
ristische Polynom x,(z) von o hat Grad m = [Fgm : Fy] und wird vom Minimalpolynom geteilt.
Daraus folgt: charakteristisches Polynom ist gleich Minimalpolynom, x,(z) = 2™ — 1.

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Es gilt genau dann charakteristisches Polynom ist gleich
Minimalpolynom, wenn es einen zyklischen Vektor gibt, d. h. es gibt ein v € Fym sodass die [Fy-
lineare Hiille (v, (7),...,0™ 1(y)) = Fym ist. Das bedeutet, dass {v,79,... ;77" "'} eine Basis
von F,m iiber g, also eine normale Basis ist. ]

Beispiel: In Fg = Fy2 ist das Element a mit a? = o + 1 primitiv: o® = 2a + 1, o* = 2, o® = 2a,
af=20+2 a"=a+2 a8 =1.
a erzeugt eine normale Basis: {a, @} = {«a, 2a + 1} Basis von Fg/F3.

a? erzeugt keine normale Basis: {a?,a®} = {a +1,,2(a + 1)} keine Basis von Fg/F3.

Zur Spurabbildung: Sei Tr = Try, /p,, Tr(z) = = + x3.

TH(0) =0, Tr(1) =2, Te(2) = 1,
Tr(a) =1, Tr(a+1)=0, Tr(a+2)=2,
Tr(2a) =2, Tr(2a+1)=1, Tr(2a+2)=0

Wir kommen zuriick zum Losen quadratischer Gleichungen in Fom. Sei {7,72%,... ,72m71} eine

normale Basis von Fom {iber Fy. Fiir alle § € Fom existieren dann (eindeutig) Koeffizienten
m—1

bo, ..., bm_1 € Fg, sodass 8 = bgy + b17% + ... + byp_17>

Bezeichne jetzt Tr:= Tr,,, /p, die (sogenannte absolute) Spur von Fam auf den Primkorper Fa.

Wir behaupten Tr(y) = 1: Wire Tr(y) = 0, so wire auch Tr(y?') = 0 fiir alle 4 und daher
Tr(8) = boTr(y) + ... 4 b_1Tr(y2""") = 0 fiir alle 8 € Fam, was falsch ist (siehe Punkt 2 in
Lemma auf Seite 48).
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12 Decodierung von BCH Codes

Aus Tr(7) = 1 folgt Tr(y%') = 1 und daher Tr(8) = by + b1 + ... + bm_1.

Satz: Die quadratische Gleichung
?+z+B=0 (6)

mit 8 € Fom hat
e zwei Losungen in Fom, wenn Tr(8) = 0,
e keine Losung in Fam, wenn Tr(5) = 1.
Mit anderen Worten: 22 + x + 3 ist irreduzibel {iber Fom genau dann, wenn Tr(3) = 1.

Beweis: Sei z € Fom mit & = zoy + 2172 + ... + :cm,lfywil. Dann folgt 22 = o1y + 0y +
o+ Zm_2y?" . Wenn z eine Losung von (6) ist, dann erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

o+ Tm-1=bo, T1+xo=0b1, ..., Tm-1+tTm-2=>bn_1.

Addiert man diese Gleichungen, so erhalten wir 0 = by + b; + ... + b1 = Tr(5), also ist
Tr(8) = 0 notwendig fiir die Existenz einer Losung von (6) in Fom.

Tr() = 0 ist auch hinreichend fiir eine Losung: Sei 6 € {0,1}. Wir definieren
ro:=6, x1=0+b1, xo=0+b1+bg, ... , T 1=04+b1+ ... +bn_1

und behaupten, dass £ = Z?;Bl z;v? eine Lisung von (6) ist. Dazu betrachten wir den Koeffi-
zienten von v in 2+ &4 B: Firi=1,2,...,m — 1 lautet dieser

b4+ b+ b bt b+ b =0
——

vo;zr§2 von & von f3

(= 0 ergibt sich, weil b? = b; fiir alle j und 6% = §). Bei i = 0 lautet der Koeffizient

bbb b2+ 5+ by =by+bi ... by =0

von {  von 8

von &2

(= 0 ergibt sich hier, weil nach Voraussetzung Tr(5) = 0). Also sind alle Koeffizienten gleich 0
und daher €2 + ¢ + B = 0. (Die beiden Lésungen, die man durch die Wahl von § = 0 bzw. § = 1
bekommt, unterscheiden sich um 1, d. h. sie lauten 1 =&, z9 = £ + 1.) O

Beispiel: Wir betrachten Fy = {0,1, o, @ + 1} mit o? = a + 1. Hier ist {o, a®} = {a, a + 1} eine
normale Basis. Fiir die Spur gilt: Tr(0) =Tr(1) = 0, Tr(a) = a+a? =Tr(a+1) = 1. Daher sind
die beiden Polynome 22 + z + o und 22 + x + (a + 1) irreduzibel iiber F4, wihrend die Polynome
2?4+ 2 + 0 und 22 + 2 + 1 Nullstellen in F4 haben. ,Berechnung® der Nullstellen: 1) 2% + z + 0:
B=0=0-a+0-(a+1),d. h. bg =b; =0, und wir erhalten die beiden Nullstellen

Slg=0a+(0+b)(a+1l)=da+da+d=0
mit § = 0,1, also & =0, & = 1.
D a?+r+1:8=1=1-a+1-(a+1),d h.byg=b; =1, und wir erhalten die beiden Nullstellen
Slg=0a+(0+1)(a+1)=da+da+d+a+l=0+a+1
mit § =0,1,als0 & =a+1, & = a.

Satz: 1) Gegeben 8 € Fam mit Tr(8) = 1. Dann kann jedes iiber Fom irreduzible quadratische
Polynom durch eine lineare Transformation auf die Gestalt n(x? 4+ x + 3) mit 1 € Fom gebracht
werden.

2) Gegeben g € Fam mit Tr(f8) = 0. Dann kann jedes iiber Fom reduzible quadratische Polynom
durch eine lineare Transformation auf die Gestalt n(x? 4+ x + 3) mit 1 € Fom gebracht werden.
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12 Decodierung von BCH Codes

Beweis: 1) Sei axz? + bz + ¢ ein irreduzibles quadratisches Polynom aus Fom[z]. Dann sind alle
Koeffizienten a,b,c # 0: fiir @ und c ist das klar; b = 0 ist auch nicht moglich, weil az? + ¢
Nullstellen in Fom hat (z + 22 ist bijektiv in Fom). Wir setzen jetzt = = by/a und erhalten

b2
a1‘2+bx—|—c:E(y2+y—|—d)

mit d = ac/b?® und Tr(d) = 1, weil y? + y + d ebenfalls irreduzibel iiber Fom ist. Daraus folgt
Tr(B + d) = 0 und nach dem letzten Satz existiert ein u € Fom mit u? + u + (8 + d) = 0. Nun
setzen wir z = y + u und erhalten

2 b2 b2
E(yQ—l—y—i—d) = E(ZQ—I-UQ-I-Z—I-U-f-d) = ;(22—{—2—#5) =2+ 2+ 6)=az? + bz +c
Bei 2) kann man analog vorgehen (Ubungen). O

Damit ist das einfithrende Beispiel (n = 15, 6 = 5) zur Decodierung von bindren BCH Codes
abgeschlossen. Wir halten fest, dass die dabei verwendeten Methoden fiir beliebige Lange n
anwendbar sind. Vergrofiert man allerdings die konstruierte Minimaldistanz ¢, so treten andere
Probleme auf, denen wir uns jetzt widmen werden.

Allgemeiner Fall bindrer BCH Codes

Sei jetzt C ein bindrer BCH Code im engeren Sinn mit Parametern [n,k,> 6], § = 2t + 1
ungerade. Wir gehen davon aus, dass das Codewort ¢ =cg...cp—1 € C gesendet wurde und der
Ubertragungsfehler € = eq .. .e,_1 aufgetreten ist, d. h. ¥ = vg...vp_1 =+ € =cy...Cn_1 +
€p...en—1 beim Empfinger angekommen ist.
Die Decodierung des Empfangsworts ¢ findet in 3 Schritten statt:

I) Syndromberechnung
II) Berechnung des Fehlerlokalisierungspolynoms o(z)
III) Berechnung der Nullstellen von o(z)

Ad T) Die Kontrollmatrix von C' ist gegeben durch

1 ot a? .oanl
1 o3 a2 ... a3

H = . . . . 3
1 o2 q06-22 (8-2)-(n—1)

wobei a wie immer in diesem Zusammenhang eine primitive n-te Einheitswurzel in Fom ist,
n|(2™ —1). Das Syndrom von ¢ = v(x) ist dann

sg(0) =7 H = (v(a),v(a®),...,0(a® %) = (e(a),e(c?),...,e(a®?)).
Zur Abkiirzung bezeichnen wir A; := v(a?), i € N, und beachten, dass gilt Ay; = v(a?) =
(v(at))? = A2.

Zur effektiven Berechnung der Syndromwerte A;: Das Minimalpolynom m(?) (z) von o' iiber F,
ist schon aus der Berechnung des Generatorpolynoms g(z) bekannt, g(x) = kgV{m(l)(x), cees
mO=D(x)}. Sei 7 (z) = v(z) — ¢(z)m® (z) der Rest von v(z) bei Division durch m®(z), dann
ist A; = v(a’) = r@(a?), i = 1,3,...,6 — 2, d. h. man muss zur Berechnung der A; nur die
Polynome 7 () vom Grad < m auswerten und nicht v(z) vom Grad < n.
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12 Decodierung von BCH Codes

Mit Ag; = (A;)? hat der Empfinger nach Schritt I) die Werte A;, i = 1,2,...,0 — 1 = 2t,
berechnet.

Ad II) Wir gehen jetzt davon aus, dass das Empfangswort ¢ genau w Fehler enthélt und seien

11,12, .. .,1, die fehlerhaften Stellen in v = vg...v,—1, d. h. €;,,€4y,...,€;, # 0 und damit im
bindren Fall e;,,e;,,...,e;, = 1. Wir definieren das Fehlerlokalisierungspolynom
w w
o(z):= H(l —a'z) = ZO’ZZZ
r=1 =0
Das Fehlerlokalisierungspolynom hat also genau die Werte z = o=, r = 1,...,w, als Nullstellen.
Sei z, :=a',r=1,...,w, dann gilt:
w ) w
Ay, = v(a®) = e(aF) = Zeirak“ = Z e, .
r=1 r=1

Der Empfinger berechnet die Werte Ay, nur fiir k = 1,...,0—1, aber grundstzlich ist Ay = v(a¥)
fiir alle k£ € N definiert und wegen o™ = 1 ist die Folge (Ax)kren periodisch mit Periodenldnge
n (n muss nicht die primitive (=kleinstmogliche) Periode sein!). Aus der Beziehung o(z) =
[[—,(1 — z,2) erhalten wir fir die Koeffizienten o; von o(z) folgende Gleichungen:

gy = 1

ol = —(x1+...+xw)

02 = Z1T2+21T3+ ...+ Tp-1Tw
ow = (—D)%z139...24

Die wesentliche Aufgabe in Schritt II) besteht darin, o(z), d. h. die Koeffizienten o; ..., 0y, mit
Hilfe der Syndromwerte A1, ..., As_1 zu berechnen. Zu beachten ist insbesondere, dass der Grad
w von o(z) (w = Anzahl der Fehler) vorerst nicht bekannt ist.

Satz: 1) Es gilt:
UOAj+w+O'lAj+w—l+~~+0'wAj:Oa i=12,...,6 —w—1, (7)

d. h. die Folge (Aj, ..., As_1) geniigt einer linearen Rekursion der Ordnung w, oder anders aus-
gedriickt: (Ai,...,As_1) wird von einem linear riickgekoppelten Schieberegister (LFSR
... linear feedback shift register) der Lange w erzeugt. Als konstanten Faktoren in diesem Schie-
beregister treten die Koeffizienten des Fehlerlokalisierungspolynoms auf.

2) Wenn w < (6 —1)/2 = t, dann ist (7) das (bis auf einen konstanten Faktor # 0) eindeutig
bestimmte kiirzestmogliche LFSR mit Koeffizienten in Fom, welches die Folge (A1,...,As_1)
erzeugt.

Beweis: Ad 1) Wir gehen von der Beziehung

w
o(z) =[] —a"2) =142+ ...+ 0p2"

r=1

aus, setzen die Nullstelle z = 1/z; = 1/a’ ein und multiplizieren den entstehenden Ausdruck
mit eisx§+w, dann erhalten wir fiir alle j > 1:

1 1 | +w
(1+01x—s+...+aww)eism§ =0

j+w j+w—1 j
ei,x2 " + ore;,1h +...togert = 0
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Nun summieren wir diese Gleichung von s = 1 bis s = w, beachten dabei Ay = Y, e;,xk fiir
alle kK € N und erhalten

o0 Ajywtor-Ajiwat... +oy-A;=0, j=1,2,...0 —w— 1.
=1
Damit haben wir (7) gezeigt.
Ad 2) Sei jetzt w < (6 —1)/2 = ¢, d. h. der Code kann w Fehler korrigieren. Wir behaupten,

dass ¥ = (01,...,04)" die einzige Losung des linearen Gleichungssystems
Ay e As Ay A
Apr1 Aw Ay wHl
. , L T=—1": (8)
: : S A
A1 Agw—2 ... Ay 2w
ist.
Es gilt:
Ay e Ay Ay
Aw+1 Aw e A2 w w
; - .o - (_1)(2> ) Hzr‘ H (2 —z5)°
. ) T r=1 1<s<r<w
A2w—1 A2w—2 v Aw
Das sieht man wie folgt:
Aw ce AQ A1 21:1;}:1 {L‘},U w . Z:f;l .1‘% Eg:l Ty
Awt1 Aw . Ag _ St D1 T e PORIE - _
Agy—1 Agw—2 ... Ay PO apt Do a2 e Do Ty
1 o1 ¥ ... o2
1 e T xy T2
R e T Xy

Die obige Determinante ist also das Produkt der Determinanten der beiden Matrizen in der
letzten Zeile. Die linke Matrix ist eine Vandermondesche Matrix mit Determinante

H (xp — xg).

1<s<r<w

Aus der rechten Matrix kann man zeilenweise 1, . .., z,, herausheben, und diese dann durch (w—
1)+ (w—2)+...+1= () Spaltenvertauschungen und Transponieren in eine Vandermondesche
Matrix umformen. Daher ist die Determinante der rechten Matrix gleich

w

(_1)(3}) -H:CT‘ H (2 — xs),

r=1 1<s<r<w

und durch Multiplikation der beiden Determinanten erhélt man die behauptete Formel.

Wegen z, = almund 0 < 4] < g < ... < iy < n — 1 ist der Wert der Determinante # 0.
Daraus folgt, dass die Losung & von (8) existiert und eindeutig bestimmt ist, nach 1) gilt & =

(017 s 70w)t'
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12 Decodierung von BCH Codes

Nimmt man an, dass es eine kiirzere Rekursion als (7) fiir die Folge (Ai)f;ll gibt, dann folgt
daraus, dass die Zeilen der Koeffizientenmatrix im Gleichungssystem (8) linear abhingig sind
und folglich die Determinante der Koeflizientenmatrix gleich 0, Widerspruch. Also folgt 2). O

Bemerkung: Man beachte, dass wegen (8) bereits die ersten 2w < § —1 Folgenglieder Ay, ..., Agy,

ausreichen, um die kiirzeste Rekursion der Lénge w, der die Folge A1, ..., As_1 geniigt, eindeutig
festzulegen.
Definition: Seien (Bl)fif eine Folge in Fom und 79, ...,7s € Fom. Wenn 79 - Bjys + 71 - Bjs—1 +

..+7-Bj =0,j=1,2,...,t, die (bis auf einen multiplikativen Faktor # 0) eindeutig bestimmte
kiirzeste Rekursion ist, der die Folge (B;)!1? geniigt, dann nennt man das Polynom 79 + 712 +
.+ 752° das Minimalpolynom der Folge (B;)!*$ in Fom.

Punkt 2) im letzten Satz sagt also aus, dass im Fall w < (§—1)/2 das Fehlerlokalisierungspolynom

0(z) das Minimalpolynom der Syndromfolge (A; )6 ] ist.

Es bleibt die Frage: Wie findet man zu gegebener n-periodischer Folge (A1, Ag, . ..) das Minimal-
polynom o(z)? — Die Antwort dazu liefert der Berlekamp-Massey Algorithmus:

Sei (so, s1, 82, ...) eine Folge in F, und G(z) := > 22, s;2" die erzeugende Funktion der Folge.
Fir j = 0,1,... definieren wir rekursiv Polynome g;(z), h;(2), ganze Zahlen m; und Elemente
b; € Fy wie folgt:

Initialisierung: go(z) = 1, ho(2) = 2, mp = 0, und dann rekursiv

bj ... der Koefﬁzient von 27 in g;(2)G(z)
gi+1(z) = — bjh; ( )
L zgj ), wennb; #0 A mj; >0
i1z { sonst
m], wenn b; #0 A m; >0
M+ mj +1, sonst

Dann gilt: Wenn (s;);en das Minimalpolynom o(z) mit Grad w hat, dann ist o(z) = gow(2).

Beispiel: Sei (s;) = (1,1,0,0,1,0,1,1,...) eine Folge in Fy. Die erzeugende Funktion lautet
Glz)=14+z+2t+254+2T+ ...

J 9;(2) hj(z) | m; | b
0 1 z 01
1 1+ 2 z 0]0
2 1+z 22 11
3| 142422 | 2422 |11
4 1 22423 01
51 1+2%+23 z 00
6| 1+2%2+23 22 110
711422428 23 210
8| 1422423 3

Daraus ersehen wir go(2) = gs(2) = 1 + 22 + 23 und man sieht, dass gilt: Sj43 +8j4+1+5; =0,
j=0,1,...

Résumé nach Schritt 1I): Der Empfiinger hat o(z) = [[1;(1 — o' 2) berechnet.

Ad III) Finden der Nullstellen von o(z): Bis grado(z) < 2 existieren effektive Methoden, fiir
hohere Grade werden die Potenzen von « (etwas vereinfacht gesprochen) einfach durchprobiert
(< n-mal Auswerten von o(z)). Fiir Details dazu siehe z.B. den Wikipedia-Beitrag zu ,Chien
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13 Quadratische Reste Codes

search“. Die Kehrwerte der Nullstellen z, = o~ liefern die Fehlerstellen i, = —log,(z,), r =
1,...,w.

Bemerkungen: 1) Der bei weitem aufwandigste der Schritte I)-111) ist der Schritt II).

2) Bei der Decodierung von nicht-bindren BCH Codes geht man i. W. gleich vor. Zusétzlich miis-
sen noch die Fehlerwerte e;,, ..., e;, berechnet werden. Das ist mit einer Variante des Berlekamp-
Massey Algorithmus’ moglich.

13 Quadratische Reste Codes

Definition: Fiir eine ungerade Primzahl n heiftt eine Zahl r € F,* quadratischer Rest modulo n,
wenn die Gleichung 22 = r eine Losung x € F,, hat. Ist das nicht der Fall, heift r quadratischer
Nichtrest modulo n. Wir bezeichnen mit ¢ bzw. N die Menge der quadratischen Reste bzw.
Nichtreste modulo n.

Ist 3 ein primitives Element in F,, so sind offensichtlich die Elemente 82,3%,...,8" 1 =1
quadratische Reste. Die ungeraden Potenzen von [ sind quadratische Nichtreste: Angenommen
2? = B%*! hat eine Losung x = 3/ € F,,, dann erhalten wir 8%t = 5% und folglich ord(3) =
n—1|2(i —j) + 1, Widerspruch. So bekommen wir

M~ ——

gerade ungerade

Q={p*1i=0,...,(n—=3)/2}, N={p¥"|i=0,...,(n—-3)/2}

und damit |Q| = |[N| = (n — 1)/2. Es gibt also immer gleich viele quadratische Reste wie
Nichtreste. Fiir die Bestimmung von @) bzw. N bendtigt man natiirlich kein primitives Element
B, man kann auch Q = {z? | # € FX*} und N = FX \ Q beniitzen.

Beispiel: Fiir n = 11 ist @ = {1,4,9,5,3} und N = {2,6,7,8,10}.

Aus der obigen Darstellung von @ und N mit Hilfe der Potenzen von 8 erh#lt man auch un-
mittelbar: Q- Q = N-N =@, Q- N = N und Q ist eine Untergruppe von (F),-) mit Index
2.

Sei jetzt p eine Primzahl, die quadratischer Rest modulo n ist und « eine primitive n-te Fin-
heitswurzel in einem Erweiterungskérper Fp= von F,. Wie bei den BCH Codes kann man
m = ord(p) mod n und « := ’y(pmfl)/” wihlen, wobei v ein primitives Element in Fpm ist.

Satz: Die Polynome

gol@) =[x —a") wd gn(e) =] (o)

reQ reN

haben Koeffizienten in I, und es gilt

"~ 1= (e~ 1) gola) - gn(a).

Beweis: Sei go(r) = ap + a1z + ... + agx’ mit a; € Fym und £ = (n — 1)/2. Bei den folgenden
Umformungen rechnen wir im Polynomring Fym[y] D Fpm [z] mit 2 = yP:

a€+afx+...+a§xe = a‘8+a11°yp+...+a§yép: (ap + a1y + ... + agy)?
= ([w-any=T1e"-a? =1 - a") = 900") = 9(x)
reQ re@ reQ

= a0+a1x+...+agmz
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Koeffizientenvergleich liefert af = a;, also a; € Fy,.

AusF, ={0} UQU N und 2" — 1 = H?:_ol (z — ') folgen die iibrigen Behauptungen. O

Definition: Seien n,m und p wie zuvor gewdhlt. Die zyklischen Codes der Lénge n {iber dem
Alphabet F, mit Generatorpolynom gg(x) bzw. gn(x) heiken quadratische Reste Codes und
werden mit Cg bzw. Cy bezeichnet.

Weil gg(z) und gn(x) Grad (n—1)/2 haben, ist die Dimension von Cg und C gleich (n+1)/2.

Beispiel: Wegen 62 = 2 mod 17 ist p = 2 quadratischer Rest modulo n = 17. Daher existiert ein
bindrer quadratischer Reste Code der Lénge 17. Es gilt hier Q@ = {1,4,9,16,8,2,15,13} = C}
die 1-te Kreisteilungsklasse von 2 modulo 17, daher ist gg(z) = m(Y(z) als Minimalpolynom
von « irreduzibel und Cg in diesem Fall ein spezieller BCH Code. Wie man durch Zerlegung von
2'" — 1 in irreduzible Faktoren zeigen kann, gilt

go@)=a® + 2%+t + 23+ 1, gy(@) =2 +a" 428+t i a1

(oder mit vertauschten Rollen fiir gg(z) und gn(z), je nachdem wie man das Minimalpolynom
von « wiahlt). Weiters kann man zeigen, dass sowohl C¢ als auch Cy [17,9, 5] Codes sind.

Satz: Die quadratischen Reste Codes Cg und Cy sind édquivalent, insbesondere gibt es eine
Permutation der Stellen, die Cg in Cy iiberfiihrt.

Beweis: Sei s € N ein quadratischer Nichtrest modulo n. Wir betrachten die Abbildung
p: Ll @ =1 = Fylal/ (@ = 1)
’ v(z) — wv(x)
Dabei handelt es sich um eine F)-lineare Bijektion, die die Monome zt s g modn permutiert:
Die Abbildung ¢ : {0,1,...,n — 1} — {0,1,...,n — 1} mit ¢(i) = is mod n permutiert die
Exponenten und hat wegen s € N die Eigenschaften ¢(Q) = N und ¢(N) = Q. Dementsprechend
gilt:
c(r)€Cq & VicQ: c(a’)=0 & Vie N: c(a®) =0 & ¢(c(z)) = c(z®) € On

Also entspricht ¥|c, : Cg — Cn einer Permutation der Stellen, was zeigt, dass Cg und Cy
dquivalente Codes sind. g

Beispiel: Im obigen Beispiel mit n = 17 und p = 2 ist 3 € N und wir erhalten
V(go(x)) =2 + 2 22+ 2% +1=2P + 22 + 2%+ 2" + 1 mod (2! — 1).
Eine einfache Division zeigt ¥(gg(z)) = gn(z) - (27 + 25 + 23 + 2+ 1) € Cy.

Satz: Ein Codewort ¢ = c(x) eines quadratischen Reste Codes Cg der Lange n mit ¢(1) # 0 hat
Hamming-Gewicht w(é) > v/n. Ist n = 3 mod 4, so gilt sogar w(é)? — w(é) +1 > n.

Beweis: Sei s € N ein quadratischer Nichtrest modulo n. Dann ist nach dem Beweis des vorigen
Satzes ¢(z®) mod (2" — 1) € Cn. Daher existieren Polynome a(z),b(z) € Fp[z], sodass c(z) =
go(z) - a(x) und ¢(2®) mod (2" — 1) = gn(x) - b(x). Daraus folgt

(e(z) - e(2%)) mod (2" —1) = (9q(2) - gn (2) -a(z) - b(z)) mod (2" —1).
—_———

_zn—1

z—1
Dividieren wir a(z)b(x) durch x — 1, so erhélt man a(z)b(z) = g(x)(x — 1) + r, wobei r € F),
mit 7 = a(1)b(1) # 0, weil aus der Voraussetzung c(1) # 0 folgt a(1),b(1) # 0. Setzen wir diese
Darstellung fiir a(z)b(x) oben ein, so erhalten wir
" =1

(c(x)-e(x®)) mod (2" —1) = p— (q(z)-(x—1)+r)mod (2" —1) = r-(z™ 12" 2. . +1).
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Also hat (¢(z)-c¢(z®)) mod (2" — 1) Hamming-Gewicht n. Wenn nun ¢(x) (und damit auch c(z?®))
das Gewicht w hat, so hat (c(z) - ¢(z®)) mod (2™ — 1) hochstens Gewicht w? und folglich ist
n < w?. Da n eine Primzahl ist, folgt w > /n.

Ist zusétzlich n = 3 mod 4, dann ist —1 ein quadratischer Nichtrest modulo n: Aus n = 4¢ + 3
folgt (—1)(=1/2 = (=1)2¥1 = —1, also ist das Jacobi-Symbol (=1) gleich —1, also —1 ein
quadratischer Nichtrest mod n. Daher kdnnen wir in obigem Beweis s = —1 wihlen und beachten,
dass im Produkt (c¢(z) - ¢(x™1)) mod (z" — 1), wenn man jeden Summanden von c(x) mit jedem
Summanden von c(z~!) multipliziert, in der entstehenden Summe mindestens w Summanden
den Exponenten 0 haben, daher kénnen wir schliefen w? — (w — 1) > n, und die Behauptung ist
gezeigt. ]

Fiir einen bindren (d. h. p = 2) quadratischen Reste Code C' kann man zeigen (ohne Beweis),
dass die Minimaldistanz d(C') immer ungerade ist. Daher gilt fiir ein Codewort ¢ = ¢(x) € C mit
minimalem Gewicht ¢(1) = w(é) mod 2 # 0 und daher mit dem letzten Satz w(c) > /n.

Satz: Bindre quadratische Reste Codes der Liange n haben eine Minimaldistanz d mit d > /n.
Ist n = 3 mod 4, dann gilt sogar d> —d + 1 > n.

Golay Codes

Wir definieren jetzt den bindren Golay Code Gag und den terndren Golay Code G1; als spezielle
quadratische Reste Codes. Man kann zeigen (ohne Beweis), dass G23 und Gy (bis auf Aquivalenz)
die einzigen nicht-trivialen perfekten Codes sind, die mehr als einen Fehler korrigieren konnen.

Binirer Golay Code Gas: Die Liange n = 23, p = 2 = 52 mod 23 € @ ist quadratischer Rest,
also existiert ein bindrer quadratischer Reste Code der Liange 23. Die Dimension dieses Codes ist
(n+1)/2 = 12 und fiir die Minimaldistanz d erhalten wir wegen 23 = 3 mod 4 die Bedingung
d?> — d+ 1> 23, woraus d > 6 folgt. Im biniiren Fall ist d ungerade, weshalb d > 7 gelten muss.
Jetzt kann man mit Hilfe der Hamming Schranke nachrechnen (Ubungen), dass ein binirer
(23,12, 7]-Code 3-perfekt ist, daher kann d nicht grofer als 7 sein. Die Kreisteilungsklassen von 2
mod 23 stimmen (abgesehen von Cyp = {0}) mit den quadratischen Resten/Nichtresten iiberein:

Cy ={1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12} = Q, Cs = {5,10,20,17,11,22,21,19,15,7,14} = N,

daher sind die Generatorpolynome gg(x) bzw. gn(x) irreduzibel und konnen durch Zerlegung

von 223 — 1 in irreduzible Faktoren erhalten werden:

B —1l=@-DEM+20+ 2+ P+t 2+ D@+ 2"+ 2+ e+ 1)
Durch Verldngerung kann man aus Gog den erweiterten Golay Code Ga4 erhalten:
Goy = {1'1....%'24 €F%4 ’ xr1...293 €G23/\:c1+...+x24:0m0d2}

Glo4 hat die Parameter [24,12, 8], ist selbstdual und jedes Wort von Ga4 hat ein durch 4 teilbares
Gewicht.

Ternirer Golay Code Gy1: Die Linge n = 11, p = 3 = 52 mod 11 € Q ist quadratischer Rest,
also existiert ein ternédrer (p = 3) quadratischer Reste Code der Lange 11. Die Dimension dieses
Codes ist (n+1)/2 = 6 und fiir die Minimaldistanz d kann man zeigen, dass d = 5. Wieder kann
man mit Hilfe der Hamming Schranke nachrechnen, dass ein ternérer [11,6,5]-Code 2-perfekt
ist. Die Kreisteilungsklassen von 3 mod 11 stimmen (wieder abgesehen von Cy = {0}) mit den
quadratischen Resten/Nichtresten iiberein:

1 ={1,3,9,5,4} =Q, Cy={2,6,7,10,8} = N,
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13 Quadratische Reste Codes

daher sind die Generatorpolynome gg(z) bzw. gn(x) wieder irreduzibel:
M —l=(@-1D@P+2r -2 +22 - D@@® -2 42> -2 1)

Analog wie im bindren Fall kann man aus G11 den erweiterten terniren Golay Code G12 konstu-
rieren.

o8
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