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Kapitel 1

Z.ahlentheoretische Funktionen

Definition 1.1 Eine Abbildung ¢ : N = {1,2,3,...} — C heifit zah-
lentheoretische Funktion. Jeder zahlentheoretischen Funktion entspricht eine
(formale) Dirichletsche Reihe

-2

n=1

Definition 1.2 Durch ¢(n) = (a +b)(n) = a(n) + b(n) wird die Summe
zweier zahlentheoretischer Funktionen definiert. Ihr entspricht die Dirichlet-
sche Reihe

C(s) = Zlcn Z +b :Z

Definition 1.3 Durch

B(s).

nS

cln) = (axb)(n) = D aldp(s) = 3 aldy) - b(c2)

dn di-da=n

wird das Dirichletprodukt zweier zahlentheoretischer Funktionen definiert.
Ihm entspricht die Dirichletsche Reihe

-y oy > AP~ Als) BGs)

n=1 n=1 dj-da=n

Satz 1.1 Die zahlentheoretischen Funktionen bilden mit -+, * einen Inte-
gritdatsbereich, insbesondere ist * assoziativ und kommutativ. Weiters besteht
die Einheitengruppe genau aus jenen zahlentheoretischen Funktionen a mit

a(l) # 0.



Definition 1.4 Eine zahlentheoretische Funktion a heif3t multiplikativ, falls
fir allem, n > 1mit (m,n) =1 a(m-n) = a(m)-a(n) gilt und a(0) = 1
ist.
Eine zahlentheoretische Funktion a heifit vollstindig (oder stark) multipli-
kativ, falls fiir alle m,n > 1 a(m-n) = a(m) - a(n) gilt und a(0) = 1
ist.

Satz 1.2 Sind die zahlentheoretischen Funktionen a, b multiplikativ, so auch
axbund a=!.

Bemerkung 1.1 Sind a, b vollstindig multiplikativ, so ist i.a. a*b bzw. a™*

nicht mehr vollstdndig multiplikativ, aber multiplikativ.

Bemerkung 1.2 Multiplikative Funktionen @ sind durch die Werte
a(p*), p € P, k > 1, wohlbestimmt. Ist n = p*...pH, so gilt
a(n) = a(p;*)---a(p™) und fiir die Dirichletsche Reihe gilt (formal)

As) = iafg) _ H<1+a(p) L o) +>

s 2s
n=1 peP p p

Fiir vollstdndig multiplikative Funktionen a gilt {iberdies, dass sie bereits
durch die Werte a(p), p € P, wohldefiniert sind:

a(p™ - p™) = alp)*™ - alp)™.

Fiir die Dirichletsche Reihe gilt daher

A(s) = Zlaf;l) _ H<1+$+(%) +> _ Hl_la@)'

pEP peP

Die Produktdarstellung heifit Fulersches Produkt.

SPEZIELLE ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN:
(M. .. multiplikative Funktion, VM. .. vollstéandig multiplikative Funktion)

—_ =

[(n)ZSm:{(l) € VM imj):1

n

S 3
Vol

Ixa=ax] = a



= J(n) 1
J(n) = 1 fi > 1 YM = — =
(n) irn > € ; s 23 ¢(s)
... Riemannsche Zetafunktion
3. Ny(n) = n®
. N,(n) = no
o € ; e ; e ((s —a)
4. d(n) = > 4,1 ... Anzahl der Teiler von n
- d(n) 2
d=JxJ M =
* € ; s ¢(s)
5. 0(n) = > g4,d ... Summe aller Teiler von n
o=NxJ €M ia(n):((s)g(s—l)
' n=1 n’
6. 0a(n) = >4, d
0o = NoxJ €M iaa(n) = ((s)((s — a)
« « — ns
7.
1 n=1
pu(n) = (=1)* n = p;---ppund alle py, ..., p; verschieden € M
0 sonst

—un) 1
25w T

uxJ =1 p=J"' eM ... Mbbiussche My-Funktion

on) = {k|1 <k <mn, (k,n) = 1}| € M ... Eulersche Phi-Funktion



—v(n) _ ((s—1)

—~ nt ¢(s)
1 _
prd = N = s o) = nJ] (1 2), o) = [T0-»
pln b pln
9.
1 n=1
A(n) = { (1)t th = pk .k € VM
... Liouvillesche Lambda-Funktion
S A _ G2
— n ¢(s)
1 n=m? 1
e = { g Lt =
10.

A(n) _ { logp n = pk ¢ M iA,r(L?:) _ _</(8>

0 sonst

... Mangoldtsche Lambda-Funktion
(AxJ)(n) = logn

Satz 1.3 Ist a vollstindig multiplikativ, so gilt a='(n) = a(n) - u(n).

Definition 1.5 Eine =zahlentheoretische Funktion y heif3t Dirichlet-
Charakter modulo k (D-Char.), falls folgende Eigenschaften gelten:

1.

x(a-b) = x(a) - x(b) fir alle a,b > 1
| x(a) |=1 fir (a,k) =1

x(a) = x(b) fira=b modulo k



x(a) = 0 fir (a,k) > 1
Sie gehort auflerdem zu den vollstandig multiplikativen Funktionen (€ VM).

Bemerkung 1.3 Sei E) die multiplikative Gruppe der (k) zu k teiler-
fremden Restklassen modulo k. Dann korrespondiert ein Dirichlet-Charakter
modulo k x genau zu einem Homomorphismus x* : E, — C\{0}. Allge-
mein heifit ein solcher Homomorphismus ,,Charakter einer Gruppe.

Bemerkung 1.4 Sei (a,k) = 1. Dann gilt a*®) = 1 modulo (k) und daher
auch X(a)w(k) = 1. Der Wertebereich eines Dirchlet-Charakters umfafit daher
0 und die ¢(k)-ten Einheitswurzeln.

Bemerkung 1.5 Ist der Wertebereich nur 0 und 1, so heifit y auch Haupt-
charakter und wird oft mit yo bezeichnet. Weiters gibt es reelle Dirichlet-
Charaktere, d.h. der Wertebereich ist 0, 1 und —1, und natiirlich auch kom-
plexwertige Dirchilet-Charaktere.

Lemma 1.6 Ist b # 1 modulo (k), so existiert ein Dirichlet-Charakter
x modulo k mit x(b) # 1.

Satz 1.4 Durchlduft a ein volles Restsystem modulo k
(z.B:a=1,2,... k) so ist

| o(k) fir x = xo
dex(a) o { 0 sonst.

Durchléauft y alle Dirichlet-Charaktere modulo k, so ist

| pk) fir a=1 (k)
X%;;sz(a)_{ 0 fir a #1 (k).

Es gibt daher genau x(k) Dirichlet-Charaktere modulo k.

Definition 1.6 Sei x ein Dirichlet-Charakter. So bezeichnet man die dazu-
gehorige Dirichletsche Reihe

als Dirichletsche L-Reihe.



Satz 1.5 Bezeichnet man mit ((s,a) = Y, (nia)s (0 < a < 1) die
Hurwitzsche Zetafunktion, so gilt

k
a
L =k =)
(5.X) > (a)gter)

Fiir den Hauptcharakter gilt auch
1

L(s, x0) = C(S)‘H 1_]; :

plk

Lemma 1.7 (Orthogonalitiitsrelation fiir Dirichlet-Charaktere)

k
_f p(k) fir x1 = xe
;Xl(a)‘h(a) a { 0 fir x1 # xeo

Y xlar)-x(az) = { pl) wemn a4 = ay (k) und (a1, ) = {an, k) =1

. 0 sonst
X Mo

Satz 1.6 Ist n; < ny < ... eine Folge natiirlicher Zahlen und f eine zahlen-
theoretische Funktion, so ist fiir (a,k) = 1

S fny) = %) S @Y F)xng).

J<J ('0( x mod k 3<J
n;=a (k)



Kapitel 2

Analytische Funktionen und
Dirichletsche Reihen

Definition 2.1 Sei G C C ein einfachzusammenhéngendes Gebiet. Eine
Funktion f : G — C heiit analytisch, wenn sie in jedem Punkt (lokal) in
eine Potenzreihe entwickelbar ist, d.h. fiir alle z € G gibt es ein » > 0 und
an € Cmit f(2) =) coan(z—20), |2—2|< L

Eine Funktion f : G — C heifit komplex (stetig) differenzierbar, wenn
fiir alle zyp € G der Grenzwert f'(zg) = lim,_.,, f&)=1f(z0)

— " existiert (und die
Zuordnung zy — f'(zy) stetig ist).

Definition 2.2 Sei v : [0,1] — C ecine stiickweise glatte Kurve und
f: C — C eine (stetige) Funktion. [y(t) = 1 (t) + iv(t) und f(u +iv) =
fi(u,v) + ifs(u,v) konnen auch als Paare reellwertiger Funktionen interpre-
tiert werden. |

Dann bezeichnet man

1
[ sz = [ s
als komplexes Kurvenintegral. Der Wert des Integrals ist natiirlich von der
Wahl der speziellen Parametrisierung der Kurve vy unabhéngig.
Satz 2.1 Folgende drei Eigenschaften sind dquivalent:
1. f: G — C ist analytisch
2. f: G — Cist komplex stetig differenzierbar

3. Fiir alle 25 € G und alle geschlossenen Kurven v, die zy einfach im
negativen Uhrzeigersinn umrunden, gilt

fl) = = [ L&) 4.

2m )y 20— 2

7



Satz 2.2 Ist f: G — C analytisch und = eine geschlossene Kurve, so gilt

A f(=)d = 0.

Satz 2.3 Sei f : G — C analytisch und ist f(2) = > ~qan(z — 2)" die
Potenzreihenentwicklung von f(z) an der Stelle z, € G, so gilt fiir jede
geschlossene Kurve v, die z5 im negativen Uhrzeigersinn einfach umrundet,

an:Lm/Lz)dz

27ri (z — zo)"t1

Satz 2.4 Seien f: Gy — C, g: Gz — C zwei analytische Funktionen
und sei A C G1 NGy eine Menge mit A # (), fiir die f(2) = g(z) gilt, dann
gilt f(z) = g(z) fir alle z € G; NG

Satz 2.5 Seien f, : G — C analytische Funktionen und gilt fiir jede kom-
pakte Menge K C G, dass f, in K gleichméfig gegen eine Grenzfunktion
f: G — C konvergiert, so ist f : G — C auch analytisch.

Definition 2.3 Sei f: G\{z} — C analytisch (zyp € G). 2o heifit Pol von
f, wenn es ein k € N gibt, sodass die Funktion g(z) = (2 —z)*- f(2) zu einer
analytischen Funktion g : G — C fortgesetzt werden kann. Der Pol ist k-
fach, wenn g(z0) # 0ist. Ist g(2) = a_g+a_r11(z—20)  +a_gr2(z—20)*+. ..
die Potenzreihenentwicklung von g an der Stelle zy, so hat f(2) fur z # z
die Darstellung

fE) = 3 (e =20 = g b ()

Der Koeftizient a_; = Res(f, z9) heiBt Residuum von f an z.

Satz 2.6 Sei f : G — C analytisch bis auf endlich viele Pole und ~ eine
geschlossene Kurve, die diese Pole im negativen Uhrzeigersinn einfach um-
rundet. Dann gilt

%/Vf(z)dz = ZRes(f, 2i)

Satz 2.7 Konvergiert eine Dirichletsche Reihe Y 07  a,n™* fiir ein sy € C,
dann konvergiert sie auch fiir alle s € C mit Re(s) > Re(sg) und stellt dort
eine analytische Funktion dar. Weiters sei 0 < a < 7. Dann gilt

lim E a,n_° = E an,n_ % .
s—5(),

arg(s—sg)<a p>1 n>1



Satz 2.8 Konvergiert eine Dirichletsche Reihe ) - a,n™* fiir ein
sp € C, dann konvergiert sie fiir alle s mit Re(s) > Re(sg)+1 sogar absolut.

Satz 2.9 Konvergiert eine Dirichletsche Reihe -, a(n)n™* absolut, und
ist die zahlentheoretische Funktion a(n) multiplikativ, so gilt

S a(n)nt = H<1+@+@+...> |

S 2s
n>1 peP p p

Ist a(n) iiberdies vollstandig multiplikativ, so gilt sogar

s 1
Za(n)n = Hm :

n>1 peP ps

[Dies ist die Fulersche Produktdarstellung einer Dirichletschen Reihe.]

Satz 2.10 Die Dirichletsche Reihe f(s) = > -, a,n~*® konvergiere fiir Re(s)
> ¢ absolut. Dann gilt fiir ¢ > o -

1 c+1i00 1 c+iT
Z*an = — / @msds {: — lim / mmsds] ,
2m ., S 21 T—oo s

n<z —i00 c—iT

wobei Y * bedeutet, dass der letzte Summand mit % multipliziert werden
muss, falls x eine natiirliche Zahl ist.

Lemma 2.1 Sei ¢c,a € R*. Dann gilt

1 c+ico dz 1 fir a > 1
i / af— = % fir a =1
T Jemico 2 0 fir 0<a<1

Weiters gilt

1 c+iT d c
—/ az—z—l'ga—fﬁra>1

2w ot z T loga
1 T dr 1 c
. 22 < —/— i =1
omi /HT “ 2' e
1 c+iT d c
—/ az—z_a—lfﬁr0<a<1.
2m J it z T log




Satz 2.11 (Eigenschaften der Gammafunktion) Fir Re(s) > 0 sei
I(s) = [, x" texp(—x)de. Wegen I'(n + 1) = n! stellt dieses Integral
eine analytische Fortsetzung von n! dar. Diese (sogenannte) Gammafunktion
['(s) lasst sich bis auf Pole 1. Ordnung an den Stellen s = 0,—1,—2 mit
Residuen Res(((s), s = —n) = S22 in die ganze komplexe Ebene analytisch

n!

fortsetzen. Fiir s #£ 0,—1,—2,... gilt auch

Weiters erfiillt die Gammafunktion die Funktionalgleichungen

T
F 1 = 'F F 'F 1— =
(s41) = 5-T(s), T(s) T(1—s) = ="
und fiir alle natiirlichen Zahlen m > 1
D(s)-Dls + =) - T(s + 1) = (2m)"%" - m3 =" . [(ams)
s)-I'(s+—)---T'(s+ ——) = (27 -m -I'(ms) .
m m

Die reziproke Funktion % ist eine ganze Funktion und hat die Darstellungen

1 = S -5 1 exp z
. T e (22) = L [o220
0 s - exp (cs) H ( + — ) exp < - ) = /y I

n=1

wobei ¢ die Fulersche Konstante bezeichnet und ~ ein Hankelintegral der
Form:

YA
1
y

Abbildung 2.1: Kurve ~
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Kapitel 3

Der Primzahlsatz mit Restglied

Lemma 3.1 Seien komplexe Zahlen a, und eine Folge

Al < X < ... < A\, — oo reeller Zahlen gegeben. Die komplexwertige
Funktion ¢ sei im Intervall [A\;, z] stetig und (stiickweise) differenzierbar.
Dann ist

<Z an) g (u)du .

An<u

> angh) = o) 3w~ [

An<z An<z A

Lemma 3.2 Sei n(z) =>_ . 1, ¥(z)=>_ ., logp und
w($> = anx A(TL) = megx logp

Dann gilt:

1.

v(x) = ij - Z/ 2}19(:%1)
2.

W(x) = I(z) + O(x? log z)

3.

Ix) = O(z) = ¥(x) = I(z) + O(x?)
4.

11



Y zx) = m(x) logx—/ m(u)u du .
2
Lemma 3.3 Es gilt die folgende Implikationskette: (¢ >0, 0 < a < 1)
T 1'2
/ Y(u)du = 5 + O(2? exp (—c(log )%))
2
1
= Y(x) = v+ O(rexp (—50(10g x)a))

= J(z) = v+ O(zexp (—%c(log rc)"‘))

= (z) = /2 T e (—%2%(105_);:5)&))

log u

Bemerkung 3.4

/xdu_x+x+2x++k' z + o x )
o logu  logz  log’z logdx (log )k+1 (logz)k+2”

Lemma 3.5 (¢ > 1)

< [ S [ (L,

n<x

Definition 3.1 Sei 0 < @ < 1 und Re(s) > 1. Dann ist durch

=~ 1
Cs,a) = Z (n+a)s

n=0

die Hurwitzsche Zetafunktion definiert. Speziell gilt ((s,1) = ((s).
Sie stellt fiir Re(s) > 1 eine analytische Funktion dar.

12



Lemma 3.6 Sei :

Y

YA
\JV

Abbildung 3.1: Kurve ~

jene Hankelkurve, die auch bei der Hankelschen Integraldarstellung der I'-
Funktion auftritt und 0 < a < 1. Dann stellt das Integral

s—1
I(s,a) = L/—Z XD (az)dz
o

2w 1—expz

eine in ganz C analytische Funktion [= ganze Funktion]| dar.
Fiir Re(s) > 1 gilt iiberdies

((s,a) = T'(1—s)-I(s,a).

Bemerkung 3.7 Mit dieser Darstellung lisst sich, bis auf s = 1, ((s,a)
auf C fortsetzen.

Satz 3.1 Die fortgesetzte Hurwitzsche Zetafunktion ((s,a) ist analytisch bis
auf einen Pol 1. Ordnung im Punkt s = 1 mit Residuum
Res(((s,a),1)= 1.

Satz 3.2 (Hurwitzsche Formel) Sei F(z,s) = > e’(p(iﬂ fur

n=1

z € Rund Re(s) > 1. Fiir 0 < a <1 und Re(s) > 1 gilt

['(s)
(27)°

¢(1—s,a) = (exp (—mis/2)F(a, s) + exp (wis/2)F(—a,s)) .

Satz 3.3 (Funktionalgleichung fiir die Zetafunktion)
1.

w5 T (2)C) = T .r(1;3> (1= s)

13



s

C(1—=s) = 2(2m)~*-T'(s) - cos (7) - ((s)

s

C(s) = 2(27)*~1-T(1 — s) - sin (7> C(1—3).

Satz 3.4 h, k€ Z, 1 < h <k :

C(l_&%)::gﬁi’iéwscg‘2zh)‘<&%)

Lemma 3.8 Es gelten folgende Abschéatzungen fiir die Zetafunktion:

1. Sei 0 <9 < % vorgegeben. So gilt fir o > 1 —dund t € R

2
- — | < Y-t +2)° - log(|t] 4+ 2).
Gl i)~ g | < 642l + 2 ol + 2
. . .. 1 A
2. Sei A > 0. Dann gilt fiir alle £ und 0 > max{3,1 — log(m”)}

‘C(a bit) — ﬁ' < <exp (24) (6 + %)) og([t] + 2).

3. Sei A > 0. Dann gilt fiir alle ¢ und o > max{$,1 — m}
('(o +1it) — !
(0 +it—1)2

< max{exp (44)(6 + %)%7 (14 2exp (4A))/(log 2)?} - (log(|t| + 2))%

4. Es gibt positive Konstanten ¢; = (2160)™*, ¢; > 0, sodass fiir alle
t| > 3und o > 1 —c; - (log(|t| +2))~? die Abschétzung

[C(o +it)] = - (log(| t | +2))7
gilt. Insbesondere hat ((s) dort keine Nullstellen.

5. Fir2<o<g3 [t|<i o+it#1gilt|((o+it)|> 2

14



Satz 3.5 Es gilt

_ [T du _ 0,1
7(x) —/2 logu—l—O(:Eexp( 0,01(log z)™")).

Satz 3.6 Ist p = o0y + ity mit % < 0 < 1 eine Nullstelle der Zetafunktion, so
ist die Abschéatzung

P(z) =z +o0(x™) (2 — o0

falsch.
Satz 3.7

M(z) = Zu(n) =0 <xexp <—c(logx)Tlt)))

n<x

o""

)

Q) = X uln) |= 55+ (% exp (~c(log o)

n<x

15



Kapitel 4

Primzahlen in arithmethischen
Folgen

Definition 4.1 Sei x ein Dirichlet-Charakter (modulo k). Dann bezeichnet
man die Dirichletsche Reihe

L(s,x) = Z X(:L)

n
n>1

als Dirichletsche L-Reihe.

Lemma 4.1 Fiir x # xo stellt > o, x(n)n® eine fiir Re(s) > 0 analytische
Funktion dar.
Fir x = xo gilt

L) = <o T (1)

pS
plk

L(s, xo) ist daher bis auf einen Pol 1. Ordnung im Punkt s = 1 mit Residuum
Res(L(s, x0),1) = @ analytisch.

Lemma 4.2 Sei 0 < A < $log2, dann gilt fiir L(s, x), x # Xo, im Bereich
1—A/log(k(|t| +2)) <o <2 (s=o0+it)

| L(s,x) | < e1(A) - log(k([t] +2))
| L'(s,X) | < e2(A) -log*(k([t] +2)).

Ist x # Xo nichtreell (d.h. x? # xo) und ¢ beliebig oder x # xq reell und
[t] > 1, so existieren Konstanten 0, c3, sodass fiir
1—dlog(k(t|+2) <o <2

| L(s,x) | = 3 - log(k(|t] +2))7"
gilt.

16



Satz 4.1 (Siegel) Zu jedem c¢ > 0 existiert ein kq(g), sodass fiir alle reellen
Dirichlet-Charaktere x # xo modulok mit k > ky(e) und
1-k*<0o<1

L(o,¢) # 0

gilt.

Lemma 4.3 Sei B > 0 und £ = min (%, ?%B) Ist x # xo reell, so existieren

Konstanten c4(€), ¢c5(g), sodass fiir | s — 1 |< cy(e)k™
| L(s,x) | > cs(e)k~log?(4k)

gilt. Schlielich existiert noch ein d(¢g), sodass fiir [t| < 1, |s — 1| > cy(e)k™°
und 1 —6(e)k*(log3k)® <o <2

| L(s, %) | > c(e)k log(3k)°
mit einer Konstanten og(¢) > 0.

Satz 4.2 Sei B > 0 und

Y(ix) = Y x(n)-An),

n<x

so gilt fiir alle Dirichlet-Charaktere x modulok, k < (logx)?
Y(x;x0) = 40 <$ exp (—c(logx)%» 7

b(wix) = O (wexp (—c(loga) ) ), fiir x # xo.

Folgerung 4.1 Sei ¢(z;k,a) = >, . ,—,u) X(n) - A(n) und B > 0.
Dann gilt fiir alle
k < (log?z)? und alle a mit ggT(a, k) = 1

Uz k,a) = %k;) +0 (93 exp (—c(log :r)%>> :

Satz 4.3 (Page-Siegel-Walfisz) Sei B > 0. Dann gilt fiir alle k& < (log z)?
und alle @ mit ggT(a, k) = 1

r(eika) = [{p<e|p=alk)}] = w(lk)-/; 40 (wexp (~cloga) ).

17



Kapitel 5

Der Satz von
Goldbach-Vinogradov

Goldbachsche Vermutung (1742, Brief an Euler)
(A) Jede gerade natiirliche Zahl N > 4 ist Summe zweier Primzahlen.
(B) Jede ungerade natiirliche Zahl N > 7 ist Summe von drei Primzahlen.

(4) = (B)

Lemma 5.1 Sei r(N) =| {(p1,p2,p3) € P> | N = p; + py + p3} | und
S(a) = >, <nelap), wobei e(x) = exp (2miz) bezeichnet, dann gilt

r(N) :/0 S(a)de(—aN)da.

Bezeichnungsweise
A

Sei wy = % und I = [—wp, 1 — wy).
Fiir jede rationale Zahl ¢, 0 < ¢ < (logN)4, 0 <a < q,ggT(a,q) =1
bezeichne

a a

J\/[a,q - |:_ — Wy, — + w0:|

q q

und

M= U M

0<q=(log ) gggg(;j)qil

Es gilt M € J und alle M, , sind disjunkt fiir N > Ny, M wird als , magjor
arc“ (Hauptteil) und m = [—wq, 1 — wo]\M als ,,minor arc* bezeichnet.

Lemma 5.2 Zu jedem o € m existieren a,q, 0<a < q,
geT(a,q) = 1, (logN)* < ¢ < N/(log N)* mit ’oz — ‘é‘ < =< q%.

18



Satz 5.1 (Vinogradov) Ist a = ot (;% mit ggT(a,q) =1, 1 <q < N und
0] <1, so gilt fiir S(a) = > _ye(ap) die Abschitzung

mit einer absoluten Konstanten C > 0.

Lemma 5.3

sup | S(a) | = O <N(logN)%)

aem

Lemma 5.4

1
2
= N ~
[ 18t P aa = =) ~ 2
Folgerung 5.1
/ S(a)*e(—aN)da = O <N2(logN)%>

Lemma 5.5 Sei « € M, ,, d.h. a = §+ﬁ mit |3 < wp und (a,q) = 1, und
q < (log N)4. Dann gilt

S(a) = S (g +ﬁ) = W,(8)+0 (q-N(logN)A exp (—c(logN)%» ,

wobel

bezeichnet.

Folgerung 5.2
S3 (g + ﬂ) = W,(8)*+0 <N3(10g N)34 exp (—c(log N)%))

Lemma 5.6 Sei I, (w) = [* W(B8)’e(—(2 + B)N)dB, so gilt fiir
¢ < (log N)*, ggT(a,q) = L:

1
Tog <§> - Ia,q(wo)

- Y (wq)?’&m%) '
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Lemma 5.7 Es bezeichne

0<a<q
99T (a,q)=1
p(N) _ [eS) M(Q)3Cq(_N) und
~ »(q)
1
N) = '
/0( ) Z 1og ny - log ng - log ns

2<nqy,ng,n3<N
ni+ng+ngz=N

Dann gilt
/M S(a)’e(—aN)da = ((N) - p(N)+ O (N*(loglog N)*(log N)~*) .

Lemma 5.8

1 N? N?loglog N
N) = — O =T =
pN) Z log ny - logns - log ng 2(log N)3 + ( (log N)4 )

2<nqy,ng,nz3<N
ni+ng+ng=N

Lemma 5.9

a

co(m) = e(—m) ist multiplikativ in

g(m) O;q ( . ) p q

99T (a,q)=1
Lemma 5.10
cp(—N) 1 1
T - T ()T )
P ¥ (p) p teilt nicht N (p a 1) p|N (p a 1)

Fiir ungerades N gilt ((N) > % und fiir gerades N ist ((N) = 0.

Satz 5.2 Jede hinreichend grofle ungerade Zahl N kann als Summe dreier
Primzahlen dargestellt werden.
Es gilt auch die asymptotische Beziehung

1 N? N2%loglog N
rN) = 56N Giog v ( (log V)’ )

wobel

vy = ]I <1 + (p—11)3> H(l i (p—ll)Q)

p teilt nicht N

fiir ungerades N ((N) > & erfiillt.
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