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Vorwort

Die Vorlesung Mathematik III fir Vermessungswesen wird seit dem Wintersemester
1993/94 in dieser Fassung gelesen. Thr Ziel ist es insbesondere, diskrete Strukturen und
Verfahren vorzustellen. Aulerdem wird besonderen Wert auf den algorithmischen Aspekt
gelegt, um die Verbindung zu Computeranwendungen herzustellen.

Im ersten Kapitel werden die Grundbegriffe der Aussagenlogik bereitgestellt, um einer-
seits die Sprache der Mengenlehre (Kapitel 2) und in der Folge alle weiteren mathema-
tischen Begriffe und Zusammenhinge priagnanter und fundierter formulieren zu kénnen.
Kernstiick des zweiten Kapitels ist die disjunktive (resp. konjunktive) Normalform von
Mengenausdriicken. Diese algorithmisch einfach zu bestimmenden Normalformen treten
im zweiten Teil der elementaren Aussagenlogik (Kapitel 7) unter einem leicht verénderten
Blickwinkel wieder auf und finden Anwendungen in der Schaltalgebra.

Der Begriff der Relation ist in der Mathematik von zentraler Bedeutung. Beispielsweise
sind Funktionen (Kapitel 4) und Graphen (Kapitel 5) “nur” Spezialfille von Relationen.
Im dritten Kapitel wird insbesondere mit dem Warshall-Algorithmus zur Bestimmung der
transitiven Hiille einer Relation die Erreichbarkeitsrelation auf einem Graphen vorbereitet.

Die im fiinften Kapitel behandelte Graphentheorie ist eines der grofiten Gebiete der dis-
kreten Mathematik. Gerade in diesem Kapitel steht der algorithmische Aspekt besonders
im Vordergrund. Es werden der Markierungsalgorithmus zur Untersuchung auf Azykli-
zitat, der Kruskal-Algorithmus zur Bestimmung eines minimalen Geriists, der Dijkstra-
Algorithmus zur Ermittlung von kiirzesten Wegen und der Ford-Fulkerson-Algorithmus
zur Berechnung eines maximalen Flusses besprochen.

Das Vordringen des Computers hat insbesondere auch algebraischen Methoden neue
Anwendungsbereiche erschlossen. Besonders prominent ist hier die haupsichlich auf
Gruppen- und Korpertheorie basierende algebaische Codierungstheorie. Andererseits fin-
den sich zahlentheoretische Methoden bei Verschliisselungsverfahren, wie z.B. beim RSA-
Verfahren. Schliefflich bedient sich die formale Logik, die Grundlage der theoretischen
Informatik, der Sprache der allgemeinen Algebra.

In der Aussagenlogik finden sich vor allem Konzepte der Booleschen Algebra wieder, wie
z.B. die disjunktive (resp. konjunktive) Normalform sowie der Algorithmus von Quine-
McCluskey. Letzterer dient zur Optimierung von logischen Schaltkreisen.

Dieses Skriptum ist nur ein Skelettskriptum. Beweise werden nicht ausgefiihrt. Das Lesen
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des Skriptums kann daher den Besuch der Vorlesung nicht ersetzen. Es ist dazu gedacht,
die Vorlesungsmitschrift zu ergénzen.

Gelegentlich wurden erlduternde Zwischenbemerkungen in kleingedruckter Schrift ein-
gefiigt. Diese Teile gehoren nicht zum Priifungsstoff.

Ich mé&chte mich an dieser Stelle noch bei den Herren Univ.-Prof. Dr. Peter Kirschenhofer
und Univ.Prof. Dr. Giinter Karigl, die die Vorlesung in den Jahren 1993-1995 gelesen
haben, fiir die Uberlassung ihrer Vorlesungsunterlagen, von denen ich besonders bei der
Verfassung dieses Skriptums sehr profitiert habe, bedanken.

Wien, im September 2000 Michael Drmota
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Kapitel 1

Elementare Aussagenlogik I

1.1 Verkniipfungen von Aussagen

Unter einer (mathematischen) Aussage' versteht man einen sprachlichen Ausdruck,
dem eindeutig ein Wahrheitswert wahr (= w) oder falsch (= f) zugeordnet werden
kann Ublicherweise wird eine Aussage durch einen Aussagesatz formuliert, wie z.B.:

Es regnet.

Die Strafle ist najs.
Es ist Winter.

Es ist kalt.

Man beachte, dal man hier von dem Prinzip ausgeht, dafl eine Aussage nur entweder wahr
oder falsch sein kann. Dieses Prinzip heiffit Prinizp vom ausgeschlossenen Dritten
(Terium non datur). Man spricht daher auch oft von zweiwertiger Aussagenlogik.

Aussagen kénnen auf verschiedene Arten und Weisen mineinander verkniipft werden.

1. Konjunktion: Aus zwei Aussagen wird durch Einfiigen des Wortes und eine neue
Aussage gewonnen, die Konjunktion der beiden Aussagen. Z.B. ist

Es ist Winter und es ist kalt.
die Konjunktion der beiden Aussagen
Es ist Winter. Es ist kalt.

Die Konjunktion zweier Aussagen erhilt genau dann den Aussagewert w, wenn die
beiden urspriinglichen Aussagen den Wert w haben. (In allen anderen Féllen erhilt
die Konjunktion den Wert f.)

Lproposition



KAPITEL 1. ELEMENTARE AUSSAGENLOGIK I

. Disjunktion: Aus zwei Aussagen wird durch Einfiigen des Wortes oder eine neue
Aussage gewonnen, die Disjunktion der beiden Aussagen. Z.B. ist

Die Strafle ist naf$ oder es regnet.
die Disjunktion der beiden Aussagen
Die Strafle ist naf. Es regnet.

Die Disjunktion zweier Aussagen erhilt genau dann den Aussagewert w, wenn we-
nigstens eine der urspriinlichen Aussagen den Wert w hat. (Nur wenn beide Aussa-
gen den Wert f haben, hat auch die Disjunktion den Wert f.)

. Implikation: Aus zwei Aussagen wird durch Einfiigen der Worte wenn - dann
eine neue Aussage gewonnen, die Implikation der beiden Aussagen. Z.B. ist

Wenn es regnet, dann ist die Strafie naf.
die Implikation der beiden Aussagen
Es regnet. Die Strafle ist nafs.

Die Implikation zweier Aussagen hat genau dann den Wert f, wenn die erste Aussage
den Wert w, aber die zweite den Wert f hat. Man beachte, daf bei der Implikation
die Reihenfolge wesentlich ist. Weiters hat eine Implikation immer den Wert w,
wenn die erste Aussage den Wert f hat, unabhingig davon, wie die zweite Aussage
lautet (ex falso quodlibet).

Statt der Worte wenn - dann kann man auch aus - folgt oder impliziert verwenden.

. Aquivalenz: Aus zwei Aussagen wird durch Einfiigen der Worte genau dann -
wenn eine neue Aussage gewonnen, die Aquivalenz der beiden Aussagen. Z.B. ist

Die Strafie ist genau dann naff wenn es regnet.
die Aquivalenz der beiden Aussagen
Die Strafle ist naf. Es regnet.

Die Aquivalenz zweier Aussagen hat genau dann den Wert w, wenn den beiden
urspriinglichen Aussagen dieselben Wahrheitswerte zugeordnet sind.

Statt der Worte genau dann - wenn werden auch die Worte dann und nur dann -
wenn oder dquivalent zu verwendet.

. Negation: Fiigt man in einer Aussage (an geeigneter Stelle) das Wort nicht ein,
so entsteht eine neue Aussage, die Negation der urspriinglichen Aussage. Z.B. ist

FE's ist nicht Winter.

die Negation der Aussage



1.2. BOOLESCHE VARIABE, TAUTOLOGIEN 3

FEs st Winter

Eine negierte Aussage hat genau dann den Wert w, wenn die unnegierte (urspriing-
liche) Aussage der Wert f hat.

Zur Vereinfachung der Notation ist es giinstig, Aussagen durch Symbole pi,po,... zu
bezeichnen und anstelle von und das Symbol A, anstelle von oder das Symbol V, anstellt
von wenn — dann das Symbol —, anstelle von genau dann, wenn das Symbol <> und
anstelle von nicht das Symbol — zu verwenden. Die Symbole A,V,—, <>, = werden in
diesem Zusammenhang als Junktoren bezeichnet. Ist z.B.

p1 = Die Strafle ist naf.

po = Es regnet.

p3 = Die Strafle wird gereinigt.
so kann die Aussage

Wenn die Stafle nafl ist, dann regnet es oder die Strafle wird gereinigt.

durch

p1 — (P2 V ps3)

formalisiert werden.

Die Operationssymbole A, V, —, <+, = kénnen sinnvollerweise auch auf die Wahrheitswerte

w und f angewandt werden.
‘ T %ﬂ Fw
W
W

A | V|

f f

wlew w
Durch diese Wahl ist sichergestellt, dafl der Wahrheitswert einer durch Verkniipfungen von
Einzelaussagen pq, po, ... gewonnenen Aussage dadurch bestimmt werden kann, dafl man
P1, P2, - - - durch ihre Wahrheitswerte ersetzt und die Junktoren als Operationssymbole fiir
w und f interpretiert.

e )
g = g
g =7
- S|

f f
f w
w f

g 4|3
g =]
g 2 |<

1.2 Boolesche Variabe, Tautologien
Um noch ein wenig allgemeiner sein zu kénnen fithren wir folgende Definitionen ein:

Definition 1.1 Eine Boolesche Variable ist eine Variable, die Werte w und f anneh-
men kann.
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Fine (wohlgeformte) Formel F ist ein Ausdruck, der sich in endlich vielen Schritten
aus Booleschen Variablen und den Operationen A,V,—, <+, — aufbauen lift.

FEine wohlgeformte Formel F heifit giiltig oder Tautologie?, wenn sie fiir jede Belequng
der Booleschen Variablen mit Werten aus B immer den Wert w hat.

Eine wohlgeformte Formel F heifit erfiillbar, wenn es mindestens eine Belegung der
Booleschen Variablen gibt, so daff der Wert w ist.

Eine wohlgeformte Formel F' heifit nicht erfiillbar, wenn hr Wert fiir alle méglichen
Belegungen der Booleschen Variablen f ist.

Um eine Formel zu analysieren, kann man, da in ihr nur endlich viele Boolesche Variable
auftreten, eine Wahrheitstafel aufstellen. (Das Verfahren ist ganz analog zur Aufstellung
einer Elementtabelle fiir Mengenausdriicke, die im Kapitel 2 besprochen werden.)

Beispiel 1.2 Fiir die Formel F = b <> (a — (—aVb)) erhélt man folgende Wahrheitstafel:

alb|b < (a - (= a V b))
w|w w w f w
w | f w f f f
f|lw w W W w
f|f f W W w

In der zweiten Zeile wird etwa jener Fall diskutiert, wo a den Wert w und b den Wert
f annimmt. —a hat dann den Wert f, —a vV b den Wert f, a — (—a V b) den Wert f und
schlielich b <> (a — (—a V b)) den Wert w. Es zeigt sich, da8 die betrachtete Formel (in
3 von 4 Fillen) erfiillbar ist, aber keine Tautologie ist.

Zwei i.a. verschiedene Formeln konnen durchaus immer denselben Wahrheitswert haben.
Sie sind von einem gewissen Standpunkt aus ununterscheidbar.

Definition 1.3 Zwei (wohlgeformte) Formeln Fy, Fy heiffien (semantisch) dquivalent,
i.Z. Fy <= F5, wenn die Formel F = (Fy +» F») eine Tautologie ist.

Zwei Formeln sind also genau dann dquivalent, wenn sie bei jeder Wahrheitsbelegung der
vorkommenden Booleschen Variablen denselben Wahrheitswert liefern.

In &hnlicher Weise wird die (semantische) Implikation definiert.

Definition 1.4 FEine Formel Fy impliziert eine Formel F,, i.Z. F1 — F,, wenn die
Formel F = (F, — F,) eine Tautologie ist.

Dies bedeutet, da} F5 immer wahr ist, wenn F; wahr ist.

2tautology



1.3. PRADIKATENLOGIK UND QUANTOREN 3

Satz 1.5 F'ir Boolesche Variable a, b, c gelten die folgenden (semantischen) Aquivalenzen
und Implikationen.

1. aANb <= bAa, aVb < bVa,
2. aAN(bAc) <= (aAb)Ac, aV(bVe) <= (aVb) Ve,
3. aA(aVd) <= aq, aV(aNdb) <= a,
4. aN(bVce) <= (aAb)V (aAc), aV(bAe) <= (aVb)A(aVec),
5. —(aANb) <= -aV b, —(aVb) <= -—aA-b,
6. aNb <= —(a— —b), aVb < -—a—Db,

arb <= (a—=bA(Db—a)

< —((a = b) = (b — a)),

7. a—b < -aVhb, arb <= (aNb)V(-aA-b),
8. aANb = a, a = aVb,
9. an(a—b) = b

Setzt man etwa 1 = aV —a und 0 = a A —a, und interpretiert man <= als Gleichheitszei-
chen, so erfiillen die wohlgeformten Formeln wegen 1.-5. alle Gesetze einer Booleschen
Algebra, siehe Kapitel 6.

6. sagt aus, dafl jede wohlgeformte Formel semantisch dquivalent zu einer wohlgeformten
Formel ist, in der nur die Junktoren — und — vorkommen. Andererseits kann man wegen
7. auch eine semantisch dquivalente Formel finden, die nur die Junktoren A, V und -
verwendet.

9. ist der sogenannte modus ponens (Abtrennungsregel).

1.3 Pridikatenlogik und Quantoren

In der Mathematik haben sogenannte atomare (d.h. unzerlegbare) Aussagen eine Subjekt-
Pridikatstruktur, z.B. kann in

Alexander ist grofs.
Alexander als Subjekt und grof$ als Priadikat interpretiert werden. Die Aussage
Das Haus st grofs.

unterscheidet sich von der ersten nur im Subjekt. Es ist daher naheliegend, das Pradikat
groff zu einem Symbol P zu abstrahieren und die Aussageform P(x)

x st grofs.

zu betrachten, wobei jetzt z als Gegenstandsvariable fungiert. Setzt man fiir x einen
Wert ein, so entsteht aus der Aussageform P(z) wieder eine Aussage, z.B. P(Alezander),
P(Haus), der wieder ein Wahrheitswert zugeordnet werden kann. Andererseits kann man
Aussagen der Form
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Fiir alle ... gilt ... und FEs gibt ein ... so dafs ...
mit Hilfe von Aussageformen bilden:
Fiir alle x gilt P(x). Es gibt ein x so daff P(x).

Formalisiert wird dies durch die Quantoren, den Allquantor V und den Existenzquan-
tor d. So bedeutet

Vo P(z),
dafl alle maoglichen x die Eigenschaft P haben und
dz P(z),

dafl es wenigstens ein x gibt, das die Eigenschaft P hat.

Der Wahrheitswert von Vx P(x) ist genau dann w, wenn die Aussage P(x) fiir alle mogli-
chen z der Wert w hat, entsprechend hat 3z P(z) genau dann den Wert w, wenn es
wenigstens ein z gibt, fiir das P(z) den Wert w hat.

Eine Aussageform P(z) heifit auch einstelliges Pridikat. Entsprechend werden auch
mehrstellige Priadikate Q(x1, s, - .., z,) verwendet. Beispielsweise ist

x st grofler als y

ein zweistelliges Pridikat.

Selbstverstdndlich kann man Prédikate mit Junktoren untereinander bzw. mit gewdhnli-
chen Aussagen verbinden und, solange noch freie Gegenstandsvariable vorhanden sind,
Quantoren anwenden. Fiihrt man dies mit Aussagensymbolen (p1,po,...) und Préidikat-
symbolen (P, Py, ...) durch, so erhélt man eine sogenannte Formel.

Beispielsweise ist,

Vor ((Pi(w1) Apr) = (3me (Pa(z2) A p2) = Ps(1,12)))

so eine Formel, in der die beiden auftretenden Gegenstandsvariablen gebunden sind.

Ublicherweise werden Quantoren in mathematischen Ausagen verwendet, um iiber Ele-
mente einer Menge (siehe Kapitel 2) eine Aussage zu treffen. Man verwendet

Vo € E: P(x)
als Kurzschreibweise fiir Vz ((x € E) — P(z)) und

dx € E: P(x)
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als Kurzschreibweise fiir 3z ((z € E) A P(x)).

Beispiel 1.6 Sei P, das Priadikat ist ein Mensch und P, das Préadikat ist sterblich, so
wird die Aussage Alle Menschen sind sterblich durch

Vo (Py(z) = P(z))

formalisiert.

In dhnlicher Weise wie in der Aussagenlogik gibt es auch in der Prédikatenlogik (seman-
tische) Aquivalenzen und Implikationen:

Satz 1.7 Es gelten die folgenden (semantischen) Aquivalenzen und Implikationen.

1. VaVy P(z,y) < VyVy P(z,y), FJzdy P(z,y) < Jy3z P(z,y),
2. aAVz P(z) < Vz (aAP(x)), aV3IzPlzx) < 3z (aV P(x)),
3. aAdzx P(x) <= 3Fz (aANP(z)), aVVzx Plz) <= Vz (aV P(z)),
4. —=(Vz P(z)) <= 3z -P(x), =(3z P(z)) <= Vz -P(z),
5 Vo P(z) = P(xy), P(zy) = dz P(x),

- Vo (P(z) = Qz)) A P(zo) = Q(x0),

"U

6
7. d2Vy P(z,y) = Vydz P(z,y).



Kapitel 2

Mengen

2.1 Grundbegriffe

Die Mengenlehre wurde vor etwa 100 Jahren von Georg Cantor begriindet. Er benutzte
damals die folgende Definition, die zwar streng formal widerspriichlich ist, sich fiir unsere
Anwendungen aber durchaus als zweckmifig und ausreichend erweist.

Definition 2.1 (Cantor) FEine Menge' ist eine Zusammenfassung von wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Beispielsweise stellt sich heraus, dafl die Menge aller Mengen, die nach der obigen Definition eine Menge
sein miifite, ein widerspriichlicher Begriff ist. Formal wurde dieser Widerspruch dadurch gelést, dafl die
Mengenlehre streng axiomatisch aufgebaut wurde (Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel). Noch
einfacher ist es, eine grofle Menge, ein Universum F, vorauszusetzen und nur Teilmengen des Universums
zu betrachten. Dadurch kénnen keine Widerspriiche wie zuvor entstehen.

Beispiel 2.2 Die Zahlen 1,2, 3 bilden eine Menge A = {1, 2,3}, ebenso wie die ganzen
Zahlen Z.

Definition 2.3 Die Objekte x, die in einer Menge A zusammengefafst werden, bezeichnet
man als Elemente® der Menge A. Man sagt auch, dafi x in A enthalten ist und schreibt
x € A 3. Ist x in A nicht enthalten, so schreibt man dafir v & A.

Die Menge (), die keine Elemente enthilt, heifit leere Menge®.

Definition 2.4 Eine Menge A heifit Teilmenge® einer Menge B, i.Z. A C B, wenn
jedes Element x aus A auch in B enthalten ist.

Lset

2element

3¢ is contained in A
4emp‘cy set

Ssubset
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Definition 2.5 Zwei Mengen A, B sind gleich, i.Z. A = B, wenn sie dieselben Elemente
enthalten.

Satz 2.6 Zwei Mengen A, B sind genau dann gleich, wenn sowohl A Teilmenge von B
als auch B Teilmenge von A ist, d.h.

A=B<«— ACBABCA.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste Moglichkeit ist
die aufzihlende Darstellung, z.B. A = {1,2,3}, die sich aber nur fiir endliche (und
gelegentlich fiir abzdhlbare) Mengen eignet. Die hiufigste Form ist die beschreibende
Darstellung

A={z|P(x)},

wobei P(x) ein Prddikat ist in der freien Variablen z ist. Die Menge A enthilt nun jene z,
fiir die P(z) gilt. Beispielsweise ist {z |z € Z A1 <z < 3} die Menge {1, 2,3}. Verlangt
man, dafl die zu beschreibende Menge A Teilmenge einer Menge E sein soll, d.h. P(x)
hat die Form z € E und Q(z), so wird anstelle A = {z |z € E A Q(x)} einfach

A={ze E[Q(x)}
geschrieben.

Die Definition einer Menge impliziert, dal ein Element x nur einmal in eine Menge A aufgenommen
werden kann, z ist entweder in A enthalten oder nicht in A enthalten. Es ist aber oft sinnvoll ver-

allgemeinerte Mengen zu betrachten, wo die Elemente mit einer gewissen Vielfachheit auftreten, z.B.
A=1{1,1,2,2,2,3,4,4}. Solche Objekte werden als Multimengen® bezeichnet.

2.2 Operationen mit Mengen

Definition 2.7 Die Vereinigung’ A U B zweier Mengen A, B enthilt genau jene Ele-
mente x, die in A oder in B enthalten sind, d.h.
AUB={z|z € AVz € B}.

Definition 2.8 Der Durchschnitt® AN B zweier Mengen A, B enthilt genau jene Ele-
mente x, die sowohl in A als auch in B enthalten sind, d.h.

ANB={z|zx€ ANz € B}.

Es ist oft notwendig, nicht nur zwei oder endlich viele Mengen zu vereinigen, sondern ein
ganzes System von Mengen zu vereinigen. Dafiir verwendet man die folgende Notation.

Smultiset
Tunion
8intersection
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Definition 2.9 Sei I eine Menge (Indexmenge) und fir alle i € I sei A; eine Menge.
Dann ist duch

iel
die Vereinigung aller A;, i € I, und

ﬂAZ:{iC|V€ICC€AZ}

i€l

der Durchschnitt aller A;, 1 € I.

Wie im Abschnitt 2.1 schon angedeutet wurde, ist es oft sinnvoll, nur Teilmengen einer
grofien Menge, eines Universums E zu betrachten. Die folgenden Definition ist nur in
einem solchen Kontext anzuwenden.

Definition 2.10 Se: A C E. Dann bezeichnet
A'={reFE|z¢gA}

das Komplement® von A.

Satz 2.11 Seien A,B,C und A;, © € I, Teilmengen einer Menge E. Dann gelten die
folgenden Rechenregeln.

1. AUB = BUA, ANB = BnNA,

2. Au(BUC) = (AUB)UC, ANn(BNC) = (AnB)NC,
3. An(BUC) = (ANnB)U(ANC), Au(BnC) = (AUB)N(AUC),
3 ANUies Ai = Uier(AN Ay, AUNier Ai = Nier(AU 4),
4. AUD = PUA=A, ANE = ENA=A
5. AUA = E, ANnA = 0

6. AUA = A, ANA = A

7. AUE = E, AN = 0

8. AU(ANB) = A, AN(AUB) = A

9. (AUB) = A'NnB, (ANB) = A'UB

9. (Uz'eIAi)l = Mier Ais mz’eIAi), = Uier 4

1. nennt man auch Kommutativgesetz, 2. Assoziativgesetz, 3. Distributivgesetz,
8. Verschmelzungsgesetz und 9. DeMorgansche Regel.

Definition 2.12 Die Mengendifferenz'® A\ B zweier Mengen A, B enthilt genau jene
Elemente x, die in A, aber nicht in B enthalten sind, d.h.

A\B={z € A|z ¢ B}.

9complement

10get, difference
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Die symmetrische Differenz!! AAB zweier Mengen A, B ist durch

AAB

(A\B)U (B\ 4)
(AUB)\ (AN B)

gegeben.

Es ist oft niitzlich, eine Menge A bildlich durch ein sogenanntes Venndiagramm darzu-
stellen.

Auf diesem Weg lassen sich die Mengenoperationen Vereinigung, Durchschnitt, Komple-
ment, Mengendifferenz und symmetrische Differenz auf einfache Art graphisch verdeutli-
chen.

2.3 Charakteristische Funktion

Definition 2.13 Sei A Teilmenge von E (dem Universum). Dann heifst die Funktion
X4 : E — {0,1}, die durch

1 firxze A,
XA(x):{ 0 firxg A

definiert ist, charakteristische Funktion'? der Menge A.

Man konnte anstelle von Mengen auch nur charakteristische Funktionen betrachten. Die
charakteristische Funktion einer Menge A beschreibt die Menge A vollstindig. Fiir jedes
x kann entschieden werden, ob z € A gilt oder x ¢ A:

A={z|xalz) =1}.

Es gilt daher auch die folgende Charakterisierung.

Usymmetric difference
12characteristic function
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A B A 6 B
AUB
A B
AI
A\ B
A B
AAB

Satz 2.14 Zwei Teilmengen A, B von E sind genau dann gleich, wenn ihre charakteri-
stischen Funktionen x4, xs gleich sind, d.h. fir alle x € E gilt x4(z) = x5(z):

A=B<—= XA = XB-
Entsprechend lassen sich Teilmengen charakterisieren.

Satz 2.15 Es seien A, B Teilmengen einer Menge E. A ist dann genau dann Teilmenge
von B, wenn xa(z) < xp(z) fir allex € E gilt:

AC B < xa < xs-

Weiters lassen sich die in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Rechenoperationen auch mit Hilfe
charakteristischer Funktionen beschreiben.

Satz 2.16 Es seien A, B Teilmengen einer Menge E. Dann gelten fiir die charakteristi-
schen Funktionen die folgenden Rechenregeln:

xaug(z) = max(xa(r), xz()),

= xa(z) - xp(z) = min(x4(z), x5(2)),

= 1—xa(z),

xa(®) = xans(2) = xa(z)(1 — x5(2)),
= xa(z) + xg(z) mod 2.
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Charakteristische Funktionen dienen daher auch, mit Mengen in algebraischer Art und
Weise umzugehen. Beispielsweise konnen Mengenidentitdten hergeleitet werden.

Beispiel 2.17 Mochte man etwa zeigen, dafl
AN (BAC)=(ANB)A(ANC)

fiir alle Mengen A, B, C' gilt, so braucht nur nachgewiesen zu werden, dafl die entspre-
chenden charakteristischen Funktionen gleich sind. In diesem Fall ist dies sogar ganz
leicht méglich:

XAN(BAC) = XA ' XBAC
= Xxa - (xB+ Xxc mod 2)
= (xa-xB)+ (xa-xc) mod 2
= XanB t Xanc mod 2

= X(ANB)A(ANC)-

Das dritte Gleichheitszeichen ergibt sich iibrigens aus dem Distributivgesetz der modulo
2-Rechnung (Siehe Kapitel 6).

2.4 Elementtabelle

Ein nichtalgebraisches Verfahren zum Uberpruiifen von Mengenidentitéiten ist eine Ele-
menttabelle. Dieses Verfahren soll an der folgenden Identitét

AN (BAC)=(ANB)A(ANC)

demonstriert werden.

Da zwei Mengen nach Definition 2.5 genau dann gleich sind, wenn jedes (potentielle)
Element z dann und nur dann in der einen Menge enthalten ist, wenn es in der anderen
enthalten ist, genuegt es, bei drei involvierten Mengen A, B, C' acht Félle zu unterscheiden,
entsprechend ob ein z in A resp. B resp. C' enthalten ist oder nicht.

Ist z.B. ein z in A und B, aber nicht in C' enthalten, so ist es in A und in BAC und damit
auch in AN (BAC) enthalten. Andererseits ist es in AN B, aber nicht in ANC enthalten,
womit es allerding in (AN B)A(ANC) enthalten ist. Ein z, das in A und B, aber nicht in
C enthalten ist, ist daher sowohl in AN(BAC) als auch in (ANB)A(ANC) enthalten. Die
anderen sieben Fille kénnen dhnlich behandelt werden, und in jedem Fall ist x entweder
(wie im eben behandelten Fall) Element von beiden Teilen oder kein Element. Da mit
den acht Féllen alle moglichen Situationen abgedeckt sind, miissen AN (BAC) und (AN
B)A(A N C) nach Definition 2.5 gleich sein. In einer Elementtabelle konnen alle Fille
iibersichtlich dargestellt und so der Nachweise von Mengenidentitéten erbracht werden.
Die oben angefiihrte Uberlegung entspricht iibrigens der zweiten Zeile.
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A|B|C|BAC | AN(BAC) | ANB | ANC | (ANB)A(ANCQC)
€| e| € g ¢ € € g
ele| & € € € ¢ €
€| &€ € € ¢ € €
€| ¢ é| ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
glele| & ¢ ¢ ¢ ¢
¢le|é&| € ¢ ¢ ¢ ¢
g1 &|€| € ¢ ¢ ¢ ¢
¢ &€ ¢&| & ¢ ¢ ¢ ¢

Man kann auf einem Blick erkennen, ob Mengengleichheit besteht, die fiinfte und die
achte Spalte miissen gleich sein. Entsteht in wenigstens einem Fall ein unterschiedliches
Bild (d.h. z ist in einem Teil enthalten, im anderen aber nicht), so sind die betrachteten
Mengenausdriicke nicht gleich. Es gibt dann Mengen A, B,C, ..., fiir die die Identitét
nicht gilt. (Solche kénnen auch leicht konstruiert werden.)

Durch eine einfache Modifikation kénnen auch Enthaltenseinsrelationen (C) von Mengen-
ausdriicken iiberpriift werden. (Ist links ein €-Zeichen, so mufl auch rechts eines sein.)

2.5 Disjunktive und konjunktive Normalform

Im Abschnitt 2.4 wurden, um zwei Mengenausdriicke auf Gleichheit zu untersuchen, eine
Fallunterscheidung getroffen, je nachdem ob ein z in einer der involvierenden Mengen
enthalten ist oder nicht. Sind beispielsweise drei Mengen A, B, C involviert, so werden
23 = 8 Fiille unterschieden. (Sind n Mengen Aj, As, ..., A, beteiligt, so benstigt man 2"
Unterfiille.) Diese Fille wurden in der Elementtabelle systematisch erfafit. Beispielsweise
behandelt die zweite Zeile den Fall, wo x in A und B, aber nicht in C' enthalten ist, d.h.
man behandelt die Menge A N B N C'. Es stellt sich heraus, dafl diese Menge sowohl in
AN (BAC) als auch in (AN B)A(ANC) enthalten ist. Die Menge AN B' N C’, die der
vierten Zeile entspricht, ist hingegen ganz im Komplement dieser Mengen enthalten.

Nach Analyse aller 2° = 8 Fiille erhilt man, daB M = AN (BAC) = (AN B)A(ANC)
auch durch

M=(ANnBNCYUANB NC)
gegeben ist. Einen Ausdruck dieser Form nennt man disjunktive Normalform.

Fiir das Komplement M’ ergibt sich iibrigens

M = (AnBNnC)U(AnB'NnC")
UANBnC)uA nBnNC
uA'nB'NnCYuA' NnB'NC").

Wendet man auf diese Darstellung die DeMorganschen Regeln an, so erhélt man eine
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alternative Darstellung von M:

M = (AuBUC)N(A'UBUCQC)
NAUB'UC)N(AUB' UC)
N(AUBUC YN (AUBUQC)

Eine Darstellung dieser Form heifit auch konjunktive Normalform.

Im folgenden werden wir die Notation

A firo=1
o __ )
A_{A’ firo =0

verwenden.

Definition 2.18 Seien Ay, A, ... A, Teilmengen einer Menge E. Fir jede m X n—Matrix
J = (0kt)1<k<m,i<i<n (0 <m < 2") mit Elementen oy, € {0,1} und paarweise verschiede-

nen Zeilen bezeichnet
m n
)
k=1 \l=1

eine disjunktive Normalform. Entrsprechend heifst

N(0)
k=1 \l=1

Demnach gibt es genau 22" disjunktive resp. konjunktive Normalformen von n Mengen.

konjunktive Normalform.

Satz 2.19 Seien Ay, As,... A, Teilmengen einer Menge E, und sei M ein Mengenaus-
druck in Ay, Ag, ..., An, der nur die Operationen Durchschnitt (N), Vereinigung (U),
Komplement ("), Mengendifferenz (\) und symmetrische Differenz (A) verwendet, dann
lipt sich M (bis auf die Reihenfolge der Terme) eindeutig als disjunktive resp. konjunktive
Normalform darstellen.

Die entsprechenden Darstellungen kénnen aus einer Elementtabelle fiir M sofort abgelesen
werden. Ersetzt man die Elementsymbole € durch 1 und die Nicht-Elementsymbole durch
0, so setzt sich die Matrix J fiir die disjunktive Normalform aus jenen Zeilen der ersten
n Spalten zusammen, wo in der resultieren Spalte 1 steht. Vertauscht man alle 0 und 1,
so erhélt man auf dieselbe Art und Weise die Matrix J fiir die konjunktive Normalform.
Beinhaltet die disjunktive Normalform von M genau k Terme, so setzt sich die konjunktive
Normalform aus 2" — k Termen zusammen.

Es gibt eine weitere Methode, die disjunktive resp. die konjunktive Normalform eines
Mengenausdrucks M zu erhalten, ohne die recht aufwendige Elementtabelle aufstellen zu
miissen. Der folgende Algorithmus liefert die disjunktive Normalform:
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1. Eliminieren der Symbole Mengendifferenz (\) und symmetrische Differenz (A), d.h.
A\ B wird durch AN B’ und AAB wird durch (AN B’) U (A’ N B) ersetzt.

2. Eliminieren von Komplementbildungen auflerhalb von Klammern, d.h. (AN B)’ wird
durch A’U B' und (AU B)" wird durch A’ N B’ ersetzt.

3. Eliminieren von Durchschnitten (N) bei Klammern mit Hilfe des Distributivgesetzes,
d.h. AN(BUC) wird durch (ANB)U(ANC). (Durchschnitte werden in Klammern
hineingezogen.) Die bisherigen Umformungen ergeben daher fiir M eine Darstellung
der Form

M =M,

wobei M, gewisse Durchschnitte von A;, Ay, ..., A, bzw. deren Komplementen
A AL, . A sind. Da AN A =Aund AN A" = ) gilt, kénnen gewisse M; weiter
vereinfacht werden bzw. M; = () und es braucht nicht weiter beriicksichtigt werden.

4. Vervollstéindigung der M;. Kommt in einem M; weder A; noch A} vor so ersetzt
man M; durch

Auf diese Art und Weise erhilt man schlieflich

M:UM],
J

wobei jedes ]\ij die Form
M;=APnAPN---n Al

mit 6y,0s,...,d, € {0,1} hat. Sind gewisse Mj gleich so brauchen sie wegen der
Beziehung A U A = A nur einmal aufgenommen werden. Das Resultat ist nun die
disjunktive Normalform von M.

Beispiel 2.20 Die disjunktive Normalform von A N (BN C)" erhélt man aus dem eben
angefithrten Algorithmus zu

ANn(BNC) = An(B'UucC
= (AnBHYU(ANC")
= (AnB'NnC)u(AnB' N
U (ANBNCYUANB'NC")
(ANB'NC)U(ANB'NnC"Yu(AnBNC(C").

= N
= )U

Auf dhnliche Art und Weise erhélt man die konjunktive Normalform:

ANn(BnNnC) = An(B'uc’
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= (AUBUC)N(AuBuUC(C

N (AUB'UC)N(AUB'UC)

Nn (AuB'UC)N(A'uB'UC

= (AUBUC)N(AUBUC")N(AUB'UQ)
n (AuB'UC)NA'UB UC.

Da zwei disjunktive (resp. konjunktive) Normalformen nur dann dieselbe Menge repre-
sentieren, wenn in der Normalform dieselben Terme vorkommen, kann man mit Hilfe von
diesen Normalformen auch Mengenidentitdten iiberpriifen, z.B. haben A N (BAC) und
(AN B)A(ANC) dieselbe disjunktive Normalform

M=(ANnBNCYUANB NC).

2.6 Potenzmenge

Definition 2.21 Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmen-

gen von A, d.h.
P(A)={C|C C A}.

Beispiel 2.22

P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}},
P@) = {0}

Manchmal bezeichnet man die Potenzmenge einer Menge A auch als 24. Ein Grund dafiir
ist der folgende Satz. (|A| bezeichnet die Anzahl der Elemente von einer endlichen Menge
A.)

Satz 2.23 Flir eine endliche Menge A gilt
[P(A)] =21,

d.h. eine Menge mit n Elementen hat genau 2™ Teilmengen.

Definition 2.24 Seien 0 < k < n ganze Zahlen. Der Binomialkoeffizient!? (2)
(sprich: n iber k) ist definiert durch

()=

O'=1undn!=1-2---(n—1)-n firn>0.)

13hinomial coefficient
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Fiir ganze Zahlen n,k mit n > 0 und £ < 0 oder £ > n setzt man auch (Z) = 0. Mit
Hilfe dieser Zusatzdefinition gilt der folgende Satz uneingeschrinkt und ist Grundlage des
Pascalschen Dreiecks.

Satz 2.25 Die Binomialkoeffizienten erfiillen die Rekursion
n+1 n n
= + )
(i) = () ()

Satz 2.26 FEine endliche Menge mit n Elementen hat genau (
menten.

n

k) Teilmengen mit k Ele-

Man beachte, dafl daraus folgt, dafl (Z) immer eine natiirliche Zahl ist, was aus der
Definition nicht unmittelbar ersichtlich ist.

Beispiel 2.27 In einer Liga von n Mannschaften miissen genau (g) = In(n — 1) Spiele

-2
ausgetragen werden, damit jeder gegen jeden gespielt hat.

Korollar 2.28 Firn > 0 gilt

£()-

k=0

Eine Erweiterung dieses Korollars ist der sogenannte Binomische Lehrsatz

Satz 2.29 Firn > 0 und beliebige z,y € C gilt

3 (Z) g = (@4 )"

k=0

Korollar 2.28 ergibt sich aus der Spezialfall x =y = 1.

2.7 Stirlingsche Approximationsformel

Im Abschnitt 2.6 wurde fiir die Definition des Binomalkoeffizienten bereits die Bezeich-
nung n! =1-2---(n—1)-n (sprich: n Fakultéit'* oder n faktorielle) verwendet. Aufgrund
seiner Definition 148t sich n! nur rekursiv berechnen. Auflerdem wird n! mit wachsendem
n auflerorderntlich grof}. In vielen Anwendungen, etwa in der Statistik, ist es nicht not-
wendig, den genauen Wert von n! zu kennen. Ein guter Ndherungswert ist ausreichend.
Im folgenden soll eine asymptotische Formel fiir n! angegeben werden.

14y factorial
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Definition 2.30 Zwei Folgen (a,)n>0, (bn)n>0 heiffen asymptotisch gleich, i.Z. a, ~ by,
(n = 00), wenn

. A,

lim — = 1.

n—o0
n

Satz 2.31 (Stirlingsche Approximationsformel) n! lifit sich folgendermafen asym-

ptotisch approximieren:
nl ~n"e "V2mn (n— o).

Beispiel 2.32 Aus der obigen Approximationsformel ergibt sich

<2k) (2k)2k e 2k/dkr

k k?ke=2k2m;
= g
vk
Da es genau 22¢ = 4* Teilmengen einer 2k—elementigen Menge gibt, ist die Wahrscheinlich-
keit, bei einer zufilligen Auswahl einer Teilmenge genau £ Elemente zu erhalten, ungefahr

1/\/7k.



Kapitel 3

Relationen

3.1 Grundlegende Begriffe

Um den mengentheoretischen Begriff einer Relation zu motivieren, sollen zunéchst einige
Beispiele angegeben werden.

Beispiel 3.1 Man betrachte eine Gruppe von Personen. Sind a und b zwei Personen
dieser Gruppe, so kénnen folgende Situationen eintreten:

e ¢ und b kennen einander,
e a kennt b, aber b kennt nicht a,
e b kennt a, aber a kennt nicht b,

e ¢ und b kennen einander nicht.

Beispiel 3.2 Gewisse Stiadte konnen durch Direktfliige voneinander erreicht werden, an-
dere nicht.

Beispiel 3.3 Eine Schachtel (alter) Schrauben kann so sortiert werde, daf§ jeweils Schrau-
ben gleicher Lénge in ein eigenes Fach kommen.

Abstrahiert man von den angegebenen Beispielen, so steht man vor folgender Situation.
Zwei Elemente a, b einer Menge stehen miteinander in einer gewissen Relation (wobei die
Reihenfolge eine Rolle spielen kann) oder eben nicht. Um diesen Relationsbegriff mathe-
matisch streng zu fassen, ben6tigt man noch den Begriff des kartesischen Produkts.

Definition 3.4 Das kartesische Produkt! A x B zweier Mengen A, B ist die Menge
aller geordnenten Paare (a,b) mit a € A und b € B, d.h.

Ax B={(a,b)|a € AND € B}

!(cartesian) product

20
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In derselben Weise definiert man auch das Produkt A; x Ay x --- x A,, von endlich vielen
Mengen A;, Ay, ..., A, als die Menge aller n—tupel (a;,as,...,a,) mita; € A; (1 <j <
n). Sind alle Mengen A; gleich einer Menge A, so schreibt man statt A x A x---x A auch
A",

Beispiel 3.5 Sei A = {1,2,3} und B = {2,4}. Dann ist A x B =
{(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}. Dies 148t sich auch folgendermafien kartesisch dar-
stellen:

B

'y

Definition 3.6 Fine Relation? R zwischen zwei Mengen A und B ist eine Teilmenge
des kartesischen Produkts A x B.

Ist A = B so spricht man von einer binsiren Relation.?

Anstelle von (a,b) € R schreibt man auch aRb, anstelle von (a,b) ¢ R auch aRb.
Die drei einleitenden Beispiele sind iibrigens alle binéire Relationen.

Beispiel 3.7 Sei A = {1,2,3} und B = {2,4}. Dann ist R = {(2,2),(2,4), (3,4)} eine
Relation zwischen A und B, d.h. 2R2, 2R4 und 3R4, aber 122,1 R4 und 3]%2. Dies kann
natiirlich auch graphisch ausgedriickt werden:

B

A

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Relation R C A x B bildlich darzustellen:

Zrelation
3binary relation
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1. Kartesische Darstellung: In der kartesischen Darstellung von A x B (siehe Bei-
spiel 3.5) werden nur nur jene Elemente (= Punkte) von A x B markiert, die der
Relation R C A x B angehoren (siehe Beispiel 3.7).

2. Pfeildiagramm: Die Mengen A, B werden durch Venndiagramme dargestellt und
Paare (a,b) € R durch einen Pfeil verbunden:

3. Graph einer binidren Relation: Da bei einer bin#ren Relation A = B gilt (d.h.
R C A x A= A?), reicht es, (im Gegensatz zum Pfeildiagramm) die Menge A nur
einmal zu reprisentieren. Paare (a,b) € A x A, die in Relation stehen, werden nun
dhnlich wie beim Pfeildiagramm miteinander verbunden. Der Graph G(R) besteht
daher aus einer Menge von Punkten (Knoten) entsprechend den Elementen aus
A und einer Mengen von gerichteten Kanten, die genau jene Punkte miteinander
verbinden, die miteinander in Relation stehen.

Ist beispielsweise A = {1,2,3} und R = {(1,1), (1,2), (1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}, so
entsteht folgendes Bild:

Man beachte, daf3 in einem Graphen einer Relation auch sogenannte Schlingen auf-
treten, das sind Kanten, die von a € A wieder auf a zeigen (a steht mit sich selbst
in Relation: aRa).

3.2 Aquivalenzrelation

Definition 3.8 FEine bindre Relation R auf einer Menge A heifit Aquivalenzrelation®,
wenn folgende drei Eigenschaften erfillt sind:

1. Ya € A: aRa (Reflexivitit),

4equivalence relation
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2. Ya,b € A: aRb — bRa (Symmetrie),
3. Ya,b,c € A: (aRbAbRc) — aRc (Transitivitit).

Eine Relation mit der Eigenschaft 1. heifit reflexiv®, eine mit der Eigenschaft 2. sym-
metrisch® und eine mit der Eigenschaft 3. transitiv’. Eine Aquivalenzrelation ist also
reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Beispiel 3.9 Gleichheitsrelation: A sei eine beliebige Menge und R = “=", d.h. jedes
Element a € A steht nur mit sich selbst in Relation.

Beispiel 3.10 Allrelation: A sei eine beliebige Menge und R = A2, d.h. jedes Element
a € A steht mit allen anderen Elementen b € A in Relation.

Beispiel 3.11 Sei A =Z und aRb :<= a = b mod 2.

In der kartesischen Darstellung einer Relation R duflert sich die Reflexivitdt dadurch,
daf§ die 1. Hauptdiagonale (1. Mediane) in der Relation enthalten ist. Ist die Relation
symmetrisch, so ist die kartesische Darstellung symmetrisch zur 1. Hauptdiagonale, d.h.
R geht durch Spieglung an der 1. Hauptdiagonale in sich iiber. Die Transitivitit hat in
der kartesischen Darstellung keine offensichtliche Entsprechung.

Stellt man eine Relation R als Graph G(R) dar, so entspricht einer reflexiven Relation
ein Graph, bei dem jeder Punkt (Knoten) mit einer Schlinge ausgestattet ist. Bei einer
symmetrischen Relation treten die Kanten (mit Ausnahme der Schlingen) gepaart auf. Zu
einer Kante von a nach b gibt es immer auch eine Gegenkante von b nach a. Ebenso 148t
sich die Transitivitat sofort iibersetzen.

Im Beispiel 3.11 fillt auf, daB durch die Aquivalenzrelation die ganzen Zahlen Z in zwei
Teilmengen zerlegt wird, in die geraden Zahlen und in die ungeraden Zahlen. Alle geraden
Zahlen stehen miteinander in Relation, und entsprechend alle ungeraden Zahlen. Sie sind
jeweils kongruent modulo 2. Aber eine gerade Zahle steht mit keiner ungeraden Zahl in
Relation.

Ein entsprechender Sachverhalt gilt ganz allgemein. Aquivalenrelationen zerlegen die
Grundmenge in sogenannte Aquivalenzklassen. Dies soll nun prézisiert werden.

Definition 3.12 FEin System von nichtleeren Teilmengen A; (i € I) einer Menge A heifst
Partition® oder Zerlegung von A, wenn die A; (i € I) paarweise disjunkt sind, d.h.

Sreflexive
Ssymmetric
Ttransitive
8partition
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und A die Vereinigung
A= U A;

i€l
18t.
Definition 3.13 Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fir a € A heifit die Menge
K(a) ={b€ A|aRb}

die von a erzeugte Aquivalenzklasse.®

Man beachte, dafl wegen der Reflexivitdt immer a € K (a) gilt. Weiters gilt die folgende
Eigenschaft.

Lemma 3.14 Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt
aRb <= K(a) = K(b).

Daraus ergibt sich leicht der folgende Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und
Partitionen.

Satz 3.15 Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann bilden die (verschiedenen) Aqui-
valenzklassen der Elemenge von A eine Partition von A.

Sei umgekehrt A; (i € I) eine Partition von A und bezeichne C(a) (a € A) jene Teilmenge
Aj der Partition mit a € A;. Definiert man aRb genau fir jene a,b € A, fir die C(a) =
C(b) gilt, so ist R eine Aquivalenzrelation.

3.3 Ordnungsrelation

Definition 3.16 FEine bindre Relation R auf einer Menge A heifst Halbordnung oder
partielle Ordnung!®, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

1. Ya € A: aRa (Reflexivitit),
2. Ya,be A: (aRbAbRa) — a =b (Antisymmetrie oder Identitét),
3. Ya,b,c € A: (aRbAbRc) — aRc (Transitivitit).

Eine Relation mit der Eigenschaft 2. heifit antisymmetrisch!!. Eine Halbordnung ist daher
eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation

9equivalence class
Opartial order
1 antisymmetric
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Definition 3.17 Eine Halbordnung R auf einer Menge A heifit Totalordnung'?, wenn
fiir je zwei Elemente a,b € A entweder aRb oder bRa g¢ilt, d.h. je zwei Elemente sind
vergleichbar.

Beispiel 3.18 A = R mit R = “ < ” bildet eine Totalordnung (Ordnung der reellen
Zahlen).

Beispiel 3.19 A = N mit mRn <= “m teilt n” ist eine Halbordnung, aber keine
Totalordnung.

A = 7Z mit mRn <= “m teilt n” ist keine Halbordnung, da R auf Z nicht mehr anti-
symmetrisch ist (z.B. —2 teilt 2 und umgekehrt, aber —2 # 2).

Beispiel 3.20 A = P(M) (Potenzmenge einer Menge M) mit BRC <= B C C bildet
eine Halbordnung, aber fiir [M| > 1 keine Totalordnung.

Insbesondere sind alle damit alle Relationen R C A x B zwischen zwei (festen) Mengen
A, B in natiirlicher Weise geordnet.

Wie jede binédre Relation kann man natiirlich auch Halbordnungen durch einen Graphen
darstellen. Viele der darzustellenden Kanten sind allerdings redundant, sie lassen sich aus
den den definierenden Eigenschaften leicht wieder rekonstruieren. Fiihrt man die folgenden
drei Schritte durch, so erhilt man aus dem Graphen G(R) einer Halbordnung R das
Hassediagramm'? von R:

o Weglassen aller Schlingen.

e Weglassen aller Kanten, die sich aufgrund der Transitivitdtsbedingung rekonstruie-
ren lassen, d.h. ist aRb, aber gibt es kein ¢ mit aRc und cRb, so bleibt die Kante von
a nach b erhalten, allen anderen Kanten werden gestrichen. Mit anderen Worten:
nur die unmittelbaren Nachfolger von a werden von a mit einer Kante verbunden.

e Weglassen aller Orientierungen. Wegen der Antisymmetrie kann fiir a # b entweder
aRb oder bRa gelten aber nie beides zugleich. Zur Ubersicht zeichnet man bei aRb
(a # b) b oberhalb von @ und kann die Orientierung der Kante weglassen.

Oft wird eine Halbordnung auf einer endlichen Menge nur durch Angabe des Hassedia-
gramms definiert.

Beispiel 3.21 Sei A = P(M) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} die Po-
tenzmenge von M = {1,2,3} mit der Inklusion (C) als Relation (siehe Beispiel 3.20).
Dann hat das Hassediagramm dieser Halbordnung die folgende Gestalt:

2]inear order
B Hasse diagramm
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{1,2,3}

{1,2} {1, {2,3}

{1} {3}

3.4 Transitive Hiille einer Relation

Definition 3.22 Sei R C A x B eine Relation. Dann ist die inverse Relation R~! C
B x A durch

R'={(b,a) € B x A|aRb},
d.h. bR 'a <= aRb.
Definition 3.23 Seien R C A x B und S C B x C zwei Relationen. Dann ist die

Komposition'* Ro S eine Relation zwischen A und C (d.h. Ro S C A x C), so daf
a(Ro S)c genau dann gilt, wenn es ein b € B mit aRb und bSc gibt.

Ist R C A x A= A? eine binire Relation, so bezeichnet man R o R durch B2, RoRo R
durch R? usw. Aus Vollstindigkeitsgriinden definiert man auch R! := R und R® := A =
{(a,a)|a € A}.

Lemma 3.24 Sei R C A x A eine bindre Relation. Dann gelten die folgenden Charakte-
TISIETUNGEN:

e R ist genau dann refleriv, wenn R° C R.
o R ist genau dann symmetrisch, wenn R~ = R.
o R ist genau dann transitiv, wenn R* C R.
Definition 3.25 Seien A = {ai,as,...,an} und B = {b1,bs, ..., by} zwei endliche Men-

gen und R C A X B eine Relation zwischen A und B. Die Matrix Mg der Relation R
ist eine m X n—-Matriz (M) 1<i<m,1<j<n Mit

o 1 fur ainj,
mm o 0 fU’f‘ ainj,

d.h. das Element m;; im Schnittpunkt der i—ten Zeile und der j—ten Spalte ist genau dann
1, wenn a; mit b; in Relation stehen.
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— O| H
—= OO
e

Im folgenden wird untersucht, wie man mit Hilfe der Matrix Mg einer Relation R rechnen
kann. Entscheidend dafiir wird der Gebrauch der binidre Operation B sein, die durch die
oben angegebene Operationstafel definiert ist. Die Operation B unterscheidet sich von
der gewohnlichen Addition +, dadurch, dal Resultate, die positiv sind, durch 1 ersetzt
werden.

Definition 3.26 Seien M = (mij)lsiSm,lstn und M = (m'lij)lfifmylfjfn 2wet m X n—
Matrizen mit Eintragungen m;;, m;; € {0,1}. Dann bezeichnet M 8 M' = (m;; Bmj;) und
MM = (mZ] . m;j)

Ist weiters P = (pji)i<j<ni<i<k €ine n X k-=Matriz mit Eintragungen p; € {0,1}. Dann
bezeichne M o P = (qu)1<i<m<i<k jene Matriz, die durch

Qi1 = MuPp1y B Myiopoy B - - - B My Py

gegeben ist.

Satz 3.27 Seien R C A x B, R C Ax B, S C B x C Relation. Dann gilt fiir die
entsprechenden Matrizen:

L] MRflz(MR)T.
[ ] MRUR’:MRBHMR-
L4 MRQR/:MRDMRI.

® Mpos = Mo Ms.
Mit Hilfe dieser Eigenschaften 148t sich auch Lemma 3.24 fiir Matrizen umformulieren.

Satz 3.28 Sei R C A x A eine bindre Relation mit Matriz Mgr = (mij)1<ij<|a. Dann
gelten die folgenden Charakterisierungen.:

e R ist genau dann reflexiv, wenn my; =1 fir 1 <i < |A|.
e R ist genau dann symmetrisch, wenn Mg symmetrisch ist.

e R ist genau dann transitiv, wenn alle Elemente von Mg o Mg kleiner oder gleich
den entsprechenden Elementen von Mg sind.

M composition
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Beispiel 3.29 Sei A = {1,2}, B = {1,2,3} und C = {1, 2}. Weiters seien die Relationen
RCAx Bund S C B x C durch die Matrizen

00
MR: 0 11 , MS: 01
100 11

gegeben. Aus den entsprechenden Pfeildiagrammen

Die dazugehorige Matrix ist

11
MROS:<0 0);

die sich auch mit Hilfe des letzten Punktes von Satz 3.27 berechnen 148t:
011 8 (1) _ (0m0m1l 0m1m1
100)° ~ \omomo 0m0OmO

1 1
(11
o 0 0 /"
Definition 3.30 Die transitive Hiille!® oder Erreichbarkeitsrelation RT einer

bindren Relation R st durch o

R+ — U Rk
k=1

L5transitive closure
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gegeben, d.h. aR™b genau dann, wenn es ein'k > 1 und ¢y, ¢o,...,cp_1 € A gibt, die aRe;,
c1Reo, ..., cp_oRcp_1 und c,_1Rb erfiillen.

Entsprechend wird
R = URk:R+URO
k=0

als reflexiv-transitive Hiille von R bezeichnet.

Es ist unmittelbar klar, da R* die kleinste transitive Relation ist, die R enthilt. Ent-
sprechend ist R* die kleinste reflexive und transitive Relation, die R enthélt.

Satz 3.31 Es sei A eine endliche Menge und R C A x A eine bindre Relation auf A.

Dann gilt
|Al-1

R*= |J R~
k=1

Satz 3.31 eroffnet eine Moglichkeit, die transitive Hiille RT einer Relation R mit Hilfe der
Matrix Mp effektiv zu berechnen. Offensichtlich gilt

Mg+ = MpBMiB... 8 Mg !,

wobei m = | A| bezeichnet. Man iiberlegt sich sofort, dal man dafiir im allgemeinen O(m?*)
Rechenschritte bendtigt.

3.5 Warshall-Algorithmus

Die Berechnung der transitiven Hiille R* einer Relation R mit Hilfe von Matrizen ist mit
ihren O(m*) Rechensschritten sehr aufwendig. Der folgende Algorithmus von Warshall
erreicht eine signifikante Verbessung, er bendtigt (wie man sofort erkennt) nur O(m?)
Schritte.

Warshall-Algorithmus zur Bestimmung von R*

1. Input: Es sei Mg = (my;)i<ij<m die Matrix einer bindren Relation R auf A =
{al, ag, ..., am}.

2. Algorithmus:

fori:=1tomdo
for j:=1tomdo
if mj; = 1 then
for k:=1tomdo
if m;, = 1 then



30 KAPITEL 3. RELATIONEN

mjg = 1;
end;
end;
end;
end;
end;

3. Output: Die resultierende Matrix (m;;)1<i j<m ist nun die Matrix Mg+ der transi-
tiven Hiille von R.

In diesem Algorithmus werden also alle Elemente ay, as, ..., a, durchlaufen. Im ersten
Schritt betrachtet man a; und sucht nun a; und ay, fiir die a;Ra; und a, Ra; gilt. Hat
man solche gefunden, so erweitert man die Relation um das Paar (a;, ax), das ja sicherlich
in R* enthalten sein mufl. Dies geschieht, indem man myj, := 1 setzt.

Wichtig ist, daf8 sich die Matrix (m;)1<ij<m in diesem Algorithmus dynamisch &ndert.
Wurde im ersten Durchlauf der ersten Schleife (i = 1) ein Eintrag myg, auf 1 gesetzt,
so ist dieser im zweiten Durchlauf der ersten Schleife (i = 2) schon verfiighbar, und es
werden moglicherweise im zweiten Durchlauf mehr Eintrige auf 1 gesetzt als wenn nur
die urspriingliche Matrix Mg zur Verfiigung stiinde.

Ist also a,b € A mit aR"b und a Rb, so gibt es eine natiirliche Zahl ¥ < m — 2 und
Elemente c;, ¢, ..., € Amit aRcq, caRes, .. ., cg_1Rc, und ¢, Rb, sodaf a, ¢1, ¢, ..., cL, b
voneinaner verschieden sind. Ist nun etwa ¢; = a, fiir ein ¢; in dieser Kette, so nimmt der
Warshall-Algorithmus im ersten Durchlauf der ersten Schleife das Paar (¢;_1,c¢;41) in die
Relation auf, d.h. der Weg von a nach b ist in der vergroferten Relation kiirzer geworden,
¢; = a; wird sozusagen iiberbriickt. Bei den weiteren Durchldufen der ersten Schleife wird
der Weg von a nach b jeweils dann verkiirzt, wenn a; einem der verbleibenden c; gleich
ist. Da alle ¢; voneinander verschieden sind, wird schliellich a mit b verbunden. Daher
berechnet der Warshall-Algorithmus tatsdchlich Mp+.
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Funktionen

4.1 Injektive, surjektive und bijektiver Funktionen

Definition 4.1 Seien A, B zwei nichtleere Mengen.

Eine partielle Funktion® f : A — B ist eine Relation Ry C A x B mit der Eigenschaft,
dafl zu jedem a € A hochstens ein b € B mit aRsb existiert. In diesem Fall schreibt man
auch b= f(a).

A B
f

Eine Funktion? oder Abbildung® f : A — B ist eine Relation Ry C A x B mit der
FEigenschaft, daff zu jedem a € A genau ein b € B mit aRsb existiert. Auch hier schreibt
man b = f(a).
A f B
——

Ipartial function
2function
3mapping

31
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Man kann eine Funktion f : A — B auch als Zuordnung oder als Automat interpretieren.
Einem a € A wird ein (und nur ein) b = f(a) € B zugeordnet bzw. bei Vorgabe von ¢ € A
wird wird ein b = f(a) € B ausgegeben.

Definition 4.2 Fine Funktion f : A — B heifit injektiv* oder Injektion, wenn es zu
jedem b € B hochstens ein a € A mit b= f(a) gibt.

A
f B

IS

IS

FEine Funktion f : A — B heifit surjektiv® oder Surjektion, wenn es zu jedem b € B
mindestens ein a € A mit b= f(a) gibt.

A B

Eine Funktion f : A — B heifit bijektiv® oder Bijektion, wenn es zu jedem b € B genau
ein a € A mit b= f(a) gibt.

A B
f

—

Satz 4.3 Fine Funktion f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn sie injektiv und sur-
jektiv ist.

Satz 4.4 Haben zwei endliche Mengen A, B gleich viele Elemente, d.h. |A| = |B|, dann
ist eine injektive Funktion f : A — B auch surjektiv und damit bijektiv. Entsprechend ist
eine surjektive Funktion f : A — B auch injektiv und ebenfalls bijektiv.

4injective
Ssurjective
Sbijective
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Definition 4.5 Sind f : A — B und g : B — C Funktionen, so wird die Zusammen-
setzung go f : A — C durch (go f)(a) = g(f(a)) definiert. go f ist dann wieder eine
Funktion.

Man beachte, daf go f der Relation Ro R, entspricht, wobei R; und R, die entsprechenden
Relationen von f und g bezeichnen.

Satz 4.6 Sind die Funktionen f : A — B und g : B — C beide injektiv (bzw. surjektiv
bzw. bijektiv), so ist auch go f: A — C injektiv (bzw. surjektiv bzw. bijektiv).

Definition 4.7 Eine Funktion f~' : B — A heifit die zu der Funktion f : A — B
inverse Funktion’, wenn f 1o f =ids und fo f~! =idg sind.

Dabei bezeichnet id4 die identische Funktion auf einer Menge A, d.h. ida(a) = a fir
alle a € A.

Satz 4.8 Eine Funktion f : A — B besitzt genau dann eine inverse Funktion f~': B —
A, wenn f bijektiv ist. Die inverse Funktion f~' ist dann auch bijektiv.

4.2 Permutationen

Definition 4.9 FEine bijektive Abbildung m: A — A auf einer Menge A heifst Permuta-
tion® auf A.

Die Menge aller Permutationen S(A) auf einer Menge A heifft auch symmetrische
Gruppe ? auf A, da die Permuationen mit der Zusammensetzung o ein Gruppe bilden
(siehe Abschnitt 6.1). to = o o bezeichnet man als das Produkt der Permutationen
7 und o, d.h. zuerst wird © ausgefiiht und danach o. Weiters bezeichnet 7' die zu 7
inverse Permutation.

Ist A = {ay,a9,...,a,} endlich, so identifziert man die Elemente ay,as,...,a, mit den
Zahlen 1,2, ..., n und schreibt fir S(A) auch S,,.

Satz 4.10 FEs gibt genau n! verschieden Permutationen auf den Zahlen {1,2,...,n}, d.h.
IS, = nl.

Permutationen auf endlichen Mengen besitzen verschiedene Darstellungsarten:

1. Zweizeilige Darstellung: 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} wird durch

W_( 1 2 3 - n-1 n)
S\ 7(1) 7(2) 7@B) -+ w(n—-1) w(n)

Tinverse function
8 permuation
9symmetric group
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dargestellt, z.B.
(1 2 3 45
T 3541 2)
Man kann daher eine Permutation auch als Umordnung interpretieren.

Die inverse Permutation 7! erhilt man am einfachsten dadurch, dafi man die beiden
Zeilen (in der zweizeiligen Darstellung von 7) vertauscht und dann spaltenweise

ordnet:
. (35412\ (12345
T =\12345)] \4a5132)"
(1 4 5
4 1 3
in einfacher Weise bestimmt werden:
(12345 12345\ (12345
TO=13541 2 42513) \s53142)

z.B. ist 7(1) = 3 und o(3) = 5, also 7o (1) = 5.

2 . . .
Ist o 9 g eine weiter Permutation, so kann auch das Produkt 7o

. Graphische Darstellung: Die Zahlen {1,2,...,n} werden als Punkte (Knoten)

dargestellt, und ist j = (i), so verlduft ein Kante von i nach j. (Es gibt daher
genau n Kanten.)

3 2
L ]

Man beachte, dal von jedem Punkt genau eine Kante wegfiihrt und zu jedem Punkt
genau eine Kante hinfiihrt. Der Graph mufl daher in Zyklen'? zerfallen. Im obigen
Beispiel sind dies die Zyklen 1,7(1) = 3,7(3) = 4,7(3) =1 und 2,7(2) = 5,7(5) =
2. Die Graphen von Permutationen haben daher ein sehr einfache Struktur. Sie
bilden eine eine Menge von Zyklen, wobei natiirlich auch Schlingen!! auftreten
kénnen, und zwar genau dann, wenn ein j € {1,2,...,n} auf sich selbst abgebildet
wird, d.h. 7(j) = j. Solche Punkte heifien auch Fixpunkte'2.

. Zyklendarstellung: Da jede Permuation # € S, in eine Menge von Zyklen

zerfillt geniigt es, einfach diese anzugeben. Ist etwa 1,7 (1), 7 (7 (1)), (7w (7w (1))) =
m3(1), ..., 77 1(1), 7F(1) = 1 der erste Zyklus, so stellt man diesen durch

(1w(1) 7*(1) -~ 7*7H(1))

Weycle
Hloop
2fixed point
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dar. Im obigen Beispiel gibt es also die Zyklen (134) und (25). Schreibt man nun
alle Zyklen von 7 hintereinader an, so erhilt man die Zyklendarstellung von 7, z.B.

m = (134) (25).

Schreibt man die Zyklen in einer anderen Reihenfolge an, bzw. vertauscht man inner-
halb eines Zyklus die Elemente zyklisch, so erhéilt man auch eine Zyklendarstellung
dieser Permutation, z.B.

m=(52)(341),
die Menge der Zyklen wird dadurch ja nicht verdndert.

Indem man in jedem Zyklus mit dem kleinsten Element (Zyklenfihrer) beginnt
und die Anordnung der Zyklen so wihlt, dafl die Zyklenfiihrer absteigend sortiert
sind, kann man in dieser Zyklendarstellung sogar die Klammern weglassen, und die
Permutation 148t sich trotzdem eindeutig rekonstruieren.

Sei m = 0b1b;---b, diese Darstellung. Ist by, das erste Element < by, so ist
(b1by - - - by) der erste Zyklus von 7. Ist weiters b,,,; das erste Element < by,
S0 it (bx41bk+42 - - - b)) der zweite Zyklus von 7, usw. Im obigen Beispiel ist

m=25134

diese klammernlose Zyklendarstellung. Offensichtlich ist (25) der erste Zyklus, da
in jedem Zyklus das kleinste Element an erster Stelle steht. Der zweite Zyklus ist
dann (134).

Schlingen 7(j) = j konnen in der Zyklendarstellung durch (j) angeschrieben wer-
den (womit alle Zahlen 1,2,...,n genau einmal aufgenommen werden) oder ein-
fach weggelassen werden, d.h. die Permutation ¢ = (14) (2) (35) kann auch durch
o = (14) (35) dargestellt werden.

Definition 4.11 FEine Permutation m € S, heifit Transposition'®, wenn die Zyklen-
darstellung (in der Fizpunkte nicht aufgenommen werden) nur aus einem Zweierzyklus
besteht. Ist j # k, so bezeichnet man die Transposition (j k) durch mjj.

Bei einer Transposition 7, werden also nur die Zahlen j und & vertauscht.

Satz 4.12 FEin Zyklus (biby---by) € S,, der Linge k kann als Produkt von k — 1 Trans-
positionen

(biby - - - by) = (biba) (b1b3) - -+ (buby)
dargestellt werden.

Daher ist auch jede Permutation m € S, als Produkt von Transpositionen darstellbar.

Btransposition
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Definition 4.13 7 € S,, heifit gerade Permutation'*, wenn sie als Produkt einer ge-
raden Anzahl von Transposition darstellbar ist. Man schreibt dafir auch sgn(r) = 1. Die
Menge A,, aller geraden Permutation m € S,, wird als alternierende Gruppe bezeichnet.

Entsprechend heifit m € S,, heifit ungerade Permutation®®, wenn sie als Produkt einer

ungeraden Anzahl von Transposition darstellbar ist. In diesem Fall schreibt man sgn(m) =
—1.

Beipielsweise sind Zyklen gerader Linge ungerade und Zyklen ungerader Linge gerade.

Satz 4.14 Das Produkt zweier gerader Permutation ist gerade. Ebenso ist das Produkt
zweter ungerader Permutationen gerade. Andererseits ist das Produkt einer geraden mit
einer ungeraden Permutation ungerade. In jedem Fall gilt daher

sgn(m - o) = sgn(m) - sgn(o).

Die Funktion sgn ist daher ein Gruppenhomomorphismus (siehe Abschnitt 6.1) von S,
nach {—1,1} und A, ist der Kern von sgn.

Satz 4.15 Fliir n > 2 gibt es genauso viele gerade wie ungerade Permutationen in S,
d.h. |A,| =n!/2.

4.3 Abzihlbare Mengen

Definition 4.16 Zwei Mengen A, B heiffen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Ab-
bildung f : A — B gibt. Man schreibt dafiir auch |A| = |B| und bezeichnet |A| als die
Kardinalitéit'® von A.

Bei endlichen Mengen bedeutet, dal A und B gleichméchtig sind, da8 sie dieselbe Anzahl
von Elementen haben. Deshalb wird |A| mit dieser Anzahl gleichgesetzt. Fiir unendliche
Mengen A kann |A| als unendlich grofie Anzahl (Kardinalzahl'?) interpretiert werden.

Definition 4.17 Eine Menge A heifit abzahlbar'®, wenn sie gleichmdchtig zu den
natirlichen Zahlen N ist.

Die Kardinalitit einer abzdhlbaren Menge wird mit Ry bezeichnet. (X — sprich “aleph” —
ist ein hebrdischer Buchstabe.)

Meven permuation
150dd permuation
16 cardinality

17 cardinal
8countable
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Fiir abzidhlbare Mengen A gibt es daher eine (bijektive) Funktion f : N — A, mit anderen
Worten, man kann die Elemente von A duch

a1 = f(1),a2 = f(2),a3 = f(3),...

tatséchlich abzdhlen. Jedes Element aus A wird in dieser Liste genau einmal aufgenommen.

Manchmal werden endliche Mengen auch als abzéhlbar bezeichnet. In diesem Fall bezeich-
net man unendlichen Mengen, die abzihlbar sind, auch als abzidhlbar unendlich.

Satz 4.18 Jede unendliche Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist abzdihlbar.
Satz 4.19 Die Mengen Z,Q sind abzdihlbar.

Definition 4.20 Fine unendlichen Menge B, die nicht abzdihlbar ist, heifst iiberabzéhl-
bar'®, d.h. jede injektive Funktion f : N — B ist nicht surjektiv.

Satz 4.21 (Georg Cantor) Die Menge der reellen Zahlen R ist tiberabzihlbar.

Georg Cantor ist, wie schon erwdhnt wurde, der Schopfer der Mengenlehre. Satz 4.21 ist einer seiner
bemerkenswertesten Sétze, so sagt er doch aus, dafl es eine Hierachie des Unendlichen gibt. Es 1483t sich
sogar mit ganz einfachen Mitteln zeigen, dafl es unendlich viele Unendlichkeitsstufen gibt.

Satz 4.22 Sei A eine beliebige Menge. Dann sind A und deren Potenzmenge P(A) nicht gleichmdchtig.

Startet man beispielsweise mit den natiirlichen Zahlen N, so folgt aus Satz 4.22, dafl P(IN) (die Menge
aller Teilmengen von N) iiberabzahlbar ist. (Ubrigens sind P(N) und R gleichmiichtig.) Weiters ist
P(P(N)) michtiger als P(N) usw.

Yuncountable
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Graphen

5.1 Grundlegende Begriffe

Eine biniire Relation R auf einer Menge M kann (wie schon ausgefiihrt wurde) graphisch
dargestellt werden, indem zwischen zwei Punkten a,b € M ein verbindender Pfeil ge-
zeichnet wird, wenn a in Relation R zu b steht, d.h. aRb. Die dabei entstehenden Graphen
kénnen auch als selbstédndige (mathematische) Objekte betrachtet werden. Insbesondere
in den Anwendungen erweist sich die Sprache der Graphen als auflerordentlich niitzlich.

Definition 5.1 Ein Graph' G = (V, E) besteht aus einer Knotenmenge* V =V (G) und
einer Kantenmenge® E = E(G). Dabei ist eine Kante e € E(G) entweder gerichtet, d.h.
ein geordnetes Paar e = (vy,vy) von zwei Knoten vy,vy € V(G), oder ungerichtet, d.h.
ein ungeordnetes Paar e = (v1,vs) von zwei Knoten vi,vy € V(QG). Im gerichtete Fall
heifst v; Anfangsknoten und vy Endknoten von e.

Sind alle Kanten e € E(G) gerichtet, so spricht man von einem gerichteten Graphen?,
sind hingegen alle Kanten e € E(G) ungerichtet, so heifit G ungerichteter Graph.

In der obigen Definition sind auch Kanten der Form (v,v) (bzw. (v,v)) zugelassen. So
eine Kante heifit auch Schlinge®.

Sind zwei Knoten v, w eines Graphen durch eine Kante verbunden, so heiflen v und w
auch adjazent®. Weiters inzidieren die Knoten v, w mit einer Kante, die sie verbindet.

Die Anzahl der Knoten eines Graphen G wird auch mit ag(G) = |[V(G)| und die Anzahl
der Kanten mit oy (G) = |E(G)| bezeichnet.

Lgraph
2yvertex set
3edge set
4digraph
5loop
6adjacent
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Es ist auch moglich, Graphen mit Mehrfachkanten zu betrachten. Hier kann man aber Kanten nicht
mehr mit Paaren von Knoten identifieren. Einer allgemeinen Kante e werden zwei Knoten vy, vs zuge-
ordnet, die als Anfangs- bzw. Endknoten interpretiert werden konnen. Zwei verschiedene Kanten kdonnen
daher (in diesem Rahmen) durchaus dieselben Anfangs- und Endknoten besitzen.

Definition 5.2 Ein gerichteter oder ungerichteter Graph G = (V, E) heifit schlicht’
oder einfach, wenn G keine Schlingen (und keine Mehrfachkanten) enthdlt.

Definition 5.3 In einem ungerichteten schlichten Graphen G heiffen die zu v € V(Q)
adjazenten Knoten

F(w)={weV(Q)|(v,w) € E(G)}
Nachbarn® von v.

Die Anzahl
d(v) = [I'(v)| = {w € V(G) | (v,w) € E(G)}|

der Nachbarn von v € V(Q) ist der Knotengrad® von v € V(Q)

In einem gerichteten Graphen G heiflen die Elemente von
I't(w) ={we V(G| {v,w) € E(G)}
Nachfolger!'? des Knoten v € V(G) und
I'"(v) ={w e V(Q) |{w,v) € E(G)}

Vorgiinger!'! von v € V(Q). T'(v) =T+ (v) UL~ (v) bilden die Nachbarn von v € V(Q).

Die Anzahl
d*(v) = T (v)| = {w € V(G) | {v,w) € E(G)}.

der Nachfolger von v € V(Q) ist der Weggrad'? von v € V(G).

Die Anzahl
d”(v) = {w € V(G) [{w,v) € E(G)}].

der Vorginger von v € V(QG) ist der Hingrad'® von v € V(G)
Man beachte, dafl bei gerichteten Graphen in dieser Definition Schlingen zugelassen sind.

Liele man auch im ungerichteten Fall Schlingen zu, so miifiten diese bei der Gradberech-
nung doppelt gezdhlt werden.

“simple graph
8neighbor
Ivertex degree
Osuccessor
U predecessor
2outdegree
Bindegree
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Satz 5.4 In einem ungerichteten schlichten Graphen G gilt

> d(v) =2|E(G)|.

veV(Q)

In einem gerichteten Graphen G gilt hingegen

> dTw)= > d (v)=|E(G)

veV(G) veV(G)

Definition 5.5 Ein Graph G' = (V', E') heifit Teilgraph'* eines Graphen G = (V,E)
wenn V' CV und E' C E gelten.

Definition 5.6 FEine Folge von Kanten ey, es, ..., e, € E(G) eines ungerichteten Gra-
phen G heifit Kantenfolge'®, wenn es Knoten v,v1,vy,...,v_1,w € V(G) mit

€1 = (U;UI);€2 = (111,112), ceey Ep—1 = (Ulc—Zavk—l)aek = (Uk—l,w)

gibt, d.h. man kann die Kanten eq,es, ... e, “ohne Absetzen” durchlaufen. Man sagt
auch daf$ die Kantenfolge e; (1 < j < k) die Knoten v und w verbindet. Die Anzahl k
der Kantenfolge ist die Lange der Kantenfolge. Fine Kantenfolge der Linge 0 besteht aus
keiner Kante und wird als leere Kantenfolge bezeichnet. Sie verbindet jeden Knoten mit
sich selbst.

FEine Folge von Kanten ey, es, ..., e, € E(G) eines gerichteten Graphen G heiffit Kan-
tenfolge, wenn fir je zwei aufeinanderfolgende Kanten ej,ej1 (1 < j < k) der End-
knoten von e; mit dem Anfangsknoten von eji1 dibereinstimmt, d.h. es gibt Knoten
V,01,V2, ..., V01, W Mit

er = (v, v1),e2 = (V1,0a), ..., €51 = (Vk—2, Vk—1), €k = (Vg—1, W).

Wiederum spricht man von einer Kantenfolge, die die Knoten v und w (gerichtet) ver-
bindet, v ist der Anfangsknoten und w der Endknoten. Ebenso ist k die Linge der Kan-
tenfolge.

Fine Kantenfolge ey, es, ..., e, € E(G) in einem Graphen G heifit Kantenzug, wenn alle
Kanten e; (1 < j < k) voneinander verschieden sind.

Eine Kantenfolge ey, eo,...,ex € E(G) in einem Graphen G heifst Weg'®, wenn alle
Knoten, die mit den Kanten e; (1 < j < k) inzidieren, voneinander verschieden sind.

Verbindet eine Kantenfolge (resp. ein Kantenzug resp. ein Weg) die Knoten v und w, so
bezeichnet man dies auch durch KF (v, w) (resp. durch KZ(v,w) resp. durch W (v,w)).

Fine Kantenfolge, die einen Knoten v € V(G) mit sich selbst verbindet, heifst geschlos-
sen'’.

Msubgraph
Bpath
8simple path
17closed path
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Eine geschlossene Kantenfolge K (v,v) in einem ungerichteten Graphen heifit Kreis'®,

wenn alle Knoten dieser Kantenfolge mit Ausnahme von v voneinander verschieden sind
und keine Kante mehrfach vorkommd.

Eine geschlossene Kantenfolge K (v,v) in einem gerichteten Graphen heifit Zyklus'?,
wenn alle Knoten dieser Kantenfolge mit Ausnahme von v voneinander verschieden sind.

Satz 5.7 Werden in einem Graphen G zwei Knoten v,w durch eine Kantenfolge verbunden, so gibt es
auch einen Weg, der v mit w verbindet.

Gibt es in einem Graphen G eine geschlossene Kantenfolge positiver Linge, so gibt es auch einen Kreis
(resp. Zyklus) positiver Linge.

Definition 5.8 Zwei Graphen Gy, Gs heifien isomorph?’, wenn es eine bijektive Abbil-
dung

¢ : V(Gl) — V(Gg)

gibt, so daf eine Kante (v,w) (bzw. (v,w)) genau dann in E(G,) enthalten ist, wenn die
Kante (¢(v), p(w)) (bzw. {¢(v), p(w))) in E(G3) enthalten ist.

5.2 Adjazenz- und Inzidenzmatrix

Definition 5.9 Sei G ein Graph mit Knotenmenge V(G) = {v1, v, ...,v,} Die Adja-
zenzmatrix?' A(G) = (aij)1<ij<n ist durch

0 — 1 fir (vi,v5) € E(G) bzw. (v;,v;) € E(G),
Y1 0 sonst

gegeben, d.h. A(G) ist die Matriz My der zu G gehdrigen Relation R.

Man beachte, dafl die Adjazenzmatix eines ungerichteten Graphen immer symmetrisch
ist.

Schlingen duflern sich in der Adjazenzmatrix durch Eintrége 1 in der Diagonale. Schlichte
Graphen haben daher eine symmetrische Adjazenzmatrix mit verschwindender Diagonale.

Es ist auch sinnvoll, Graphen mit Mehrfachkanten eine Adjazenzmatrix zuzuorden, wo
a;; die Anzahl der Kanten von v; nach v; bezeichnet.

Mit Hilfe der Adjazenzmatrix A(G) eines Graphen lassen sich direkt die Knotengrade
ablesen.

Bcircle, simple closed path
Weycleh

20isomorphic

21 adjacency matrix
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Satz 5.10 Sei A(G) = (aij)1<i j<n die Adjazenzmatriz eines Graphen G mit Knotenmen-
ge V(G) = {v1,ve,...,v,}. Ist G ungerichtet und schlicht, so gilt

n n
d(’UZ) = Z Q5 = Z Q-
j=1 j=1
Ist G gerichtet, so gilt entsprechend

d+(Ui) = Z Qg5 und di(’l}i) = Z Q-
7j=1

=1

In einem Graphen G heifit ein Knoten w von einem Knoten v aus erreichbar, wenn es
eine Kantenfolge gibt, die v mit w verbindet. Die Erreichbarkeitsrelation ist ja nichts
anderes als die reflexiv-transitive Hiille R* der zu G gehorigen Relation R. A(G) ist die
Matrix Mg dieser Relation R. Die Erreichbarkeitsrelation kann daher (z.B. mit Hilfe des
Warshallalgorithmus) effektiv berechnet werden.

Mit Hilfe des folgenden Satzes lassen sich sogar quantitative Resultate erzielen.

Satz 5.11 Sei A(G) = (asj)1<ij<n die Adjazenzmatriz eines Graphen G mit Knotenmen-

ge V(G) = {vy,vq,...,v,}. Dann ist der Fintrag aEI;] der k—ten Potenz der Adjazenzmatriz

AG)* = (al) 1< j<n

die Anzahl der Kantenfolgen der Linge k von v; nach v;.

Definition 5.12 Sei G ein Graph mit Knotenmenge V(G) = {v1,ve,...,v,} und Kan-
tenmenge E(G) = {e1,ea,...,en}.

Die Inzidenzmatrix B(G) = (bij)1<i<ni<j<m €ines ungerichteten schlichten Graphen G
ist durch

b — 1 wenn v; mit e; inzidiert,
W 0 sonst

gegeben.
Die Inzidenzmatrix B(G) = (b;j)1<i<ni<j<m €ines gerichteten Graphen G ist durch
+1 wenn v; Anfangsknoten von e; ist,
bij =< —1 wenn v; Endknoten von e; ist,

0 sonst

gegeben.
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5.3 Azyklische Graphen

Definition 5.13 FEin gerichteter Graph G = (V,E) heifit azyklisch?®> wenn er keine
Zyklen (positiver Linge) enthilt.

Der folgende Markierungsalgorithmus entscheidet, ob ein Graph azyklisch ist oder
nicht.

1. (a) Bestimme alle Knoten v mit Weggrad d*(v) = 0 und markiere diese mit .
(b) Wurde in 1.(a) kein solcher Knoten gefunden, so ist G nicht azyklisch —
ENDE.
2. (a) Sind bereits alle Knoten von G mit @ markiert, so ist G azyklisch — ENDE.
(b) Suche (unmarkierte) Knoten, von denen nur Kanten zu schon markierten
fiihren und markiere diese mit &.
3. (a) Wurde in 2.(b) mindestens ein Knoten markiert, so wiederhole 2.

(b) Wurde in 2.(b) kein Knoten markiert, so ist G nicht azyklisch — ENDE.

Beispiel 5.14 Wendet man den Markierungsalgorithmus auf das Beispiel
5

an, so durchlduft man folgende Schritte und markiert die angegeben Punkte:

oo oe
R I S N
(@] (@]
{ 4
S¥ S

1
@

NN DNDNDWNDN = =
AAAAA/Q?/-\/-\/-\/-\

oo o o

3.(b) G ist nicht azyklisch

22¢yclefree graph
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Dem Markierungsalgorithmus liegt der folgende Satz zugrunde.

Satz 5.15 Jeder azyklische Graph G besitzt einen Knotenv € V(G) mit Weggrad d* (v) =
0 (und entsprechend auch einen Knoten w € V(G) mit Hingrad d~(w) =0).

Dieser Satz begriindet zunéchst einmal den Schritt 1.(b).

Weiters beachte man, dafi die Knoten, die im Schritt 1.(a) (mit @) markiert werden,
sicherlich nicht in einem Zyklus liegen konnen, d.h. streicht man alle in diesem Schritt
markierten Knoten und alle zu ihnen hinfiihrenden Kanten, so entsteht ein kleinerer Graph
G’', der genau dann azyklisch ist, wenn G azyklisch ist.

Im Schritt 2.(b) werden alle Knoten markiert, von denen nur Kanten zu bereits markierten
fiihren. In G’ sind dies aber genau jene Knoten v’ € V(G'), die in G’ Weggrad d, (v') = 0
haben, d.h. 2.(b) ist nichts anderes als 1.(a) angewandt auf G’. Das sukzessive Markieren
stellt daher ein Abarbeiten jener Knoten dar, die sicherlich in keinem Zyklus von G liegen.

Schliefllich trifft einer der beiden folgenden Fille zu:

A. Es konnen alle Knoten markiert werden (Fall 2.(a)), d.h. kein Knoten von G liegt
in einem Zyklus, der Graph G ist daher azyklisch.

B. Es konnen nicht alle Knoten markiert werden (Fall 3.(b)), d.h. nach dem Entfernen
von gewissen Knoten (die in keinem Zyklus von G liegen konnen) bleibt ein Graph
G" iiber, der keine Knoten v” € V(G") mit Weggrad df.(v") = 0 besitzt. Nach
Satz 5.15 ist G"” und damit auch G nicht azyklisch.

5.4 Zusammenhang von Graphen

5.4.1 Ungerichtete Graphen

Definition 5.16 Ein ungerichteter Graph G heifit zusammenhiingend?®, wenn es zwi-
schen je zwei Knoten v,w € V(G) einen Weg W (v, w) gibt.

Die mazimalen zusammenhdingenden Teilgraphen eines ungerichteten Graphen G heifien
(Zusammenhangs-) Komponenten® von G.

Ein Graph G ist daher genau dann zusammenhingend, wenn er nur aus einer Zusammen-
hangskomponente besteht.

Beispiel 5.17 Die Zusammenhangskomponenten des folgenden Graphen
sind K; ={1,2,5,8}, K, = {3} und K3 ={4,6,7,9,10}.

23
24

connected
component
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Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten Graphen bilden eine Partition der
Knotenmenge. Dieser Partition entspricht in natiirlicher Weise eine Aquivalenzrelation R*
(sieche Abschnitt 3.3), es gilt vR*w genau dann, wenn es einen Weg W (v, w) gibt. Diese
Relation ist daher nichts anderes als die reflexiv-transitive Hiille jener (symmetrischen)
Relation R, die dem (ungerichteten) Graphen G entspricht.

Die reflexiv-transitive Hiille kann in einfacher Weise (etwa mit dem Warshallalgorithmus)
algorithmisch bestimmt werden. Die Komponenten von G' kénnen dann sofort aus der
Matrix Mg~ = (mj;)1<i j<n abgelesen werden, so ist etwa

K;={v; e V(G)|m;, =1}

ij

jene Knotenmenge jener Komponente von G, die v; enthélt.

5.4.2 Gerichtete Graphen

Definition 5.18 Ein gerichteter Graph G heifit stark zusammenhingend?®, wenn fiir
je zwei Knoten v, w € V(G) gerichtete Wege W1 (v, w) von v nach w und We(w,v) von w
nach v existieren.

Die mazimalen stark zusammenhdngenden Teilgraphen eines gerichteten Graphen G hei-
flen starke Zusammenhangskomponenten oder Komponenten des starken Zu-
sammenhangs von G.

Wieder bilden die Komponenten des starken Zusammenhangs eine Partition der Knoten-
menge. Zwei Knoten v,w € V(G) stehen in der dazugehorigen Aquivalenzrelation R**
in Relation, i.Z. vR**w, wenn es einen Weg W (v, w) und einen Weg W (w,v) gibt, d.h.
R* = R* N (R™1)*. Die Matrix Mg« = (M )i<ij<n = Mg+ 0 M}, kann daher etwa mit
dem Warshallalgorithmus ermittelt werden. Die Menge

K; ={vi e V(G) |mjj =1}

ist die Komponente des starken Zusammenhangs, die v; enthélt.

Pstrictly connected
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Definition 5.19 Der Schatten G" eines gerichteten Graphen G ist ein ungerichteter
Graph mit der selben Knotenmenge wie G (V(G*) = V(G)) und (v,w) ist eine (un-
gerichtete) Kante von G', wenn (v,w) oder (w,v) in E(G) enthalten sind, d.h. gerichtete
Kanten werden einfach durch ungerichtete ersetzt.

Ein gerichteter Graph G heifit schwach zusammenhingend?®, wenn der Schatten G*
zusammenhdngend ist. Entsprechend sind die schwachen Zusammenhangskompo-
nenten die Komponenten von G*.

Die Komponenten des schwachen Zusammenhangs konnen daher wie im ungerichteten
Fall bestimmt werden.

Definition 5.20 Sei G ein gerichteter Graph, und bezeichnen K1, Ko, . .., K, die Kompo-
nenten des starken Zusammenhangs. Die Reduktion?” G = (V(GR), E(GR)) ist jener
(gerichtete) Graph mit Knotenmenge

V(GR) = {Kl, KQ, ey Kr}a

wobei eine (gerichtete) Kante (K;, K;) (i # j) genau dann in E(Gr) enthalten ist, wenn
es Knoten v € K; und w € K; mit (v,w) € E(G) gibt.

Satz 5.21 Die Reduktion Gg eines gerichteten Graphen G ist ein azyklischer Graph.

Definition 5.22 Fine Knotenbasis B eines gerichteten Graphen G ist eine Teilmenge
B C V(G) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem Knoten v € V(G) gibt es einen Knoten b € B und einen Weg W (b, v).

2. B ist minimal beziglich der Figenschaft 1., d.h. jede echte Teilmenge B' C B (mit
B' # B) erfiillt 1. nicht.

Fiir azyklische Graphen 148t sich eine (die) Knotenbasis sehr einfach ermitteln.

Satz 5.23 B = {v € V(GQ)|d (v) = 0} ist die einzige Knotenbasis eines azyklischen
Graphen G.

Man beachte, dafl wegen Satz 5.15 die so definierte Menge B in einem azyklischen Graphen
nichtleer ist.

26 weakly connected
2Treduction
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Satz 5.24 Sei G ein gerichteter Graph, und bezeichnen K1, K, . .., K; jene Komponenten
des starken Zusammenhangs von G mit Hingrad

dg (K;))=0 (1<j<),

d.h. B = {K1, K>, ..., K;} bilden die Knotenbasis von Gg. Ist v; € K1,v9 € Ky, ... v, €
K, eine beliebige Auswahl von Knoten aus diesen Komponenten, so ist

B = {v,vy,...,u}

eine Knotenbasis von G. Weiters erhdlt man auf diese Art und Weise alle Knotenbasen
von G.

Korollar 5.25 Alle Knotenbasen eines gerichteten Graphen haben dieselbe Anzahl von
Elementen.

Beispiel 5.26 Im folgenden Graphen G sind die Komponenten des starken Zusammen-
hangs K; = {1,2,5}, Ky = {3,6,7} und K3 = {4}

o T
S

Die Reduktion G von G hat nun die Gestalt
ool 0"
K,

Br = {Ki, K3} ist die Knotenbasis von Gg. Damit sind B; = {1,4}, By = {2,4} und
B; = {5,4} alle Knotenbasen von G.

5.5 Baume und Walder

Definition 5.27 Ein schlichter Graph W, der keine Kreise enthilt, heifst Wald?.

Ein Wald T, der auch zusammenhéingend ist, heifft Baum?®.
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e

Die Zusammenhangskomponenten von einem Wald sind Biume.

Man beachte, daf§ in einem Baum T zu je zwei Knoten v, w genau einen Weg W (v, w) gibt.
(Da T zusammenhéngend ist, muf es es einen Weg W (v, w) geben. Gébe es aber einen
weiteren von W (v, w) verschiedenen Weg, W (v, w), so miifite es auch eine geschlossene
Kantenfolge positiver Linge und damit einen Kreis geben, was aber definitionsgemafl
ausgeschlossen ist.) Die Linge dieses Weges W (v, w) bezeichnet man als den Abstand?®’
dr(v,w).

Satz 5.28 Flir einen Baum T gilt
Oé()(T) = Oél(T) —+ 1.
Entsprechend gilt fiir einen Wald W mit k Komponenten

O!()(W) = CYl(W) + k.

Zeichnet man in einem Baum einen Knoten w € E(T) (Wurzel) ®' aus, so kann man sich
die Struktur eines Baumes sehr einfach verdeutlichen. Zeichnet man in einer graphischen
Darstellung die Nachbarn von w oberhalb von w und deren Nachbarn (mit der Ausnahme
w) wieder dariiber usw., so entsteht tatséchlich ein Bild, das einem Baum &hnelt.

NV

Man beachte, daf} hier tatsichlich von jedem Knoten in neue Knoten verzweigt wird, da
ein Baum definitionsgemé&f kreisfrei ist.

28forest
29tree
30distance
31root
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Definition 5.29 Fin Baum T, bei dem ein Knoten w (Wurzel) ausgezeichnet ist, heifst

Waurzelbaum 22,

Knoten v € V(T), v # w, eines Wurzelbaumes T mit Knotengrad d(v) = 1 heiflen
Endknoten, externe Knoten?® oder Blitter3!. Alle anderen Knoten v € V(T) heifien
interne Knoten 3°.

Ein ebener Wurzelbaum?® ist ein Wurzelbaum, bei dem die Links-Rechts-Reihenfolge
der Nachfolgedste der Wurzel wesentlich ist, z.B. sind werden die beiden Wurzelbdume

VRRY

als verschieden betrachtet, obwohl sie natirlich denselben Graphen reprisentieren.

Der Vorteil von Wurzelbdumen ist, daf sie eine rekursive Struktur haben. Ist w’ ein Nach-
bar von der Wurzel w, so bilden alle Knoten v € V(T'), deren Verbindungsweg W (v, w)
zu w iiber w' fiihrt, gemeinsam mit w’ einen kleineren Wurzelbaum usw.

Definition 5.30 FEin Bindrbaum?’ T ist ein ebener Wurzelbaum, bei dem jeder interne
Knoten v € V(T) mit Ausnahme der Wurzel w Knotengrad d(v) = 3 und die Wurzel
Knotengrad d(w) = 2 hat, d.h. jeder interne Knoten hat genau zwei Nachfolgeknoten.

iﬁ __— externer Knoten

6 ﬁ interner Knoten

Satz 5.31 Jeder Bindrbaum mit n internen Knoten hat genau n+1 externe Knoten, und
die Anzahl der verschiedenen Bindrbdumen mit n internen Knoten betrdgt

1 2n 1
~ 432 — 00).
n+1<n> " N3 (n = o)

32rooted tree
33external node
34]eaf
35internal node
36planar tree
37binary tree
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Biniirbdume werden wegen ihres einfachen rekursiven Aufbaus als Datenstrukturen3®

verwendet:

1. Bindrer Suchbaum:*° Es sollen n Daten Dy, D, ..., D, die mit n paarweise ver-
gleichbaren Schlisseln ki, ks, ..., k, versehen sind, in einem (noch aufzubauenden)
Bindrbaum gespeichert werden. Zunéchst wird D; als Wurzel verwendet. Nun neh-
me man an, die ersten j Daten D, Ds, ..., D; seien schon eingetragen, dann wird
der Platz fiir D, so bestimmt, dafl man bei der Wurzel D, beginnend die Schliissel
miteinander vergleicht. Ist etwa k;11 < ki so geht man (im Bindrbaum) nach links
weiter, und ist £;.; > ki so geht man nach recht weiter. Erreicht man jetzt einen
weiteren Knoten D;, so vergleicht man die Schliissel £;; und k; in derselben Art
und Weise und setzt dieses Verfahren so lange fort bis man zu einem unbesetzten
Knoten kommt. Dort trégt dort D;,; ein.

Sind etwa die Schliisseln der Datenséitze Dy, Dy, D3, Dy, D5 durch ky = 3, ko = 5,
ks =1, ky =4, ks = 2 gegeben, so erhélt man folgenden Datenaufbau:

/'\.
aa..

Die Daten Dy, D, ..., D, sind daher in den internen Knoten gespeichert.

2. Digitaler Suchbaum:*° Wieder sollen n Daten Dy, D, ..., D, gespeichert werden,
wobei die Schliissel £; (1 < j < n) 0-1-Folgen sind. D; ist wie im bin4ren Suchbaum
die Wurzel. Die Platz der weiteren Datensétze D; wird aber jetzt nicht durch Ver-
gleich der Schliissel gefunden, sondern man orientiert sich nur am Schliissel k;. Ist
das erste bit 0, so geht man (bei der Wurzel beginnend) nach links weiter, ist das
erste bit 1, so geht man nach rechts weiter. Ich nichsten Schritt verwendet man das
zweite bit in derselben Art und Weise. Dieses Verfahren fiihrt man solange durch
bit man einen freien Platz gefunden hat. Dort trégt man D, ein.

Haben die Datensitze Di, Do, D3, Dy, D5 die Schliisseln k; = 01101..., ks =
10110..., k3 = 10100..., k4, = 00101..., ks = 10010... so ergibt sich folgender
auf der néchsten Seite dargestellter Datenaufbau.

Man beachte, dal die Struktur eines bindren bzw. digitalen Suchbaums von der
Reihenfolge der Dateneintridge abhédngt, der erste Datensatz wird z.B. immer als
Wurzel verwendet.

38data structure
39bhinary search tree
40digital search tree
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3. Tries:*' Hier werden die Daten D;,Ds,...,D, nicht als interne Knoten eines
Bindrbaumes gespeichert, sondern in den externen Knoten. Die Schliissel k; (1 <
j < n) sind wieder 0-1-Folgen. Die Position von D; wird durch den kiirzesten ein-
deutigen Anfangsabschnitt von k; bestimmt, wobei 0 wieder gehe nach links und 1
gehe nach rechts bedeutet.

Verwendet man dieselben Schliissel k; = 01101 ..., k; = 10110..., k3 = 10100...,
ks = 00101..., ks = 10010... wie im letzten Beispiel (nur daf jetzt der kiirzeste
eindeutige Anfangsabschnitt der Ubersicht halber unterstrichen wurde), so hat der
zugehorige Trie die folgende Gestalt:

Der Baum ist bei Tries nicht mehr von der Reihenfolge der Daten abhiingig. (Es ist
bei einem Trie iibrigens sehr einfach, neue Datensitze einzutragen. Die jeweiligen
kiirzesten eindeutigen Anfangsabschnitte miissen dabei nicht immer neu berechnet
werden. Im Gegenteil, sie lassen sich aus dem entstandenen Trie ablesen.) Ein Nach-
teil des Trie ist, dal unbesetzte Endknoten (x) auftreten kénnen. Dieser Nachteil
kann dadurch behoben werden, dafl unndtige Kanten elminiert werden, und man
erhélt den sogenannten Patricia Trie:

information retrieval
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5.6 Planare Graphen

Definition 5.32 Ein Graph G heifit planar*? oder eben, wenn G kreuzungsfrei in der
Ebene R? dargestellt werden kann, d.h. die Kurven, die die Kanten reprisentieren, haben
aufler in jenen Punkten, die die Knoten reprdsentieren, keine weiteren Schnittpunkte.

Die kreuzungsfreie Darstellung eines Graphen G zerlegt die Ebene in eine endliche Anzahl
von Gebieten. Es stellt sich heraus, dafl diese Anzahl unabhéngig davon ist, wie man G
in der Ebene kreuzungsfrei reprisentiert. Man bezeichnet diese Anzahl durch as(G).

Satz 5.33 (Eulersche Polyederformel) Fiir einen zusammenhingenden planaren
Graphen G gilt
Ot()(G) - O!l(G) + O[Q(G) = 2.

Durch Projektion eines konvexen Polyeders P (Durchschnitt von endlich vielen Halbraum-
en im R3?) auf eine im Inneren des Polyeders liegende Kugel erhilt man auf der Kuge-
loberfiche eine kreuzungsfreie Darstellung eines Graphen G, der dieselbe Anzahl von
Knoten, Kanten und Gebieten hat wie das Polyeder Eckpunkte, Kanten und Flichen.
Projiziert man nun die Kugeloberfliche mittels stereographischer Projektion auf die Ebe-
ne (wobei als Nordpol weder ein Knotenpunkt noch ein Punkt einer Kante des Graphen
auf der Kugeloberfliche verwendet werden darf) so wird die kreuzungsfreie Darstellung
des Graphen G auf der Kugeloberfliche auf eine kreuzungsfreie Darstellung von G in
der Ebene projiziert. Natiirlich bleibt auch bei dieser Projektion die Anzahl der Knoten,
Kanten und Gebiete gleich. Daher gilt auch

Of()(P) —ozl(P) +C¥2(P) = 2,

wobei ag(P) die Anzahl der Eckpunkte, «;(P) die Anzahl der Kanten und ay(P) die
Anzahl der Flichen des Polyeders P bezeichnen.

Aus der eben gefithrten Uberlegung ergibt sich auch die folgende Eigenschaft.

Satz 5.34 Ein Graph lifit sich genau dann kreuzungsfrei in der Ebene darstellen, wenn
er kreuzungsfrei auf einer Kugeloberfiiche darstellbar ist.

42planar
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Definition 5.35 Der vollstindige Graph*® C,, ist ein ungerichteter schlichter Graph
mit n Knoten, bei dem jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante verbunden ist.

Lemma 5.36 Fiir einen ungerichteten, schlichten, zusammenhdngenden, planaren Gra-
phen G gilt
O!l(G) S 30[0(G) — 6.

Satz 5.37 Der vollstindige Graph C5 ist nicht planar.

G

Definition 5.38 Ein (ungerichteter) Graph G heifit paarer Graph*', wenn dessen Kno-
tenmenge V(G) in zwei disjunkte nichtleere Teilmengen Vi, Va zerlegt werden kann, so dajfs
alle Kanten nur zwischen Vi und V, verlaufen.

Der vollsténdige paare Graph®® K,,, (m,n > 1) ist ein schlichter paarer Graph mit
m +n Knoten V(G) = V; U V,, wobei Vi m Knoten und Vo n Knoten enthdlt und jeder
Knoten aus Vi, mit allen Knoten aus Vo durch eine Kante verbunden ist.

Lemma 5.39 Fiir einen ungerichteten, schlichten, planaren Graphen G mit der Figen-
schaft, daf$ jeder Kreis Linge > 4 hat gilt

O!l(G) S 20[0(G) — 4.

Satz 5.40 Der vollstindige paare Graph Ks 3 ist nicht planar.

Definition 5.41 Ein Graph H heifit Unterteilung eines Graphen G, wenn H aus G
dadurch hervorgeht, wenn in einer oder in mehreren Kanten von G zusdtzliche Knoten
eingefligt werden.

Satz 5.42 (Satz von Kuratowski) FEine Graph G ist genau dann nicht planar, wenn
er einen Teilgraphen enthdlt, der aus Cs oder Ks3 durch eventuelle Unterteilung (von
Kanten) entsteht.

43complete graph
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5.7 FEulersche und Hamiltonsche Linien

Definition 5.43 Fine Kantenfolge in einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G
heifit Eulersche Linie, wenn sie jeden Knoten und jede Kante enthdlt, und zwar jede
Kante genau einmal.

Bei einer geschlossenen Eulerschen Linie stimmen Anfangs- und Endknoten diberein,
bei einer offenen Eulerschen Linie sind sie verschieden.

Satz 5.44 FEin ungerichteter Graph G besitzt genau dann eine geschlossene Fulersche
Linie, wenn G zusammenhdngend ist und alle Knotengrade d(v) (v € V(G)) gerade sind.

Ein ungerichteter Graph G besitzt genau dann eine offene Eulersche Linie, wenn G zusam-
menhdngend ist und mit der Ausnahme von zwei Knoten vi,ve € V(G) (mit ungeradem
Knotengrad) alle Knotengrade d(v) (v € V(G) \ {v1,v2} gerade sind.

Satz 5.45 Ein gerichteter Graph G besitzt genau dann eine geschlossene Eulersche Linie,
wenn G schwach zusammenhdngend ist und alle Knoten v € V(G) Hin- und Weggrad
gleich sind: d*(v) = d~(v).

Ein gerichteter Graph G besitzt genau dann eine offene Eulersche Linie, wenn G schwach
zusammenhdngend ist und mit der Ausnahme von zwei Knoten vi,ve € V(G), fir die
dt(v1) =d (v1) + 1 und d*(ve) = d~(ve) — 1 gilt, bei allen Knoten v € V(G) \ {v1,v2})
Hin- und Weggrad gleich sind: d*(v) = d~(v).

Definition 5.46 Fine Kantenfolge in einem (gerichteten oder ungerichteten) Graphen G
heifit Hamiltonsche Linie, wenn sie jeden Knoten (mit der mdglichen Ausnahme, daf
Anfangs- und Endpunkt tibereinstimmen) genau einmal enthdlt.

Bei einer geschlossenen Hamiltonschen Linie stimmen Anfangs- und Endknoten tibe-
rein, bei einer offenen Hamiltonschen Linie sind sie verschieden.

Im Gegensatz zu den Eulerschen Linien gibt es (bis jetzt noch) kein einfaches Kriterium
fiir die Existenz von Hamiltonschen Linien.

5.8 Algorithmen fiir Netzwerke

Definition 5.47 Ein Netzwerk bzw. ein bewerteter Graph®® ist ein gerichteter oder
ungerichteter Graph G = (V,E), wo jeder Kante e € E ein Wert (Gewicht, Linge,
Kapatzitit) w(e) € R zugeordent wird, d.h. es gibt noch eine Funktion w : E — R.

Ublicherweise wird auch vorausgesetzt, daB fiir alle Kanten w(e) > 0 gilt. In manchen
Anwendungen ist es auch sinnvoll, die Bewertung w(e) = oo zuzulassen.

46]abeled graph
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Im folgenden sollen drei ganz unterschiedliche Algorithmen fiir Netzwerke beschrieben
werden, einer zur Bestimmung eines minimalen spanndenden Baumen, einen zur Ermitt-
lung des kiirzesten Weges zwischen zwei Knoten und einen zur Berechnung eines maxi-
malen Flusses.

5.8.1 Minimales Geriist: Kruskal-Algorithmus

Definition 5.48 Fin spannender Baum 7T eines schlichten zusammenhdngenden Gra-
phen G ist ein Baum mit V(T) = V(G) und E(T) C E(G), d.h. er enthdlt dieselben
Knoten wie G und gewisse Kanten von G.

Ein Geriist oder spannender Wald W eines schlichten Graphen G ist ein Wald mit
VW) =V(G) und E(W) C E(G) und denselben Zusammenhangskomponenten wie G,
d.h. schrinkt man W auf eine Zusammenhangskomponente K von G ein, so ist diese
Einschrinkung T ein spannender Baum von K.

Definition 5.49 Sei G = (V, E) ein Netzwerk mit Bewertung w : E — R{. Fiir jede
Teilmenge F' C E von Kanten heifit

Gewicht*” von F.

Definition 5.50 Fin minimaler spannender Baum 7' bzw. ein minimales Geriist
W eines Netzwerkes G = (V,E) mit nichtnegativer Bewertung w : E — Ry§ ist ein
spannender Baum bzw. ein Gerist mit kleinstmdglichem Gewicht w(E(T)) bzw. w(E(W)).

Ein maximaler spannender Baum bzw. ein maximales Geriist ist ein spannender
Baum bzw. ein Geriist mit grofstmaglichem Gewicht.

Mit Hilfe des Kruskal- Algorithmus gelingt es in sehr einfacher Weise ein minimales bzw.
maximales Geriist eines Netzwerkes G = (V, E) mit nichtnegativem Gewicht w : E — R{
zu bestimmen.

1. Man numeriere die Kanten E = {ej, es, ..., e,} nach steigendem Gewicht:

w(e;) <w(ez) < --- < wlepy).
2. Setze E' := ().

for j:=1tomdo
if (V, E'U{e;}) kreisfrei then
E' = F' U {ej}
end;
end;

4T weight
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W = (V, E') ist nun ein minimales Geriist von G.

Um ein maximales Geriist zu erhalten, mufi man in 1. die Kanten nach fallendem Gewicht
ordnen.

Hat G n Knoten und k£ Zusammenhangskomponenten, so hat jedes Geriist von G genau
n — k Kanten. Daher kann 2. abgebrochen werden, wenn E’ bereits n — k Kanten enthilt.

Im allgemeinen gibt es eine sehr grofle Anzahl von Geriisten in einem Graphen, und es
ist auBerordentlich schwer, sich einen Uberblick iiber alle méglichen Geriiste zu verschaf-
fen. (Allein ein minimales Geriist ist mit Hilfe des Kruskal-Algorithmus sehr leicht zu
bestimmen.) Immerhin gibt es eine Formel fiir die Anzahl der Geriiste.

Satz 5.51 (Matrix-Baum-Theorem von Kirchhoff) Sei G ein ungerichteter,
schlichter, zusammenhdngender Graph mit Knotenmenge V(G) = {vi,vs,...,v,} und
Adjazenzmatriz A(G). Es bezeichne weiters D(G) die Diagonalmatriz der Knotengrade
diag(d(v1), d(v2), - . .,d(vy,)), so ist eine beliebige (n — 1) x (n — 1)—Unterdeterminante der
Matriz

D(G) — A(G)

die Anzahl der spannenden Bdume von G.

Ist G nicht zusammenhingend, so wendet man das Matrix-Baum-Theorem fiir jede Kom-
ponente an und multipliziert die Ergebnisse, um die Anzahl der Geriiste von G zu erhalten.

5.8.2 Kiirzester Weg: Dijkstra-Algorithmus

Definition 5.52 Sei G = (V, E) ein Netzwerk mit Bewertung w : E — R{. Die Liinge
einer Kantenfolge ey, es, ..., e ist durch die Summe der Gewichte

w({e1,e9,...,6,}) = ;w(ej)

gegeben. Die Distanz®® d(v,w) zwischen zwei Knoten vi,vy € V ist die kleinstmégliche
Linge einer KF(vy,v9). Gibt es keine KF(vy,v7), so setzt man d(vy,vs) = oc.

Mit Hilfe des Dijkstra-Algorithmus wird von einem Knoten vy € V eines Netzwerkes
mit nichtnegativem Gewicht die Distanz d(vp, v) fiir alle Knoten v € V' bestimmt.

1. Setze W :=0, U :=V, l(vg) := 0, I(v) := oo fiir alle v € V' \ {vp} und p(v) = * fiir
allev e V.

2. Man bestimme m = Héil}ll(v), wihle eine Knoten z € U mit I(z) = m.
v

48 distance
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3. Man setze W := W U {2z}, U := U \ {z} und fiir v € U, die I(v) > I(2) + w(z,v)
erfiillen, setze man p(v) := z und

4. Ist W =V — ENDE.
Ist I(v) = oo fiir alle v € U — ENDE.
Gehe zu 2.

Die Menge W C V umfafit in jedem Zeitpunkt des Algorithmus genau jene v € V| fiir die
schon bekannt ist, daf§ [(v) = d(vg,v) ist. Fiir v € U ist hingegen [(v) die minimale Linge
einer Kantenfolge K F'(vy,v), die mit Ausnahme von v nur Knoten aus W enthilt. p(v)
ist jeweils der Vorgéngerknoten von v auf einer minimalen Kantenfolge K F'(vg, v).

Aus diesen Bedingungen ist klar, dafl der in 2. ausgewéhlte Knoten z € U in W aufge-
nommen werden kann. Fiir v € U\ {2z} wird in 3. [(v) neu berechnet, da W um z erweitert
wurde.

Endet der Algorithmus nicht mit W =V, sondern mit der Abbruchbedingung [(v) = oo
fiir alle v € U, so ist G nicht zusammenhéngend, und W ist die Zusammenhangskompo-
nente, die vy enthélt.

Sucht man {ibrigens zu einem bestimmten Punkt v; € V' die Distanz d(vg,v1), so kann
der Algorithmus auch dann abgebrochen werden, wenn v; in W aufgenommen wird.

Fiir v € W kann durch v, p(v),p(p(v)), ..., v eine KF (v, v) von kleinstmoglicher Linge
riickverfolgt werden. Mochte man alle Kantenfolgen kleinsmoglicher Linge finden, so mufl
in 3. fiir alle Knoten v mit [(v) = [(2) +w(z,v) der Knoten z als alternatives p(y) vermerkt
werden.

Beispiel 5.53 Im folgenden Graphen sollen alle Distanzen d(vg, v) bestimmt werden.

Vg 7 Uy

Vo

1. Durchlauf

m=0

W_: (ZLUO}, U = {v1,v9,v3, 04,05}

l(v1) =4,1(v2) = 1,1(vs3) = l(vg) = l(v5) = 00
p(v1) = vo, p(v2) = vo,p(vs) = p(vs) = p(vs) = *
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2. Durchlauf

m=1

Z = Uy

W = {UOaUQ} U= {Ul,’l)g,’l)4,’l)5}
(o) =2,1(vs) = 7,1(vg) = 8,1(v5) = 00

p('Ul) - ’Ug,p(’Ug) - U?ap( ) = U2, P U5) =
3. Durchlauf

m =2

zZ =71

W = {U(), 1)1,’1)2}, U= {U3,’U4,’U5}
l(Ug) = 3, 1(1)4) = 8, l(’l)5) =10
p(v3) = v1,p(va) = v2,p(vs) = 1

4. Durchlauf

m=3

Z = U3

W = {U(), V1, V2, ’1)3}, U= {’1)4, ’1)5}
l(U4) = 6, l(1}5) =9

p(vs) = v3,p(vs) = v3

5. Durchlauf

m==06

Z = U4

W = {vg,v1,v2,v3,0a},U = {vs}
l(U5) = 7

p(v5) = U4

6. Durchlauf

m=7

Z = U3

W = {vg, v1, V2, V3, V4, 05}, U = ()
ENDE

Man erhélt damit d(vg, v1) = 2, d(vo, v2) = 1, d(vo, v3) = 3, d(vy, v4) = 6 und d(vg, vs) = 7.
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5.8.3 Maximaler Fluf}: Ford-Fulkerson-Algorithmus

Im folgenden sei G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph, auf dem zwei Knoten
s,t € V ausgezeichnet sind. s habe Hingrad d~(s) = 0 und wird als Quelle *° bezeichnet
und ¢ habe Weggrad d*(t) = 0 und wird als Senke® bezeichnet. Weiters seien

["(x) ={y € V|(z,y) € E}
die Nachfolger®! von x € V und
I'(z) ={y € V|{y,z) € E}

die Vorgénger® von z € G.

Definition 5.54 Sei G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph mit Quelle s, Senke t
und Bewertung w : E — R{. Eine Funktion ¢ : E — R heifit FluB® auf G, wenn

(i) fiir alle Kanten e € E
0 < ¢(e) <wle)

gilt und

(i1) fir alle Knoten x € V '\ {s,t} die Flufbedingung

> ¢ = > é((z,y)

yel—(z) yel+(z)

erfillt ist, d.h. es fliefst genauso viel ab wie zu.

Die Grofle eines Flusses ¢ ist durch

v(g)= > (s, 1)

yert(s)

gegeben.

Die Grofe eines Flusses ¢ kann auch auf andere Art bestimmt werden. Wegen der Fluf3-

bedingung (ii) gilt z.B.
v(g)= > o((x,1)),

z€eT—(t)

Ospring
50sink
5lsuccesssor

52predecessor
53flow
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was aus der Quelle s herausflieft, mufl in die Senke ¢ wieder zuriickflieen. Die Grofle
jedes Flusses ¢ ist daher sicherlich durch

v(¢)Smin( > wl(s,m), X w((8,y>))

yET+(s) yel+(s)

beschrankt. Um noch bessere Abschidtzungen zu erhalten, benétigt man den Begriff eines
Schnittes.

Definition 5.55 Sei V(G) = Vi UV, eine Zerlegung der Knotenmenge V(G) in zwei
nichtleere, disjunkte Teilmengen, d.h. Vi # 0, Vo # 0, ViU Ve = V(G) und Vi NV, = (.
Der Schnitt® S = (V1,V3) auf G besteht dann aus allen Kanten e € F(G), die Knoten
aus Vi mit Knoten aus Vo verbinden oder umgekehrt, d.h.

S =V, Vo) = (Vi = Vo) U (V1 + Va),

wober

(Vi = V2) ={(z,y) € E(G) [z € V1,y € Vo}
und

(Vi < V2) ={{y,2) € E(G) |z € V1,y € Vo}
bezeichnen.

Definition 5.56 Sei G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph und S = (V1,V5) ein
Schnitt auf G, der die Quelle s und die Senke t trennt, d.h. s € Vy und t € V,. Dann
bezeichnet

die Kapazitit® des Schnittes S.

Satz 5.57 Sei G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph. Dann gilt fir jeden Flufi ¢
auf G

v(p) < min c(S
S=(V1,V2),5€ Vi ,tVa

Die Grofe eines Flusses ¢ kann also nie grofler sein als die Kapazitét irgendeines Schnittes
S = (V4,V,), der s und ¢ trennt. Interessant ist, daf§ es auch immer einen Fluf} gibt, dessen
Grofle gleich der kleinsten Kapazitéit eines solchen Schnittes ist.

Satz 5.58 (Ford-Fulkerson) Sei G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph. Dann
qilt

max v(¢p) = min c(9).
¢ FluBl auf G S=(V1,V2),s€V1,t€V>

54cut

55 capacity
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Der Satz von Ford und Fulkerson ist in dem Sinn auch konstruktiv, dafl man bei ganzwer-
tigen (bzw. rationalwertigen) Bewertungen mit Hilfe des Algorithmus von Ford und
Fulkerson einen maximalen Flufl immer auch berechnen kann.

Im folgenden sei nun G = (V, E) ein gerichteter, bewerteter Graph mit Quelle s und
Senke t, so dafl die Gewichtsfunktion w : £ — Ny nur nichtnegative ganzzahlige Werte
annimmt.

Ahnlich wie beim Dijkstra-Algorithmus wird jeder Knoten x € V mit einem signierten
Vorginger p(x) und einem Wert 6(x) markiert.

1. Setze ¢(e) := 0 fiir alle e € E.
2. Setze p(s) := +s,0(s) := 00, V1 :={s} und Vo :=V '\ {s}.
3. (a) Fiir alle z € V; und y € T (z) N V4 fiihre folgendes aus:

if ¢((z,y)) <w((z,y)) then
p(y) = +=;
5(/3/) = mln(é(x), U)((.’L‘, y>) - ¢(<$, y>))7
Vii=Viu{y} Vo= Vo \ {y};

end;

(b) Fiir alle z € V; und y € I'"(x) N V4 fiihre folgendes aus:

if ®({y,z)) > 0 then
p(y) = —;
3(y) := min((z), ®((y, z)));
Vi=Viu{yh Vo= V2 \{y};

end;
4. Falls im letzten Durchlauf von 3. V] vergroflert wurde oder t € V5 ist, gehe zu 3.

5. (a) Ist t € V; - ENDE.

(b) T =t
while z # s do
if p(z) = +z then
¢(<_Zv $>) = d)((Z, ‘T)) + 6(t)a
end; -
if p(z) = —z then
¢((2,2)) == o({x, 2)) — 6(t);
end; S
end;

6. Gehe zu 2.
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In 1. wird der Flufl zu 0 gesetzt, da der Nullfluf} sicherlich ein giiltiger Fluf} ist. Man
kénnte hier auch mit einem anderen bekannten Flufl beginnen.

In 2. werden der Markierungen p(s) und J(s) initialisiert, und in 3. wird versucht,
moglichst alle Knoten zu markieren. Dabei ist §(x) jeweils den maximalen Wert, um den
man den Fluf} entlang eines Weges W (s, z) erhéhen kénnte, ohne die Flufibeschriinkung
0 < ¢ < w zu verletzen. (Wenn man entlang eines Weges den Flufl um einen gewissen
Wert erhoht, bleibt die Flubedingung sicherlich richtig und mufl daher an dieser Stelle
des Algorithmus nicht beriicksichtigt werden.) p(z) = +z ist der jeweilig Vorgénger von
z auf diesem Weg. p(z) = +z, wenn e = (z,z) € E, d.h. e ist gleichorientiert wie der
Weg W (s,z). Um den Fluf auf W (s, z) zu erhhen, muf ¢(e) erhéht werden. p(z) = —z,
wenn e = (z,2) € E, d.h. e ist zum Weg W (s, z) gegenorientiert. Um den Fluf§ auf
W (s, x) zu erh6hen, mufl ¢(e) daher erniedrigt werden. Alle markierten Knoten werden
in V; aufgenommen.

Kann man in 3. auch die Senke ¢ markieren, so gibt es einen Weg von s nach ¢, auf dem
der Fluf um den Wert §(¢) erhoht werden kann. Dies wird in 5. durchgefiihrt.

2.-6. wird so lange wiederholt, bis es in 3. nicht mehr gelingt, auch die Senke ¢ zu mar-
kieren. In diesem Fall ist S = (V;,V5), der s und t trennt, und, wie man sofort sieht,
c(S) = v(e). (3. bricht ab, wenn alle Kanten e € (V; — V3) saturiert sind aund wenn
auf allen Kanten e € (V; « V3) kein Fluf fliefit.) Daher hat man einen maximalen Fluf
gefunden.

Beispiel 5.59 Es sei folgendes Netzwerk mit Quelle s = x; und Senke ¢t = x9 vorgegen:

i) 10 X3 18 xIg

(21) (21)
p(z2) = +m1, §(22) = 14,
p(x3) = +x9, §(z3) = 10,
p(z4) = +x1, 6(24) = 23,
p($5) = +z3, 5(335) = 10,
p(xG) = +Zs, 6(x6) = 10,
p(iU?) = +Zs, 5(337) = 45
p(zs) = +x3, §(zg) = 10,
p(xg) = a7, §(x9) = 4.



5.8. ALGORITHMEN FUR NETZWERKE 63

Es gibt also einen Weg von x; nach zg, auf dem der Flufl um §(z9) = 4 erhéht werden
kann. Mit Hilfe der Funktion p kann dieser Weg riickverfolgt werden (zg < z7 < 5
x3 < x9 < x1). Der Flu wird daher auf den Kanten (z1,xs), (2, 23), (%3, 25), (x5, 27)
und (x7,z9) von 0 auf 4 erhoht werden.

Im zweiten Durchlauf kann man den Fluff auf den Kanten (x1,z3), (xo,z3), (x3,x5),
(x5, z6), (T6, r7) und (x7,z9) um 6 erhshen.

Im dritten Durchlauf erhht man den Flufl auf den Kanten (zq,z4), (r4,25), (x5, Z6),
(x6, z7) und (x7,x9) um 1.

Im néichsten Durchlauf wird der Flufl auf den Kanten (z1, z4), (x4, x5), {x3, 2g) und (zs, xq)
um 10 erhsht und auf der Kante {x3, z5) um 10 verkleinert.

SchlieBlich vergréBert man noch im fiinften Durchlauf den Fluf auf den Kanten (z1, z4),
(x4, z6), (x5, x6), (T6,xs) und (zg,x9) um 8 und erhélt folgendes Bild, wobei die Eintra-
gungen an den Kanten nun den Fluf} representieren.

T9 10 T3 10 xs

10
T Ty

19

Im letzten Durchlauf gelingt es nicht mehr, alle Knoten zu markieren. Man erhélt den
Schnitt S = (Vi, Vo) mit Vi = {1, 29, 24, x5, 26} und Vo = {3, 27, 5, x9}. Es ist leicht zu
verifizieren, dafl die Kapazitit dieses Schnittes 29 mit dem Wert des momentanen Flusses
iibereinstimmt.



Kapitel 6

Algebraische Strukturen

6.1 Gruppen

Definition 6.1 Sei A eine nichtleere Menge. Fine binsire Operation' o auf A ist eine
Abbildung A x A — A, d.h. je zwei Elementen a,b € A wird ein Element aob zugeordnet.

Ein Paar (A, o) heifit algebraische Struktur?, wenn A eine nichtleere Menge ist und o
eine bindre Operation auf A ist.

Es tritt ofters die Situation ein, dafl eine bindre Operation o auf einer Menge A nur fiir
Elemente a, b in einer Teilmenge B C A betrachtet wird. Dafiir mufl aber gewihrleistet
sein, daf fiir alle a,b € B das Element a o b wieder in B liegt. In diesem Fall spricht
man von Abgeschlossenheit der Operation o auf B. Um dieser Situation Rechnung zu
tragen, wird die Eigenschaft Abgeschlossenheit in der folgenden Liste mitaufgenommen,
obwohl dies (wegen der Definition einer binéiren Operation) nicht unbedingt notwendig
wire.

Definition 6.2 Sei (A,o0) eine algebraische Struktur. Dabei werden folgende Ge-
setzmdpigkeiten von (A, o) definiert.

(1) Abgeschlossenheit: Fiir alle a,b € A ist auch aob € A, (d.h. o ist bindre Operation
auf A).

(2) Assoziativgesetz®: Fiir alle a,b,c € A gilt

(aob)oc=ao(boc).

!binary operation
Zalgebraic structure
3associative law

64
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(3) Emistenz eines neutrales Elements*: Es gibt ein e € A mit der Eigenschaft, dajfs
fiir alle a € A
eoa=aoe=a

qilt.
(4) Emistenz inverser Elemente®: Fiir alle a € A gibt es a’ € A mit
aod =doa=e,
wobei e das neutrale Element aus (3) bezeichnet.
(5) Kommutativgesetz®: Fiir alle a,b € A gilt

aob=boa.

Beniitzt man fiir das bindre Operationssymbol das Malzeichen -, so schreibt man fiir das
inverse Element von a auch !, verwendet man hingegen das Pluszeichen -+, so bezeichnet
man das inverse Element von a durch —a.

Satz 6.3 In einer algebraischen Struktur (A, o) gibt es hichstens ein neutrales Element,
und zu jedem a € A gibt es hichstens ein inverses Element.

Es wird daher im folgenden nur mehr vom neutralen Element bzw. von inversen Element
gesprochen werden, sofern diese existieren.

Definition 6.4 FEine algebraische Struktur (A, o) heift

e Gruppoid, wenn sie (1) erfillt,

e Halbgruppe’, wenn sie (1) und (2) erfiillt,

e Monoid®, wenn sie (1), (2) und (3) erfiillt, und
e Gruppe®, wenn sie (1), (2), (8) und (4) erfillt.

Erfillt eine der Strukturen Gruppoid, Halbgruppe, Monoid bzw. Gruppe auch (5), so hei-
Ben sie auch kommutative(s) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid bzw. Gruppe.

Kommutative Gruppen werden auch als abelsche Gruppen'® (im Andenken an den
Mathematiker Niels Henrik Abel) bezeichnet

4neutral element
Sinverse
Scommutative law
"semigroup
8
9

group
Obelian group
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Beispiel 6.5 A = N mit a o b= a’ ist nur ein Gruppoid.

Beispiel 6.6 (N, +) ist eine Halbgruppe, (Ny, +) und (N, -) sogar Monoide, aber keine
Gruppen.

Beispiel 6.7 Sei X eine endliche Menge, das Alphabet und bezeichne ¥* die Menge aller
endlichen Worter iiber ¥, das sind alle endlichen Folgen 21z, ...z mitz; € ¥ (1 < j < k)
erginzt um das leere Wort €. Sind wy = 11219 .. . T1x und wy = X91Too . . . To; ZWel Worter
in ¥* so definiert man

*
W1 0 Wy = L1112 - . - L1kL21T22 . .. Loy € 2.

(X*, o) ist damit ein Monoid mit neutralem Element e. Man bezeichnet ¥* auch als freies
Monoid!! iiber dem Alphabet X.

Beispiel 6.8 (Z,+), (Q,+), (Q\ {0}, -),(R,+), (R\ {0}, ) etc. sind abelsche Gruppen.

Beispiel 6.9 Alle n x n-Matrizen L, ,(R) mit Koeffizienten aus R bilden mit der Ma-
trizenadditon eine Gruppe. Auflerdem bilden jede n x n—-Matrizen A mit det(A) # 0
beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Diese ist fiir n > 2 nicht kommutativ.

Beispiel 6.10 Sei M eine beliebige Menge. Dann bildet (P (M), A), d.h. die Teilmengen
von M mit der symmetrischen Mengendifferenz, eine Gruppe. Das neutrale Element ist ()
und jedes Element ist selbstinvers.

Beispiel 6.11 Die Menge der Permutationen S,, der Zahlen {1,2,...,n} mit der Hinter-
einanderausfiihrung bilden die sogenannte symmetrische Gruppe.

Beispiel 6.12 Sei G ein Graph. Ein Isomorphismus ¢ : G — G heifit Automorphismus.
Die Menge aller Automorphismen des Graphen G bildet mit der Hintereinanderausfithrung
eine Gruppe, die sogenannte Automorphismengruppe von G.

Beispiel 6.13 Die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks besteht aus allen
Isometrien der Ebene, die ein gleichseitiges Dreieck auf sich selbst abbilden. Da ein Drei-
eck durch seine Eckpunkte eindeutig gegeben ist, reicht es aus, die Auswirkung solcher
Isometrien auf die Eckpunkte zu betrachten. Es entstehen gewisse Permuationen der Eck-
punkte {1,2,3}. Bei den Drehungen um 0°, 120° und 240° werden die Eckpunkte zyklisch
vertauscht, und bei den Spiegelungen an den drei Hohen werden jeweils zwei Eckpunkte
miteinander vertauscht. Insgesamt erhilt man also sechs verschiedene Symmetrien, die
beziiglich Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe bilden. In diesem speziellen Fall eines
gleichseitigen Dreicks ist die Symmetriegruppe nichts anderes als die symmetrische Grup-
pe auf den drei Eckpunkten.



6.1. GRUPPEN 67

o‘eab
ole a
ole ele a b
ele a
ele ala e ala b e
blb e a
ole a b ¢ d
ole a b c ole a b c
ele a b ¢ d
ele a b c ele a b c
ala b ¢ d e
ala b c e ala e ¢ b
blb ¢ d e a
blb ¢ e a bbb ¢ e a
clec e a b cle b a e cle d e a b
dld e a b c

Beispiel 6.14 Kleine algebraische Strukturen kann man auch durch sogenannte Opera-
tionstafeln definieren. Um dies zu demonstrieren, werden alle Moglichkeiten von kleinen
Gruppen mit < 5 Elementen aufgelistet. (e bezeichnet immer das neutrale Element.)

Definition 6.15 Fine (nichtleere) Teilmenge U C G einer Gruppe (G,o) heifst
Untergruppe'? von G, wenn (U, o) selbst ein Gruppe ist, i.Z. (U,o) < (G,o) oder nur
U<G@G.

Satz 6.16 Sei (G, o) Gruppe und U nichtleere Teilmenge von G. Dann sind die folgenden
drei Bedingungen dquivalent:

(1) U ist Untergruppe von G (U < G).
(i) Mit a,b € U sind auchaob € U und o' € U.
(11i) Mit a,b € U ist auch aol/ € U.

Beispiel 6.17 Fiir m € N bilden die Mengen mZ = {0, +m, +2m, +3m, ...} Untergrup-
pen beziiglich der Addition.

Definition 6.18 Sei (G,0) Gruppe, U Untergruppe von G und a € G. Dann heifst
aoU={aou|uecU}

Linksnebenklasse'® von U in G und
Uoa={uoalueU}

Rechtsnebenklasse!* von U in G.

free monoid
Zgubgroup
Lleft coset
Myight coset
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Lemma 6.19 Sei (G,0) Gruppe und U < G. Dann gilt

beaoU <= bolU=qol.

Satz 6.20 Sei (G,0) Gruppe und U < G. Dann bildet die Menge der Linksnebenklassen
aolU (a € G) eine Partition von G. Die Relation a ~ b <= aoU = bo U ist die
entsprechende Aquivalenzrelation.

Eine entsprechende Aussage gilt fiir die Rechtsnebenklassen U o a.

Satz 6.21 Sei (G,0) Gruppe und U < G. Dann sind alle Links- und Rechtsnebenklassen
gleichmdchtig, d.h. fir alle a € G gilt [aoU| = |Uoa| = |U|

Korollar 6.22 Sei (G,0) endliche Gruppe und U < G. Dann stimmt die Anzahl der
Linksnebenklassen von U in G mit der Anzahl der Rechtsnebenklassen iiberein. Diese
Anzahl ist durch |G|/|U| gegeben.

Definition 6.23 Sei (G,0) endliche Gruppe und U < G. Die Anzahl der Links- bzw.
Rechtsnebenklassen von wird als Index |G : U| = |G|/|U| von G nach U bezeichnet.

Die Anzahl der Elemente |G| einer Gruppe wird als Ordnung'® von G bzw. als Grup-
penordnung bezeichnet.

Satz 6.24 (Satz Lagrange) Ist (G,o) endliche Gruppe so ist die Ordnung |U| einer
Untergruppe U < G stets Teiler der Gruppenordnung |G|.

Definition 6.25 Sei (G,0) Gruppe mit neutralem Element e. Fir a € G werden die

Potenzen'” a" von a mit n € Z folgendermafen definiert:
e firn =0,
n a firn =1,

aoa™ ! rekursiv firn > 1,
(@)™  firn <DO.

Ist das Operationssymbol +, so schreibt man statt " auch na, z.B. 3a fiir a + a + «.

Lemma 6.26 Sei (G,0) Gruppe und a € G. Dann gilt fir alle n,m € Z

a"t™ = q" o a™.

Weiters sind enweder alle Potenzen a™ (n € Z) voneinander verschieden oder es gibt ein
n € N mit a" =e.

15index
6order
T power
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Definition 6.27 Sei (G,0) Gruppe und a € G. Sind alle Potenzen a" (n € Z) voneinan-
der verschieden, so hat a unendliche Ordnung'® ordg(a) = co. Andernfalls bezeichnet
man

ordg(a) = min{n € N |a" = ¢}
als Ordnung'® von a. a hat dann endliche Ordnung?.

Hat a € G unendliche Ordnung, so ist
(@) ={a"[n € Z}
die von a erzeugte Untergruppe, bei endlicher Ordnung ordg(a) ist
(a) ={a" |0 <n < ordg(a)}

die von a erzeugt Untergruppe.
Man beachte, daf8 (@) in jedem Fall eine Untergruppe von G bildet |(a)| = ordg(a) gilt.

Satz 6.28 Sei (G,o0) endliche Gruppe und a € G. Dann hat a endliche Ordnung und es
ordg(a) ist ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Korollar 6.29 Fiir jedes Element a € G einer endlichen Gruppe {(G,0) gilt a/¢ = e.

Satz 6.30 Ist H; (i € I) ein System von Untergruppen einer Gruppe G, so ist
H=(\H
iel

wieder eine Untergruppe von G.

Definition 6.31 Sei G eine Gruppe und K C G eine nichtleere Teilmenge von G. Die von K erzeugte
Untergruppe?! (K) ist der Durchschnitt aller Unterguppen H < G, die K enthalten.

(K) ist wegen Satz 6.30 immer eine Untergruppe von G. Man beachte weiters, dafl bei einelementigen
Mengen K = {a} die Definitionen 6.27 und 6.27 iibereinstimmen.

Sind G, G2 zwei Gruppen so kann auch das kartesische Produkt G; x G2 in natiirlicher Weise zu einer
Gruppe gemacht werden.

Definition 6.32 Seien (G1,0) und (G2,*) zwei Gruppen. Dann ist (G1 X Ga,-) mit der Operation

(a1,b1) - (az,b2) = (ay 0 ag,by xb2) (a1,az € Gy, b1,bs € G2)

das Produkt®? der Gruppen G1,Gs.

infinite order
Yorder

20finite order

2l generated subgroup
22product of groups
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Es ist leicht nachzurechnen, dafl Gy x G, tatséchlich die Gruppenaxiome (1)—(4) erfiillt.

Definition 6.33 FEine Untergruppe H einer Gruppe G heifit Normalteiler??, i.Z. H <
G, wenn die Links- und Rechtsnebenklassen tbereinstimmen.

Offensichtlich ist jede Untergruppe H einer kommutativen Gruppe G ein Normalteiler.

Weiters ist jede Untergruppe H mit Index |G : H| = 2 Normalteiler, da es in diesem Fall
nur zwei Links- bzw. Rechtnebenklassen gibt. Die eine ist eo H = H oe = H und die
andere G \ H.

Satz 6.34 Fir eine Untergruppe H einer Gruppe G sind folgende drei Eigenschaften
dquivalent:

(i) H<G.
(1)) ao H= H oa fir alle a € G.
(11i) ao Hod C H fiir allea € G.

Lemma 6.35 Sei H Normalteiler einer Gruppe G. Dann folgt aus a1 o H = ay o H und
byoH =byo H auch (a;oby) o H=(ag0by) 0 H.

Mit Hilfe dieser Eigenschaft von Normalteilern kann auch auf der Menge der Nebenklassen
eine Gruppenoperation definiert werden.

Definition 6.36 Sei H Normalteiler einer Gruppe G und bezeichne G/H die Menge der
Nebenklassen von G nach H. Dann wird duch die Operation

(aoH)o(boH):=(aob)o H

eine Gruppenoperation auf G/H definiert. Die Gruppe (G/H,o) heifst Faktorgruppe?*
von G nach H.

Es ist bei Faktorgruppen G/H iiblich, dasselbe Operationszeichen (hier o) zu verwenden
wie bei der urspriinglichen Gruppe G, da bei der Deutung als Komplexprodukt

(aoH)o(boH)={cod|c€aoH,d€boH}
tatséchlich (wegen der Normalteilereigenschaft)

(aoH)o(boH) = (
=
=

(

Znormal subgroup

Z4factor group
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dasselbe Ergebnis erhalten wird. Die Gruppenstruktur von G/H ist daher natiirlich. Ist
H kein Normalteiler von G, so ist das Komplexprodukt von a o H und b o H i.a. keine
Linksnebenklasse.

Beispiel 6.37 Sei G = Z (mit der Addition +) und H = mZ (mit m € N). Dann
besteht Z/mZ = Z,, aus m Nebenklassen 0 =0+ mZ =mZ, 1=1+mZ, ... m—1=
(m—1)+mZ, den sogenannten Restklassen modulo m?. Z,, ist iibrigens eine zyklische
Gruppe, sie wird etwa von 1 = 1 + mZ erzeugt.

Definition 6.38 Fine Abbildung ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen (G, o) und (H,x)
heifft Homomorphismus oder Gruppenhomomorphismus?®, wenn fiir alle a,b € G

p(aob) = p(a)* p(b)

gilt.
Ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ injektiv, so heifit ¢ auch Monomorphismus?’

ist ¢ surjektiv, so nennt man ihn Epimorphismus?.

, und

Ist ¢ bijektiv, so heifit er Isomorphismus®. Die inverse Abbildung o= : H — G ist dann
auch ein Isomorphismus. Existiert zwischen zweit Gruppen G, H ein Isomorphismus, so
heiffen G und H isomoph und man schreibt dafir G = H.

Lemma 6.39 Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so wird das neutrale Ele-
ment eq von G auf das neutrale Element ey von H abgebildet, d.h. p(eq) = ey. Weiters
gilt o(a') = p(a)" fir alle a € G.

Definition 6.40 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Das Urbild ¢~'({exn})
des neutralen ey wird als Kern3® von ¢

kern(p) = {a € G| p(a) = en}

bezeichnet.

Weiters nennt man
©(G) = {b € H|es eristiert a € G mit p(a) = b}

als Bild3! von G unter ¢ bezeichnet.

25congruence class

26group homomorphism
2"monomorphism
28 epimorphism
2isomorphism
30kernel
31;

image
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Satz 6.41 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist kern(p) ein Normal-
teiler von G und ¢(G) eine Untergruppe von H.

Einer der wichtigsten Sétze der Gruppentheorie ist der Homomorphiesatz

Satz 6.42 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist die Faktorgruppe
G /kern(p) mit ¢(G) isomorph:

G/kern(p) = ¢(G)

Die Nebenklasse a o kern(p) € G/kern(p) entspricht dem Element ¢(a) € o(G).

6.2 Ringe und Korper

In den ganzen Zahlen Z verwendet man (wenigstens) zwei verschiedene bindre Operatio-
nen, die Addition und die Multiplikation. Beziiglich der Addition ist Z eine Gruppe und
beziiglich der Multiplikation ein Monoid. Man erfafit aber die Struktur der ganzen Zahlen
Z (beziiglich Addition und Multiplikation) nicht vollstindig, wenn man nur die Stukturen
(Z,+) und (Z,-) betrachtet. Es gelten auch Rechenregeln, wie das Distributivgesetz

a-(b+c)=(a-b)+(a-c),

wo Addition und Multiplikation gemeinsam auftreten.

Im folgenden werden daher algebraische Strukturen (A, +,-) mit zwei binéiren Operation
behandelt, die notationstechnischen Griinden mit + (plus) und - (mal) bezeichnet werden
(auch wenn sie mit der gewdéhnlichen Addition und Multiplikation nichts zu tun haben).
Entsprechend bezeichnet man das neutrale Element von +, sofern eines existiert, mit 0
(Null) und das von - mit 1 (Eins). Das additiv inverse Element von ¢ ist dann —a und das
multiplikative a~!. SchlieBlich wird, um Klammern zu sparen, wie iiblich die Multiplikation
vor der Addition ausgefiihrt.

Definition 6.43 Fine algebraische Struktur (R, *,-) (mit zwei bindren Operation) heifst
Halbring®?, wenn die folgenden vier Eigenschaften erfiillt sind:

1. (R, +) ist ein kommutatives Monoid mit neutralem Element 0.
2. (R,-) ist ein Monoid mit neutralem Element 1, das von 0 verschieden ist.
3. Es gelten die Distributivgesetze3?:

a-(b+c¢) = a-b+a-c

a+b-c = a-c+b-c fiir alle a,b,c € R.

32gemiring

33distributive law



6.2. RINGE UND KORPER 73

4. a-0=0-a=0 fir alle a € R.

Beispiel 6.44 (Ny, +,-) ist ein Halbring.

Beispiel 6.45 R = {0,1} mit den Operationen

+]0 1 -0 1
0[0 1 0[0 0
11 1 1/0 1

ist der sogenannte Boolesche Halbring.

Definition 6.46 Fine algebraische Struktur (R, x,-) (mit zwei bindren Operation) heifst
Ring?®*, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfillt sind:

1. (R, +) ist ein kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0).
2. (R,-) ist eine Halbgruppe.

3. FEs gelten die Distributivgesetze.

Besitzt R beziiglich - ein neutrales Element (1), so nennt man R Ring mit Einselement,
und ist R beziiglich - kommutativ, so nennt man R kommutativen Ring.

Insbesondere ist jeder Ring mit Einselement auch ein Halbring.

Beispiel 6.47 (Z, +,-) und (Z,,, +,-) (m > 1) sind kommutative Ringe mit Einselement.
(Ahnlich wie die Addition auf Z,, = Z/mZ definiert man auch die Multiplikation zweier
Nebenklassen durch @ -b = (a +mZ) - (b+mZ):=(a-b)+ mZ =a-b.)

Beispiel 6.48 Die n x n-Matrizen L, ,(R) mit Eintragungen aus einem Ring R bilden
mit der Matrizenaddition und -multiplikation wieder einen Ring.

Beispiel 6.49 Die Menge R[z] der Polynome?® mit Koeffizienten aus R bildet mit der
iiblichen Polynomaddition und -multiplikation wieder eine Ring, den Polynomring iiber
R3¢,

3

4ring
35polynomial
36ring of polynomials
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Sind p(z) = ) axz”®, q(z) = Y bea® zwei Polynome iiber R, d.h. ay, by € R und nur
k=0 k=0

endliche viele ay bzw. by sind von 0 verschieden, so berechnen sich Summe p(z) + ¢(z)

und Produkt p(x) - ¢(x) durch

po) +al@) = Yolax+ s,
p(z)-q(z) = i (__ a; - bk—j) z*.

Man bezeichnet das maximale k mit a; # 0 eine Polynoms p(z) = Y32, axz® als den
Grad?®’ von p(z), i.Z. grad(p(z)). Man beachte, daimmer

max (grad(p(z)), grad(q(z))) ,
grad(p(z)) + grad(q(zx))

grad(p(z) + q(z))

<
grad(p(z) - q(z)) <

gelten.

Beispiel 6.50 Die Menge R[[z]] der (formalen) Potenzreihen® Y°7° , a;z* mit Koef-
fizienten aus a; € R bildet mit formal denselben Operation +,- wie bei den Polynomen
aus Beispiel 6.49 wieder eine Ring, den Ring der formalen Potenzreihen iiber R.

Lemma 6.51 In jedem Ring R gilt a-0=0-a = 0.

In einem Halbring kann diese Eigenschaft nicht aus den anderen Axiomen abgeleitet wer-
den.

In einem Ring kann das Produkt zweier Elemente von 0 verschiedener Element 0 sein, in
Zg gilt zB.2-3=6=0.

Definition 6.52 Eine Element a # 0 eines Ringes R heifit Nullteiler®®, wenn es ein
b# 0 aus R gibt, so daf$ entweder a-b =0 ist oder b-a =0 ist.

Dieses b ist damit natiirlich auch ein Nullteiler.

Definition 6.53 FEin kommutativer Ring mit Einselement ohne Nullteiler heif$t Inte-
grititsbereich?’ oder Integrititsring.

Beispiel 6.54 (Z,+, ) ist ein Integritétsbereich.

37 degree

38formal power series
39zero divisor
“Ointegral domain
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Beispiel 6.55 (Z,,,+,-) (m > 1) ist nur dann ein Integritétsbereich, wenn m eine Prim-
zahl ist. Ist m zusammengesetzt, so besitzt Z,, sicherlich Nullteiler.

Satz 6.56 Der Polynomring R|x] und der Ring der formalen Potentreihen R|[x]] tber
einem Ingegrititsbereich R sind wieder Integrititsbereiche.

Definition 6.57 Fin Element a eines Ringes (mit Einselement 1) heifit Einheit*', wenn
es beziiglich - ein inverses Element a=! gibt.

Die Menge aller Einheiten R* von R bildet eine Gruppe, die sogenannte Einheitengrup-
pe.

Beispiel 6.58 Z* = {—1,1}.

Beispiel 6.59 Z: = {@ = a + mZ|ggT(a,m) = 1}. Diese Einheitengruppe heifit
auch Gruppe der primen Restklassen modulo m. Ihre Ordnung |Z?,| wird als Eu-

lersche Phifunktion!? ¢(m) bezeichnet. Kennt man die Primfaktorenzerlegung von

m = p{'ps? - - - p&r, so berechnet man ¢(m) durch

o= 1=l (- 1)

pj

Wendet man die allgemeine Beziehung a/®! = e auf die Einheitengruppe Z*, an, so erhilt
man den kleinen Fermatschen Satz

a?™ =1mod m  fiir a mit ggT(a,m) = 1.

Insbesondere gilt fiir eine Primzahl p die Formel ¢(p) = p — 1, d.h. alle Elemente aus Z,
auBler 0 sind Einheiten.

Definition 6.60 FEin kommutativer Ring (K, +,-) mit Einselement 1 # 0, in dem jedes
Element a # 0 eine Einheit ist, heifit ein Kérper®3.

Eine algebraische Struktur (K, +,-) ist also genau dann ein Kérper, wenn (K, +) und
(K \ {0}, -) kommutative Gruppen sind und die Distributivgesetzt gelten.

Beispiel 6.61 (Q,+,-), (R,+,-) und (C, +,-) sind Kérper.

Satz 6.62 Jeder Korper ist ein Integrititsbereich.

41ynit
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Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht, wie das Beispiel Z zeigt. Es gilt
allerdings:

Satz 6.63 Jeder endliche Integrititsbereich ist ein Kérper.

Satz 6.64 (Z,,,+,-) ist genau dann ein Kirper, wenn m = p ein Primzahl ist. (Z,,+,-)
ist dann ein endlicher Korper* der Ordnung p.

Allgemein 148t sich zeigen, daf§ es nur fiir Primzahlpotenzen p™ (m > 1) endliche Kérper mit p™ Ele-
menten gibt. Es gibt daher keinen Korper mit 6 Elementen, aber einen mit 8 und einen mit 9.

Im Beispiel 6.59 wird die Einheitengruppe Z}, = {a@ = a+mZ | ggT(a, m) = 1} betrachtet.
Ein Element @ besitzt daher ein inverses Element @ genau dann, wenn ggT(a,m) = 1.
Abschliefiend soll nun der Euklidische Algorithmus vorgestellt werden, mit dessen Hilfe
man nicht nur den grofiten gemeinsamen Teiler zweier ganzer Zahlen, sonder auch das
inverse Element @' sehr effektiv berechnet werden kann. Er beruht auf folgender einfachen
Eigenschaft.

Lemma 6.65 (Division mit Rest) Zu je zwei ganzen Zahlen a,b mit b # 0 gibt es
ganze Zahlen q,r mit
a=bg+r und 0<r<b.

q heifit Quotient und r Rest.

Satz 6.66 Fihrt man zu zwei ganzen Zahlen a,b mit b # 0 die Divisionskette

a = bgy + 19, O0<ro<b
b:7”0q1+’/'1 0<ri <ry

To = T1qs + T2 0<ry <y

Th—2 = Tk—1Gk + Tk 0<rp <1

Th—1=TkQ+1 +0
durch, so muf diese wegen b > ro > ry > ro9 > --- > 0 einmal abbrechen, d.h. es
gibt irgedeinmal einen verschwindenden Rest. Der letzte Rest ry # 0 ust dann der grifste
gemeinsame Teiler ggT(a,b).

Beispiel 6.67 Zur Bestimmung des ggT(59,11) ermittelt man die Divisionskette
99 = 11-5+4

11 = 4-2+3
4 = 3-1+1
3 = 1-3+0.

4finite field
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Es ist also ggT(59,11) = 1. Umgekehrt kann man mit Hilfe dieser Divisionskette auch
den ggT zweier Zahlen als ganzzahlige Linearkombination von a, b darstellen, indem man
ausgehend von der Gleichung ggT(59,11) =4 — 3 - 1 sukzessive die weiteren Reste 3 und
4 riickeinsetzt:

1 = 4-3-1
= 4-(11-4-2)-1
= 3-4-1-11

= 3-(59—5-11)—1-11
= 3.59-15-11—1-11
= 3-59—16-11.

Das ergibt z.B. 117! = —16 = 43 mod 509.

Satz 6.68 Ist d der grifite gemeinsame Teiler der von Null verschiedenen ganzen Zahlen
a,b, so gibt es ganze Zahlen k,l mit

ak + bl = d,

die mit Hilfe der Divisionskette von a und b effektiv berechnet werden konnen.

Die Division mit Rest (Lemma 6.65) funktioniert nicht nur fiir den Bereich der ganzen
Zahlen.

Lemma 6.69 Seien a(x) und q(x) zwei nichtverschwindende Polynome mit Koeffizienten
aus einem Kérper K. Dann gibt es Polynome q(z),r(z) € K[x] mit

a(z) = b(x)q(z) + r(z),

wobei (z) entweder das Nullpolynom ist oder grad(r(x)) < grad(b(zx)).

Genauso wie in den ganzen Zahlen kann jetzt mit einer Divisionskette der grofite gemeinsa-
me Teiler zweier Polynome iiber einem Korper bestimmt werden. Dabei heifit ein Polynom
d(z) € K[xz] grofiter gemeinsamer Teiler der Polynome a(x),b(x) € Klz], wenn d(z) ein
gemeinsamer Teiler von a(z) und b(z) ist und jeder gemeinsame Teiler ¢(z) € K[z]| von
a(x) und b(z) ein Teiler von d(zx) ist.

Satz 6.70 Zu je zwei nichtverschwindenden Polynomen a(zx),b(x) mit Koeffizienten aus
einem Kdrper K gibt es immer einen grifite gemeinsamen Teiler d(x) € K[x]. Weiters
gibt es Polynome k(x),l(z) € K|x] mit

a(z)k(z) + b(x)l(z) = d(z).



78 KAPITEL 6. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Ahnlich wie den Ring Z,, = Z/mZ kann man auch einen Faktorpolynomring iiber einem
Korper K aufbauen. Sei p(z) € K][x] ein festes Polynom (ungleich dem Nullpolynom).
Die polynomiellen Vielfachen p(z)K|z] dieses Polynoms bilden eine (additiven) Normal-
teiler von K|z|. Auf der Faktorgruppe K|[z|/p(z)K|z] kann aber auch (wie in Z/mZ) in
natiirlicher Weise eine Multpikation definiert werden, und K|[z]/p(z)K|z] wird dadurch
wieder zu einem Ring.

Satz 6.71 Sei K ein Korper und p(z) € Klz] ein Polynom mit Koeffizienten aus K.
Dann ist der Faktorring (K|x]/p(x)K|[z],+,-) genau dann ein Kérper, wenn das Poly-
nom p(x) irreduzibel® iber K ist, d.h. p(x) kann nicht als Produkt zweier Polynome
a(z),b(z) € K[z] mit kleinerem Grad (als p(x)) dargestellt werden.

Beispiel 6.72 Das Polynom p(z) = z%+1 ist irreduzibel iiber R. Daher ist der Faktorring
R[z]/(z* + 1)R[z] ein Korper. Die Nebenklasse = + (z® + 1)R[z]| hat die Eigenschaft
(x4 (22 + 1)R[z])?> = =1 + (z® + 1)R|z]. Es ist leicht einzusehen, dafl R[z|/(z* + 1)R[z]
nichts anderes als die komplexen Zahlen C reprisentiert. Die imaginire Einheit ¢ mufl nur
mit z + (2% + 1)R[z] identifiziert werden.

Beispiel 6.73 Ist ¢(x) ein irreduzibles Polynom vom Grad k iiber Z, (mit einer Primzahl
p), so ist Z,[z]/q(x)Z,|z] ein endlicher Kérper mit p* Elementen.

6.3 Codierungstheorie

6.3.1 Grundlegende Begriffe

Ubermittelt man Daten iiber eine Leitung auf elektronischem Wege oder speichert man
Daten ab und liest sie zu einem spéteren Zeitpunkt wieder, so konnen durch verschiede-
ne Einfliisse Ubertragungsfehler auftreten, d.h. daf die empfangene Nachricht nicht mehr
mit der gesendeten {ibereinstimmt. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die urspriingliche
Nachricht in einer Art und Weise umzukodieren, so dafl gewisse Fehler erkannt und mogli-
cherweise sogar korrigiert werden kénnen.

Beispiel 6.74 Liegt eine Nachricht in 0-1-Blécken gleicher Linge vor, so wird jeder Block
um ein 0-1-bit parity bit verlingert und zwar so, dafl dann in jedem Block eine gerade
Anzahl von 1 steht.

7.B. wird die Nachricht 00101,11010,10110,01011 zu 001010,110101, 101101, 010111 um-
kodiert.

Beim Empfinger wird nun getestet, ob jeder empfangene Block eine gerade Anzahl von
1 besitzt. Ist dies einmal nicht so, so muf} bei der Ubertragung dieses Blocks ein Ubert-
ragungsfehler passiert sein. Dieser Fehler kann aber (ohne Riickfrage beim Sender) nicht
behoben werden.

45irreducible polynomial
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Beispiel 6.75 Beim Wiederholungcode wird jeder 0-1-Block m-mal wiederholt. Ist
z.B. m = 3, so konnen Fehler an einer Stelle korrigiert werden und Fehler an hochstens
zwel Stellen erkannt werden.

Definition 6.76 Sei A eine endliche Menge, die im folgenden Alphabet bezeichnet wer-
den wird.

Ein (n,k)-Code®® C = f(AF) C A" ist das Bild einer injektiven Abbildung
FoAk oA,

Die Elemente aus A* nennt man Nachrichtenworte und die aus C Codeworte.

Beispiel 6.77 Der Code im Beispiel 6.74 wird mit dem Alphabet A = {0,1} und der
Codierungsfunktion f; : A¥ — A*+1 mit

filay,ag, ..., a) = (a1, a9,...,a5,a1 + as + - - - + ax mod 2).
Entsprechend ist die Codierungsfunkion im Beispiel 6.75 f, : AF — A™F mit

jb(ala--':ak) ::(ala-":akaala'"aaka"'aala"-:ak)

Entsteht bei der Ubertragung von Nachrichten ein Ubertragungsfehler, so wird (iiblicher-
weise) vom Empfénger ein Wort w aus A™ empfangen, das kein Codewort ist. Um diese
Abweichung zu quantifizieren, verwendet man den Begriff der Hammingdistanz.

Definition 6.78 Die Hammingdistanz d(v,w) zweier Worte v = ajag-+-ay, w =
bibg -+ - b, € A™ ist die Anzahl der verschiedenen Stellen aj # b; (1 < j <n).

Tritt bei der Ubertragung eines Wortes an zwei Stellen ein Fehler auf, so ist die Ham-
mingdistanz 2.

Die Hammingdistanz d(v, w) ist iibrigens eine Metrik auf A".

Definition 6.79 Sei C C A™ ein Code, dann ist die Minimaldistanz

0(C)= min d(v,w)

v,weC,vF£w

die minimale Hammingdistanz zweier verschiedener Codeworte.

Satz 6.80 Ist §(C) die Minimaldistanz eines Codes C C A", so kinnen (Ubertragungs-)
Fehler an hdchstens k < 0(C) Stellen erkannt und (Ubertragungs-) Fehler an hdchstens
k< ‘5(2—0) Stellen korrigiert werden.

46code
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Bei einem Code ist es immer ein Ziel, ein Korrekturschema K (C') aufzustellen. Dies ist
eine Tabelle, wo in der ersten Zeile die Codeworte C' = {cy, ¢s, . ..} aufgelistet sind, und in
der jeweiligen Spalte unter einem Codewort c; stehen alle Worte aus A", die zu ¢; korrigiert
werden. Satz 6.80 sagt zum Beispiel aus, dal jene Worte w € A", deren Distanz zu C'
kleiner als 6(C') /2 sicherlich in jedes Korrekturschema aufgenommen werden. Es kann aber
auch noch weitere Worte in A" geben, die eindeutig korrigiertbar sind. Jedenfalls kann man
bei der Erstellung einens Korrekturschemas K (C) zwischen 2 Prinzipien unterscheiden:

1. Es werden in K(C) nur jene Worte eingetragen, fiir die die Korrektur eindeutig
moglich ist. Es konnen dann méglicherweise nicht alle Worte aus A™ korrigiert wer-
den.

2. Es werden alle Worte aus A" in K(C) eingetragen. Gibt es zu einem Wort w € A™
zwei oder mehr verschiedene Codeworte mit gleichem minimalem Abstand, so muf}
man sich entscheiden, zu welchem Codewort korrigiert werden soll. Dabei kénnen Zu-
satzinformationen iiber die Fehlerwahrscheinlichkeit im Ubertragungskanal beriick-
sichtigt werden. (Oft sind Fehlerbiindel wahrscheinlicher als gleichverteilte Fehler.)

6.3.2 Gruppencodes

Definition 6.81 Sei A eine abelsche Gruppe. Ein Gruppencode C' C A" (n € N) ist
ein Code, der gleichzeitig Untergruppe von A™ ist.

Beispiel 6.82 Jede Untergruppe C von (Z%,+) oder (Z}, +) ist ein Gruppencode.

Satz 6.83 Sei C C A" ein Gruppencode, dann gilt

d(C) = min w(c),

ceC\{0}

wobei w(c) = d(c,0) das Gewicht eines Wortes bezeichet.

Die Minimaldistanz eines Gruppencodes kann daher sehr schnell berechnet werden. Wei-
ters besteht ein direkter Zusammenhang zwischen der Nebenklassenzerlegen von C' in A™
und dem Korrekturschema.

Satz 6.84 Sei v + C eine Nebenklasse von C' mit der Figenschaft, dafi v das einzige
Element von v + C' mit minimalem Gewicht ist. Dann wird das Element v +c € v+ C
(c € C) in jedem Korrekturschem K(C) zu ¢ € C korrigiert.

Definition 6.85 Se: v + C' eine Nebenklasse von C. Ein Element vg € v + C heifst
Nebenklassenanfiihrer, wenn es minimales Gewicht in v + C hat.
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Ein Nebenklassenfiihrer muf§ nicht eindeutig sein (wie wir im Beispiel 6.86 noch sehen
werden). Ist er jedoch eindeutig, so macht die Korrektur keine Probleme. Empfingt man
ein Wort v aus einer Nebenklasse mit eindeutigem Nebenklassenanfiihrer vy, so wird v
einfach zu v — vy € C korrigiert. Man kann daher das Korrekturschem so aufbauen, dafl
man zunéchst alle Nebenklassen von C bestimmt und jede Nebenklasse mit eindeutigem
Nebenklassenanfiihrer vy in eine Zeile des tabellarischen Korrekturschemas eintrégt. Unter
dem Wort ¢ € C schreibt man vy + ¢. vy ist natiirlich jenes Wort, das zu 00---0 € C
korrigiert wird.

Bei jenen Nebenklassen, die keinen eindeutigen Nebenklassenanfiihrer besitzen, geht man
jetzt prinzipiell genauso vor. Man muf§ nur unter den moglichen Kandidaten mit minima-
lem Gewicht einen aussuchen. Dieser wird dann zu 00 - - -0 korrigiert. Die Korrektur der
anderen Elemente einer solchen Nebenklasse ist, wenn man sich fiir einen Kandidaten ent-
schieden hat, dann schon festgelegt. Man mufl nur den ausgewihlten Nebenklassenfiihrer
subtrahieren.

Beispiel 6.86 Es sei C = {00000,11010,00111,11101} Untergruppe von Z3. C hat
25/4 = 8 Nebenklassen und Gewicht w(C) = 3. Man kann daher Fehler an einer Stelle
eindeutig korrigieren. Daher sind die Nebenklassen 10000 + C', 01000 + C', 00100 + C,
00010 + C', 00001 + C sicher paarweise verschieden und die Nebenklassenanfiihrer sind
10000, 01000, 00100, 00010, 00001. Da C' auch eine Nebenklasse ist, fehlen nur mehr zwei,
néamlich

{01100, 10110,01011, 10001}

und
{01001, 10011, 01110, 10100}.

In beiden Nebenklassen gibt es zwei Elemente mit minimalem Gewicht 2. Es werden hier
01100 und 01001 als Anfiihrer gewshlt. Daher ergibt sich das folgende Korrekturschema
K(C):

C | 00000 | 11010 | 00111 | 11101
10000 4+ C' | 10000 | 01010 | 10111 | 01101
01000+ C | 01000 | 10010 | 01111 | 10101
00100+ C' | 00100 | 11110 | 00011 | 11001
00010+ C | 00010 | 11000 | 00101 | 11111
00001 4+ C' | 00001 | 11011 | 00110 | 11100
01100+ C' | 01100 | 10110 | 01011 | 10001
01001 + C | 01001 | 10011 | 01110 | 10100

Ein wichtiger Spezialfall von Gruppencodes sind Linearcodes. Hier betrachtet man eine injektive, lineare
Abbildung f : K*¥ — K™ zwischen dem k-dimensionalen Vektorraum K* und dem n-dimensionalen
Vektorraum K™ {iber einem endlichen Korper K. Das Bild C = f(K*) ist dann ein k-dimensionaler
Teilraum von K™, also eine Untergruppe beziiglich der Addition. f ist die Codierungsabbildung, die auch
durch eine Generatormatrix G (mit k¥ Zeilen und n Spalten mit vollem Rang k) durch

flor,v2, ..., 08) = (V102 - v)G
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realisiert werden. Die Zeilen von G bilden auch eine Basis von C.

Der grofle Vorteil von Linearcodes ist, dafl die Fehlerkorrektur sehr einfach durchgefiihrt werden kann.
Dazu benétigt man eine Kontrollmatrix H (mit n — k Zeilen und n Spalten mit vollem Rang n — k) mit
der Eigenschaft, dal GH” die Nullmatrix ergibt. Es stellt sich heraus, daf$ zwei Vektoren (w1, ws, . .., w,),

(wh,wh,...,w)) genau dann in derselben Nebenklasse von C' liegen, wenn
(w1, wa, ..., wy)HT = (wh,wh,...,w)H"
gilt. Die moglichen Bilder (wy,ws, ..., w,)HT liegen in K™ *. Jedes Element aus K™ * entspricht daher

genau einer Nebenklassen von C. Zur Korrektur benotigt man daher nur eine Kontrollmatrix H und eine
Liste, die jedem Element aus K"* einen Nebenklassenanfiihrer der entsprechenden Nebenklasse von C
zuordnet.

6.3.3 Das RSA-Verfahren

Im Unterschied zur Codierungstheorie, wo die Fehlererkennung und -korrektur bei
Fehliibertragungen im Vordergrund steht, ist bei der Verschliisselung?’ das Ziel, sie
abhérsicher zu machen, d.h. ein potentieller Lauscher soll nicht in der Lage sein, die
gesendete verschliisselte Nachricht zu entziffern.

Verschliisselungsverfahren finden nicht nur militdrische Anwendungen, sie werden
natiirlich auch im zivilen Bereich, etwa im Bankenwesen, eingesetzt.

Das momentan beste Verschliisselungsverfahren ist das nach Rivest, Schamir und Adleman
benannte RSA-Verfahren, das sich auch dadurch auszeichnet, dal es mit 6ffentlichen
Schliisseln’® arbeitet.

Das RSA-Verfahren beruht auf dem folgenden Satz:

Satz 6.87 Seien p,q zwei verschiedene ungerade Primzahlen, n = pq und v = kgV(p —
1,q — 1). Dann gilt fir alle a,m € Z

o™t = g mod n.

Sind also e, d € Z zwei Zahlen mit ed = 1 mod v, so gilt fiir alle a € Z

(a®)* = a mod n.

Mochte also eine Person A verschliisselte Nachrichten empfangen kénnen, so mulptipliziert
A zwei (i.a. mindestens 100-stellige) Primzahlen p, ¢ miteinander und veréffentlicht das
Produkt n = pg und eine Zahl e, die zu v = kgV(p — 1,¢ — 1) teilerfremd ist.

Ist nun eine weitere Person B daran interessiert, der Person A eine Nachricht zu senden,
die nur A lesen kann, so unterteilt er die Nachricht in Blécke a4, as, . . ., so daf3 jeder Block

47enciphering

48public key crypto system
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durch eine nichtnegative Zahl < n représentiert werden kann. Anschlieflend verschliisselt
er ai, as, ... durch

b; = a; mod n (7>1)
und 148t A die Zahlen by, bs, . .. ohne weitere Geheimhaltung zukommen.

A kann nun die urspriingliche Nachricht aq, as, ... durch

aj:b;-imodn (j>1)

zuriickgewinnen, also entschliisseln.

Auf dem ersten Blick erscheint das RSA-Verfahren nicht sehr sicher zu sein. Da n und e
bekannt sind, sollte man doch d = e mod v berechnen kénnen. Der Grund, warum dies
nicht funktioniert, ist die Tatsache, dafl v = kgV(p — 1,¢ — 1) nur mit Hilfe der Primfak-
torenzerlegung von n = pq errechnet werden kann, und diese wird nicht bekanntgegeben.

Es hat sich gezeigt, dafl die Ermittlung der Primfaktorenzerlegung einer natiirlichen Zahl
bei wenigen grofien Primfaktoren am schwierigsten ist. Weiters steigt der Aufwand, die
Primfaktorenzerlegung einer Zahl zu bestimmen sehr schnell mit der Gréfle der vorge-
gebenen Zahl. Beispielsweise liegt die erwartete Rechenzeit zur Faktorisierung eine 200-
stelligen Zahl momentan auflerhalb unserer Lebenserwartung.

6.4 Verbinde und Boolsche Algebren

Definition 6.88 FEine algebraische Struktur (M, A,V) heifft Verband*®, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. (M, A) ist eine kommutative Halbgruppe.
2. (M, V) ist eine kommutative Halbgruppe.

3. Es gelten die Verschmelzungsgesetze

a = aA(aVb),
V (aAb)

fur alle a,b € M.
Beispiel 6.89 (P(A),N,U) ist fiir jede Menge A ein Verband.
Beispiel 6.90 M = N mit a A b = min(a,b) und a V b = max(a, b) ist ein Verband.

Beispiel 6.91 M = N mit a Ab = ggT(a,b) und a VvV b = kgV(a,b) ist ein Verband.
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Beispiel 6.92 B = {0, 1} mit den Operationen A,V ist ein Verband.

Ebenso ist B" = {(x1,%2,...,%,) | z; € B (1 < j <n)}, wobei Nund V komponentenweise
durchgefiihrt werden, ein Verband.

(B™,N,V) ist iibrigens zu (P(A),N,U) isomorph, wobei A eine endliche Menge mit
n Elementen A = {ai,as,...,a,} bezeichnet. Einer Teilmenge B C A kann mit
(xB(a1),xB(az),...,xs(a,)) € B"™ identifiziert werden.

Definition 6.93 Sei < eine Halbordnung auf einer Menge A.

Eine Element ¢ € A heifit Infimum® inf(a,b) zweier Elemente a,b € A, wenn ¢ < a und
¢ < b ist und fiir jedes Element d € A mit d < a und d < b auch d < ¢ gilt.

FEine Element ¢ € A heifst Supremum?® sup(a,b) zweier Elemente a,b € A, wenn a < ¢

und b < ¢ ist und fiir jedes Element d € A mit a < d und b < d auch ¢ < d gilt.

Das Infimum wird auch als grifite untere Schranke und das Supremum als kleinste obere
Schranke bezeichnet.

Satz 6.94 Sei (M, A,V) ein Verband. Dann wird durch
a<b<=a=anb

auf M eine Halbordnung definiert. In dieser Halbordnung gibt es zu je zwei Elementen ein
Infimum, ndmlich inf(a,b) = a A b, und ein Supremum sup(a,b) = a V b.
Ist umgekeht < eine Halbordung auf M mit der Eigenschaft, dafl es zu je zwei Elementen

ein Infimum und ein Supremum gibt, so ist M mit den Operationen a Ab = inf(a,b) und
aV b=sup(a,b) ein Verband.

Da jede (endliche) Halbordnung durch ein Hassediagramm dargestellt werden kann, ist
es auch moglich, einen Verband durch das Hassediagramm der entsprechenden Halbord-
nung zu reprisentieren.

Beispiel 6.95 M = {1,2,3,4,6,12} mit a A b = ggT(a,b) und a V b = kgV(a, b) ist ein
Verband. Sein Hassediagramm hat die folgende Gestalt:

Oattice
50infimum
Slsupremum
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12

Beispiel 6.96 Das folgende Beispiel einer Halbordnung zeigt, daf§ es auch Halbordnun-
gen auf sehr kleinen Mengen gibt, wo nicht fiir alle Paare ein Infimum bzw. Supremum

existiert.

a b
Diese Halbordnung représentiert daher keinen Verband.

Definition 6.97 FEin Verband (M, A, V) heifit distributiver Verband, wenn die Dis-
tributivgesetze

fiir alle a,b,c € M gelten.

Beispiel 6.98 Der durch das folgende Hassediagramm gegebene Verband
1

0

ist nicht distributiv. Es gilt
aN(bVe)=aANl=a aber (aAb)V(aAc)=0V0=0.

Gewisse Verbinde haben aufler den Distributivgesetzen noch weitere Eigenschaften. Bei-
spielsweise hat der Verband (P(A),N,U) aus Beispiel 6.89 die ganze Menge A als ge-
meinsame obere Schranke und die leere Menge () als gemeinsame untere Schranke. Diese
Elemente sind dann natiirlich neutrale Elemente fiir N und U. Weiters gibt es zu jeder Men-
ge B € P(A) das Komplement B’ = A\ B mit den Eigenschaften inf(B, B') = BNB' =)
und sup(B, B") = BUB' = A. (P(A),N,U) bildet eine sogenannte Boolesche Algebra.
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Definition 6.99 Fin distributiver Verband (M, A,V) heifit Boolesche Algebra, wenn
er die folgenden beiden zusdtzlichen Eigenschaften besitzt:

1. Es gibt ein neutrales Element 1 € M beziiglich A\, und es gibt ein neutrales Element
0 € M (0+# 1) beziiglich v, d.h. (M, ) und (M,V) sind Monoide.

2. Zu jedem a € M gibt es ein Komplement a' € M mit

aVad =1 und aAd =0.

Satz 6.100 Fine Boolesche Algebra (M, A,V) hat die folgenden Eigenschaften:

o Fiir alle a € M gilt
aVli=1 und aNn0=0.

e Gelten fiir ein b € M die Beziehungen aVb=1 und aANb=0, so ist a’ = b.

o Fliir alle a € M gilt
(a") = a.

o Fliir alle a,b € M gelten die DeMorganschen Regeln
(anbd) = d Vi,
(avbd) = dAb.

Beispiel 6.101 (B",N,U) ist fiir jedes n € N eine Boolesche Algebra.

Satz 6.102 Jede endliche Boolesche Algebra ist zu (B™, N, U) fir ein n € N isomorph,
d.h. es gibt nur endliche Boolesche Algebren der Ordnung 2" (n € N), und diese sind bis
auf Isomorphie durch (B™,N,U) gegeben.

6.5 Allgemeine Algebren

Definition 6.103 Sei A eine nichtleere Menge und n € N. Eine n-stellige Operation
w auf A ist eine Abbildung

w:A"=AxAx---xA— A,

d.h. jedem n-Tupel (a1, as,...,a,) € A" wird ein Element w(ay,aq,...,a,) € A zugeord-
net.

Eine 0-stellige Operation w auf A ist ein bestimmetes Element aus A.
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Beispiel 6.104 In einer Gruppe (G,o) gibt es neben der zweistelligen (bzw. binéren)
Operation o noch eine 0-stellige, die das neutrale Element e darstellt und eine einstellige,
die jedem a € G das inverse Element a’ zuordnet.

Definition 6.105 Ist A eine nichtleere Menge und sind wq, ws, . .. ni-stellige, ny-stellige,
... Operationen auf A, so heifst das System

<A, W1, W, .. )

allgemeine Algeba’? und
(ny,ng,...)

Typ von (A wi,ws,...).

Die folgenden (bisher besprochenen) algebraischen Strukturen sind allgemeine Algebren
und haben den angegebenen Typ:

Halbgruppe (A, o) (2)
Monoid (A, o,€) (2,0)
Gruppe (A, o0,¢e,) (2,0,1)

Ring (A,+,0,—,-) (2,0,1,2)

Ring mit 1 (A,+,0,—,-,1) | (2,0,1,2,0)

Verband (A, A, V) (2,2)
Boolesche Algebra | (A, A,1,V,0,") | (2,0,2,0,1)

Korper sind beispielsweise keine allgemeine Algebren, da die Operation, die einem Element
a sein multiplikativ inverses Element a~! zuordnet, fiir a = 0 nicht definiert werden kann.
Ebenso sind Integritdtsbereiche keine allgemeinen Algebren.

Fiir allgemeine Algebren (A, w,ws...) gibt es universelle Konstruktionen, zu weiteren
Algebren deselben Typs iiberzugehen, ndmlich Unteralgeben, direkte Produkte und
Faktoralgebren.

Definition 6.106 Sei (A, w1, ws...) eine allgemeine Algebra und U eine nichtleere Teil-
menge von A. Ist U abgeschlossen beziglich aller Operationen wy,ws, ..., d.h. fir alle
a1, 0z, ..., 0, € U gilt wi(ar,as,...,an;) €U (j =1,2,...), so heifit (U,w,w;...) Un-
teralgebra® von A.

Definition 6.107 Sind (A',w],wh...) und (A", W}, wh ...) zwei Algebren vom selben Typ,
so bezeichnet man (A" x A" wy,wy...) mit den Operationen

w]((a'€[7 a’lll)a (aIQ’ a’IQI)’ Tt (a';L‘]7 a’z,])) = (w‘;(a£7 a”27 Tt a{ILJ)’ w;’(a'lll’ CLIQ” A ’a{[:]))

als direktes Produkt® der Algebren A’ und A".

5

Zuniversal algebra
3subalgebra
54product
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Definition 6.108 Sei (A,wq,ws...) eine allgemeine Algebra. Eine Aquivalenzrelation R
auf A heifft Kongruenzrelation® wenn fir alle a1, as, .. O, und by, ba, ... by, die
a1 Rby, agRbs,. .., an; Rby; erfillen, auch

wj(ai, ag, ..., an;) Rwj(by, by, ..., 0y;) (7 =1,2,...)
qilt.
Fiir eine Kongruenzrelation R auf A und a € A bezeichne
K(a) ={b€ A|aRb}

jene Aquivalenzklasse von R, die a enthdilt. Definiert man auf der Menge A/R =
{K(a) |a € A} die Operationen

j(K(a1), K(az),..., K(ay,)) = K(wj(a1,a9,...,0;)) (1=1,2,...),

s0 bezeichnet (A/R,w,,ws, .. .) die Faktoralgebra®® von A nach (der Kongruenzrelation)

R.

Beispiel 6.109 Fiir Gruppen G entsprechen die Kongruenzrelationen R auf G' genau den
Normalteilern H von G, d.h. die von einer Kongruenzrelation R erzeugten Partition von
G ist die Nebenklassenzerlegung eines Normalteilers H von G.

Definition 6.110 Sind (A,wi,ws...) und (B,w,Ws...) zwei allgemeine Algebren des-

selben Typs und gilt fir eine Abbildung ¢ : A — B, so dap fir alle ay,az,...,a,, € A
go(wj(al, az, ..., a’nj)) = wj(go(a'l): <P(02)a LR (p(an])) (.7 = 11 25 . ')a

s0 bezeichnet man ¢ : A — B als Homomorphismus®”.

Ist ein Homomorphismus ¢ : A — B bijektiv, so heifit ¢ Isomorphismus®® und die
beiden Algebren A, B heiffen isomorph®’.

Beispiel 6.111 Ein Homomorphismus ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen G, H (aufge-
faBit als allgemeine Algebren vom Typ (2,0, 1)) muf} die Bedingungen

placb) = ¢(a)*p(b),
pleg) = em,

erfiillen. Das sind aber genau die Eigenschaften, die auch ein Gruppenhomomorphismus
erfiillt.

55

congruence
S6factor algebra
5Thomomorphism
58isomorphims
59isomorphic
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Satz 6.112 (Allgemeiner Homomorphiesatz) Sei (A, w;,ws...) eine allgemeine Al-
gebra und R eine Kongruenzrelation auf A. Dann ist  : A — A/R, a — K(a), ein
Homomorphismus.

Ist anderereseits ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphimus zwischen zwei allgemeinen
Algebren A, B desselben Typs, so gibt es auf A eine Kongruenzrelation R, so daff B und
A/R isomorph sind.

Homomorphismen und Kongruenzrelationen leisten daher dasselbe, um aus einer allge-
meinen Algebra weitere Algebren (desselben Typs) zu konstruieren.



Kapitel 7

Elementare Aussagenlogik 11

7.1 Konjunktive und disjunktive Normalformen fiir
Formeln

Die in Kapitel 1 eingefiihrten aussagenlogischen Begriffe konnen nun prézisiert werden.
Dazu bezeichne B = {w, f} die Menge aus den Symbolen w und f.

Definition 7.1 Auf der Menge B = {w,f} werden die zweistelligen Operation Kon-
junktion® (A), Disjunktion? (V), Implikation® (—), Aquivalenz (<) und die ein-
stellige Operation Negation (—), wie folgt, definiert:

g = g

f
w
f

g -7

v | f f
f|f w
w|w f

SRR
g =l
g €€

S|~

S >
S | .
R RN

(B, A,V,—, <>, ) ist daher eine allgemeine Algebra vom Typ (2,2,2,2,1).

Definition 7.2 Eine Boolesche Variable ist eine Variable, die Werte aus B = {w,f}
annehmen kann.

Die Definitionen fiir (wohlgeformte) Formel, Tautologie etc. bleiben natiirlich gleich.

Das erste Ziel ist es, zu Formeln in Analogie zu Mengenausdriicken eine Normalform
anzugeben.

Lconjunction
2disjunction
3implication
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Genauso wie bei den Mengenausdriicken 148t sich mit Hilfe der Wahrheitstafel (die ja der
Elementtabelle entspricht) zu jeder wohlgeformten Formel eine disjunktive resp. konjunk-
tive Normalform bestimmen.

Fiir Boolesche Variable a verwenden wir die folgende Notation:

5 a fur5:1,
—a firo=0

verwenden.

Definition 7.3 Seien ai,as,...a, Boolesche Variable. Fir jede m X n-Matriz J =
(Ok)1<k<ma<i<n (0 < m < 2") mit Elementen 6y € {0,1} mit paarweise verschiedenen

Zeilen bezeichnet
V (Aa)

k=1 \i=1

eine disjunktive Normalform. Entrsprechend heifst

A (V)

k=1 \I=1

konjunktive Normalform.

Satz 7.4 Seir I eine wohlgeformte Formel, in der nur die Booleschen Variablen
ai, ag, . . .a, vorkommen. Dann gibt es eine (bis auf die Reihenfolge der Terme) eindeuti-
ge zu F' dquivalente disjunktive resp. konjunktive Normalform der Booleschen Variablen
A1,09,...,0p.

Die entsprechenden Darstellungen kénnen wie im Abschnitt 2.5 aus der Wahrheitstafel
sofort abgelesen werden. Ersetzt man die Elementsymbole w durch 1 und f durch 0, so
setzt sich die Matrix J fiir die disjunktive Normalform aus jenen Zeilen der ersten n
Spalten zusammen, so in der resultieren Spalte 1 steht. Vertauscht man alle 0 und 1, so
erhilt man auf dieselbe Art und Weise die Matrix J fiir die konjunktive Normalform.

Weiters 148t sich der im Abschnitt 2.5 vorgestellt Algorithmus zur Bestimmung der dis-
junktiven Normalform direkt auf wohlgeformte Formeln anwenden

7.2 Boolesche Funktionen, Schaltalgebra

Definition 7.5 Sei B = {w,f} und n eine natiirliche Zahl. Fine Funktion f : B" — B
heifit Boolesche Funktion®.

4Boolean function
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Beispiel 7.6 Die Funktionen fi(a,b) = a A b und fy(a,b) = a V b sind Boolesche Funk-
tionen.

Man kann also mit Hilfe wohlgeformter Formeln sofort Boolesche Funktionen erzeugen.
Interessanterweise gilt dies auch umgekehrt.

Satz 7.7 Jede Boolesche Funktion f : B™ — B ist durch eine wohlgeformte Formel
darstellbar.

Eine solche wohlgeformte Formel kann direkt aus der Wertetabelle von f als disjunktive
Normalform angegeben werden.

Beispiel 7.8 Ist f: B2 — B durch

a | b | f(ab)
w|w f
w | f w
f|lw w
f|f f

gegeben, so erhdlt man direkt

f(a,b) = (a A=b) V (-a A D).

Boolesche Funktionen treten in der Praxis oft bei Steuerungen auf und kénnen durch logi-
sche Schaltkreise realisiert werden. Dabei werden die beiden logischen Werte w, f (wie
in Digitalrechnern iiblich) durch unterschiedliche Spannungszusténde realisiert. Graphisch
werden wir folgende Symbole verwenden:

a a

GDW ) A fenb v eV

Durch Kombination solcher Gatter erhélt man ein logisches Modul, wie das z.B. das
dargestellte Modul (a A b) V c.

a
A
b —— L

Cc

v —— (aAb)Ve

Im n#chsten Abschnitt wird ein Algorithmus zur Optimierung der Anzahl der Gatter
angegeben.
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7.3 Optimierung von logischen Schaltkreisen

7.3.1 Quine-McCluskey-Algorithmus

Der Algorithmus von Quine-McClyskey ist der erste von zwei Teilen, fiir eine vorgegebene
Boolesche Funktion f : B®™ — B eine Darstellung anzugeben, die mit moglichst wenigen
Gattern als logische Schaltkreis realisiert werden kann.

Ausgangspunkt des Algorithmus ist die disjunktive Normalform von f. Der erste Schritt,
ist die Zeilen der zugehorigen Matrix J, aufgefafit als 0-1-Folgen der Lange n, aufzulisten.
Beispielsweise gehoren zu

w=(aANbA=c)V(aA=bA=c)V(-aAbAc)

die 3 0-1-Folgen 110,100,011. Die Idee ist, die 0-1-Folgen als Eckpunkte des Ein-
heitswiirfel zu interpretieren:

110 111
101
100
010 7 011
000 001

Die Terme der disjunktiven Normalform entsprechen dann gewissen Eckpunkten dieses
Wiirfels. Die Eckpunkte werden im folgenden auch als 0—Wiirfel bezeichnet werden. Wei-
ters wird eine Kante zwischen zwei benachbarten Eckpunkten als 1-Wiirfel bezeichnet.
Beispielsweise wird der 1-Wiirfel zwischen den Eckpunkten 110, 100 durch 1y0 dargestellt,
y variiert sozusagen zwischen 0 und 1. Man sagt auch, dafy der 1-Wiirfel 1y0 die 0-Wiirfel
110, 100 iiberdeckt. Ebenso kann man die Seitenfliche der Eckpunkte 110,100, 000.010
durch eine sogenannten 2—Wiirfel yy0 darstellen. Dieser iiberdeckt dann die 1-Wiirfel
1y0, 400, 0y0, y10 und die 0—-Wiirfel 110, 100,000.010. Der ganze Wiirfel wire dann ein
3—Wiirfel yyy.

In ganz analoger Weise definiert man k—Wiirfel (0 < k£ < n) im Zusammenhang mit
0-1-Folgen der Lange n.

Im obigen Beispiel enthélt w also genau 3 0-Wiirfel 110, 100,011 und einen 1-Wiirfel 1y0.
Klareweise kann man, wenn in der disjunktiven Normalform ein k—Wiirfel enthalten ist, die
entsprechenden 2* Terme durch einen einzigen ersetzen, wo nur mehr jene n— k Boolesche
Variable aufgenommen werden, die den 2* Termen gemeinsam sind. Beispielsweise gilt

(aANbA=C)V (aN—bA—c)=aA —c.

Dies motiviert den folgenden Algorithmus von Quine-McClyskey. Es sei also w die
disjunktive Normalform einer Booleschen Funktion in n Booleschen Variablen.
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1. Man schreibe alle Zeilen der Matrix J (der disjunktiven Normalform) - also alle
0-Wiirfel von w - in eine nach der Anzahl der Einsen geordnete Liste und setze
k:=1.

2. Man kombiniere alle Paare von (k — 1)-Wiirfel. Falls bei einer Kombination ein
k—Wiirfel erhalten wird, schreibt man ihn in eine Liste der k~Wiirfel. Danach wird
jedes Paar von (k — 1)-Wiirfel, das einen k—Wiirfel geliefert hat, gestrichen.

3. Ist kK < n, so setze k := k + 1 und gehe zu 2.

4. Ist kK = n, so entsprechen die nichtgestrichenen i~Wiirfel (1 < ¢ < n) Termen pj,
deren Disjunktion dquivalent zu w ist.

Beispiel 7.9 Es sei

w = (maAN-bA=cA-d)V (ma AbA=cA=d)V (maAbA—cAd)
V (maA=bA=cAd)V(aN—-bA-cAd)V (aA-bAcAd)

die disjunktive Normalform einer wohlgeformten Formel mit 4 Booleschen Variablen
a,b,c,d.

Im ersten Schritt werden die Zeilen von J, d.h. die 0-Wiirfel von w, aufgelistet:

0000
0100
0001
0101
1001
1011.

Als néchstes werden alle Paare dieser 0—Wiirfel betrachtet und es wird iiberpriift, ob
daraus 1-Wiirfel gebildet werden kénnen. Es kénnen insgesamt 6 1-Wiirfel

0y00
000y
010y
0y01
1001
10y1

gebildet werden, die alle 0-Wiirfel von w iiberdecken, d.h. alle 6 0-Wiirfel werden gestri-
chen.

Daraufthin werden alle Paare dieser 1-Wiirfel untersucht, um festzustellen, ob daraus 2—
Wiirfel gebildet werden konnen. Die ersten 4 1-Wiirfel 0y00, 000y, 010y, 0y01 werden vom
2-Wiirfel 0y0y tiberdeckt.

Insgesamt bleiben daher die drei Wiirfel y001, 10y1, 0y0y iibrig, die den Termen
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p1:_|b/\_|C/\d,
po=aA-bAd,
p3 = a N\ ¢

entsprechen. w ist daher dquivalent zu
mVpaVps=(-bA=cAd)V(aAN-bAd)V (—aA—c).

Es wird sich herausstellen, da} diese Darstellung noch nicht optimal ist. w ist namlich
auch zu
peVp3=(aA-bAd)V (—a A —c)

dquivalent.

7.3.2 Hauptterme und absolut eliminierbare Terme

Zur weiteren Optimierung wird nun eine Matrix aufgestellt, wobei die Zeilen mit den p;
und die Spalten mit den 0—Wiirfeln von w indiziert werden. Dabei wird in die Matrix ein
x gesetzt, wenn der 0-Wiirfel der Spalte vom Wiirfel der Zeile iiberdeckt wird.

Im oben besprochenen Beispiel ergibt sich folgendes Bild:

‘ 0000 0100 0001 0101 1001 1011
0y0y | x X X X
10y1 X X
27001 X X

Wenn es in einer Spalte nur ein x gibt, so mu8 jenes p; der entsprechenden Zeile sicherlich
in eine Disjunktion, die zu w dquivalent sein soll, aufgenommen werden. Ein Term mit
dieser Eigenschaft heifit Hauptterm. Streicht man die Zeilen der Hauptterme und die
Spalten der davon iiberdeckten 0—Wiirfel, so bleien jede Spalten iibrig, deren 0—Wiirfel
von keinem Hauptterm iiberdeckt werden. Falls ein restlicher Term p; keinen 0-Wiirfel
iiberdeckt, so heifit er absolut eliminierbar und kann gestrichen werden.

Im obigen Beispiel sind 0y0y, 10y1 Hauptterme und y001 ist absolut eliminierbar. w ist
daher zu
paVps=(aAN-bAd)V (—aA—c)

dquivalent.

Im allgemeinen sind nicht alle Terme p; Hauptterme oder absolut eliminerbare Terme.
Von den restlichen Termen p; muf eine geeignete Konjunktion p; A pj, A --- gebildet
werden, die gemeinsam alle restlichen 0—Wiirfel iiberdecken und durch moglichst wenige
Gatter realisiert werden kann.
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Ubungsbeispiele

1) Sei a die Aussage Es gibt eine grofste natiirliche Zahl. und b die Aussage 0 ist die grifte
natirliche Zahl. Man entscheide, ob die Aussagen a — b bzw. b — a wahr oder falsch
sind.

2-5) Man beweise die folgenden Aquivalenzen mittels Wahrheitstafeln:
2)aAN(bVe)<= (aAb)V (aAc).

3)aV(aNb) <> a.

4)a+b<= (a—b) — —(b—a).

5) =(a = b) <= a A —b.

6-9) Beweisen Sie die folgenden Beziehungen mit Hilfe von Elementtafeln oder geben Sie
ein konkretes Gegenbeispiel an.

6) AN(BNC)=(ANnB)NC.
7) (AN B)\C = A\ (B\C).
8) M\ (AUB)=(M\A)N(M\ B).

9) (AUB)N(BUC) CANB

10-11) Beweisen Sie die folgenden Beziehungen durch Riickfiihrung auf die Normalform
oder geben Sie ein konkretes Gegenbeispiel an.

10) An(AUB) = A.

11) AA(BNC) = (AAB)N(AAC).

12-13) Beweisen Sie die folgenden Beziehungen mit Hilfe der entsprechenden charakteri-
stischen Funktionen oder geben Sie ein konkretes Gegenbeispiel an.

12) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

101
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13) AN(BAC)=(ANnB)A(ANCQC).

14) Sei M eine nichtleere endliche Menge. Zeigen Sie, dafi M gleich viele Teilmengen mit
gerader Elementanzahl wie solche mit ungerader Elementanzahl besitzt, indem Sie ein
Verfahren angeben, das aus den Teilmengen der einen Art umkehrbar eindeutig die der
anderen Art erzeugt.

15) Man bestimme zu (A \ B)' N (AU C) die disjunktive und konjuktive Normalform
16) Beweisen oder widerlegen Sie die Beziehung

(Ax B)N (B x A) = (AN B) x (AN B).

17) Wie verhilt sich der Ausdruck (?;?) fiir n — 00 ?

18) Man beweise die Beziehung (ZE) = (kil) + (2) durch Interpretation von (

Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Z) als

19) Man beweise die Beziehung (ZE) = (kil) + (Z) mit Hilfe der Formel (Z) = ﬁlk),

20) Die Relation R sei fiir m,n € {2,3,4,5,7,8,11,13} definiert durch mRn <= m +
n ungerade oder m = n. Man stelle R durch einen gerichteten Graphen und auch im
cartesischen Koordinatensystem dar.

21) Untersuchen Sie, ob die Relation aus Aufgabe 20 reflexiv, symmetrisch bzw. transitiv
ist.

22) Wie 21), jedoch fiir die Relation mRn <= ggT(m,n) =1, m,n € {1,2,3,...}.
23) Wie 21), jedoch fiir die Relation zRy & v —y € Z, z,y € R

24) Sei A eine Menge. Man zeige, dafi die Relation BRC < B C C' auf der Potenzmenge
PB(A) eine Halbordnung ist.

25) Sei < eine Halbordnung auf einer Menge A. Man zeige, da8 dann durch
(a,b)=4(c,d) < (a < cund a # ¢) oder (a = ¢ und b < d)
eine Halbordung auf A x A definiert wird (lexikographische Ordnung).

26) Gegeben sei die Menge {1,2,...,8} und die Relation mRn < m/|n (m teilt n). Zeigen
Sie, dal R eine Halbordnung ist und zeichnen Sie das Hasse-Diagramm.

27) Bestimmen Sie die Matrizen zur Relation R aus 26).

28) Zeigen Sie: Eine Relation R C A x A ist symmetrisch genau dann, wenn R~! C R
gilt und transitiv genau dann, wenn R? C R gilt.
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29) Seien S bzw. R die folgenden binéren Relationen auf 7 :
S ={(d’,a),a € 2}, R={(d® a),a € 7}.

Untersuchen Sie die beiden Relationen auf Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit und
bestimmen Sie die Relationen S o R sowie Ro S.

30) Geben Sie ein Beispiel fiir zwei bindre Relationen R bzw. S auf der Menge {1,2,3}
an, fiir die gilt: SoR# Ro S.

31) Bestimmen Sie die Relation Rt zur folgenden Relation R auf {a,b, ¢} mit Hilfe der
Matrix von R :
aRb, cRa,bRb, cRc.

32) Gegeben sei die Menge {a1, as, ..., a,}, sowie die folgende Relation R:
alRag, azRag, ceey an_lRan.
Bestimmen Sie die transitive Hiille R™ mit Hilfe der Matrix zu R.

33) Bestimmen Sie alle bindren Relation R auf einer Menge A, die reflexiv, symmetrisch,
transitiv und antisymmetrisch sind.

34) Seien R; und R, Aquivg;ylenzrelationen auf einer Menge A. Man zeige, dafl der Durch-
schnitt Ry N Ry wieder eine Aquivalenzrelation ist. Gilt dasselbe auch fiir die Vereinigung?

35) Man bestimme alle Aquivalenzrelationen auf der Menge A = {1,2,3,4}. Sei F(A) die
Menge dieser Aquivalenzrelationen. Man zeige weiters da8 fiir Ry, Ry € E(A) durch R; C
R, eine Halbordnung definiert wird und bestimme das Hassediagramm der Halbordnung

(E(A),<).

36) Bestimmen Sie die Relation RT zur folgenden Relation R auf {a, b, ¢, d} mit Hilfe des
Algorithmus von Warshall:
aRb, cRa,bRb, cRc, dRc.

37) Bestimmen Sie in Aufgabe 27) RT mit dem Algorithmus von Warshall.

38-40) Untersuchen Sie, ob es sich bei den folgenden Relationen R C A X B um parti-
elle Funktionen, Funktionen, injektive Funktionen, surjektive Funktionen bzw. bijektive
Funktionen handelt.

38) R={(2?, )|z €R },A=B=R
39) Wie 29) jedoch A = B =R;.

40) R = {(logyz,z)|[r €e Ry },A=B =R
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41) Untersuchen Sie, ob 7 eine Permutation festlegt und geben Sie gegebenenfalls den
Graphen, die Zyklendarstellung, sowie die Zyklendarstellung ohne Klammern an:

m(k) = 4k + 2 mod 10, 0 < k < 9.

42) Schreiben Sie 7 als Produkt von Zweierzyklen:
(1 3456789
"“\l3s58769412)

43) Sei eine Permutation 7 in zweizeiliger Darstellung gegeben. Unter der Inversionstafel
von 7 versteht man die Folge (b1, bo, ..., b,), wobei by > 0 angibt, wieviele groBere Zahlen
in der zweiten Zeile links vom Element & stehen. Wihlen wir z.B. m aus 42), so lautet die
Inversionstafel (7,7,0,5,0,2,1,0,0).

ot DN

Wie kann man bei Kenntnis der Inversionstafel die Permutation rekonstruieren? Demon-
strieren Sie ein geeignetes Verfahren am obigen Beispiel.

44) Man untersuche, ob die Funktionen f(z) = z? mod 10 bzw. g(z) = z* mod 10 auf
der Menge {0,1,...,9} bijektiv sind, d.h. Permutationen festlegen!

45) Zeigen Sie, dafl N x N x N abzéhlbar ist.
46) Zeigen Sie, dafl die Menge aller unendlichen 0-1-Folgen iiberabzihlbar ist

47) Man zeige mittels eines geeigneten graphentheoretischen Modells, dafl es in jeder
Stadt mindestens zwei Bewohner mit der gleichen Anzahl von Nachbarn gibt.

48) 7 Freunde vereinbaren, daf jeder an 3 andere Ansichtskarten schickt. Man iiberlege
an einem geeigneten graphentheoretischen Modell, ob das so geschehen kann, dafi jeder
nur denjenigen schreibt, die ihm auch geschrieben haben.

49) Unter n Mannschaften wird ein Turnier ausgetragen und es haben insgesamt schon
mindestens n + 1 Spiele stattgefunden. Zeigen Sie mit Hilfe eines geeigneten graphen-
theoretischen Modells, dafl mindestens eine Mannschaft bereits an mindestens 3 Spielen
teilgenommen hat.

50) Konstruieren Sie, wenn moglich einen ungerichteten Graphen mit den Graden

a) 2,2 3,3,4,4

b) 2,3,3,4,4,4

c) 2,333, 4,4

51) Ein schlichter Graph G = (V, E) heifit kubisch, wenn jeder Knoten v € V' Knotengrad
d(v) = 3 hat.
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a) Geben Sie ein Beispiel fiir einen kubischen Graphen mit oy(G) = 6 an!
b) Gibt es einen kubischen Graphen mit ungerader Knotenanzahl ay(G)?

c) Zeigen Sie, daf} es zu jedem n > 2 einen kubischen Graphen mit ap(G) = 2n gibt!

52) Sei G = (V, E) ein Graph mit 0 < a1(G) < ap(G). Zeigen Sie, dal mindestens ein
Knoten v € V mit d(v) < 1 existiert!

53-54) Sei G der folgende gerichtete Graph:

53) Bestimmen Sie die Adjazenzmatrix A(G), sowie (mit deren Hilfe) die Anzahl der
gerichteten Kantenfolgen der Léinge 3 von 4 nach 6.

54) Bestimmen Sie im Graphen G die Anzahl der Zyklen der Linge 3, auf denen der Kno-
ten 4 liegt. (Ein Zyklus ist eine gerichtete Kantenfolge, bei der Anfangs- und Endknoten
iibereinstimmen, alle anderen auftretenen Knoten aber nur einmal vorkommen.)

55) Zeigen Sie mit Hilfe des Algorithmus von Warshall, dafi der Graph G aus 53-54) stark
zusammenhingend ist

56) Untersuchen Sie den Graphen H; bzw. H, mit Hilfe des Markierungsalgorithmus auf
Azyklizitat.

& Ui
ST

57) Man bestimme im Graphen H, aus 56) alle Knotenbasen.
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58) Sei H3 der “inverse” Graph von Hs, d.h. alle Kantenrichtungen werden umgedreht.
Bestimmen Sie alle Knotenbasen von Hs.

59) Zeigen Sie, daf es in jedem Baum T mit ag(7T") > 1 wenigstens zwei Endknoten gibt.
(Ein Endknoten v € V(T') hat Knotengrad d(v) = 1.)

60) Zeigen Sie: Hat ein Baum 7T einen Knoten v € V(7T) mit Knotengrad d(v) = d, so
hat T" wenigstens d Endknoten.

61) Sei W ein Wald mit £ Komponenten. Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen
ap(W) und a; (W) ?

62) Man zeige, daf} in einem Baum T jede Kante eine Briicke ist. (Eine Kante e € E heifit
Briicke, wenn der Graph G\ e = (V(G), E(G) \ {e}) mehr Zusammenhangskomponenten
hat als G.)

63) Sei G ein schlichter Graph mit ay(G) > 4. Man zeige, dafl dann entweder G oder G*
einen Kreis enthilt. (G* ist der komplementire Graph zu G, d.h. G* enthélt die selben
Knoten wie G und alle Kanten (v, w) € V(G) x V(G), v # w, die nicht in E(G) enthalten
sind.)

64) Man bestimme im folgenden Graphen G mit Hilfe des Matrix-Baum-Theorems die
Anzahl der Geriiste auf G.

9 6
G 4 5 7 8
@
3 9

65) Man bestimme im folgenden Graphen H mit Hilfe des Kruskalalgorithmus einen
minimalen und einen maximalen spannenden Baum.

66) Gegeben seien die 6 Daten A, ..., F durch die Schliisselfolgen A = 010010.. .,
B =011101...,C =101100...,D = 101011..., E = 100110...,F = 001010.... Kon-
struieren Sie den zugehorigen Trie, Patricia Trie und Digitalen Suchbaum.

67) Die externe Pfadlinge eines Tries ist die Summe der Abstéinde von der Wurzel zu
allen besetzten Endknoten des Baumes, wobei die Abstinde in der Anzahl der Kanten
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auf dem entsprechenden Weg gemessen werden. Wie grof} ist die externe Pfadldnge eines
Tries, der N Daten enthilt, mindestens? (Hinweis: Welche Gestalt des Bindrbaums fiihrt
zu kleiner Pfadlidnge ?7)

68) Ein t-drer Baum (¢ € N, ¢ > 2) ist ein ebener Wurzelbaum, bei dem jeder Knoten
entweder 0 Nachfolger (Endknoten) oder genau ¢ Nachfolger (interner Knoten) hat. Fiir
t = 2 ergeben sich also genau die Bindrbdume. Wieviele Endknoten hat ein ¢-drer Baum
mit n internen Knoten?

69) Zum Abarbeiten der Knoten eines Bindrbaumes verwendet man gerne rekursive Al-
gorithmen, die in wohldefinierter Reihenfolge die folgenden Schritte ausfiihren:

(1) Bearbeite den aktuellen Knoten,

(2) Gehe zur Wurzel des linken Nachfolgebaums des aktuellen Knotens,

(3) Gehe zur Wurzel des rechten Nachfolgebaums des aktuellen Knotens.

Am Beginn steht man bei der Wurzel des Gesamtbaumes. Fiihrt man die genannten
Schritte (1) bis (3) rekursiv in der angegebenen Reihenfolge aus, so spricht man von
Praordertraversierung. Beim untenstehenden Baum werden die Knoten also in folgender
Reihenfolge bearbeitet: A, B, D, E, H,I,C, F,G. Wie éndert sich diese Reihenfolge, wenn
man im Algorithmus jeweils die Abfolge (2)(1)(3) nimmt (Inordertraversierung), wie wenn
man die Abfolge (2)(3)(1) wihlt (Postordertraversierung)?

70) Zeigen Sie: Fiir einen einfachen, zusammenhingenden, planaren, Graphen G, der
keine Kreise mit Lange < 3 besitzt gilt: a1 (G) < 2a4(G) — 4.

71) Zeigen Sie mit Hilfe von 70): Der vollstindige paare Graph Kj 3 ist nicht planar.

72) Man untersuche, ob der folgende Graph G (siehe néchste Seite) eine Eulersche Linie
besitzt und bestimme gegebenenfalls eine!

73) Sei G ein einfacher, ungerichteter Graph. Dann wird der line graph G* zu G fol-
gendermaflen definiert: V(G*) = E(G), und (e, f) ist in E(G*), genau dann, wenn im
Graphen G die Kanten e und f einen gemeinsamen Knoten haben. Zeichnen Sie fiir einen
selbstgewihlten Graphen G mit 6 Knoten und 10 Kanten den line graph.
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74) Zeigen Sie: Ist G ein einfacher, ungerichteter Graph und geschlossen Eulersch, so ist
der line graph G* Hamiltonsch und Eulersch.

75) Fiir welche m,n besitzt der vollstindige paare Graph K, , eine geschlossene Hamil-
tonsche Linie? (Die Knotenmenge V eines vollstindigen paaren Graphen K,,, besteht
aus 2 disjunkten Teilmengen V;, V5 mit |Vi| = m und |V;| = n und die Kantenmenge E
besteht aus allen ungerichteten Kanten (v, vy) mit v; € V; und vy € V5.)

76) Zeigen Sie mit Hilfe eines graphentheoretischen Modells: Auf jeder Party mit 6 Leuten
gibt es 3, die miteinander bekannt sind, oder 3, die sich gegenseitig nicht kennen.

TT) Zeigen Sie: Jeder Baum ist ein paarer Graph. (Ein ungerichteter Graph G ist ein
paarer Graph, wenn die Knotenmenge V' (G) in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen V;, V5
zerlegt werden kann, so daf es nur Kanten (v1,vs) € E(G) mit v; € V7 und vy € V5 gibt.)

78) Zeigen Sie: Ein ungerichteter Graph G ist genau dann ein paarer Graph, wenn jeder
Kreis in G gerade Lénge hat.

79) Bestimmen Sie mit dem Algorithmus von Dijkstra einen kiirzesten Weg zwischen den
Knoten z und y im folgenden Graphen:

80) Ein Automorphismus ¢ eines Graphen G ist ein Isomorphismus von G mit sich selbst,
d.h. eine bijektive Abbildung ¢ : V(G) — V(G), mit der Eigenschaft (z,y) € E(G) <
(p(z), o(y)) € E(G).

Beschreiben Sie alle Automorphismen eines vollstdndigen paaren Graphen K,, , mit m #
n.

81) Bestimmen Sie im Netzwerk G; mit Hilfe des Algorithmus von Ford und Fulkerson
einen maximalen Fluf!

82) Bestimmen Sie im Netzwerk G mit zwei Quellen si, s, mit Hilfe des Algorithmus
von Ford und Fulkerson einen maximalen Fluf}, indem sie zunéchst GG, durch eine virtuelle
Quelle s, die vor den Quellen sy, so liegt, ergéinzen.
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83) Sei G ein gerichtetes Netzwerk, bei dem auch die Knoten eine Kapazitit W besitzen,
d.h. derjenige Teil eines giiltigen Flusses ¢, der iiber einen Knoten z € V(G) fliefit,
ist durch w(x) beschrinkt. Wie mufl man ein Netzwerk G modifizieren, so dafi man den
Algorithmus von Ford und Fulkerson anwenden kann, um einen maximalen Fluf} zu finden,
der auch die Knotenkapazitéiten respektiert?

84-85) Untersuchen Sie, welche der Eigenschaften (1)-(5) die folgenden algebraischen
Strukturen (M, o) haben:

84) ¥ = {a,b} , M die Menge {e} vereinigt mit der Menge aller derjenigen Wérter in ¥,
die mit ¢ beginnen, und bei denen auf den Buchstaben b nur a folgen darf, wihrend auf
a sowohl a als auch b folgen darf, o das Aneinanderhdngen der Worter.

85) M die Menge aller Permutationen der Menge {1,2,...,n}, die sich als Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen (Zweierzyklen) schreiben lassen, o die Hintereinan-
derausfithrung der Permutationen.

86) M die Menge aller komplexen Zahlen vom Betrag 1, o die Multiplikation.

a+b

87) M =R b= ;
) ) 49 1—ab

88) Man zeige, dal (Z, o) mit der Operation a o b = a + b — ab eine Halbgruppe ist. Gibt
es ein neutrales Element? Wenn ja, welche Elemente haben Inverse?

89) Sei G die Menge aller n x n-Matrizen A mit reellen Eintrigen und det A # 0. Man
zeige, dafl G’ mit der gewdShnlichen Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet.

90) Sei U; die Menge jener n X n-Matrizen A aus Beispiel 89) mit det A > 0 und U,
die Menge jener Matrizen A mit det A = 1. Man zeige dafl U; und U, Untergruppen der
Gruppe G (aus Beispiel 89) sind.

91) Man zeige, dafi eine nichtleere Teilmenge U einer endlichen Gruppe G genau dann
Untergruppe von G ist, wenn fiir alle a,b € U auch ao b € U gilt.

92) Sei G die Menge der Permutationen id, (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234),
(1432). Man veranschauliche G, indem man die Permutationen auf die vier Eckpunkte
eines Quadrats wirken lasse und als geometrische Operationen interpretiere. Man zeige
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mit Hilfe dieser Interpretation, dal G' eine Untergruppe der symmetischen Gruppe S; ist.
(Symmetriegruppe des Quadrats!)

93) Man bestimme alle Untergruppen der Gruppe G aus Beispiel 92).

94) Sei U; = ((1234)) die von (der Drehung) (1234) erzeugte Untergruppe von G (aus
Beispiel 89) und U, = ((13)) die von (der Spiegelung) (13) erzeugten Untergruppe von

G. Man bestimme die Links- und die Rechtsnebenklassenzerlegungen von U; und die von
Us.

95) Seien (G, o) sowie (H,*) Gruppen. Dann ist das direkte Produkt die Menge G x H
mit der Operation (g1, h1) - (g2, he) = (91092, h1 *hy). Zeigen Sie, dal das direkte Produkt
wieder eine Gruppe ist.

96) Seien Uy, U; Untergruppen von einer Gruppe G. Zeigen Sie, dafi dann auch U; N Us
eine Untergruppe ist.

97) Seien U;, U, Untergruppen von einer Gruppe G. Zeigen Sie, dafi U; U Uy nur dann
wieder eine Untergruppe von G ist, wenn U; C U, oder U, C U, gilt.

98) Bestimmen Sie alle Untergruppen der Gruppe der Restklassen modulo 4 mit der
Addition. Welche sind Normalteiler?

99) Sei G = 72 die Menge aller Tripel von Elementen aus Z, und + die komponentenweise
Addition modulo 4. Zeigen Sie, dafl G eine kommutative Gruppe ist.

100) Zeigen Sie, dal die Menge U = {000, 123,202, 321} eine Untergruppe der Gruppe
G aus Beispiel 99) bildet. Bestimmen Sie weiters die Nebenklassen von U in G.

101) Man zeige, dafi die symmetrische Gruppe S, (das sind alle Permutationen der Zahlen
1,2,...,n mit der Hintereinanderausfithrung) fiir n > 3 nicht kommutativ ist, indem man
Permutationen 7,0 € S, mit 7 o ¢ # o o 7w angebe.

102) Sei A eine nichtleere Menge. Man zeige, dal (B(A), A) eine Gruppe ist.

103) Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Man zeige, daf§ das Bild
©(G) = {b € H|es existiert a € G mit p(a) = b}

eine Untergruppe von H ist.

104) Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige, daf fiir alle a € G die Eigenschaft a/¢ = 1
gilt.

(Anleitung: Man beachte, daf§ die Ordnung der von a erzeugten Untergruppe (a) ein Teiler
von |G| ist.)

105) Sei (G, o) ein Gruppe und

Z={zeGlfirallea € Ggiltaox=z0a}
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das Zentrum von (. Man zeige, dal Z ein Normalteiler von G ist.

106) Losen Sie die folgenden Kongruenzen (dh. Gleichungen in Restklassen) bzw. bewei-
sen Sie die Unlsbarkeit:

a) 7x =3 (mod 9)

b) 62 =4 (mod 9)

c) 6z =3 (mod9).

107) Bestimmen Sie alle invertierbaren Elemente in der Menge der Restklassen modulo
12 beziiglich der Multiplikation und stellen Sie die Gruppentafel auf!

108) Bestimmen Sie mit dem Euklidischen Algorithmus ggT (209, 77).

109) Bestimmen Sie mit Hilfe der Umkehrung des Euklidischen Algorithmus 4171
(mod 61), d.h. 41-417' =1 (mod 61).

110) Man verschliiile und entschluiille die Nachricht GEOD geméif des RSA-Verfahrens
mit n = 47 - 59 = 2773 und einem geeignet gewéhlten d, das zu kgV(46,58) = 2 - 23 -
29 = 1334 teilerfremd ist. (Es sollen immer zwei Buchstaben zusammengefafit und die
Buchstabencodierung A = 00, B =01, ..., Z = 25 verwendet werden.)

111) Es seien p, g zwei verschiedene Primzahlen, n = pg und v = kgV(p — 1,¢ — 1). Man
zeige, dafB fiir alle ganzen Zahlen a die Beziehung a*™ =a (mod n) gilt. (Man beachte
insbesodere jene Zahlen a, die nicht zu n teilerfremd sind!)

112) Der Code C sei gegeben durch C' = {010110,100011,111000,001101,011011}. Be-
rechnen Sie die Minimaldistanz §(C') und bestimmen Sie daraus an wievielen Stellen man
alle Fehler erkennen bzw. korrigieren kann.

113) Stellen Sie fiir den Code aus 112) ein Korrekturschema auf, indem Sie zu jedem
Codewort alle diejenigen Worter mit Distanz 1 angeben, die eindeutig zu diesem Codewort
korrigiert werden konnen. Kénnen auch die Wérter 010001, 001010 bzw. 111111 eindeutig
korrigiert werden?

114) Wir interpretieren die Menge U aus 100) als Gruppencode. Bestimmen Sie die Mi-
nimaldistanz, zu jeder Nebenklasse die moglichen Nebenklassenanfiihrer mit minimalem
Gewicht, sowie fiir eine Auswahl von Nebenklassenanfiihrern ein Korrekturschema.

115) Es sei f : Z2 — Z3 jene Codierungsabbildung, die durch die Matrizenmultiplikation

01011

f(vi,v9) = (vi,02) - G mit G:(l 0 11 0)

gegeben ist. Man zeige, dal C' = f(Z2) einen Gruppencode bildet. Weiters bestimme man
C, die Miminaldistanz §(C) und wie in 114) ein Korrekturschema.

116) Man zeige, daf in einem Ring R immer (—a)-b= —(a - b) gilt.



112 UBUNGSBEISPIELE
117) Es sei R = z[/—5] = {a + bv/—5|a,b € Z} C C. Man zeige, dal R mit der aus den
komplexen Zahlen vererbten Addition + und Multiplikation - einen Ring bildet.

118) Man zeige, dal die Menge R* aller invertierbarer Elemente in einem Ring mit 1
beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bildet. (Einheiten sind Elemente, die ein multi-
plikativ inverses Element besitzen.)

119) Sei R][z]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber dem Ring R. Man zeige:

I+ (-Dz) '=1l+z+2°+2°+ = ixk € R[[z]].

120) Sei R ein Integritétsbereich. Man zeige, daf8 die Einheiten R[z]* des Polynomrings
R[z] genau die Polynome ag + 0z + 022 + - - - vom Grad 0 mit ap € R* sind, d.h.

R[z]* = R".
121) Man bestimme mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus alle gréfiten gemeinsamen
Teiler der Polynome
a(z) =2" —42* — 2 — 2,b(x) = 2° + 22> — 2 — 2 € R[z].
122) Man zeige, dafi das Polynome 2% + x + 1 in Z, irreduzibel ist, d.h. es gibt keine
Polynome ax + b, cx + d € Zy[z] vom Grad 1 mit (az + b)(cx +d) = 2? + = + 1.
123) Man ermittle die Operationstafeln fiir die Addition und die Multiplikation im Ring
R =17zyx]/(a* + x4 1)Z4z] = {a + bz | a,b € Zy}
und zeige, dafl R einen Koérper mit 4 Elementen bildet.

124) Man suche moglichst einfache Schaltungen, die folgende Boolesche Funktionen rea-
lisieren.

Ty T2 X3 f1 f2 f3 f4
1 1 1({1 1 0 O

O OO O = ==
OO = = OO
OoORrORrRrRORrRO
O OO, OO
O O = = = O
_ o = O oo
—_— =0 = OO




