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° “Intersection Property”



Rekursive Baume




Rekursive Baume

£
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Rekursive Baume

Kombinatorische Beschreibung:.

e Mmarkierter Wurzelbaum

e Labels sind streng monoton wachsend

e Links-Rechts-Reihenfolge irrelevant



Rekursive Baume

Anzahl rekursiver Baume:

Anzahl rekursiver Baume der GroBe n
(n—1)!

Yn

Der Knoten mit Label 5 hat genau 57 — 1 MoOglichkeiten, eingeflugt zu
werden — y, =1-2---(n—1).



Rekursive Baume

Erzeugende Funktion:

" " 1
y(z) = Z ynm —

n>1 Cop>1 l—=

|

(]
|
]

v@)?  yv@®

y(2) =14y + o+ 52

Die Unterbaume der Wurzel bilden eine ungeordnete Folge von rekur-
siven Baumen. (¢/(z) = X yp412"/n!)
n>0



Rekursive Baume

Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell:

Wachstumsprozess:

e Der Prozess startet mit der Wurzel, die das Label 1 erhalt.

e Im j-ten Schritt wird ein neuer Knoten (mit Label 7) an einen der
bisherigen j — 1 Knoten, jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/(j — 1)
angehangt.

Nach n Schritten hat jeder Baum (der GroBe n) gleiche Wahrschein-
lichkeit 1/(n — 1)!.



Rekursive Baume
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Rekursive Baume

p=1/2

p=1/2



Rekursive Baume

/ N\



Rekursive Baume

Bemerkung.



Rekursive Baume

Hohe H,,

[Pittel 1994]

logn

(f.s.)




Ebene rekursive Baume
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p=1/3 p=1/3

p=1/3



Ebene rekursive Baume



Ebene rekursive Baume

Bemerkung



Ebene rekursive Baume

Anzahl von ebenen rekursiven Baumen:

yn = Anzahl von ebenen rekursiven Baume der GroBe n
= 1-3:5---(2n—3) = (2n — 3)!
_ (2n-2)!
 2n—1(p —1)!

Im j-ten Schritt hat der Knoten 53 genau 25—3 MOoglichkeiten, eingesetzt
zu werden — yp, =1-3---(2n — 3).



Ebene rekursive Baume

Erzeugende Funktionen:

=Yt =% LT =1 i
a1

n>1

y (@) =14 y@) +y@)2+y@)3+-- =

Die Unterbaume der Wurzel bilden eine geordnete Folge von ebenen

rekursiven Baumen. (¢/'(z) = X y,412"/n!)
n>0



Ebene rekursive Baume

Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell:

Wachstumsprozess

e Der Prozess startet mit der Wurzel, die das Label 1 erhalt.

e Im j-ten Schritt wird ein neuer Knoten (mit Label 7) an einen der
bisherigen Knoten mit Weggrad d mit Wahrscheinlichkeit

(d+1)/(25 — 3) angehangt.

Nach n Schritten hat jeder Baum (der GroBe n) gleiche Wahrschein-
lichkeit 1/(2n — 3)!1.



Ebene rekursive Baume

Hohe H,,

[Pittel 1994]

Hy 1
- = 1.79556... .S.
logn 2s (f5:)

wobei s = 0.27846 ... die positive Losung von sest1 = 1 ist.



Allgemeine “Increasing Trees”

Prn: Menge aller ebener rekursiver Baume der GrolBe n

¢0, ¢1,.... Gewichtsfolge (¢g > 0, ¢; > 0 fir ein 57 > 2)

d(t) = do + d1t + pot® + - --

Gewicht eines Baumes T € Py,:

w(T) = H qb;\fj(T)

j>0

wobei N;(T) = die Anzahl der Knoten in T" mit Weggrad j bezeichnet.



Allgemeine “Increasing Trees”

w(T) = $3363



Allgemeine “Increasing Trees”

Erzeugende Funktionen:

Yn = Z w(T)
TePn

:Cn

n>1

y'(z) = ¢g + b1 y(x) + poy(x)? + - = d(y(x))

B = 8+ T a 75+ 75 w=
A R R RAR



Allgemeine “Increasing Trees”

Wahrscheinlichkeitsverteilung auf P,

Fur 1T € P, sei:
w(T)
Yn

mn(T) =

Bemerkung. Im allgemeinen ist nicht klar, of m, durch einen Wachs-
tumsprozess induziert wird.



Allgemeine “Increasing Trees”
Beispiele:

t 1
e Rekursive Baume: ¢(t) = Z o= e, ¢; = —

j>0 7" J?

Der Faktor 1/j5! “reduziert” ebene Bdaume zu nicht-ebene Bdaume.
e Ebene rekursive Baume: ¢(t) =1+t+t°+ .=~ ¢; =1

e Bindre Suchbaume: ¢(t) = (1 4+1)2, ¢ =1, ¢1 = 2, ¢ = 1.

In all diesen drei Beispielen wird m, durch eine Wachstumsprozess in-
duziert.



Allgemeine “Increasing Trees”

Satz [Panholzer & Prodinger]

Die Folge von WahrscheinlichkeitsmalBen m, auf P, wird genau dann
durch eine (knotengradabhangigien) Wachstumsprozess induziert, wenn
»(t) eine drei folgenden Formen hat:

D
o ¢(t) = & <1+%t> fur ein D € {2,3,...} und ¢g > 0, ¢1 > O.
0

¢
o o(t) = qboe%t mit ¢g > 0, ¢1 > 0.

oly
(1-3%t)

o ¢(t) = = fur ein » > 0 und ¢g > 0, ¢1 > 0.



Allgemeine “Increasing Trees”

(Knotengradabhangiger) Wachstumsprozess
e Der Prozess startet mit der Wurzel, die das Label 1 erhalt.

e Im j-ten Schritt wird ein neuer Knoten (mit Label j) an einen der

bisherigen Knoten (mit Weggrad d) mit einer Wahrscheinlichkeit
angehangt, die proportional zu

(d~+ 1)pg+190

Pd
ist.
Um alle moglichen m, zu erhalten, genugt es mit ¢ = ¢1 = 1 zu
arbeiten:

o(t) = (L +)P, o) =€, o@t)=1/(1—-1t)"




Allgemeine “Increasing Trees”

Rekursive Baume: ¢(t) = ¢!

1 d-+ 1
by = o= (d+1)pat100 _
! bd

1

Jeder neue Knoten wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit an einen der
fruheren angehangt.



Allgemeine “Increasing Trees”

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume: ¢(t) =1/(1 —t¢)" (r > 0)

d-+r

r+d—1 (d+ 1)pg41%0

¢Cl = ( ) p— + =
d bd

Ein neuer Knoten wird an eine vorhandenen Knoten (mit Weggrad d)

mit einer Wahrscheinlichkeit angehangt, die proportional zu |d + r| ist.

Fir r = 1 ergibt das die (uUblichen) ebenen rekursiven Baume.



Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

¢(t) =1/(1 )" (r>0)
Hohe Hj,

[Pittel 1994]

Hy 1
logn (14 71)s

(f-s.)

wobei s die positive Losung von rseST1 =1 jst.



Die Verteillung der Knotengrade

Satz

Sei ¢(t) =1/(1 —1t)" fur ein » > 0 und sei

Ay = nILmOO mn(Weggrad eines zufalligen Knotens = d)
— Erwartete Anzahl der Knoten mit Weggrad d
o TLI—>mOO n
Dann gilt

_ +Dr@r+Hrir+d)

Ad C(Mr(2r +d+ 2)

Man beachte:
N (r+1)r2r+1) g2
r(r)
Verallgemeinerte ebene rekursive Baume sind ‘“scale free” (Barabasi-
Albert-Modell).

Ad



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

6,3.51.8 27



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

3.5.1.8. 27 e
O



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

51.827 e
2 ©



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

1.8.2.7



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

8 27



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:

2,7



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:



Binare Suchbaume

Speichern von Daten:



D-are rekursive Baume

¢(t) = (L + )"
Hohe H,

[Devroye 2007]

Hy,
logn

CD (fS)

De

wobei ¢ = > 1 die Gleichun o =
cT D I D1 T b1

erfullt.




Erzeugende Funktionen

Sei y(z) = Y ynz"™/n! die erzeugende Funktion von y, = > w(T):

y'(2) = ¢(y(2)), y(0)=0.

P{H,<kl=— Y o)

Yn pep,. H(T)<EK

n

z
n>0 n!

Yrt1(2) = d(yx(2))

mit Anfangsbedingungen yo(xz) = 0 und y;41(0) = 0.



Verteillung der Hohe

D-are rekursive Baume
¢(t) = (1 + )P, (D > 2 eine natiirliche Zahl), y;  1(2) = (1 + yx ()"

p=1/(D — 1) Konvergenzradius von y(z) = (1 — (D — 1)z)/(P-1) _1

De . 1
cp(D—1) D-1

cp log

F'(y) LO6sung von

1

D
] (L. D 1,
—_— — D-1 —
yD=1F (ye /D) = ( >d / 11 (F(yj)yf ' )dy
I_( —1) y1+--+yp=y,y;=20 j=1




Verteillung der Hohe

D-are rekursive Baume

Satz 1 ¢(t) = (1+t)Y

E H, = cplogn + O(\/Iog n (log log n))

P{Hy < k} = F((D - )n/yp(p)” 1) + o(1)

P{|Hp — EHp| > n} < e (c>0)



Verteillung der Hohe

Bemerkung 1:

Var H, = O(1)

Bemerkung 2:
hn = max{k : y(p)¢~1 < n}

W(x) = F(e™ %) “travelling wave”

)D—l

P{H,<hn+r}=W (Iog Un, (P)” " i) + 0(1)

(D —1)n cp

D-1
(~1/ep < log %uPh s " < 1/cp ist beschrénkt)




Verteillung der Hohe

Rekursive Baume

3(t) = et, yjyq(2) = evr(2)

y(z) = log 1£z

F(z) LOosung von

yF(y/et/*) = [ F(z/et/*)F(y - 2) dz




Verteillung der Hohe

Rekursive Baume

Satz 2 ¢(t) = ¢t

E Hy, = elogn + O(+/logn (log logn)).

P{H, <k} = F(n/y;(p)) + o(1)

P{|H, —EHp| >n} <e 7 (c>0)



Verteillung der Hohe

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume
¢(t) =1/(1 —t)", r =4 > 0 rationale Zahl
p=1/(r + 1) Konvergenzradius von y(z) =1 — (1 — (r + 1)2)1/(r+1)

. =1/((r4+1)s) mit rsesTl =1

B+1 ;1 4
X / 11 (F(yje_l/cr)yf”LB )
y1+-+ya4+B+1=9,4;=20 J=1
A+B+1 1
< ] (F(ye)yf+3 )dy

{=B+42



Verteillung der Hohe

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

A A
ow="0E ()

[ ( > Zl+"'+ZA:1,ZjZO j=1



Verteillung der Hohe

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

Satz 3 r =4 > 0 rationale Zahl, ¢(t) = 1/(1 —t)"

E Hy, ~ c.logn.

P{Hy < k} = G((r + Dn/(yh(p))+7) + (1)

P{|Hp —EHp| > n} <™ (c>0)



Ersatzfunktionen

D-are rekursive Baume| ¢(t) = (1 4+ t)Y

n

Gn(2) = yp(2)+1 =1+ Y P{H, < k}lyn—
n>0 n!

Tig1 (2) = Gp(2)”

mit Anfangsbedingugen ypo(z) =1, 4.(0) = 1.



Ersatzfunktionen

D-are rekursive Baume

1 1 ( ) D 11
yD-1F(ye /D) = . g / II | Flypyy™ | dy
— 1 > ﬁ—l —uy
W(u) = i o F(y)y e Ydy
(D—1)b-1r <m)

7. (2) 1= F/(en(P=1)) (ek/CD(p _ z))

(p=1/(D—1))



Ersatzfunktionen

D-are rekursive Baume

e 1-3,(0) ~Ck(2)",  gu(p) = b/ (en(D-1)),

Vit1(2) = Tp(2)"

e FuUr jede naturliche Zahl ¢ und fur jede reelle Zahl £k > 0 hat die
Differenz

yo(2) — Y (2)

genau eine Nullstelle. (“Intersection Property”)



Ersatzfunktionen

D-are rekursive Baume

n
e yp(2) = ) yk,nz—l ist ganze Funktion mit Koeffizienten
n>0 n!
_ (D —1)" roo
Yen —
T (o)

1
F ((D — l)fue_k/CD> pD-1 110 gy
D—-1

und asymptotisch gilt




Ersatzfunktionen

D-are rekursive Baume

Beweisidee

e y1.(z) = yr(z) + 1 wird durch die Ersatzfunktiony,. (z) approximiert:

Uk(p) =Ye, (p) <= e =cp(D —1)(logyi(p)) ~ k.

e yi(2) =Y, (2) in Umgebung von z = p

= |P{Hn <k} R Tpe, = F((D = Dn/yp(p)™ 1) 4+ o(1)




Ersatzfunktionen

Rekursive Baume| o¢(t) = et

n

up(z) = 3 P{Hn <k}~
n>0

Yy 1(z) = eV (2)

Vi(2) =y (z) = ) P{H, 411 < k}z"
n>0

Vii1(2) = Vi 1(2)Yy(2)

(Yy41(0) =1)



Ersatzfunktionen

Rekursive Baume

yF(y/et/®) = [ F(z/et/)F(y = 2) d

W) = [ F(y)e dy

Yi(2) = ekle . w (ek/e(l — z))




Ersatzfunktionen

Rekursive Baume

e 1-Y4(0) ~Ck(2)", V(1) =eble.

Vig1(2) =Y41(2)Y(2)

e FuUr jede naturliche Zahl ¢ und fur jede reelle Zahl £k > 0 hat die
Differenz

Yy(2) — Yi(2)

genau eine Nullstelle. (“Intersection Property”)



Ersatzfunktionen

Rekursive Baume

e Yi(z) = ) Yy,z" ist ganze Funktion mit Koeffizienten
n>0

Yk = /OOO F (ve_k/€> v"e Y dv

und asymptotisch gilt

Yin=F (ne_k/e> + o(1)




Ersatzfunktionen

Rekursive Baume
Bemerkung:

Die Funktionen

7 (2) = /0 Y1 (t) dt = 109 Vjp1(2)

erfullen die Rekursion

Upt1(2) = eVh(®)




Ersatzfunktionen

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume| ¢(t) = (1—-t)™ ", r =

y(2) = D ynP{Hn < k}2"/n!
n>0

1
(1 —yp(2)"

Ypt1(2) =

1

Yi(2) = (yiﬁ(z))Z (d.h. y;{:(z) = Yk(z)A = Z Un+1P{Hp41 < k}j:)
n>0 '

1
Viiq1(2) = EYk+1(Z)B+1Yk(Z)A

(Y3,41(0) =1)

S/



Ersatzfunktionen

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

B11 A |
S LGl
y1+-+ya+B+1=9,4;=0 j=1
A+B+1 14
x |1 (F(ye)ny“B )dy

{=B+42



Ersatzfunktionen

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

__ 1 00 1 __
V() = oy F@ ey
(r+ 1)A+BI (A—|——B)

Y, (2) = M/ (A+B) (ek/c; ( L z))
r+1




Ersatzfunktionen

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

G(y) = r( B) / ﬁ <F(yzj)zﬁ_1> .
[ ( > Z1+"'+ZA:1,Z]'ZO j=1

1
(r+ DT (14

W(w) = W(wd =

00 1
)/O G(y)y tre "dy

gi() = [ F0HD w (b ()
Z) = eCr r) . e r _
Yk 0 r+1




Ersatzfunktionen

Verallgemeinerte ebene rekursive Baume

_ 1_ —
Yit1(z) = EYk+1(Z>B+1Yk(Z)A

_y _ 1
1) = GGy

etc.



“Intersection Property”

Lemma

7, (2) 1= ek/(ep(D=1)) . s (ek/CD(p _ z)) (k € R)

Tig1(2) = F(2)” | mit 0 <7p41(0) < 1

—> Fur jede naturliche Zahl ¢ und fur jede reelle Zahl £k > O hat die
Differenz

yo(z) — yp(2)

genau eine Nullstelle



“Intersection Property”

Beweis

Die Behauptung ist flir £ = 0 (trivialerweise) fiir alle k > 0O richtig.

¢ — 0+ 1:
D-1 | |
Uot1(2) — Tpg1(2) = @e(@) = G(@)) Y Gola) Gp(x)P 1
j=0

\ 7

~"

>0
= Yy 1(@) — §j4 1 (x) hat genau eine Nullstelle.

—> Yp+1(x) — ¥x+1(x) hat genau eine Nullstelle.



