Priifung aus Mathematik (2) ALT fiir BI ZUNAIME: . ..ot
am 2. 12. 2005 Vorname: ...,

Deckblatt bitte nicht herunterreifien! Kennzahl / Mat.Nr.:..............
Bitte fiir jedes Beispiel ein eigenes Blatt verwenden!
Arbeitszeit: 150 Minuten

0 1 0
1.) a) Losen Sie das Differentialgleichungssystem ¢ = Ay mit A = (0 0 1) mit der Eigenwert-
1 -3 3

Eigenvektor-Methode (Hinweis: Das charakteristische Polynom lautet p(\) = (A — 1)3).

b) Wie lautet der Ansatz fiir das inhomogene System ¢ = Ay + re® + ssinx, wobei 7 und s konstante
Vektoren des IR? sind.

2
2.) a) Losen Sie die Indexgleichung fiir die DG v (p) + =v/(p) 4+ p*v(p) =0
p

b) Bringen Sie die DG auf Sturm-Liouvillesche Form und lesen Sie die Gewichtsfunktion r(p) ab.
sin pup cos up
pp
d) Bestimmen Sie die Eigenwerte A\ = ,ui und Eigenfunktionen vg(p) unter den Randbedingungen

c) Bestétigen Sie durch Nachrechnen, dass { } ein Fundamentalsystem ist.

[v(0)] < 00, v(R) = 0.Wie lauten die Orthogonalititsrelationen fiir die vg(p)?

3.) Berechnen Sie das Doppelintegral P = //pqe_px_qy dxzdy tiber den Bereich B : 0 < x <ry, y >0
B

(p,q,7 > 0), und bestétigen Sie, dass P fiir jedes feste Paar (p,q) bei r — oo gegen 1 geht.

4.) Es bezeichne B den dreidimensionalen Schnitt des Zylinders
Z:(x—3)?+y* =1 2 € Rmitder Nordhalbkugel K : 22+y?+22 <1, z > 0.
Berechnen Sie den Rauminhalt von B.

5.) (Fortsetzung des Beispiels 2, kann aber unabhéngig davon gelést werden)

Durch u(p,t) = Y 72 crvr(p)e ® ™€ ist die (nichtstationire) radialsymmetrische Temperaturverteilung in
einer Kugel mit Radius R = 1 bei Randtemperatur u(1,¢) = 0 beschrieben. Dabei sind die Funktionen
sin kmp

1
{v1,v9, ..., 0 = , ...} beziiglich des Skalarprodukts (g, h) = / g(p)h(p)p*dp paarweise orthogonal
0

und bilden ein vollstdndiges Funktionensystem auf [0, 1].

Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, die sich bei einer vorgeschriebenen Anfangstemperaturverteilung
u(p,0) =1 (=const) ergeben.
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1.) a) Losen Sie das Differentialgleichungssystem ¢ = Ay mit A = (0 0 1) mit der Eigenwert-
1 -3 3

Eigenvektor-Methode (Hinweis: Das charakteristische Polynom lautet p(\) = (A — 1)3).

b) Wie lautet der Ansatz fiir das inhomogene System ¢ = Ay + re® + ssinx, wobei 7 und s konstante
Vektoren des R® sind.

2
2.) a) Losen Sie die Indexgleichung fiir die DG v (p) + =v/(p) 4+ p*v(p) =0
p

b) Bringen Sie die DG auf Sturm-Liouvillesche Form und lesen Sie die Gewichtsfunktion r(p) ab.
sin yup cos up
pp
d) Bestimmen Sie die Eigenwerte A\ = ,uz und Eigenfunktionen vg(p) unter den Randbedingungen

c) Bestétigen Sie durch Nachrechnen, dass { } ein Fundamentalsystem ist.

|v(0)] < 00, v(R) = 0.Wie lauten die Orthogonalititsrelationen fiir die vg(p)?

3.) Bei einem Callcenter gehen Telephonate an zwei Hotlines A und B ein. Die Absténde X zwischen
aufeinanderfolgenden Telephonaten bei A sind exponentialverteilt mit Dichte g(x) = e * (x > 0), die
Absténde Y bei B sind exponentialverteilt mit Dichte h(y) = 2¢~2¥ (y > 0). Man kann davon ausgehen,
dass die Variablen unabhéangig sind.

a) Bestétigen Sie, dass g und h tatséchlich Dichtefunktionen sind, skizzieren Sie ihre Schaubilder, und
berechnen Sie das Mittel £ von X und 7 von Y (Hinweis zur Kontrolle: die Wartezeiten bei A sind im
Schnitt ldnger als bei B)

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit w dafiir, dass die Wartezeit bei A kleiner als die bei B ist, also
den Wert w =P(z <vy) = // g(x)h(y) dzdy iiber den Bereich B : 0 < z <y, y > 0 (Hinweis zur Kontrolle:
B

da man bei A ”in der Regel” ldnger wartet als bei B, ergibt sich fiir w ein Wert kleiner als %)

4.) Es bezeichne B den dreidimensionalen Schnitt des Zylinders
Z:(x—3)?+y* =1, 2 € Rmitder Nordhalbkugel K : 22+y?+22 <1, z > 0.
Berechnen Sie den Rauminhalt von B.

5.) (Fortsetzung des Beispiels 2, kann aber unabhéngig davon gelost werden)

Durch u(p,t) = > 72, crvr(p)e ® ™" ist die (nichtstationire) radialsymmetrische Temperaturverteilung in
einer Kugel mit Radius R = 1 bei Randtemperatur u(1,¢) = 0 beschrieben. Dabei sind die Funktionen
sin kmp

1
{v1,v9, ..., v = ,...1 beziiglich des Skalarprodukts (g, h) = / g(p)h(p)p*dp paarweise orthogonal
0
und bilden ein vollstdndiges Funktionensystem auf [0, 1].

Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, die sich bei einer vorgeschriebenen Anfangstemperaturverteilung
u(p,0) =1 (=const) ergeben.



