Vorlesungspriifung Mathematik 3 - 20.1.2012 A-1

Name: oo

Deckblatt nicht herunterreissen! - Nicht mit Bleistift oder rotem Stift schreiben!
1. Gegeben sind die Funktionen f,(z) = 3z™ fir z € [0,1] und n =0,1,2,...

(a) Geben Sie alle f,, an, welche normiert sind, d.h. welche || f,|| = 1 erfiillen!

(b) Bilden die Funktionen fy, f1, fa,... ein vollstindiges Orthogonalsystem auf [0,1]? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

(c) Berechnen Sie die Orthogonal-Projektion von g(z) = €” auf den von fyo(x) und fi(x)
aufgespannten (zweidimensionalen) Vektorraum!

Der Vektorraum C10, 1] ist wie gewohnt mit dem Skalarprodukt (f,g) = fol f(z)g(x)dx versehen.
14242 Punkte
2. Gegeben sei die Gleichung 1. Ordnung
a(z, y)uz + bz, y)u, =0 (1)
mit stetig differenzierbaren Funktionen a(z,y) und b(z,y).

(a) Erklaren Sie den Begriff der Charakteristik und fithren Sie aus, weshalb jede Losung u von
(1) notwendigerweise konstant entlang Charakteristiken sein muss.

(b) Berechnen Sie konkret alle Losungen von (1) fiir a(z, y) = z und b(z, y) = 2y und skizzieren
Sie die Charakteristiken

3+2 Punkte
3. Gegeben Sei das Vektorfeld V(z,vy, z) = (—yz, x2%, xy), der Drehkegelmantel
M={(z,y,2): 2> =2 +y*mit 0< 2 <1}
sowie die Halbkugel
K={(v,y,2): 2+ +(z—1)*=1mit 1 < 2 <2}.

(a) Skizzieren Sie M und K und berechnen Sie unter Verwendung eines geeigneten Integral-
satzes die Oberflachenintegrale

// rotV dO und// rotV dO.
M K

(b) Geben Sie den von Thnen verwendeten Integralsatz mit all seinen Voraussetzungen an!
441 Punkte
4. Losen Sie fiir € R und ¢ > 0 die PDE
Uy — Uy = 4(x + 1), mit u(z,0) =0 und w(x,0)=0 (2)
indem Sie die Koordinaten-Transformation X :=z +¢ und 7" := x — t verwenden! 5 Punkte

Hinweis: Riicktransformation nicht vergessen!

Gutes Gelingen
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1. Gegeben sind die Funktionen f,(z) = g firz e [1,2Jund n=1,2,3,...

(a) Geben Sie alle f,, an, welche normiert sind, d.h. welche || f,|| = 1 erfiillen!

(b) Bilden die Funktionen fi, fo, f3,... ein vollstindiges Orthogonalsystem auf [1,2]? Be-
griinden Sie Thre Antwort!

(c¢) Berechnen Sie die Orthogonal-Projektion von g(z) = 1 auf den von fi(z) und f(z) auf-
gespannten (zweidimensionalen) Vektorraum!

Der Vektorraum C[1, 2] ist wie gewohnt mit dem Skalarprodukt (f,g) = ff f(z)g(z)dx versehen.
1+2+2 Punkte

2. Gegeben sei die Gleichung 1. Ordnung
a(z,y)u, + b(z,y)u, =0 (1)
mit stetig differenzierbaren Funktionen a(z,y) und b(z,y).

(a) Erkldren Sie den Begriff der Charakteristik und fithren Sie aus, weshalb jede Losung u von
(1) notwendigerweise konstant entlang Charakteristiken sein muss.

(b) Berechnen Sie jene Losung von (1) fir a(z,y) = 1 und b(z,y) = vy, welche zusétzlich
u(0,y) = Iny erfiillt.

3+2 Punkte
3. Gegeben sei das Skalarfeld ¢(x,y, z) = 2e* cosy + 22—2 und der Drehkegel
K={(z,y,2): 2> > 2> + ¢’ mit 0 < z < 2}.

Es bezeichne M den Mantel des Drehkegels und D die Deckflache des Drehkegels, welche als
Schnitt von K mit der Ebene z = 2 ensteht.

(a) Skizzieren Sie 0K (d.h. die Oberflache des Drehkegels) und berechnen Sie folgende Ober-

flichenintegrale
/ Ve dO, // Ve dO und// Ve dO.
OK M D

(b) Zumindest eines der in (a) gesuchten Oberflichenintegrale kann mithilfe eines Integralsat-
zes berechnet werden. Geben Sie den verwendeten Integralsatz mit all seinen Vorausset-
zungen an!

Hinweis: Die Spitze des Drehkegels liegt im Punkt (0/0/0) 441 Punkte

4. Losen Sie fiir 0 <r <1 und 0 < ¢ < 27 die PDE
r2urr+7‘ur+u¢¢20, fir0<r<lund 0<¢p <27 (2)
Berechnen Sie mittels Separationsansatz die allgemeine Losung u(r,¢) und passen Sie dann

speziell an die Randbedingung (1, ¢) = sin ¢ + cos ¢ an! 5 Punkte

Gutes Gelingen



