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1. (a) Formulieren Sie (ausführlich) den Integralsatz von Gauß und verwenden Sie ihn, um zu
beweisen, dass für Funktionen u, v : G→ R mit stetigen partiellen Ableitungen gilt∫∫

F

u grad v dO =

∫∫∫
D

(gradu · grad v + u∆v) dxdydz,

wobei F eine geschlossene Fläche im Gebiet G ⊆ R3 ist, die samt ihrem Innenbereich
einen beschränkten, abgeschlossenen, elementaren Bereich in G bildet.

(b) Gegeben sei ein elementarer Bereich K ⊆ R3, der von einer geschlossenen Fläche F
berandet sei, sowie die Wärmeleitungsgleichung mit Rand- und Anfangsbedingungen

∂T

∂t
(x, t) =

l

σρ
∆T (x, t),

T (x, t) = f(x, t) für x ∈ F, t ≥ 0,
T (x, 0) = g(x) für x ∈ K, (1)

wobei f : F × [0,∞) und g : K → R stetig sind.

Zeigen Sie unter Verwendung von (a), dass die Lösung von (1) eindeutig ist.
6 Punkte

2. Gegeben sei
y′′(x) + λ y(x) = 0, y′(0) = 0, y(2) = 0.

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenfunktionen dieses Randwertproblems.

(b) Entwickeln Sie die auf [0, 2] definierte Funktion g(x) = 17 nach den Eigenfunktionen des
Randwertproblems.

4 Punkte

3. Gegeben sei für t ≥ 0 und x ∈ R die unbeschränkte Wellengleichung

utt(x, t) = uxx(x, t).

Verwenden Sie die Lösungsformel von d’Alembert zur Bestimmung einer Lösung, die folgenden
Anfangsbedingungen genügt

u(x, 0) =
1

1 + x2
, ut(x, 0) = x.

Zeigen Sie auch durch direktes Nachrechnen, dass die von Ihnen angegebene Funktion u(x, t)
tatsächlich eine Lösung ist. (In anderen Worten: Machen Sie die Probe! )

4 Punkte

4. Bestimmen Sie für 0 ≤ x ≤ 2π und t ≥ 0 eine Lösung der Differentialgleichung

ut = uxx, u(0, t) = u(2π, t) = 0, u(x, 0) = π − |π − x|.

6 Punkte


