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1. Auf C[−1, 1] sei das gewöhnliche innere Produkt gegeben

〈f, g〉 =

∫ 1

−1
f(x) g(x) dx.

(a) Entscheiden Sie, ob die Funktionen f(x) = x3 und g(x) = x2 + 1

© orthogonal sind; © linear abhängig sind;

© orthonormal sind; © ‖f‖ ≤ ‖g‖ erfüllen.

(b) Bestimmen Sie Zahlen a, b ∈ R, die nicht alle Null sind, sodass h(x) = ax2 + b orthogonal
auf den von {f, g} aufgespannten Unterraum steht.

2. Ist u : R2 → R stetig differenzierbar und C eine einfach
geschlossene Kurve mit einer stetig differenzierbaren
Parameterdarstellung, die im mathematisch positiven
Sinn durchlaufen wird, dann gilt nach dem Satz von
Green für den von ihr berandeten Bereich D∫

C

(
u
0

)
dx = −

∫∫
D

∂u

∂y
dx dy.

Beweisen Sie diese Formel für die abgebildete Kurve
C = C1 ∪ · · · ∪ C4 durch direktes Nachrechnen.

Formulieren Sie den Satz von Green auch allgemein!

3. (a) Beweisen Sie die Äquivalenz der beiden folgenden Aussagen für eine stetig differenzierbare
Funktion u : R2 → R:

(i) Die Funktion u ist Lösung von a(x, y)ux + b(x, y)uy = 0.

(ii) u(x(t)) ist für jede Charakteristik x(t) von a(x, y)ux + b(x, y)uy = 0 konstant.

Erklären Sie insbesondere den Begriff der Charakteristik einer Differentialgleichung der
Form a(x, y)ux + b(x, y)uy = 0.

(b) Bestimmen Sie eine Lösung der Differentialgleichung

xux + 2yuy = 0,

die u(x, 1) = x2 erfüllt.

4. Bestimmen Sie für 0 ≤ r ≤ 1 und 0 ≤ ϕ ≤ π eine Lösung des Dirichletschen Randwertproblems

r2 urr + r ur + uϕϕ = 0, u(r, 0) = u(r, π) = 0, u(1, ϕ) = sinϕ.


