Mathematik 1 fiir BI, MB, UI, WIMB und VT

Priifung am 14.7.2020
Gabriel Maresch

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus fiinf Aufgaben I, II, III, IV und V, untergliedert jeweils in mehrere Teilaufgaben A, B, C,
...Die Gewichtung jeder Aufgabe und jedes Unterpunktes ist jeweils am Beginn angegeben. Insgesamt kénnen 100
Punkte erreicht werden, ab 50 Punkten ist Thnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betridgt 90 Minuten.

e Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, werden zu jeder Teilaufgabe die Punkte ausschlieflich fiir das
vergeben, was Sie unmittelbar neben bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht
unterhalb der horizontalen Trennlinie zur néchsten Teilaufgabe).

In den meisten Fillen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die Losung der Aufgabe ausreichen. Es lohnt daher, wenn
Sie sich, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, vergewissern, dass Sie Thre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen.
Sollten Sie lingere Nebenrechnungen oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfithren wollen, stehen Thnen dafiir
die Blédtter am Ende dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer Sie auf diesen Blidttern notieren, wird bei der
Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was in den einzelnen Aufgaben und
ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:

Aufgabe I II III v A% Total
Punkte 20 20 20 20 20 100

erreicht




AU gabe L. 20 Punkte

(Teil A) Wir betrachten zwei endliche Mengen A und B mit |A| = 4 und |B| = 2. Eine Relation zwischen A und B ist
bekanntlich eine Teilmenge von A x B. Wieviele Relationen gibt es hier?

Antwort: Es gibt ...... Relationen zwischen A und B.

(Teil B) Jede Funktion f : A — B lédsst sich als Relation zwischen A und B schreiben, aber nicht jede Relation entspricht
auch einer Funktion. Welche Eigenschaft muss eine Relation R C A x B besitzen, damit R einer Funktion entspricht?

(Teil C) Zwei wichtige Eigenschaften von Funktionen f : A — B sind Injektivitit und Surjektivitét. Schreiben Sie in Formel-
schreibweise an, wann eine Funktion f : A — B injektiv bzw. surjektiv ist!

3 P.| (Teil D) Wieviele injektive Funktionen f : A — B gibt es, wenn wieder |A| = 4 und |B| = 2?

Antwort: Es gibt ...... injektive Funktionen zwischen A und B.

3 P.| (Teil E) Wieviele surjektive Funktionen f : A — B gibt es, wenn wieder |A| = 4 und |B| = 27

Antwort: Es gibt ...... surjektive Funktionen zwischen A und B.



Aufgabe Tl . 20 Punkte

(Teil A) Periodizitét ist eine mogliche Eigenschaft einer unendlichen Folge (ay,). Definieren Sie in Formelschreibweise was eine
,,Periode” von (a,) ist.

Fiir den Rest dieser Aufgabe betrachten wir die Folge a,, = cos J} mit Parameter M € N.

(Teil B) Betrachten Sie die Folge a,,: was ist die kleinste Periode dieser Folge? IThre Antwort sollte von M € N abhéngen.

4 P.| (Teil C) Bestimmen Sie, ob die Folgen % - a, divergieren oder konvergieren. Thre Antwort kann, aber muss nicht, von M € N
abhéngen.

4 P.| (Teil D) Wir setzen nun M = 1. Es gibt eine Zahl kg € R sodass die Folgen # - an fiir alle Kk > kg konvergieren und fiir alle
k < kg divergieren. Bestimmen Sie kq:

m (Teil E) Wir setzen wieder M = 1. Es gibt eine Zahl yo € R sodass die Reihen Y 7 | -1 - |a,| fiir alle u > 119 konvergieren
und fiir alle u < pg divergieren. Bestimmen Sie p:



Aufgabe Tl . .o 20 Punkte

(Teil A) Entscheiden Sie, ob die Funktion f: R — R mit f(z) = "”ltflz fiir £ # 0 und f(0) = 0 an x¢ = 0 stetig ist oder nicht.
Falls ja, geben Sie das in der e-0 Charakterisierung der Stetigkeit geforderte §(¢) an, falls nicht, geben Sie ein ¢ > 0

an, fiir das sich eben kein solches  finden lésst. Fertigen Sie in jedem Fall eine Skizze an!

(Teil B) Wie lautet der Satz vom Maximum fiir stetige reelle Funktionen f : [a,b] — R?

3 P.| (Teil C) Zeigen Sie mit einem Beispiel!, dass der Satz vom Maximum fiir stetige reelle Funktionen und offene Intervalle
f: (a,b) = R nicht zu gelten braucht.

(Teil D) Zeigen Sie mit einem Beispiel', dass der Satz vom Maximum fiir unstetige reelle Funktionen f : [a,b] — R nicht zu
gelten braucht.

3 P.| (Teil E) Zeigen Sie mit einem Beispiel', dass der Satz vom Maximum fiir unstetige reelle Funktionen f : [a,b] — R dennoch
gelten kann.

1Sie miissen f(x) nicht unbedingt explizit angeben. Eine aussagekriftige und saubere Skizze kann auch ausreichend sein.



AU gabe TV o 20 Punkte

(Teil A) Gegeben ist eine Funktion f(z) = " an(z — o)™ mit zumindest auf dem Intervall (a, b) konvergenter Potenzreihen-
darstellung. Sie kénnen dabei xg € (a,b) annehmen. Wie lauten die Werte f'(x¢), f”(zo), f"'(zo),...,?

Anwort: Fiir n € Nist f™(zg) =...............

3 P.| (Teil B) Gegeben ist wieder f(z) = > an(z — 2¢)"™ mit zumindest auf dem Intervall (a,b) konvergenter Potenzreihendarstel-
lung. Nun ist aber ungeschickterweise zy < a. Geben Sie ein moglichst grofes Intervall (A4, B) D (a,b) an, auf dem
die Potenzreihe notwendigerweise dann auch konvergieren muss! Hinweis: Skizzieren Sie xg, a,b am Zahlenstrahl und
verwenden Sie, dass Konvergenzbereiche von Potenzreihen eine spezielle Form haben.

4 P.| (Teil C) Wie berechnet man ganz allgemein den Konvergenzbereich einer Potenzreihe Y a,, (z — 20)™?

(Teil D) Wie lautet konkret der Konvergenzbereich der Potenzreihe Y - | 2"n?(x — 1)"? Untersuchen Sie insbesondere den
Rand!

4 P.| (Teil E) Die durch f(z):= Y7, 2"n?(x — 1)" definierte Funktion ist in einer Umgebung von zy = 1 umkehrbar. Wie lautet
die erste Ableitung der Umkehrfunktion an yq = 07



AU A V. 20 Punkte
(Teil A) Finden Sie alle Stammfunktionen der Funktion f: R\ {0} - R mit f(z) = In|x|.

(Teil B) Finden Sie eine Stammfunktion von g(z) = sin 2z, indem Sie y = 2z substituieren.

(Teil C) Finden Sie eine andere Stammfunktion von g(x) = sin 2z indem Sie die Identitét sin 22 = 2sinz cos x verwenden.

(Teil D) Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt insbesondere, dass sich die Stammfunktionen aus
Teil B und Teil C nur um eine Konstante ¢ € R unterscheiden. Wie lautet hier der eindeutige Zahlenwert dieser
Konstante (auf eine Nachkommastellen genau)?

Antwort: c=.......

(Teil E) Wie lautet iiberhaupt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung?



Raum fiir Nebenrechnungen und sonstige Notizen, die bei der Beurteilung ignoriert werden.
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