5. I"Jbungsblatt - Mathematik 3 fur MB und VT - WS 2010

1. Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
Uy = Mgy + 1, u(z,0) = uy(x,0) =0,
mit Hilfe der Koordinatentransformation X =z + 2t, T' = x — 2t.
2. Gegeben sei fiir 0 < x < 1 und t > 0 die partielle Differentialgleichung
Ut = Uy, u.(0,1) = u,(1,¢) =0, u(z,0) = cos(mz), u(z,0) = cos(2mzx). (1)
(a) Zeigen Sie, dass der Separationsansatz u(x,t) = X (2)T'(t) auf das Randwertproblem
X" =X =0, X'(0)=X'(1) =0, (2)
sowie die folgende gewohnliche Differentialgleichung fiihrt:
T" — \T = 0. (3)

(b) Ermitteln Sie die Eigenwerte A, und Eigenfunktionen X,,, n € N, von (2). Losen Sie
danach (3) fiir die so erhaltenen Eigenwerte \,, um Funktionen 7}, zu erhalten.

(c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von (1) mit Hilfe des Ansatzes

u(z,t) = Z X ()T, (t).

3. Losen Sie fiir 0 <z <1 und ¢t > 0 die partielle Differentialgleichung
U = U, u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = sin(nzx), u(x,0) = sin(3rz).
4. Losen Sie mit Separationsansatz fiir 0 < x < 7 und ¢ > 0 das Randanfangswertproblem
Up = Ugg, u(0,t) = u(m,t) =0, u(z,0) = 2sin(z) cos(x).

5. Gegeben sei fir 0 < x < 2 und t > 0 die partielle Differentialgleichung
Ut = Uy, u(0,t) = u(2,t) =0, u(z,0) =1—|1—2z|, u(z,0)=0. (4)
(a) Zeigen Sie, dass der Ansatz u(z,t) = X (x)7T(t) auf folgendes Randwertproblem fiihrt
X" —AX =0, X(0)=X(2)=0. (5)

(b) Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwertproblems (5).

(c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von (4) mit Hilfe des Ansatzes

Z an, cos + b, sin ( t)) sin (%x) )

n=1

Verwenden Sie dabei die Theorie der Fourierreihen um die Koeffizienten a,, b,, so zu
wahlen, dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind.
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6. Ermitteln Sie mit Hilfe der Darstellung von d’Alembert fiir ¢ > 0, z € R und ¢t > 0 eine
Losung der Differentialgleichung

Ut = Uy, u(z,0) = €_$2, u(z,0) = 2cwe .

7. Gegeben sei fiir 0 < x <1 und t > 0 die partielle Differentialgleichung

u(0,t) = u(1,t) = uza(0,1) = uge(1,1) =0,
u(x,0) = sin(mz), wu(x,0) =0. (6)

Ut = Uggax,

(a) Zeigen Sie, dass der Separationsansatz u(z,t) = X (2)T'(t) auf das Randwertproblem
X" _AX =0,  X(0)=X(1)=X"(0)=X"(1) =0 (7)

fithrt. Beweisen Sie durch zweimalige partielle Integration, dass

/0 X () X () di = A /0 ' X(a)de

gelten muf}; und somit nur positive Eigenwerte des Randwertproblems (7) existieren.
(b) Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwertproblems (7) und
bestimmen Sie durch Reihenansatz die allgemeine Losung von (6).
8. Gegeben sei fiir x,t > 0 die Differentialgleichung
Ut = Mgy, u(z,0) = uy(x,0) =0, u(0,t) = sin(t), w beschréankt. (8)

(a) Zeigen Sie, dass die Laplacetransformation beziiglich ¢ die Differentialgleichung in
folgende gewohnliche Differentialgleichung beziiglich x tiberfiihrt:

(b) Zeigen Sie, dass die Beschrinktheit von u auf die Losung £(u) = c(s)e™5 fiihrt.

(c) Verwenden Sie die Anfangsbedingung und den 2. Verschiebungssatz, um schliellich
eine Losung von (8) zu erhalten.

9. Gegeben ist eine an drei Seiten eingespannte quadratische Membran, die in einer
senkrechten Ebene frei schwingen kann und die Anfangsform sin (%) sin(ry) sowie die
Anfangsgeschwindigkeit 0 besitzt. Das zugehdrige Schwingungsproblem ist gegeben durch
das Randanfangswertproblem

u(z,0,t) = u(z, 1,t) = u(0,y,t) = uy(1,y,t) = 0,
u(z,y,0) = sin T siny, wy(z,y,0) = 0.

(9)

Uy = CZ('U,zx + U/yy),

Zeigen Sie, dass der Separationsansatz u(z,y,t) = X (x)Y (y)7T'(t) auf die Randwertprobleme

X"~ BX =0, X(0) = X'(1) =0,
Y+ (B—a)Y =0, Y(0) = Y(1) =0,

sowie die folgende gewthnliche Differentialgleichung fithrt:

T" — 2aT = 0.



10. Verwenden Sie den Ansatz
u(z,y,t) = Z Z(amn cos(Amnt) 4 bin Sin(Apnt)) sin (Qm—;lmv) sin(nmy)
m=0 n=1

zur Bestimmung einer Losung des Randanfangswertproblems aus Beispiel 9.

Hinweis: Die A, ergeben sich aus Eigenwerten der Randwertprobleme aus Beispiel 9.



