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1.

6.

(a) Geben Sie eine Basis des R? an und erldutern Sie lineare Unabhéngigkeit und
Dimension anhand dieses Beispieles. Kann es eine Basis geben, die nur aus
zwei Vektoren besteht?

(b) Zeigen Sie, dass die Losungen der Differentialgleichung
T=1a

einen Vektorraum bilden und berechnen Sie zwei Elemente des Fundamental-
systems.

. Sei n ein beliebiger Vektor im R3 und a eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass die

Losungen z der Gleichung z - n = a nur fiir a = 0 einen Vektorraum bilden.

(a) Zeigen Sie, dass die Polynome vom Grad kleiner als k£ € N einen Vektorraum
bilden.

(b) Geben Sie eine lineare Differentialgleichung an, deren Losungsraum genau aus
den Polynomen vom Grad kleiner als k besteht. Bestimmen Sie zwei Funda-
mentalsysteme dieser Differentialgleichung.

Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren nicht linear unabhéngig sind.

4 1 —1

Ersetzen Sie vy durch einen neuen Vektor u, sodass {vi,u,v3} zu einer Basis wird.

Seien E = {ey,...,e3} und B = {by,...,bs} Basen des R3. Es gelten folgende
Gleichungen:

bl = 281 + 363
bg = —ej; + €5

b3281+82—|—63.

Wie lauten die Komponenten der Vektoren eq,...,es beziiglich der Basis B?
Berechnen Sie auflerdem die Komponenten der Vektoren x = e; + €3, y = e3
und z = by beziiglich der Basis B.

(a) Erlautern Sie den Begriff des inneren Produktes und geben Sie zwei Beispiele
euklidischer Vektorraume an. Erklaren Sie den Zusammenhang zwischen Norm
und Skalarprodukt.

(b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen (jeweils) zwei beliebigen Vektoren aus
Ihren Beispiel-Vektorraumen. Berechnen Sie aulerdem den Winkel zwischen
zwei Elementen der kanonischen Basis des R".



7. (a) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt mit Gewichtsfunktion x auf C([0,1]),
definiert durch

(f.q) = / tf(@)g(z) dz,

alle Eigenschaften eines Skalarproduktes erfiillt.

(b) Berechnen Sie das Skalarprodukt mit Gewichtsfunktion = der Funktionen
f(z) = sin(z) und g(z) = cos(x) in C([0,1]) und die Norm der Funktion
h(z) =m.

8. Sei B ={by,...,b,} eine Menge orthonormaler Vektoren.

(a) Berechnen Sie beide Seiten der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir zwei
dieser Vektoren.

(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren in B bereits linear unabhéngig sein miissen.

9. Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt: Sei £ = {ey,...,e,} eine
Basis des R"™. Rechnen Sie nach, dass die Vektoren in B = {by,...,b,} gegeben
durch by = —-e; und

llexll

k-1

1
by, = — e, — (ek'bz‘)bi>a 2<k<n,
lex — Y1) (ex - bi)by| ( 221

eine Orthonormalbasis bilden. Hinweis: Vollstandige Induktion.

10. Fihren Sie das Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt fiir die Vektoren

0 1 —1
e = 1 , €9 = —1 , €3 = 0
-1 0 -1

durch und bestimmen Sie damit eine Orthonormalbasis des R3. Gibt es noch andere
Orthonormalbasen des R3?



