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Zusammenfassung

Diese Arbeit soll einen Uberblick iiber die Kombinatorik der Mustervermeidung bei Per-
mutationen liefern. Eine Permutation 7 = (7(1),7(2),...,m(n)) der Linge n enthilt
die Permutation 7 = (7(1),7(2),...,7(k)) der Lénge k, wenn 7 ordungserhaltend auf
eine Teilfolge der Lange k von m abgebildet werden kann. Ist dies nicht der Fall, so mei-
det m das Muster 7. Von wesentlichem Interesse ist die Anzahl der Permutationen der
Lénge n, die gewisse Muster 7 meiden (diese Menge wird mit S,,(7) bezeichnet), sowie
die Suche nach Wilf-dquivalenten Permutationen. Dafiir betrachten wir unter anderem
erzeugende Baume, Young-Diagramme, Wachstumsdiagramme, sowie die strenge Wilf-
Aquivalenz. Eine exponentielle obere Schranke von |S,,(7)| liefert die in 2003 von Adam

Marcus und Gdbor Tardos bewiesene Stanley- Wilf- Vermutung.



Abstract

This thesis should provide an overview of the combinatorics of pattern avoidance in per-
mutations. A permutation 7 = (7(1),7(2),...,7(n)) of length n contains the permuta-
tion 7 = (7(1),7(2),...,7(k)) of length k, if there exists an order preserving function,
which maps 7 on a subsequence of 7 of the length k. If this is not the case, 7 avoids the
pattern 7. Of particular interest is the number of permutations of length n that avoid
certain patterns 7 (denoted as S,,(7)), as well as the search for Wilf-equivalent permuta-
tions. For this we take a look at many objects and methods of combinatorics including
generating trees, Young-diagrams, growth-diagrams and shape-wilf-equivalent permu-
tations. An exponential upper bound of |S,(7)| provides the Stanley- Wilf-conjecture,
proven by Adam Marcus and Gabor Tardos in 2003.
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1 Einleitung

Permutationen sind eine der meist untersuchten Objekte in der Kombinatorik. Die ers-
ten Resultate in der Mustervermeidung gehen mehr als hundert Jahre zuriick. P. A.
MacMahon bewies in [42], dass die Anzahl der Permutation der Linge n, welche aus
zwei aufsteigende Teilfolgen bestehen (dies sind die 321-meidenden Permutationen),
gegeben ist durch die n-te Catalan-Zahl C,, = n+r1(2:)
D. E. Knuth zeigte 1968, dass durch einen Stack sortierbare Permutationen mit den
231-meidenden Permutationen iibereinstimmen und diese ebenfalls von C,, gezéhlt wer-
den (siehe etwa [38]). Schnell wuchs das Interesse an der Mustervermeidung von Per-
mutationen in der Informatik, so lieferten kurz darauf R. Tarjan in [59] und V. R.
Pratt in [49] weitere Verbindungen zwischen Sortieralgorithmen und mustervermei-
denden Permutationen. Basierend auf der Arbeit [52] von R. Simion und F. Schmidt
begann schliellich die systematische Studie von mustervermeidenden Permutationen

im Jahr 1985.

Grundsétzlich stellt sich die Frage nach der Anzahl bzw. dem asymptotischen Ver-
halten der Mengen S,,(7). S,(m) bezeichnet die Menge aller Permutationen der Lange
n, welche das Muster m meiden. Die Stanley- Wilf-Vermutung besagt, dass eine Kon-
stante ¢ existiert, sodass fiir ein beliebiges Muster 7 |S,(7)| < ¢* gilt und somit die
exakte Anzahl der m-meidenden Permutationen der Lénge n wesentlich kleiner als die
Anzahl aller Permutationen der Léange n ist. Diese lange offene Vermutung wurde von
A. Marcus und G. Tardos in [45] bewiesen. Kapitel 5 widmet sich der Stanley-Wilf-
Vermutung.

Zwei Muster p und ¢ sind Wilf-dquivalent, wenn |S,(7)| = |S,(7)| fir alle n € N gilt.
Simion und Schmidt zeigten |S,(123)| = |S,(213)|, woraus die Wilf-Aquivalenz aller
Muster der Léangen 3 folgte. Fiir Muster der Lénge 4 ist dies nicht mehr der Fall und
die Einteilung in Wilf-Aquivalenzklassen gestaltet sich erheblich schwieriger ([54],[53]).



J. West lieferte eine Vielzahl von bedeutenden Ergebnissen indem er begann erzeugen-
de Bdume, die zur Untersuchung von Baxter-Permutationen entwickelt wurden ([21]),
fir die Mustervermeidung zu verwenden ([64],[65]). Erzeugende Béume tauchen seit-
dem immer wieder in der Verbindung mit der Mustervermeidung auf und werden in
Kapitel 4 in dieser Arbeit behandelt.

In Kapitel 3 richten wir unseren Augenschein auf eine Verschérfung der klassischen
Wilf-Aquivalenz, die strenge Wilf-Aquivalenz. Mit dieser bewiesen J. Backelin, J. West
und G. Xin S,(12...tpii1...pn) = Sp(t...21psi1 ... py) in [7]. Der Spezialfall t = 2

und n = 3 stimmt mit dem Resultat von Simion und Schmidt tiberein.

Im letzten Kapitel wird noch eine Auswahl weiterer Themen der Mustervermeidung
vorgestellt, u.a. das Vorkommen von Chebyshev-Polynome und die Auffassung von
mustervermeidenden Permutationen als Ordnungsideale. Dies fithrt uns zu einer Ver-
mutung, die 25 Jahre allen Anschein nach als wahr galt und zwar, dass fiir ein beliebiges
Muster p die Folge (]S, (p)|)nen €in P-rekursives Verhalten aufweist. Diese Vermutung
wurde jedoch erst vor Kurzem von S. Garrabrant und I. Pak widerlegt ([31]). Das En-
de dieses Kapitels beschiiftigt sich mit der Suche nach der Stanley- Wilf-Schranke des
Musters 1324 und der Ermittlung der Mébiusfunktion der Halbordnung (.S, <g), beste-
hend aus der Menge aller Permutationen S und einer im Sinne der Mustervermeidung

definierten Ordnungsrelation <g.



2 Grundlagen

Die folgenden grundlegenden Definitionen wurden im Wesentlichen von [15] ibernommen
und bilden die Fundierung dieser Arbeit. Zusétzlich behandeln wir als Einfiihrung die

Permutationen, welche ein Muster der Lange 3 meiden.

2.1 Permutationen und Permutationsmatrizen

Wir werden Permutationen auf die Menge [n] := {1,2,...,n} ([0] beschreibt die leere

Menge @) betrachten und diese etwas spezifischer definieren.

Definition 2.1.1. Eine Permutation der Lange n oder eine n-Permutation ist eine
bijektive Abbildung von [n| auf [n]. S, bezeichne die Menge aller Permutationen der

Lénge n.
Offensichtlich gilt |S,| = n!.

Bemerkung 2.1.2. Eine Permutation p € S,, schreiben wir als Tupel oder als Folge
an. D.h. p = (p1,p2,...,pn) oder p = pip2...p,, wobei p; := p(i) fir i € [n]. Wir

schreiben 0 fiir die einzige Permutation der Léange 0.

Das Betrachten von Permutationen als bijektive Abbildungen bringt einige Vorteile mit
sich. So kénnen wir etwa zwei Permutationen hintereinander ausfithren und erhalten
wieder eine Permutation, es gilt also pop’ € S, fiir p,p’ € S,,. Da Permutationen Bijek-
tionen sind, existiert fiir eine beliebige Permutation p auch eine Inverse p~!. Die Menge
aller Permutationen S,, mit der Hintereinanderausfiihrung von Funktionen bildet al-
so eine Gruppe mit neutralem Element id, die sogenannte Symmetrische Gruppe. Es
kann also -~! als einstellige Operation auf S,, angesehen werden. Wir definieren weitere

einstellige Operationen.



Definition 2.1.3. Seip =pips...p, € Sy.
P = PpPn_1-..p1 € S, ist die Umkehrung der Permutation p.

p¢ € S, bezeichnet das Komplement von p mit den Eintrigen pi =n+ 1 — p;.

Definition 2.1.4. Eine n x n-Permutationsmatriz ist eine Matriz aus {0, 1} mit
genau einem 1-Fintrag in jeder Zeile und jeder Spalte. Wir definieren die Menge aller

n X n-Permutationsmatrizen als P, und P =5, Pn.

Es kann nun jede Permutation p € S,, eindeutig mit einer Permutationsmatrix P € P,

identifiziert werden, indem man P ; := d; (;) setzt. Wobei

1 falls 2 = j,
ij =
0 sonst,
das Kronecker-Delta beschreibt. Wir sprechen auch von der Permutationsmatriz P der

Permutation p.

Beispiel 2.1.5. Fiir p = 25134 € S5 ist die zugehorige Permutationsmatrix Posis4
gegeben durch

o O O = O
_ o O O O
o O O O =
o O = O O
o = O O O

Fiir 4, j € [n] und zwei Permutationen p, ¢ € S,, mit zugehorigen Permutationsmatrizen
P .Q € P, gilt, dass (P - Q);; = 1 genau dann zutrifft, wenn exakt ein k € [n] existiert
mit P, = Qk; = 1. Dies ist gleichbedeutend mit p, = ¢ und ¢; = k, d.h. p(q(j)) = 1.
Die zugehorige Permutationsmatrix von pog stimmt also mit P-@) iiberein. Sei nun f die
eindeutige bijektive Abbildung von S,, nach P, die jeder Permutation ihre zugehorige
Permutationsmatrix zuordnet, dann ist f ein Isomorphismus von der symmetrischen

Gruppe (S,, o) auf die Gruppe (P, -).

Bemerkung 2.1.6. Die Transponierte einer Permutationsmatrix ist offensichtlich auch
ihre Inverse, somit ist fiir eine Permutation p € S,, mit zugehoriger Permutationsmatrix

P € P, die Permutationsmatrix von p~! genau P7.



Die Permutationsmatrix von p" (bzw. p©) erhélt man durch die Spiegelung von P um
eine vertikale (bzw. horizontale) Achse. Wir kénnen somit die Operationen -" und -°
auch auf P, definieren, sodass P" (bzw. P¢) die Permutationsmatrix von p” (bzw. p°)
beschreibt.

Definition 2.1.7. Fir M = (m;;) € P, ist

mMmin Mip-1 -+ M1 Mmp1 Mmpo - Mpn
M= Map Mop—1 -+ M21 und MC — Mp—11 Mp—-12 "~ Mp_1n
T . Y T .
Mpn Mpn-1 -~ Mpi mina mi2 e min

) )

Definition 2.1.8. Fiir ein n,k,l € N mit k,l < n sei M eine n X n-Matriz und N

eine k x [-Matrixz. Die Matriz N ist eine Untermatrix von M genau dann, wenn zwe:

Mengen {c1,...,cx}t, {r1,...,m} C [n] existieren mit ¢y < -+ < ¢ undry < -+ <1y,
sodass
MCl,n MC1,T2 T Mclﬂ’l
MC1,7”2 MCQ,TQ Mczﬂ”l
. . - N
Mck 1 Mck T2 Mck 5Tl
qgilt.

Die Matrix NN ist also eine Untermatrix von M, falls N durch das Streichen von Spalten

und Zeilen aus M hervorgeht.
Definition 2.1.9. Firk € N ist I, definiert als die k x k-Einheitsmatriz. Ji, bezeichnet
die Matriz (Iy)°.

I}, ist also die Permutationsmatrix von 123...%k und J; die Permutationsmatrix von

k(k—1)...1.

2.2 Muster und Wilf-Aquivalenzklassen

Muster konnen als Verallgemeinerung von Fehlstinden (bzw Inversionen) betrachtet
werden. Ein Fehlstand einer Permutation p = pyps ... p, ist ein Paar (i, 7), sodass i < j

und p; < p; gilt.



Definition 2.2.1. Sei ¢ = q1q2...q. € S eine Permutation und sei k < n. Fine
Permutation p = p1py...p, € S, enthilt ¢ als ein Muster (der Linge k), falls k
Ewntrdge pi,, piy, - - -, i 10 p existieren mit iy < ig < --- < 1 und es gilt p;, < p;, genau
dann, wenn q, < q, zutrifft. Wir sprechen dann davon, dass die Eintrdige p;,, Diy, - - -, Pi,
das Muster ¢ = q1qs . .. g, bilden. Ist dies nicht der Fall, so meidet die Permutation p

das Muster (bzw. die Permutation) q oder p ist eine g-meidende Permutation.
Ein Fehlstand einer Permutation entspricht somit einem 21-Muster.

Bemerkung 2.2.2. Eine Permutation p € S,, enthélt also genau dann eine Permuta-
tion ¢ € Sk, wenn ¢ ordnungserhaltend auf eine Teilfolge der Linge k von p abgebildet

werden kann.

Definition 2.2.3. Sei k,n € N und ¢ € Sk. S,(q) bezeichnet die Menge aller q-

meidenden Permutationen der Lédnge n.

Sei P € P, die zugehérige Permutationsmatrix zu einer Permutation p € S,,. So
enthélt p das Muster ¢ € S, fiir ein m < n genau dann, wenn die zu ¢ gehorige
Permutationsmatrix ) € P,, eine Untermatrix von P bildet. Wir definieren somit
analog zu Definition 2.2.3 die Menge aller n x n-Permutationsmatrizen, die ) nicht als
Untermatrix besitzen, als S, (Q).

Wir werden auch Permutationen betrachten, die mehrerer Muster meiden.

Definition 2.2.4. Fiir eine Menge von Permutationen II und eine Menge von Permu-

tationsmatrizen M sei
o Spu(I) :== e Sulq), und

o S.(M) = Ngens 5a(Q).

FEine Permutation p € S, (II) nennen wir eine II-meidende Permutation und analog
bezeichnen wir eine Permutationsmatric P € S,(M) als M-meidende Permutations-

matrix.

Bemerkung 2.2.5. Sei {p1,...,pxr} eine endliche Menge von Permutationen. Statt
Sk({p1,-..,pr}) schreiben wir auch einfach Si(p1, ..., pr).



Unser Hauptaugenmerk richtet sich nicht nur auf die Méchtigkeit von S,,(¢), sonder
auch auf Bedingungen, die an die Permutationen p und ¢ gestellt werden miissen um

1S5 (q)| = |Sn(p)| zu garantieren.

Definition 2.2.6. Seien 11 und X zwei Mengen von Permutationen. Wir nennen 11
und ¥ Wilf-dquivalent genau dann, wenn |S,(I1)| = |S,(X2)| fir alle n € N. Analog ist

die Wilf-Aquivalenz zweier Mengen von Permutationsmatrizen definiert.

Man versichert sich leicht, dass die Wilf-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation zwischen
zwei Mengen von Permutationen definiert. Die zugehorigen Aquivalenzklassen nennen
wir Wilf-Aquivalenzklassen.

Betrachten wir die beiden Permutationsmatrizen P € P, und QQ € Py. Ist Q eine
Untermatrix von P, dann ist Q7 (bzw. Q') auch trivialerweise Untermatrix von P7
(bzw. P~1) und Q¢ von P¢ sowie Q" von P". Es folgt unmittelbar:

Satz 2.2.7 ([7]). Fir Permutationen py,pa, ..., p, und Permutationsmatrizen

Pl,PQ,...,Pn gllt

[Su(P1, p2s - )| = [Su(f(p1), f(P2),-- -, fpn))]
[Su(Pry Poy ooy Po)| =[S (f(P), f(P2)s -5 f(P))],

mit fe {71, "}
Die durch Satz 2.2.7 hervorgehenden Aquivalenzklassen werden als trivialen Wilf-

Aquivalenzklassen bezeichnet.

Sl SQ 83 S4 85 56 57
Triviale Wilf-Aquiv. || 1 | 1 | 2 | 7 [ 23] 115 | 694
Wilf-Aquiv. 1|1 1]3]16] 91 |59

Tabelle 2.1: Anzahl der triviale Wilf-Aquivalenzklassen und Wilf-Aquivalenzklassen bis
Sr ([55])

2.3 Muster der Lange 3

In diesem Abschnitt wird |S,(¢)| fiir alle Muster ¢ € S35 bestimmt. Aus Satz 2.2.7
folgt sofort |S,(123)| = [S,(321)] und |S,(132)] = |S,(231)] = |S.(312)] = |S,(213)].



Konnen wir jetzt noch die Gleichheit von |S,,(123)| und |5, (132)| zeigen, erhalten wir
das bemerkenswerte Ergebnis, dass alle Muster der Lénge 3 von der gleichen Anzahl

an Permutationen der Lange n vermieden werden.
Definition 2.3.1. Seip=pipy...py € S,.

e p; ist ein Links-Rechts-Minimum genau dann, wenn p; > p; fir jedes j mit
1<j<i

e p; ist ein Links-Rechts-Maximum genau dann, wenn p; < p; fir jedes j mit
1<j<u

Satz 2.3.2 ([15]). Fir alle n > 0 gilt |5,(123)| = |S,(132)].

Beweis. Wir werden eine Bijektion f konstruieren, welche die 132-meidenden Permu-
tationen auf 123-meidende Permutationen abbildet. Die Bijektion f wird definiert mit-
hilfe der oben definierten Links-Rechts-Minima.

Sei p € S,,(132). f ldsst nun alle Links-Rechts-Minima fixiert und ordnet die restlichen
Elemente von p absteigend an.

Zum Beispiel wird die Permutation 67341258 mit den Links-Rechts-Minima 6, 3 und 1
unter f auf 68371542 abgebildet.

Die Permutation f(p) vermeidet nun mit Sicherheit das Muster 123, da sie zusammen-
gesetzt wurde aus zwei absteigenden Folgen, ndmlich den Links-Rechts-Minima und
den iibrigen absteigend sortierten Elementen.

Wir heben noch hervor, dass die Links-Rechts-Minima sowie deren Positionierung in p
und f(p) tibereinstimmen. Dies wird deutlich durch die Vorstellung von f als einen Al-
gorithmus, der die m-vielen nicht fixierten Elemente absteigend anordnet, indem er sie
paarweise vertauscht. f braucht hochstens (7;) Schritte und bei jedem Schritt bewegt
sich ein groBeres Element nach links, sowie ein kleineres nach rechts. D.h. es entstehen
keine neuen Links-Rechts-Minima.

Nehmen wir an, es existiert ein ¢ € S,,(123) mit denselben Links-Rechts-Minima wie
jene in p und derselben Positionierung dieser. Zusétzlich nehmen wir an es existieren
zwei Eintrage x und y, die ein 12-Muster in ¢ bilden und keine Links-Rechts-Minima
sind, dann wiirde das erste Links-Rechts-Minimum links von x und y mit x und y ein
123-Muster bilden. D.h. ¢ & S,,(123). f(p) ist somit die einzige Permutation in S, (123)



mit gleichen Links-Rechts-Minima an denselben Stellen wie p.

Wir konstruieren nun eine Inverse g von f um zu zeigen, dass f eine Bijektion ist. Fiir
eine 123-meidende Permutation p fixiert g wiederum die Links-Rechts-Minima und sor-
tiert die iibrigen m Elemente von links nach rechts in m Schritten wie folgt: In jedem
Schritt setzen wir das kleinste Element, welches grofier ist als das néchste sich links
befindende Links-Rechts-Minimum und noch nicht eingeordnet wurde, auf den noch
freien Platz.

Betrachten wir die Permutation 68371542 unter g, dann werden die Links-Rechts-
Minima 6,3 und 1 fixiert. Im ersten Schritt wird 7 an die zweite Position gesetzt,
danach die 4 an die vierte Position u.s.w. bis wir die Permutation 67341258 erhalten.
Fiir eine Permutation p € S(123) meidet g(p) nun auf alle Fille das Muster 132, da in
g(p) jedes 132-Muster bei einem Links-Rechts-Minimum beginnt, jedoch alle Elemente,
die grofler als dieses Links-Rechts-Minimum sind, aufsteigend angeordnet sind.

g(p) ist auch wieder die einzige 132-meidende Permutation, welche dieselben Links-
Rechts-Minima mit gleicher Positionierung wie p besitzt. Wiirden zwei Elemente u
und v mit u < v existieren, die keine Links-Rechts-Minima sind, so erzeugt eine nicht
ansteigende Anordnung dieser ein 132-Muster.

Somit gilt fiir p € 5,,(132) und ¢ € S,(123), g(f(p)) = p und f(9(q)) = q. O

Da nun verdeutlicht wurde, dass die Anzahl aller Permutationen, welche ein Muster
der Lange 3 meiden, gleich ist, stellt sich die Frage, wie viele solche Permutationen

existieren.

Satz 2.3.3 ([15]). Fiir alle n > 0 stimmt S,(132) mit den Catalan-Zahlen tberein.
D.h.

15,(132)| = C,, = (2:)
Beweis. Sei ¢, :=|5,(132)|. Betrachten wir eine 132-meidende Permutation der Lange
n mit dem Element n an der i-ten Stelle, so miissen alle Elemente links von n grofler
als die Elemente rechts von n sein, da sonst ein 132-Muster entstehen wiirde.
Links von n befinden sich also die Elemente {n —i+1,n—7+42,...,n— 1} und rechts
von n die Elemente aus [n — i]. Nun existieren ¢;_; Moglichkeiten, wie die Elemente

zur Linken von n angeordnet werden konnen und c¢,_; Optionen die Elemente rechts



von n anzuordnen. Summieren wir nun iiber die ¢, so ergibt sich die Rekursion

Cp = Z Ci—1Cp—i- (21)
i=1
Fiir die erzeugende Funktion C(z) =}, o, c,2" erhalten wir somit

C(z) = chx”

n
n
= E E Ci—1Cp—iX

n>0 i=1

n—1
= 1+ Z Z CiCp1-iT"

n>1 1=0

= 1+=x Z Zn: CiCpiT"

n>0 i=0

= 1+2C%).

Es gilt also

1—+1—4z
2z ’

Dies ist genau die erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen. O]

C(zx) =

Nun haben wir mit den Identitéten |S,(132)| = |S,(231)| = [S,(312)] = |S,(213)| und
|55, (123)| = |S,.(321)| Folgendes bewiesen.

Korollar 2.3.4. Firq e S3 undn € N gilt
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3 Die strenge Wilf-Aquivalenz

Die strenge Wilf-Aquivalenz erméglicht uns eine Vielzahl von weiteren Wilf-Aquivalenz-
klassen zu ermitteln. Wie der Name schon vermuten lésst, ist sie eine spezifischere Form

der uns bereits bekannten Wilf-Aquivalenz.

3.1 Partitionen, Young-Diagramme und Transversalen

Zunachst bendtigen wir wiederum einige Grundlagen. Die folgenden Definitionen von
Partitionen und Young-Diagrammen werden den meisten Lesern bereits ein Begriff

sein. Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung dieser verweisen wir auf [57].

Definition 3.1.1. Wir definieren eine Partition als endliche, monoton fallende Folge
mit Elementen aus NT. Die Partition A = (A1, A, ..., A,) ist von der Grole m € N

genau dann, wenn Y \; = m. Die Grifle einer Partition A notieren wir mit |\|.

i=1
Die leere Folge () bildet die leere Partition. Fiir diese schreiben wir auch einfach ().
Bemerkung 3.1.2. Aus Bequemlichkeitsgriinden identifizieren wir in dieser Arbeit
eine Partition A = (A1, Ag, ..., A,) auch immer mit der Folge (A1, Ag, ..., A,,0,0,...)

und vice versa.

Definition 3.1.3. Ein Young-Diagramm ist eine endliche Ansammlung von 1, die in
linksbiindigen Zeilen angeordnet sind, sodass die Anzahl der O in einer Zeile grofler ist

als die in der Zeile darunter.

Die U in einem Young-Diagramm werden Zellen genannt und die Zelle in der i-ten
Spalte und j-ten Zeile eines Young-Diagramms bezeichnen wir kurz als Zelle (i,7)
(Zeilen werden von oben und Spalten beginnend von links gezihlt). In diesem Sinne

wollen wir folgende Bezeichnungen vereinbaren:
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Abbildung 3.1: Ein Young-Diagramm.

Die Zelle (i, j)befindet sich links (bzw. rechts) der Zelle (i',j'), wenn j < j' (bzw.
j > j") und oberhalb (bzw. unterhalb) der Zelle (i, j'), falls i < i’ (bzw. i > 7').

Fiir ein Young-Diagramm Y bildet die Folge (yi,99,...), wobei y; die Anzahl der
Zellen in der i-ten Zeile von Y bezeichnet, offensichtlich eine Partition. Wir nen-
nen diese die Partition von Y. Trivialerweise konnen Partitionen somit eindeutig mit
Young-Diagrammen identifiziert werden. Wir schreiben oft Y (yy, ys, . .. ) fiir das Young-

Diagramm Y mit Partition (y;,vs,...).

Fiir zwei Partitionen A = (A1, Ag,...) und p = (1, pto, ... ) definieren wir A U p als
die Partition (max{A1, p1}, max{ g, 2}, ...), sowie ANy als die Partition

(min{ Ay, g1}, min{ g, g2}, ... ). Dementsprechend setzen wir Y (A) UY (u) := Y (AU p)
und Y (A) NY(u) =Y (AN p).

In diesem Sinne ordnen wir auch Partitionen und Young-Diagramme, d.h.:
ACpu:e A= Ny, und YA CY(u) = Y(N\)=Y(A)NY ().

Ebenfalls ist X := (A, A}, ...), wobei \; die Anzahl der Zellen in der i-ten Spalte in
Y (A) bezeichnet, als die konjugierte Partition von X definiert. Fiir ein Young-Diagramm
Y mit Partition u bezeichnet Y’ das Young-Diagramm mit Partition p'. Y wird das

konjugierte Young-Diagramm von Y genannt.

Beispiel 3.1.4. Das Young-Diagramm Y (n,n —1,...,1) wird als Stiege der Linge n
bezeichnet, i.Z. St,,.
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Abbildung 3.2: Y'(4,3), St, und Y (2,2,2,1) =Y((4,2)").

Definition 3.1.5 ([7]). Sei Y (a) ein Young-Diagramm mit der Partition a € (N1)™.
Wir erhalten eine Transversale von Y (a) durch das Eintragen einer 1 oder einer 0 in
jede Zelle von'Y (a), sodass in jeder Zeile und Spalte genau eine 1 steht. Steht hichstens
eine 1 in jeder Spalte und Zeile, so sprechen wir von einer partiellen Transversale.

T(i,7) bezeichne den Eintrag in der Zelle (i, j).
Beispiel 3.1.6. Sei Y :=Y (5,4,4,2,2). Mit

1 wenn (4,7) € {(1,5),(2,3),(3,4),(4,1),(5,2)},

0 sonst,

erhalten wir eine Transversale Ty von Y. Siehe Abbildung 3.3.

ol | ool o
Il =) =) Nl Nen}
(e

Abbildung 3.3: Transversale auf Y (5,4, 4,2, 2).

Definition 3.1.7. Fiir eine partielle Transversale Ty von einem Young-Diagramm Y

y= die durch

und einem Young-Diagramm Y* CY bezeichne Ty
Ty|y+(a,b) = 1:& Ty (a,b) =1 fir alle Zellen (a,b) aus Y,

definierte partielle Transversale auf Y*.
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Eine Transversale von einem Young-Diagramm Y (aq,as,...,a,) existiert nur, wenn
a; = nund St, C Y(ay,as,...,a,) gilt. Erfiillt ein Young-Diagramm dies, so sprechen
wir von einem Young-Diagramm der Gréfie n. Die Menge der Young-Diagramme der

Grofle n bezeichnen wir mit ).

Nun veranschaulichen wir die Menge N x N mithilfe eines Gitters, sodass der Knoten
(0,0) sich in der links oberen Ecke befindet und der Knoten (4, j) links von (4,5 + 1)
liegt fiir 7 € N und j € N. Analog liegt der Knoten (i + 1, j) direkt unterhalb von (3, 7).
Siehe dazu Abbildung 3.4. Wir definieren einen Gitterpfad von (n,0) nach (n — ki, k2)
als eine Folge (ag,ay,...,ax +x,) von Knoten in diesem Gitter, sodass ay = (n,0),
gy +ky = (0 — k1, ko) und fiir alle i € {0,1,...,k + ko — 1}, a;41 direkt rechts oder
direkt oberhalb von a; liegt. Wir kénnen einen solchen Gitterpfad mit einer r-u-Sequenz
der Linge ki + ky w = wiwy...wq, € {r,u}**2 identifizieren. Der Knoten a;
befindet sich genau dann rechts von a;, wenn w; 1 = r gilt. Fiir ny,ny € N definiert ein
Gitterpfad von (n1,0) nach (0, n2) offensichtlich ein Young-Diagramm und umgekehrt.
(sieche dazu Abbildung 3.4). Young-Diagramme konnen somit durch Gitterpfade bzw.

r-u-Sequenzen gegeben werden.

(0,0) (0,m)

(n,0 n,n)

Abbildung 3.4: Y (8,8,7,5,5,4,2,1) gegeben durch w=rururruruurruruu.
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Definition 3.1.8.

1. Fiir ein Young-Diagramm Y bezeichne wir den zugehérigen Gitterpfad als die

Randsequenz von Y.

2. Fiir ein Young-Diagramm'Y mit Randsequenz (ag, ay, . . ., ag) (wobeia; = (a},a?))
definieren wir ein (z,y) € N x N als Eckpunkt von Y genau dann ,wenn ein
i €{0,1,...,k} ezistiert, sodass 0 <z < a} und 0 <y < a? gilt. Die Menge der

Eckpunkte von Y wird mit E(Y') bezeichnet.

Bemerkung 3.1.9. Ein Young-Diagramm Y mit Randsequenz (ag,aq, ..., ax) bein-
haltet offensichtlich die Zellen a; fur i € {1,2,...,k — 1}.

Verlauft ein Gitterpfad (ao, ay,...,as,) von (0,n) nach (n,0) mit a; = (a;1,a;2) un-
terhalb der Diagonale von (n,0) nach (0,n), d.h. Punkte (i,7) mit ¢ + j < n sind
nicht in (ag, ay, ..., as,) vertreten, so definiert (ag, ay,...,as,) (bzw. die dazugehorige

r-u-Sequenz) ein Young-Diagramm der Grofle n (sieche Abbildung 3.4).

3.2 Verallgemeinerung des Satzes von Dilworth

In diesem Abschnitt werden fiir uns noch niitzliche ordnungstheoretische Aussagen zu-
sammengefiihrt. Fiir die Beweise der Sétze verweisen wir auf die jeweiligen angefiihrten

Literaturverweise.

Sei (P, <) eine endliche partiell geordnete Menge, so besagt der Satz von Dilworth [24],
dass die maximale Grofle einer Antikette in P der minimalen Anzahl von disjunkten
Mengen, die eine Partitionierung von P bilden, entspricht.

C. Greene liefert uns in [34] eine Verallgemeinerung.

Bemerkung 3.2.1. Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge. Um Ausdriicke nicht
unnotig in die Lange zu ziehen, bezeichnen wir fiir eine Teilmenge ) von P die partielle
geordnete Menge (@, < N(Q x @Q)) im Folgenden immer einfach mit (Q, <).

Definition 3.2.2. Sei (P, <) eine endliche partiell geordnete Menge.

AP, <)== (A1, Ny ... ) mit A\ = ¢ — ¢y fiir k € Nt
S\(P, S) = (5\1,5\2, .. ) mit S\k = dk — dk,1 f'liT’ k€ NJr,
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wobei ¢y, (bzw. dy) die mazimale Mdachtigkeit einer Vereinigung von k Ketten (bzw.
Antiketten) aus P bezeichnet.

'

@)

Abbildung 3.5: Hasse-Diagramm

Satz 3.2.3. [34] Flir eine partiell geordnete Menge (P, <) bilden die Folgen \(P, <) und

AP, <) zwei zueinander konjugierte Partitionen der Grofie |P| (siehe dazu Bemerkung

3.1.2).

Beispiel 3.2.4. Fiir eine partiell geordnete Menge (P, <) mit Hasse-Diagramm nach
Abbildung 3.5 gilt A(P, <) = (4, 2).

Satz 3.2.5 (Monotoniesatz). [29] Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge und p € P
ein mazimales oder minimales Element in (P, <), dann gilt A\(P\ {p}, <) C \(P\,<).

Q

@) o

(a) (P, <) (b) (P\{p}, <)

Abbildung 3.6: Monotoniesatz

Bemerkung 3.2.6. Sei (P, <) die partiell geordnete Menge in Abbildung 3.6. Es gilt
AP, <) =(5,3,1) und A(P\{p}, <) = (4,4). D.h. in Satz 3.2.5 kann die Voraussetzung,
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dass p ein maximales bzw. minimales Element in (P, <) bildet, nicht vernachlissigt

werden.

3.3 Definition und Eigenschaften der strengen

Wilf-Aquivalenz

Die strenge Wilf-Aquivalenz wird mithilfe von Young-Diagrammen und deren Trans-

versalen formuliert. In diesem Abschnitt folgen wir im Wesentlichen [55].

Definition 3.3.1. Sei k,n € Nt mit k < n, P € P, und Ty eine partielle Transversale
von einem Young-Diagramm Y :=Y (ai,as...,a,).

Ty enthdlt P genau dann, wenn zwei Mengen {cy,ca, ... ek}, {r1,m2, ..., 11} C [n] mit
<y << cpundry <ry <o <1y existieren, sodass fir alle i,j € [k] die Zelle

(¢iyr;) in'Y wvorhanden ist und

T,(c1,m1) Ty(c1,m2) ... Tyler,rn)
Ty(co,m1) Ty(ca,re) ... Tylca,my) _p
Ty(cp,m) Ty(cr,r2) ... Ty(ck,rn)
gilt.
Wir sprechen davon, dass die Zellen (c1,11), (c1,72), ..., (ca,71), (c2,72), . .., (ck, k) die

Matrix P in T, bilden. Anderenfalls meidet T, die Matriz P (bzw. Ty ist P-meidend).

Bemerkung 3.3.2. Meidet eine Transversale, die zu einer Permutation p assoziierten

Permutationsmatrix, so nennen wir die Transversale auch p-meidend.

Definition 3.3.3. Flir ein Young-Diagramm Y ist die Menge aller P-meidenden Trans-

versalen von Y als Sy (P) definiert.
Definition 3.3.4. Zwei Permutationsmatrizen Py und P, sind streng Wilf-dquivalent

genau dann, wenn |Sy (Py)| = |Sy (Pe)| fiir jedes Young-Diagramm'Y gilt. Wir schreiben
dann P, L P,.
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Sind nun zwei Permuationsmatrizen P, und P, streng Wilf-dquivalent, so gilt

‘Sn(Pl)’ = |SY(a1,a2 ..... an)(Pl)’ = ‘SY(al,az ..... an)(P2)’ = ‘SH(PZ)L

fir ay = as = -+ = a, = n. Aus der strengen Wilf-Aquivalenz zweier Permutations-

matrizen folgt also deren Wilf-Aquivalenz.

Satz 3.3.5 ([55]). Sei My, My € P, mit My X" My, dann gilt

M, 0
0 A

My 0
0 A

s.W.

~Y

1=

= P27

fiir eine beliebige Matrix A € Py mit k € N.

Beweis. Laut Voraussetzung existiert eine Bijektion von Sy (M) nach Sy (M), welche
wir mit IIy bezeichnen, fiir ein beliebiges Young-Diagramm Y.

Wir konstruieren fiir ein Young-Diagramm Y eine Bijektion o : Sy (P1) — Sy (F2).
Dies geschieht in drei Schritten. Sei Ty € Sy (P).

Schritt 1: Befinden sich Zellen unterhalb und rechts von der Zelle (4, 7), die die Matrix
A in T, bilden, so lassen wir die Zelle (4, j) unmarkiert. Anderenfalls wird

sie markiert.

Schritt 2: Fiir jede markierte Zelle (7, 7) mit 7y (i,5) = 1 markieren wir die Zellen in

der i-ten Zeile und j-ten Spalte von Y.

Man beachte, dass nach Schritt 1 fiir eine unmarkierte Zelle (i, j) auch alle Zellen links
und oberhalb von der Zelle (i, ) unmarkiert sind. Die unmarkierten Zellen bilden also
ein Young-Diagramm Y] und mit den zugehorigen Eintrégen eine partielle Transversale
Ty,. Ty, muss nun jedoch keine Transversale von Y; bilden, da eventuell in Zeilen
und/oder Spalten keine Zelle in Ty, mit Eintrag 1 existiert. Diese Zeilen bzw. Spalten
werden nun in Schritt 2 markiert. Die unmarkierten Zellen bilden nun ein Young-

Diagramm Y5 und mit ihren Eintrégen erhalten wir eine Transversale Ty, von diesem.

Schritt 3: Wir ersetzen nun die Eintrige der unmarkierten Zellen mit jenen von I1(7%,)

und bezeichnen das Ergebnis mit a(7y).
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Offensichtlich gilt a(T},) € Sy (P).
Nun sei fiir ein Young-Diagramm Y, & : Sy(P) — Sy(P)) definiert wie folgt. Sei
Ty € Sy (Py).

Schritt 1: Befinden sich Zellen unterhalb und rechts von der Zelle (4, 7), die die Matrix
A in Ty bilden, so lassen wir die Zelle unmarkiert. Anderenfalls wird die

Zelle markiert.

Schritt 2: Fiir jede markierte Zelle (¢, 7) mit Ty (i, 7) = 1 markieren wir die Zellen in

der i-ten Zeile und j-ten Spalte von Y.

Das von den unmarkierten Zellen gebildete Young-Diagramm bezeichnen wir mit Y5

und die zugehorige Transversale mit Ty, .

Schritt 3: Wir ersetzen nun die Eintréige der unmarkierten Zellen mit jenen von II™*(7y, )

und bezeichnen das Ergebnis mit a(Ty,).

Bis auf die Verwendung der Inversen von Ily, in Schritt 3, gehen wir bei der Definition
von @ analog zur Definition von « vor.

Da fiir Ty € Sy (P;) die unmarkierten Zellen bei der Bildung von «(7y) mit jenen von
a(Ty) bei der Bildung von a(«a(Ty)) iibereinstimmen und Ily eine Bijektion ist, gilt
offensichtlich a(a(Ty)) = Ty und analog a(a(Ty)) = Ty fir Ty € Sy (P). O

Bemerkung 3.3.6 ([7]). Man beachte, dass Satz 3.3.5 nicht auf die klassische Wilf-
Aquivalenz anwendbar ist. Als Gegenbeispiel kénnen die Wilf-dquivalenten Permuta-

tionen 1234 und 2143 angefiithrt werden. Fiir diese gilt

|99(123456)| = 344.837 < 344.838 = | S,(214356)].

3.4 Strenge Wilf-Aquivalenz von I; und J,

Die Wilf-Aquivalenz von I, und J;, folgt aus einem simplen Symmetrieargument. Es
zeigt sich, dass auch die strenge Wilf-Aquivalenz beider Matrizen zutrifft, doch die
Argumentation gestaltet sich erheblich schwieriger. J. Backelin, J. West und G. Xin
gelang es in [7] die Richtigkeit von I AP zeigen. Wir folgen hier einem Zugang
nach C. Krattenthaler [40].
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Definition 3.4.1 ([40]). Sei Ty eine partielle Transversale von einem Young-Diagramm
Y und W eine Abbildung von E(Y) auf die Menge aller Partitionen.
Gilt fiir alle (i,7) € E(Y)

1. falls (i,5—1) € E(Y), dann W (i,7) D W(i,5—1) und |W (i, 7)| < |W(i,7—1)|+1,

3. W(i,j)=W(i,j—1) genau dann, wenn Ty (k,j) =0 fir alle k € [j] und

4. W(i,7) =W(i—1,j) genau dann, wenn Ty (i,1) = 0 fir alle | € [j] und

so nennen wir W ein Wachstumsdiagramm von Ty .

0 0 0 0 0 0

=
=
=
=
=
—~
—
~

=
=
=
=
—
—_
~

=

=

=
—~
—_
~

=
—~
—_
~—
—~
—_
~—

o, (M ()

Abbildung 3.7: Wachstumsdiagramm zu Transversale aus Beispiel 3.1.6.

Sei Y ein Young-Diagramm und 7y eine partielle Transversale auf Y. Wir interessieren
uns fiir Wachstumsdiagramme W von Ty, die folgende konstruktiven Regeln fiir alle
(i,7) € E(Y') mit 4,7 > 1 erfiillen [40]:

(F1) Ist W(i,j—1)=W(i—1,5) = W(i—1,j — 1) und Ty (4, j) = 0, so gilt W (4, j) =
W(i,j—1).
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(F2) Aus W(i —1,5 — 1) =W(i—1,5) # W(i,j — 1) folgt W(i, j) = W(i,j — 1).
(F3) Aus W(i—1,j — 1) = W(i,j — 1) £ W(i — 1, ) folgt W(i,5) = W(i—1,5).

(F4) Sind W(i—1,7 —1),W(i,j — 1) und W (i — 1, j) paarweise verschieden, so folgt

(F5) Sei (A1, Ao, A, ..) =W (i,j—1)=W(i—1,5) #W(i—1,5—1) = (A1, Aa, A3, ...)
und k die kleinste natiirliche Zahl, sodass A\ — A\, = 1, dann folgt W (i,j) =
()\1, )\2, . ,)\k, )\k+1 + 1, )\kJrQ, R )

(F6) Tst W(i,j—1) = W(i—1,5) = W(i—1,j—1) = (A, Aox Aas ... ) und Ty (i, ) = 1,
dann folgt W (i,5) = (A + 1, A, A3, . ..).

Die Regeln (F1)-(F4) gelten somit fiir ein beliebiges Wachstumsdiagramm, genau so
wie die Tatsache, dass sich die Grofe der Partition W(i,j) in (F5) und (F6) von
W(i—1,7) und W(i,7 — 1) um genau 1 unterscheidet. Die Wachstumsdiagramme, die
fiir uns von Interesse sind, unterscheiden sich also von anderen Wachstumsdiagrammen
durch den Zusammenhang von W (i, ) und den Partitionen W (i — 1, 5), W (i,j — 1) so-
wie W(i—1,j — 1) in (F5) als auch (F6).

Ist eine partielle Transversale Ty von einem Young-Diagramm Y'(ay,...,a,) und eine
Funktion F' von (0 x {0,...,a1})U({0,...,n} x {0}) auf die Menge aller Partitionen,
welche 1. und 2. aus Definition 3.4.1 erfiillen, gegeben, so kann F' durch algorithmi-

sche Anwendung von (F'1) — (F'6) eindeutig zu einem Wachstumsdiagramm W von

..........

erfiilllt. Aufgrund der Punkte 3. und 4. aus Definition 3.4.1 gilt in (F2) sowie (F'3)
T,(i,7) = 0. Fordern wir an F' noch zusétzlich, dass F'(i — 1,0) C F(4,0) genau dann
gilt, wenn in der i-ten Zeile von Ty keine 1 steht und analog F'(0,7 — 1) C F(0,7)
genau dann gilt, wenn sich in der j-ten Spalte von 7}, keine 1 befindet, so kann auf
Ty(i,j) = 0 in (F4) und (F5) geschlossen werden. Dies folgt aus der Tatsache, dass
Wi(,j—1)#W(@—1,j—1) (baw. W(i —1,7) # W(i — 1,7 — 1)) nur noch dann in
einer Zeile (bzw. Spalte) mit 1 auftreten kann, wenn (F'6) bereits angewandt wurde.

Nun lassen sich ,,Umkehrregeln“ zu (F1) — (F6) formulieren. D.h. erfiillt ein Wachs-

tumsdiagramm auf einer partiellen Transversale Ty (F'1) — (F'6) und gilt zusétzlich
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Wi —1,0) € W(i,0) genau dann, wenn Ty in der i-ten Zeile keine 1 besitzt und
W(0,7 — 1) € W(0,j) genau dann, wenn Ty in der j-ten Spalte keine 1 besitzt, so
erfiillt W auch die folgenden Umkehrregeln [40]:

(Bl) Aus W(i,j —1)=W(i—1,5) =W(i,j) folgt W(i—1,j—1)=W(i,j— 1) und

(B2) Aus W(i,j) =W(i—1,5) #W(i,j—1) folgt W(i—1,j—1)=W(,j—1) und
Ty (i,j) = 0.

(B3) Aus W(i,j) =W(i,j —1)#W(i—1,7) folgt W(i—1,j—1)=W(i—1,7) und
Ty (i,j) = 0.

(B4) Sind W(i,7),W(i,j — 1) und W (i — 1, j) paarweise verschieden, so folgt
Wi—1,j—1)=W(@i—1,5) W —1) und Ty (i, §) = 0.

(B5) Falls W(i —1,5) = W(i,j—1) = (A, Ag...) und W(i — 1, 7) sich fiir £ > 2 im
k-ten Element zu W (i, j) unterscheidet, dann ist
W(’L — 1,] — 1) = ()\1,)\2 ey )\k,1 — 1, )\k, )\k+1: .o ) und Ty(’L,j) =0.

(B6) Falls W(i—1,5) =W(i,j—1) und W(i—1,j) sich im ersten Element zu W (i, j)
unterscheidet, dann ist W (i — 1,7 — 1) = Apn. (i — 1,7) und Ty (¢, 7) = 1.

Definition 3.4.2. Wir definieren mit Ty,' ({1}) die Menge {(i,j) € N* | Ty (i,j) = 1}

fiir eine partielle Transversale Ty von einem Young-Diagramm Y .

Bemerkung 3.4.3. Betrachten wir eine partielle Transversale 7y auf das Young-

Diagramm Y und definieren eine Relation < auf Y durch
(11, 41) = (i2,J2) = i1 <o und ji < Jo,

so bildet (75! ({1}), <) offensichtlich eine partiell geordnete Menge.

Sei k € N*. In T}, ' ({1}) existieren k-viele paarweise verschiedene Elemente p, py, ..., pi
mit p; X po <X --- < pr genau dann, wenn Ty die Matrix [ enthélt. D.h. Ty meidet I,
genau dann, wenn die lingste Kette in (75" ({1}), X) hochstens von der Linge k — 1
ist. Analog meidet Ty genau dann Jy, falls die lingst Antikette in (73, '({1}), <) aus
hochstens £ — 1 Elementen besteht.

22



Mit Notation nach Definition 3.2.2 zeigt sich:

Satz 3.4.4 ([18]). Sei Ty eine partielle Transversale auf ein Young-Diagramm Y, so

st durch

Ay (i, 7) = NIy ({11) 0 (4] x [5]), =),
ein Wachstumsdiagramm von T, gegeben.

Beweis. Da fiir (i,5) € E(Y) mit (Ty'({1}) N ([i] x [j]), X) eine partiell geordnete
Menge gegeben ist, bildet A, (7, 7) laut Satz 3.2.3 eine Partition.
Ist Ty (k, j) = 0 fiir alle k € [i], folgt Ty ' ({1}) N (] x [j]) = Ty ({1}) 0 (li = 1] x [5]).

Existiert nun (genau) ein k& € [i] mit T}(k,j) = 1, so bildet (k,j) ein maximales
Element in 73" ({1}) N ([i] x [j]) und wir erhalten das Ergebnis aus den Sitzen 3.2.3
und 3.2.5. [

Satz 3.4.5. [18] Sei Y ein Young-Diagramm und Ty eine partielle Transversale auf
Y. A, aus Satz 3.4.4 erfillt die konstruktiven Regeln (F1)-(F6).

Beweis. Wie schon erwéhnt gilt (F1)-(F4) fiir jedes Wachstumsdiagramm zu einer par-

tiellen Transversalen. Fiir die Félle (F5) und (F6) verweisen wir auf [18]. O

Definition 3.4.6. [50] Sei w = wywy ... wy eine r-u-Sequenz. Fine Folge von Parti-
tionen (Ao, A1, ..., Ax) in der sich firi € [k] die Griffe von N\j_1 und X\; um héchstens
1 unterscheiden und zusdtzlich \;_1 C N\; gilt, wenn w; = r ist, sowie \;_1 2D N\; fir

w; = u gilt, nennen wir oszillierendes Tableau vom Typ w und Form A/

Satz 3.4.7. [40] Sei ein Young-Diagramm Y gegeben durch die r-u-Sequenz

072 ...,r%). Fiir eine partielle Trans-

w = wiws ... w, und mit Randsequenz r = (r
versale Ty von'Y st f(Ty) := (Aq, (r°), Ap, ('), ..., Ap, (r¥)) eine Bijektion zwischen
den partiellen Transversalen von Y und den oszillierenden Tableaus vom Typ w und

Form 0/0.

Beweis. Sei (a1, as,...,a,) die Partition von Y. Dass f(Ty) ein oszillierendes Ta-
bleau vom Typ w und Form (/) beschreibt, folgt aus der Tatsache, dass Ap, ein
Wachstumsdiagramm zu Ty bildet (Satz 3.4.4) und Ag, (r°) = Ap,.(n,0) = 0 =
Az, (0,a1) = Ay, (r®). Durch Satz 3.4.5 folgt die Giiltigkeit von (F'1)—(F6) fiir A, und
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da zusétzliche A, (4, 7) = 0 fir (4,7) € ({0,1,...,n} x{0})U({0} x{0,1,...,a;:}) gilt,
folgt die Eindeutigkeit von f(7y ). Es kénnen ebenfalls die Umkehrregeln (B1) — (B6)
angewandt werden, was die Injektivitdt von f gewéhrleistet.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir ein beliebiges oszillierendes Tableau (Ao, ..., Ax) vom
Typ w und Form ()/() eine partielle Transversale Ty von Y existiert, sodass f(Ty) =
(Ao, - - -, M) gilt. Dies zeigt sich durch Induktion nach der Anzahl der Zellen von Y. [

Satz 3.4.8. [40] Fiir ein Young-Diagramm Y undn,s,t, € N sei N(Y,n, s, t) die Menge
aller partiellen Transversalen von Y , die exakt n Zellen von'Y auf 1 abbilden, und die

Matrizen I, J; enthalten, jedoch Iy und Jyo 1 meiden. Dann gilt
IN(Y,n,s, t)| = |N(Y,n,t,s)|

Beweis. Sei Ty € N(Y,n,s,t) und r = (r° = (r{,79),rt = (r},rd),....r* = (r§,r5))
die Randsequenz von Y. Wir wenden die Bijektion f aus Satz 3.4.7 auf Ty an und
erhalten das oszillierende Tableau f(Ty) = (Aq, (r°), Ap, ('), ..., Ap,. (r*)) vom Typ
w und Form (/0 . Fiir i € {0,1,..., k} ist die lingste Kette in (T3 (1) N ([r4] x [r3], <)
gegeben durch A, (r%); und die lingste Antikette durch Az, (r)] (zur Wiederholung,
Ar, (1) beschreibt die konjugierte Partition von A, (r")). Wegen Bemerkung 3.4.3 gilt
fiir alle [,m € {0,1,...,k} Ap, (r'); < s und Ag, (r™)] < t, sowie fiir mindestens ein [
und ein m die Gleichheit.

Die Abbildung Ty + f~1(Aq, (r°), Ap, (1), ..., Ap, (7%)’) ist offensichtlich eine Bijek-

tion und liefert uns das gewiinschte Ergebnis. O]

Satz 3.4.9 ([40]). Fir k€ N* gilt
I, X .

Beweis. Existiert eine Transversale mit n Einsen von einem Young-Diagramm Y, so
muss dieses von der Grofle n sein. Sei Y ein beliebiges Young-Diagramm der Grofle n.
Durch Satz 3.4.8 schlieflen wir auf

Syl = Y INYns )= Y IN(Y,nt,s)| =[Sy ().

s<k,it>1 s<k,t>1
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Korollar 3.4.10. Fir k,n € N und A € P, gilt

I O sw [Jx O
0 A 0 Al
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.3.5 und Satz 3.4.9. O

Korollar 3.4.11. Sei k,n € NT mit k <n und p € S,_. Die Permutationen
(nyn—1,....n—k+1,p) und (n —k+1,n—k+2,...,n,p) sind Wilf-dquivalent.

Beweis. Laut Korollar 3.4.10 sind die Permutationsmatrizen von

(n,n—1,....,n—k+1,p)und (n—k+1,n—k+2,...,n,p)° streng Wilf-dquivalent
und somit auch Wilf-dquivalent. Mit Satz 2.2.7 folgt die Wilf-Aquivalenz von (n,n —
L...,n—k+1pund (n—k+1L,n—Fk+2,...,n,p). ]

3.5 Die strenge Wilf-Aquivalenz von Py, und Pss

Aus dem vorherigen Abschnitt geht die strenge Wilf-Aquivalenz der Permutationsma-
trizen I3 und J3 deutlich hervor, ebenso I 0 Jo. Mit Satz 3.3.5 lasst sich somit

auf

100 010 00 1
01 0% 100010
00 1 00 1 100

schlieflen.

Z. Stankova und J. West zeigten 2001 in [55] die strenge Wilf-Aquivalenz der Permuta-
tionsmatrizen von 231 und 312. Die Einteilung der Permutationen bis zur Lénge n < 7
in Wilf-Aquivalenzklassen wurde damit vervollstindigt. Jedoch liefert der Beweis in
[55] keine eindeutige Bijektion und stellt sich als etwas kompliziert heraus. 2012 liefer-
ten J. Bloom und D. Sarazino in [11] eine simple Bijektion zwischen 231-meidenden
und 312-meidenden Transversalen. Definitionen und die zugrunde liegenden Ideen der
folgenden Beweise wurden aus [11] {ibernommen. Es wurden teils selbsterkldrende Lem-
mata hinzugefiigt und die Beweise teils abgedndert, da wir bereits Informationen iiber
die Halbordnung (73 ({1}), <) gesammelt haben.
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Bemerkung 3.5.1. Wir bezeichnen die Permutationsmatrix von 231 mit Ps3; und die

von 312 mit P312.

Lemma 3.5.2 ([11]). Sei Y ein Young-Diagramm, Ty € Sy (Ps31) und (i,7j) eine Zelle
von Y. Wir nehmen an es existiert eine Zelle (i,k) von'Y mit k < i und Ty (i, k) = 1.
Existiert zusdtzlich noch eine Zelle (i1, j1) € [i] X [j] rechts von (i, k) (also j; > k) mit
Ty (i1, j1) = 1, so ist A, (i — 1,7)1 = Ay, (4, 5)1 (Ary, wie in Satz 3.4.4).

Beweis. Wir bezeichnen die partielle Ordnung (75 '({1}) N ([i] x [j]), X) in diesem
Beweis als (P, X).

A1y (i, 7)1 ist die maximale Lange einer Kette in (P, <). Da (7, k) als maximales Element
in (P, =) fungiert, existiert eine Kette in (P, <), die (i, k) als grofites Element beziiglich
= besitzt. Sei K eine lingste Kette in (P, =) mit grofitem Element (i, k) beziiglich <.
Wir erhalten Az, (4, 7)1 = Ap, (4, j—1)1, indem wir zeigen, dass eine mindestens genauso
lange Kette wie K in (P, <) existiert, jedoch (i, k) nicht als grofites Element beziiglich
= besitzt.

Sei (a,b) eine Zelle in Y mit Ty (a,b) = 1 und (a,b) < (i, k), dann gilt @ < @ und
b < k. Nun muss b < j; sein, da Ty sonst P»3; enthalten wiirde. Laut Voraussetzung
gilt b < k < j1. Weiters folgt a < i1, da Ty sonst Ps3; enthalten wiirde. So erhalten wir
(a,b) < (i1,71). D.h. die durch den Austausch von (i, k) mit (i1, j;) als groites Element
in K hervorgehende Kette liefert das gewiinschte Ergebnis. O

Definition 3.5.3. Angelehnt an Satz 3.4.7 definieren wir fiir eine Transversale Ty von

einem Young-Diagramm Y der Grife n € N mit Randsequenz (r°,rt, ... r?")

Fi(Ty) = (Ary (7)1, Ay (1)1, Ay (077)1).
f1 bildet also ein Abbildung von der Menge der Transversalen von'Y auf N?"+1,

Bemerkung 3.5.4. Fiir ein Young-Diagramm Y der Gréfle n mit Randsequenz

r=%rt .. )

den Abschnitt bereits auf

und eine Transversale Ty von Y kénnen wir aus dem vorhergehen-

1. ATY(TO)l = ATY(T2n)1 = O,

2. Ap, (1)1 < Apy (r'); < Apy (171 + 1, falls 77! sich links von r* befindet,
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3. Ay ()1 < Agy (r' 1)1 < Agy (1)1 + 1, falls r~! sich unterhalb von r befindet,
schlie3en.

Satz 3.5.5 ([11]). Sei Y ein Young-Diagramm der Grifie n € Nt und Ty € Sy (Pa31)
(bzw. Ty € Sy(Ps12)). Es ldsst sich Ty eindeutig aus fi(Ty) rekonstruieren. D.h.

fl |Sy(P231) (bzw fl |SY(P312)) 15t an@ktl’l}

Beweis. Sei r = (ro,r1...,79,) die Randsequenz von Y und (k,n) € r, sodass
(k+1,n) ¢ r. Die Elemente (k,n — 1), (k,n), (k —1,n),...,(0,n) € E(Y) bilden also
die letzten k + 2 Glieder von r. Wir wihlen j als grofites j € [k], sodass

Ar,. (7 —1,n); < Ap,(j,n); ist (aus Bemerkung 3.5.4 folgt die Existenz eines solchen
j (siehe dazu Abbildung 3.8)). Die Zellen (5 + 1,n),...(k,n) von Y haben also keine
1 in Ty eingetragen. Fiir ¢ € [n] bezeichne z; die Zelle in der i-ten Zeile von Y, fiir
die Ty (%) = 1 gilt. Die Zelle z; muss nun (j,n) sein, da sonst laut Lemma 3.5.2
A, (j—1,n)1 = Apy, (j, )1 gelten wiirde. Daraus folgt Ar, (j,n — 1)1 = Ay, (j — 1,n),
und Aqy (4,n — 1)1 = Ap (4,n); fiir @ € {0,...,5 — 1}. Die Zellen z;14, ..., z; bilden
eine Antikette in (75 ({1}) N ([k] x [n]), =), anderenfalls wiirde Ty die Matrix Py3
enthalten. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 3.5.2 ergibt sich

ATY(k’,TL — ].)1 = ATY(I{? — 1,n — 1)1 == ATy(j + 177’L— 1)1

Sei Y* das durch die Elimination der j-ten Zeile und n-ten Spalte von Y hervorgehende
Young-Diagramm und analog Ty die durch Elimination der j-ten Zeile und n-ten
Spalte von Ty hervorgehende Transversale von Y™*, so ist offensichtlich Ty« € Sy« (Pa31)
und (sieche dazu Abbildung 3.8)

f1<Ty*) = (ATY (To)l,ATY (7"1)1, ceey ATy (k/’, n—l)l, -~-7ATY (], n—l)l,ATY (j-2,7’l/-1)1, ...,ATY (O7n—1)1).

Wir kénnen durch wiederholte Anwendung dieser Prozedur alle Elemente aus Ty, ({1})
von ,,rechts nach links* ausfindig machen.
Betrachten wir eine Transversale Ty € Sy (Ps12) , so erhalten wir eine Transversale Ty~

von Y’ (das konjugierte Young-Diagramm von Y') durch
Ty/(a,b) =1 : Ty (b,a) = 1.

Offensichtlich gilt Ty € Sy-(231). D.h. die Aussage folgt fiir Transversalen aus Sy (312).
[l
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Definition 3.5.6. Sei Y ein Young-Diagramm der Gréfie n mit Randsequenz r =
(rOrt, .. ). Gilt fiir vt = (rlrd) = (Frd) € romit i < g, vt — ] =) — 1l
und fiir jedes sich in der Randsequenz zwischen v und v befindende v* = (1§, r¥) die

Ungleichung vt — r§ <k —ri dann bezeichnen wir r* und r7 Y-diagonal zueinander.

Bemerkung 3.5.7. Graphisch gesehen sind also 7' und 77 genau dann Y-diagonal
zueinander, wenn die Verbindungsgerade von r* und 77/ zur Génze in Y liegt (siehe

dazu etwa Abbildung 3.8).

Lemma 3.5.8. Sei Y ein Young-Diagramm der Grifle n und sei k das grifite k € [n],
sodass (k,n) sich in der Randsequenz von'Y befindet. Auflerdem sei j € [k] beliebig und
Y* das aus Y durch Entfernung der n-ten Spalte und j-ten Zeile entstehende Young-
Diagramm. Fiir eini € [k—1] und ein Element (r1,72) aus der Randsequenz von'Y sind
(r1,7r2) und (i,n) genau dann Y -diagonal zueinander, wenn (ry — 1,73) und (i,n — 1)

Y*-diagonal zueinander sind.

Beweis. Klar (sieche Abbildung 3.8). O
1 /, (0, n)
/ ,7(0,n-1)
// // (1,mn) 1 e

A (5-1,n) I’(Ln-l)

/ /, 4
(7, m) /]:’ /// //’('—1,n-1)
1 +1,n) 1 //’ // /,’ /,’(j,n—l)
(k, n-1) (k, n) R 1/ (%, n-1)

(n,0) (n,1) (ri,72) (n-1,0)(n-1, 1) (r1-1,72)
(a‘) TY (b) TY*

Abbildung 3.8: Ty und Ty-.
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Definition 3.5.9 (231-Bedingungen und 312-Bedingungen, [11]). Sei Y ein Young-
Diagramm der Gréfie n mit r-u-Sequenz w = wiws . . . we, und Randsequenz

r= % ), F = (Fy,..., Fy) eine Folge von natiirlichen Zahlen der Linge
2n + 1. Das Paar (Y, F) erfillt die 231-Bedingungen, wenn folgende Punkte erfillt

sind:

e (Monotonie) Fir alle i € [2n] folgt aus w; = r, F;—y < F; < F;_1 + 1 und aus

e (0-Bedingung) Fy = Fy, = 0 und es existieren keine zwei aufeinanderfolgende
Oen in F.

e (Diagonal-Bedingung) Sind r* und 17 Y -diagonal zueinander mit i < j, so folgt
F < F,.

Das Paar (Y, F) erfillt die 312-Bedingungen, wenn sie ebenfalls die oberen Bedingun-
gen erfillt, bis auf den Unterschied, dass in der Diagonal-Bedingung F; > F; gefordert

wird.

Die Paare (Y, F) mit Y € Y, und F € N*"*! entsprechen einer Markierung der Rand-
punkte von Y.

Lemma 3.5.10. Sei Y ein Young-Diagramm der Gréfie n und F eine Folge von
natirlichen Zahlen der Linge 2n + 1, sodass (Y, F') die 231-Bedingungen bis auf die
0-Bedingung erfillt, dann gilt fir alle i € [2n], Fy < F;.

Beweis. Der Beweis folgt iiber Induktion nach Anzahl der Zellen von Y. Sei Y ein
Young-Diagramm der Grofle 1, so folgt Fy < F} aus der Monotonie und Fy < Fy
aus der Diagonal-Bedingung. Sei nun Y ein Young-Diagramm der Gréfle n > 1 mit
Randsequenz r = r%1 ... r?". Wir nehmen an, es existiert ein i € [2n — 1], sodass r°
und 7* = (r¢,r}) Y-diagonal zueinander sind. Sei Y; das durch Entfernen aller Zellen
(21,29) mit 23 < 7! von Y hervorgehende Young-Diagramm, und sei Y, das durch
Entfernen aller Zellen (21, z5) mit 2o < 7% von Y hervorgehende Young-Diagramm (siche
Abbildung 3.9(a)). (Y1, Fo, ... F;) und (Ya, F; ... Fy,) erfilllen nun die 231-Bedingung
bis auf die 0-Bedingung. Laut Induktionsvoraussetzung ist Fy < Fj fiir j € [i] und

F, < F fur k € 1,...,2n. Wegen der Diagonal-Bedingung von Y folgt Fy < F; und

29



somit Fy < F fiir alle [ € [2n].

Existiert kein i € [2n — 1], sodass r* Y-diagonal zu r° ist, so betrachten wir das
Young-Diagramm Y*, welches durch Entfernen der ersten Zeile und ersten Spalte von Y
entsteht (siche Abbildung 3.9(b)). Nun erfillt (Y*, Fy ... Fy,_1) die 231-Bedingungen
bis auf die 0-Bedingung. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt F, < F; < Fj fiir
J € [2n — 1] und somit Fy < F fiir alle j € [2n].

O
Y5
y Y x
Y
(a) (b)
Abbildung 3.9: Aufteilung von Y.
Lemma 3.5.11. Seir = (r%,...,r?") die Randsequenz eines Young-Diagramms Y der

Grofie n und F = (Fy, ..., Fy,) eine Folge von natirlichen Zahlen der Linge 2n + 1,
sodass (Y, F) die 231-Bedingungen erfillt. Sind r* und r? Y -diagonal zueinander mit
i <7 so gt firaleke{i...;}, F; < Fj.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 3.5.10. O

Definition 3.5.12. Sei Ty eine Transversale auf ein Young-Diagramm Y der Grdfe

n mit Randsequenz r = (r°, ..., r*"). Fiir eine Folge a = (ag, ay, ..., as,) mit

a; < |Aqy, (r')] fir i € {0,...,2n} definieren wir a* als die Folge mit

0 wenn a; = 0,

|Ar, (r)| +1—a; sonst,

fir i€ {0,...,2n}.
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Satz 3.5.13. Fir eine Folge a = (ag,ay,...,as,) mit a; € N fir i € {0,...,2n} und
a; < |Ag, ()] gilt (a™)* = a.

Beweis. Klar. N

Bemerkung 3.5.14. Zur Wiederholung: Fiir eine Partition A ist mit |A| die Gréfie von
A notiert. D.h. |Ag, (4, 5)| bezeichnet die Anzahl der Elemente in Ty ({1}) N ([i] x [1]).
Somit berechnet sich das i-te Glied in fi(Ty)* durch die Subtraktion der Méachtigkeit
der lingsten Kette in (73" ({1}) N ([ri] x [ri]), %) von der Michtigkeit der Menge
T 1) N (] % ().

Lemma 3.5.15 ([11]). Sei Y ein Young-Diagramm der Grifse n und Ty eine Trans-
versale auf Y. Erfillt (Y, fi(Ty)) die 231-Bedingungen (bzw. 312-Bedingungen), dann
erfillt (Y, fi(Ty)1) die 312-Bedingungen (bzw. 231-Bedingungen,).

Beweis. Erfiille (Y, f1(Ty)) die 231-Bedingungen und sei r = r°. .. r?" die Randsequenz
von Y und sei zuerst r links neben r*™!. Ist f(Ty); = 0, so folgt |Ag, (r")| = 0. Da
r+1 direkt rechts von r* liegt, erhalten wir [Az, (r*™!)| = 1 und somit auch

Ay (") = fi(Ty)ipa = 1. Bs folgt f1(Ty)f =0 und fi(Ty)f,, = 1.

Ist nun f1(7Ty); # 0, gilt fi(Tyv); < fi(Ty)iy1 < fi(Ty); + 1 und aus der Gleichung
|Ar, ()] + 1 = |Ap, (r'™1)| (Ag, ist ein Wachstumsdiagramm von Ty-) ergibt sich

Ay (M) +1 = fulTy)i < [Ary () + 1= fu(Ty)iss < [Agy ()] +2 = fiTy)s.

Es kann analog vorgegangen werden, falls sich r® unter 7*™! befindet. Somit ist die
Monotonie von (Y, f1(Ty)") gezeigt.
Die 0-Bedingung ist trivial.

Zur Diagonal-Bedingung: Sei ' = (ri, %) und 77 = (4, r3) mit ¢ < j, sodass
k1 k

ri —r] = 7] —ri. Erhalten wir r
|Azy, (r®)|+1 = |Agy, (r*1)]. Bei einem Aufwirtsschritt gilt [Ap, (r*)|—1 = |Aq, (rF+1)].
Da genau so viele Aufwirtsschritte wie Rechtsschritte nétig sind um von 7% zu 7 zu
gelangen, ist |Aq, (r')| = |Agn, (r7)]. Sei fi(Ty); = 0, so ist auch Ar, (r') = 0, d.h.

ATy (Tj) = 0 und SOmit gllt f1<Ty)j = 0 ISt fl(Ty)Z 7& 0, fOlgt aus fl(Ty)Z S f1<Ty)j

aus einem Rechtsschritt von 7", so ist

Az, (r')] = fu(Ty)i > |Agy ()] = fi(Ty);.

31



Somit ist auch die Diagonal-Bedingung erfiillt.
Fast analog zeigt man, dass wenn (Y, f1(Ty)) den 312-Bedingungen geniigt, (Y, f1(Ty)™")

die 231-Bedingungen erfiillen muss. O]

Satz 3.5.16 ([11]). Sei Y ein Young-Diagramm der Grifse n und Ty € Sy (Pas1) (bzw.
Ty € Sy(Ps12)), dann erfillt (Y, f1(Ty)) die 231-Bedingungen (bzw. 312-Bedingungen).

Beweis. Zeigen wir die Aussage fiir Ty € Sy (Pas1), so folgt die analoge Aussage fiir
Transversalen aus Sy (Ps12) durch die Tatsache, dass die Transversale Ty, definiert
durch Ty (a,b) = 1 :& Ty(b,a) = 1, eine Transversale von Y’ mit Ty € Sy (Ps12)
bildet.

Die Randsequenz von Y bezeichnen wir wieder mit r = (r°,... r*").

Sei Ty aus Sy (Paa1). Gilt fi1(Ty); = 0, so folgt Ar, (1) = @ und da Az, ein Wachs-
tumsdiagramm von Ty bildet ist Az, (r*™') = (1). Daraus folgt fi(Ty);+1 = 1. Dadurch
und aus den bereits in Bemerkung 3.5.4 aufgelisteten Eigenschaften von f;(7y) folgt
die Monotonie und 0-Bedingung von (Y, fi(Ty)).

Wir zeigen die Diagonal-Bedingung von (Y, fi(7y)) durch Induktion nach der Gréfe
von Y. Dafiir schlieflen wir an die Bezeichnungen des Beweises von Satz 3.5.5 an. Es
gilt also Ty (j,n) = 1, Ar,. (j,n — 1)1 = An. (5 — L,n)1, Apy (4,n — 1)1 = Aqy, (4,n); fur
i€{0,....j—1}und Ap,(k,n—1)1 =Ap,(k—1,n—1)1=---=Apn,(j+1,n—1)
sowie Aq, (k,n)1 = Ap, (k—1,n); = - = Apn, (j,n)1.

Bezeichne wieder Y* (bzw. Ty+) das Young-Diagramm (bzw. die Transversale von Y*),
welches durch die Elimination der j-ten Zeile und n-ten Spalte aus Y (bzw. Ty) her-
vorgeht. Offensichtlich gilt fiir 44 € {0,...,5 — 1} Ap. (i1,n — 1) = Ap..(G1,n — 1)
und fiir 3o € {j+ 1,...,k} und a € {0,...,n — 1} Ap (i2,a) = Ap,.(i2 — 1,a)
(da (Ty ' ({1}) N [ig] x [a], =) isomorph zu (T3 ({1}) N [ia — 1] x [a], =) ist). Sei l €
{0,...,k — 1} und (ry,re) Y-diagonal zu (I,n), dann ist (r; — 1,ry) Y*-diagonal zu
(Il,m—1) (Lemma 3.5.8). Ist nun [ € {0,...,7 — 1}, so folgt aus der Induktionsvoraus-
setzung sowie der Y*-Diagonalitdt von (r; — 1,75) und (I,n — 1))

Ary.(r1 —1,72)1 < Aqy. (I,n — 1); und somit

ATY(T177“2)1 = ATY* (Tl - 177“2)1 < ATY* (lan - 1)1 = ATy(lan)L

Fir I € {j,...,k — 1} ergibt sich wiederum Ar,.(r1 — 1,r2)1 < Ap..([,n —1); und
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somit
Ay (r1,7m2)1 = Ay (r1-1,72)1 < Apy. (I,n-1)1 = Ay (141, n-1)1 < Ay (14 1,n)1 = Agy (I,n)1

(die zweite Ungleichung folgt da Az, ein Wachstumsdiagramm von Ty ist). Sind (ay, by)
und (asg, by) Y-diagonale Elemente aus der Randsequenz von Y, wobei by # n # by und
a; > as sowie by < by gilt, so folgt Ap,.(ai,b1)1 < A, (ag,be) direkt aus
Apy. (a1 —1,01)1 < Apy.(ag — 1, 09)1.

]

Satz 3.5.17 ([11]). Sei Y ein Young-Diagramm der Gréfie n und b = (bo, by, ..., bay)
eine Folge von natirlichen Zahlen, sodass (Y,b) die 231-Bedingungen (bzw. die 312-
Bedingungen) erfillt, dann ezistiert ein Ty € Sy(Pa31) (bzw. Ty € Sy(Ps12)) mit
fi(Ty) =b.

Beweis. Erfullt (Y,b) die 312-Bedingungen und existiert ein 7y € Sy (Ps12) mit
fi(Ty) = b, so erfiillt (Y, 0" = bapbon_1...b) die 231-Bedingungen und f;(7Ty+) = b".
Es reicht daher die Aussage fiir (Y, b), die die 231-Bedingungen erfiillen zu zeigen.

Sei Y ein Young-Diagramm der Grofle n mit r-u-Sequenz w = wyws . . . we, und Randse-
quenzr = (r r! ... r?"). Sei b eine Folge von natiirlichen Zahlen, sodass (Y, b) die 231-
Bedingungen erfiillt. Zusétzlich sei k das grofite k € [n] mit wa,—gr1wWon—gia ... Woy =

ut . .. u. Es gilt somit
(rt 2, .. 2kl pEnck kel ey = ((n, 0), (n, 1), ., (K, -1), (k,n), (k-1,n), ..., (0,n)).

Nun sei j das groite j € [k], sodass ba,—; > bo,—jr1. Durch die 0-Bedingung und
Monotonie von (Y, b) existiert solch ein j.

Wir definieren die Folge a = aga; . .. ag(,—1y durch

b; firie {0,...,2n — k — 1},
a; = 9 bito firie{2n—j7—1,...,2(n — 1)},

bop—_r—1 sonst.

Siehe dazu Abbildung 3.10. Da fiir den Fall j = k aus den 231-Bedingungen

bopn_r—1 = boy_po1 folgt, ist a; wohldefiniert. Sei Y* das Young-Diagramm, das durch
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die Elimination der j-ten Zeile und n-ten Spalte von Y hervorgeht. Wir zeigen (Y*, a)
erfiillt die 231-Bedingungen.

Sei zuerst k > j. Die Ungleichungen bo, 11 < bop_r < bop_rp—1 + 1 folgen aus der
Monotonie von (Y, b). Wegen der Wahl von j erhalten wir by,_ = boy—j = bap—jr1 + 1.
Aus agy—j_9 = bop—j—1 und agy—j_1 = bap_jy1 folgt asy—j_o < agp—jo1+1 < agy_j_o+1.
Es gilt also ag,—j—1 < ag—j—2 < agy—j—1 + 1. Die Monotonie von (Y*,a) fiir andere
aufeinanderfolgende Punkte aus a folgt direkt durch die Definition von a und der Mo-
notonie von (Y b).

Da wir den Fall k£ > j betrachten, folgt aus 0-Bedingung von (Y, b) und der Definition
VoI @, Gy = Gg(n—1) = by = 0 und as—1)-1 = ban—y = 1. Aus der bereits gezeigten
Monotonie von (Y*,a) ergibt sich nun ag,—p—1 > -+ > agp—1)-1. Wéren zwei aufein-
anderfolgende Glieder in (ag, ..., a2, 1) beide 0, so wiirden auch in b zwei Nullen
aufeinander folgen. Somit ist die 0-Bedingung gezeigt.

Sei 7 = 70...7*" die Randsequenz von Y*. Fiir 1 € {0,...,2n — k — 1} ist

(7, 7)) = (rt —1,ry) und fiiri € {2n—k—1,...,2(n—1)} ist (7%, 7) = (ri*2, rbt2 —1).
Seien 7 und 7 Y*-diagonal zueinander mit s < ¢. Ist ¢t € {2n — k — 1,2(n — 1)} so
folgt aus Lemma 3.5.8, dass r® und ™2 Y-diagonal zueinander sind. Grenzen wir ¢
noch genauer ein auf t € {2n —k —1,...,2n — j — 2}, dann folgt wegen der Diagonal-
Bedingung von (Y,b), dass by < byyo gilt. Aus Lemma 3.5.11 folgt nun by < by, 1

und somit erhalten wir as < agp_—1 = a. Firt € {2n—j5 —1,...,2(n — 1)} gilt
as =bs <bo=uay Istt €{s,...,2n —k — 1}, so folgt as < a; aus by, < b;.
Sei nun k = j. Da a = (bo, ..., bon—k—1 = ban—k+1, b2n—+2, - - -, bay) folgt die Monotonie

von (Y*,a) direkt aus der von (Y, b). Die 0-Bedingung folgt fiir £ > 1 analog zu oben.
Fir k =1ist a = (bo,...,bap—k—1 = ba,) und die 0-Bedingung von (Y*, a) folgt direkt
aus der 0-Bedingung von (Y, b). Die Diagonal-Bedingung von (Y*, a) mit k = j ergibt
sich fast analog zu dem Fall k > j.

(Y*, a) erfiillt somit die 231-Bedingungen und laut Induktionsvoraussetzung existiert
ein Ty« € Sy« (Py3) mit f1(Ty+) = a.

34



Wir setzen

Ty« (21, 29) fir 21 <j—1und 2o <n—1,
Ty«(z1 —1,29) firzg >jund 2o <n-—1,
Ty (21, 22) ==
1 fiir (21, 22) = (j,n),
0 sonst .

\

Ty ist somit offensichtlich eine Transversale auf Y. Nehmen wir an 7y beinhaltet Pss;.
2 2\ 3

Seien ¢! = (cl,cl), ¢ =(c3,c2), & = (c3,¢3) Zellen von Y, sodass
Ty(cl,c3) Ty(ci.c3) Ty(ct,c3) 0
Ty(ctye3) Tyler,e3) Tylep,e3)| = |1
T 0

1
u(clyea) Ty(ct,c3) Ty(ch, c3)

gilt. ¢ = (j,n), da sonst Ty~ die Matrix Py3; beinhalten wiirde, daraus folgt auch
k > j + 2. Die Elemente (c{ — 1,¢}) und (¢? — 1,¢3) bilden also eine Kette in
(Ty {1 )N (k=1 x[n—1]),x)mit —1>¢cl —1>j—1. Da

Aqy. (k-1,n-1)1 = agpp1 = Ay (k-2,1-1)1 = agn i = ... = Apy. (4, n-1)1 = agn-j2

gilt, existiert eine maximale Kette in (752 ({1}) N ([5] % [n — 1]), <) mit Linge ag, 1.
Sei d = (dy,dy) das grofite Element dieser Kette beziiglich <. Es gilt d A ¢! und d £ ¢,

da sonst nicht agp—r—1 = agp—r = - -+ = agp—j—2 gelten wiirde. D.h. jedoch

Ty* <d17 C%) Ty* <d17 C%) Ty* <d17 dg) 0 0 1
Ty-(c1,¢3) Ty=(ci,¢3) Ty«(cf,da) | = [1 0 O
010

TY*(C%C%) TY*(C%C%) TY*(C%>

—

=

2)

und Ty« enthélt Ps3;. Dies ist ein Widerspruch.
Es bleibt zu zeigen f1(Ty) = b. Dies folgt aus den Wachstumsdiagrammeigenschaften

von Ap, und wiederholter Anwendung von Lemma 3.5.2. O

Definition 3.5.18 ([11]). Sei Ty € Sy(Pas1). a(Ty) bezeichne die durch die Sitze
3.5.5, 3.5.16 und 3.5.17 eindeutige Transversale aus Sy (Ps12) fir die
f1(a(Ty)) = fi (Ty) gilt. Fir Ty € Sy(Ps12) ist B(Ty) € Sy (Pa31) analog definiert.
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ban
bon-1 ban,
bon-j+1 ban-1
b2n-j b2n-j+1
bon-j-1 ban k-1

ban-k-1 bon-k b2n-k-2 b2n-k-1

bo by bo b1
(a) (YD) (b) (Y*,a)

Abbildung 3.10: (Y,b) und (Y*, a).

Satz 3.5.19 ([11]) a Sy(ngl) — Sy(Pglg) und ﬁ : Sy(P312> — Sy(ngl) sind

zueinander invers und somit bijektiv.

Beweis. Aus Satz 3.5.13 folgt fi(a(Ty))" = fi(Ty) (bzw. f1(B(Ty))" = fi(Ty)) fiir
Ty aus Sy(ngl) (bZW Sy(Ple)). ]

Fassen wir Permutationsmatrizen als Transversalen auf, erhalten wir aus Satz 3.3.5 das

folgende Korollar.

Korollar 3.5.20. Sei p = p1,p2,...Pn_3 € Sp_3 mitn > 3. Es gilt

Sn((nan - 2)” - 1ap17p27 s 7pn—3)) = Sn((n - 17”7” - 2ap1ap27 s 7pn—3))-

3.6 Die erzeugende Funktion von S, (3124)

Satz 3.6.1. ([12])

32z
S, (1342)[2" = )
Z’ ( )|z 1420z — 822 — (1 — 8)3/2

n>0

Die Ermittlung der oberen erzeugenden Funktion gelang M. Boéna durch unzerlegbare

1342-meidende Permutationen und speziellen markierten Badumen, den sogenannten
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£(0,1)-Béumen. Die erzeugende Funktion von ((0,1)-Baumen war bereits bekannt
dank W.T. Tutte in [61]. J. Bloom und S. Elizalde verifizieren in [10] Bénas Ergebnis
durch die im vorhergehendem Abschnitt gezeigte Bijektion zwischen Sy (Ps12) und Paa-
ren (Y, F'), welche die 312-Bedingungen erfiillen. Wir folgen in diesem Abschnitt [10]
und zeigen Satz 3.6.1 durch die Ermittlung der erzeugenden Funktion von S, (3142).
Diese stimmt mit der erzeugenden Funktion von S, (1342) iiberein, da (1342°¢)" = 3124
gilt.

Definition 3.6.2. Sei P € P.

Syn = U Sy,
YEY,
Sy, (P):= ] Sv(P).

Definition 3.6.3. Fir einY € Y, definieren wir die Menge aller Paare (Y, F'), welche
die 312-Bedingungen erfillen, als Ly und

L.(P):= ] Ly.

Y€eVn

Definition 3.6.4. Wir definieren I1 : Sy, (Ps12) — L, durch II(Ty) := (Y, fi(Ty)) fir

eine Transversale Ty von'Y € Y,

IT ist wegen Satz 3.5.5 und Satz 3.5.17 offensichtlich eine Bijektion.

Definition 3.6.5. Sei Y € ), mit Randsequenz v = (r° v, ... r®). Wir bezeichnen
eine Zelle z von' Y mit z = r* als eine Spitze von Y genau dann, wenn r;,_y sich links

und r;y1 oberhalb von r; befindet.

Definition 3.6.6. Sei Ty eine Transversale von'Y € Y,. Wir bezeichnen Ty als mi-

nimal genau dann, wenn jede Spitze von Y eine 1 in Ty eingetragen hat.

Eine Transversale Ty von einem Young-Diagramm Y € ) ist also genau dann minimal,

wenn kein Y* € ), existiert mit Y* C Y, sodass Ty |y« eine Transversale auf Y* bildet.
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Definition 3.6.7. Wir definieren mit Sy, die Menge aller minimalen Transversalen
aus Sy,. Analog bezeichne fiir eine Permutationsmatriz P, Sy, (P) die Menge aller

minimalen Transversalen aus Sy, (P).

Definition 3.6.8. Fiir eine Permutation p = pips...p, € S, bezeichne x(p) die mi-
nimale Transversale, sodass x(p)(pi,i) = 1 fiir alle i € [n] gilt. x bildet offenbar eine

Bijektion von der Menge aller Permutationen der Linge n auf S5, .

Lemma 3.6.9 ([10]). Seip = pips...pr € Sk mit pp =k und pr—1 # k — 1. X|g,(p) 151
eine Bijektion von Si(p) nach S5 (Ppipy..pp_y)-

Beweis. Da py = k ist, gilt x(Sk(p)) = S5, (Ppips...p,)- Es bleibt nur noch die Gleichung
S5 (Ppipsepn) = Sy, (Ppips..p_r) 20 zeigen. Die Inklusion S5, (Pp,p,..p,) €

S5, (Ppipy..pp_y) it trivial. Sei Y € Y, und Ty € Sy, sodass Ty ¢ S5, (Pppy..pp_,)- DD
Ty enthélt P, p,. . .- Es existiert also eine Spitze z = (21, 22) in Y, sodass Ty |[2]x[z]
die Permutationsmatrix P, ,,. p,_, enthélt. Da jedoch py_; # k — 1 gilt, enthélt sogar
Ty [z, —1)x[zs—1) die Matrix Py p, . , und da Ty minimal ist gilt Ty (z) = 1. D.h. Ty
enthélt die Matrix P, p,. p,, also Ty € S5, (Ppyip,..p.) und somit folgt S5, (Py,p,..p.) 2
S5, (P ) 0

Als néchstes bestimmen wir das Bild von II eingeschrénkt auf S5, (Psi2).

Definition 3.6.10. Sei Y € ), mit Randsequenz r = (ro,71,...,72,),
F = (Fy, Fy, ..., Fy,) eine Folge der Linge 2n + 1 mit F; € N und (Y, F) erfille die
312-Bedingungen. (Y, F') besitzt die Spitzen-Eigenschaft genau dann, wenn gilt:

Ist fir eini € {1,...,2n} die Zelle r; von Y eine Spitze, so folgt
Fia+1=F=F.+1

Die Menge aller Paare mit Spitzen-FEigenschaft aus L, wird mit L bezeichnet.

312

Lemma 3.6.11 ([10]). Das Bild von H|S§ (Pora) 1St L5y Somit sind die beiden Mengen
bijektiv.

)

1 2n) r
Y

Beweis. Sei Y € ), mit Randsequenz r = (r 7!, ... r = (rf,r}) mit

i € {0,...,2n} und Ty € Sy(Ps2). II bildet Ty auf (Y, fi(Ty)) ab. (Y, fi(Ty))
erfiillt laut Satz 3.5.16 die 231-Bedingungen. Es gilt f1(7y) = Az, (r"); und laut Satz
3.4.5 erfilllt Aq, (F1)-(F6) aus Abschnitt 3.4. (F6) liefert die Spitzen-Eigenschaft von
(Y, fu(Ty))- O
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Durch die letzten beiden Lemmata folgt unmittelbar der folgende Satz.
Satz 3.6.12. Die Mengen S, (3124) und L sind bijektiv zueinander.

Wir suchen also eine erzeugende Funktion fiir £)7. Dazu betrachten wir zuerst Paare

mit einer etwas abgeschwéchten Form der 312-Bedingungen.

Definition 3.6.13. Fir ein Y € ), und eine Folge von natirlichen Zahlen F =
(Fo, F, ..., Fy,) bezeichnen wir die Menge aller Paare (Y, F), die bis auf die 0-Bedingung
die 312-Bedingungen erfiillen, die Spitzen-Figenschaft besitzen und fir die Fy, = 0 gilt,

K, = U Ky, und

YeVn

K= UICn.

n>0

Im Folgenden werden Young-Diagramme Y € ), in den Paaren (Y, F') durch ihre
r-u-Sequenz identifiziert. D.h. fiir das Y € ), mit r-u-Sequenz w bezeichne (w, F') das
Paar (Y, F).

Definition 3.6.14. Seien w,v die r-u-Sequenzen von Young-Diagramme,
F = (Fy, Fy, ..., Fy) € N und G = (Go, Gy, . . ., Gox) € N**F1 sodass (w, F) € K,
und (v, G) € Ky, gilt.

(w, F) @ (v,G) := (wv, (Fo + Go, F1 + Go, . . ., Fon + Go, G1, G, . .., Gop)) € Kypi.

Sei

K(u,z):= Z Z ufo" = Z Z ki ' 2"
n>0 (w,Fy F... Fan)EKn n>0 i>0
Somit ist [u’2"|K (u, z) = k;,, die Anzahl der Elemente (w, F') aus K, mit Fy = .
Nun kann jedes Element (w, F') € K \ Ky eindeutig zerlegt werden in
(ruyu, G) & (we, H) mit (rwiu, G), (we, H) € K, wobei w; wiederum die r-u-Sequenz
eines Young-Diagramms beschreibt. Sei (rwiu, G) € K, mit G = (Go, ..., Ga,), dann

kann G eine der folgenden vier Gestalten besitzen.
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1
’LUl' .
. wy
a
a-1 oo
(a) (b)
10}
wq -wl.
1
a;la

(c) (d)
Abbildung 3.11: Aufteilung von Y.
Typ (a) 0= Gop # Gopg =1 und Gy = G + 1,
Typ (b) 0= Ga, # Gap—1 = 1 und Gy = Gy,
Typ (¢) 0= Gy, = Gap—1 und Gy = Gy,
Typ (d) 0= Ga, = Gap—1 und Gy = G; + 1.

Bemerkung 3.6.15. Betrachten wir (rwju,G) als Markierung der Randpunkt eines
Young-Diagramms (gegeben durch die r-u-Sequenz rwju) so lassen sich (a)-(d) nach
Abbildung 3.11 darstellen.

Bezeichne k{, die Anzahl der Elemente (rw;u,G) von der Gestalt (a) aus K, mit

Gy = i, wobei wy die r-u-Sequenz eines Young-Diagramms beschreibe und sei

K*(u,z) = Z Z ki ut2",

n>0 >0
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die erzeugende Funktion solcher Elemente. Analog definieren wir kb | k¢ | k& sowie

K(u,z), K¢(u,z2), K(u,z). Durch die obige Zerlegung von nichtleeren Elementen aus

K erhalten wir
K(u,2) =1+ K(u,z) (K*(u, 2) + K*(u, 2) + K°(u, z) + K(u, 2)) .

Fiir (rwyu, G) € K,, von Gestalt (a) oder (b), gilt (wy, (G1-1,Ga-1, ..., Gop1-1)) € K, 1.
Bei (a) erhalten wir G; — 1 = Gy und bei (b) G; — 1 = Gy — 1. Ist (rwyu, G) von
Gestalt (), so gilt (wq,(G1,Gs...,Goy 1)) € K1 und Gy = Gy. Fiir (rwyu, G) von
Gestalt (d) erhalten wir (wy, (G1,Ga,...,Gon—1)) € K,—1 mit G; > 1. Man beachte,
dass (rwju,G) € Kj nicht von Gestalt (b) oder (c) sein kann, da sonst die Spitzen-

Eigenschaft nicht zutreffen wiirde. Somit erhalten wir

K(u,z) =14 zK(u, 2) <K(u72)+U(K(U,2)—1)+(K(u’z)_1)+ K(U,Z)—K(O,z)>'

u

Um diese Gleichung zu l6sen, verwenden wir die Quadratische Methode nach Tutte
(siehe etwa [60]), beschrieben in [28, S.514 ff.]. Dafiir vervollstandigen wir das Quadrat

und erhalten

2u® + zu +u+ 2K(0, 2)
2z(u+1)

42%(u+1)* (K(u, z) — ) = g(u, z, K(0, 2)). (3.1)

mit
g(u, 2, K(0,2)) = —dz(u + 1)%u + (20* + zu + u + 2K (0, 2))*.

Nun Subsituieren wir v in Gleichung (3.1) mit einer Funktion u(z) (diese ist uns noch
nicht bekannt), sodass die linke Seite in der Gleichung (3.1) verschwindet. Die linke
und rechte Seite der Gleichung (3.1) besitzen nun eine doppelte Nullstelle in u. D.h.

g(u(z),z, K(0,2)) =0 und %g(u(z), 2, K(0,2)) =0.

Das Losen dieses System aus zwei Gleichungen mit Unbekannten u(z) und K (0, z)
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liefert uns

822 + 122 —1 1—8z)3
K(0.2) = 22+ 122 — 1+ 4/( z)‘

3222

Sei nun (w, F') € L*. (w, F) kann nun eindeutig zerlegt werden in
(w1, (0, F1,0)) @ (wa, (0, F5,0)) @ - - - & (wy, (0, F,,0)) mit n € N, sodass alle w’ wieder
r-u-Sequenzen von Young-Diagramme bilden. Bezeichne F = (Fé,ﬁi, ... ) die Folge,
die durch Verringerung jedes Eintrages von F; um 1 hervorgeht fiir i € {1,2,...,n},
so gilt (wi,Fi) € K und Fé = 0. Dadurch erhalten wir schlielich

1 32z

Sp(3124)[z" =) " |LX]" = = '
Do 1Su(3124)z" = Y L%z 1—2K(0,2) 1420z —822—/(1—82)°

n>0 n<0

42



4 Erzeugende Baume in der

Mustervermeidung

Die erzeugenden Bdume wurden bei der Untersuchung von Bazter-Permutationen vor-
gestellt. Fiir Genaueres siehe dazu [21]. J. West fithrte die erzeugenden Baume zur
Zahlung von mustervermeidenden Permutationen ein ([64],[65]). Dies ermdoglichte ei-
ne Vielzahl von weiteren Ergebnissen in der Theorie der Mustervermeidung, u.a. die
Wilf-Aquivalenz der Permutationen 4132 und 3142 durch Z. E. Stankova ([53]).

4.1 Erzeugende Baume

Die folgenden Definitionen basieren auf [64] und [65] und werden von uns etwas erwei-
tert.

Definition 4.1.1. Wir definieren Baume als kreisfreie gerichtete Graphen B = (V, E),
wobei V' die Knotenmenge bezeichne und E CV x V' die Kantenmenge. Gilt fiir zwei
Knoten a,b € V (a,b) € E, so bezeichnen wir b als ein Kind (bzw. Kinderknoten) von
a oder nennen a einen Elternknoten wvon b.

Besitzt ein Baum B = (V, E) genau einen Knoten, der keinen Elternknoten besitzt, so

nennen wir diesen die Wurzel von (V, E) und sprechen von einem Wurzelbaum.

Wir wollen einen Baum so markieren, sodass jede Markierung eines Knoten eindeutig

aus der Markierung seines Elternknoten ermittelbar ist. Dafiir benotigen wir
1. die Markierung der Wurzel, und

2. eine Menge von Regeln, wodurch die Anzahl und Markierungen der Kindern eines

Knotens x eindeutig aus der Markierung von = hervorgeht.
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Offensichtlich entspricht 2. einem Induktionsschritt und 1. einem Induktionsanfang.

Bemerkung 4.1.2. Die Menge aller Markierungen definieren wir als M. Fiir die meis-
ten Vorhaben von uns begniigen wir uns mit M C N, jedoch kénnen beliebige Objekte

als Markierungen gewihlt werden, z.B. Strings, n-Tupel usw.

Definition 4.1.3. Sei B = (V, E) ein Baum. Wir nennen eine surjektive Abbildung von

V' auf eine Menge von Markierungen M eine Markierungsfunktion von B beziiglich

M.

Definition 4.1.4. Ein Regelsystem auf M ist eine Abbildung Ry von M auf M*,
wobei M* := |, 5o M" die Menge aller Folgen mit Elementen aus M bezeichnet.
e € M* ist als die leere Folge definiert.

Bemerkung 4.1.5. Fiir eine Menge von Markierungen M schreiben wir ein Regelsys-

tem Rpq auf M meist wie folgt an:

U {m = Ru(m)}.

meM

Von wesentlichem Interesse ist die Anzahl der Knoten in der n-ten Ebene eines Baumes.
Fir n € N ist ein Pfad der Lénge n von a nach b definiert als eine Folge von Knoten
(ag,ai,as, ...a,_1,a,), wobei a;;1 ein Kind von q; fiir alle ¢ € {0,1,...,n — 1} ist und
ayp = a sowie a, = b gilt. Ein Knoten x befindet sich in der Ebene n genau dann,
wenn ein Pfad der Liange n von der Wurzel nach z existiert. Die Wurzel eines Baumes
befindet sich auf der O-ten Ebene.

Definition 4.1.6. Sei M eine Menge von Markierungen, w € M und Rpq ein Re-
gelsystem auf M. Wir sagen der Baum B = (V| E) wird von [M,w, Ry ] erzeugt
genau dann, wenn eine Markierungsfunktion f von B beziiglich M existiert, sodass die
Wurzel von B unter f auf w abgebildet wird und Yk € V gilt, dass eine Anordnung

(K1, K2y - -y Kkm) der Kinder von k vorhanden ist mit

Baa(f(k)) = (f(k1), f(Ra), o [ Kom))-

Wir nennen f dann eine Markierungsfunktion von B beziiglich [M,w, R].
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Bemerkung 4.1.7. Ist fiir zwei Baume By = (V4, Ey) und By = (V4, E5) eine bijektive
Abbildung g von Vi nach V; gegeben, sodass fiir je zwei Knoten A, Ay € V] (A, \y) € E}
genau dann gilt, wenn (g(A1), g(A2)) € Fs, so nennen wir g einen Baum-Isomorphismus
von By nach By und die beiden Baume B; und By isomorph.

Seien also die beiden Badume B; und By isomorph. Wird nun By von [M,w, Rx| er-
zeugt, so gilt dies offensichtlich auch fiir den Baum Bs. Umgekehrt lédsst sich nun auch
fiir zwei Badume, welche beide von [M, w, Ry,] erzeugt werden, ein Isomorphismus fin-

den (durch Induktion nach der Anzahl der Ebenen und Verwendung des Regelsystems).

Satz 4.1.8. Sei M ein Menge von Markierungen, Raq ein Regelsystem auf M. Die
von [M,w, Ryp| erzeugten Bdume bilden eine Aquivalenzklasse auf die Menge aller

Wurzelbdume.

Beweis. Folgt direkt aus Bemerkung 4.1.7 und der Tatsache, dass Isomorphieklassen

Aquivalenzklassen bilden. O

Wird nun ein Baum B von [M, w, Rx| erzeugt, so schreiben wir B € [M, w, Rx]. Die
Bezeichnung ist auf Grund der Tatsache, dass ein Regelsystem R, als Bildraum M*

besitzt, nicht eindeutig. Doch dies soll uns keine Unannehmlichkeiten bereiten.

Definition 4.1.9. Fir einen Baum B bezeichne B,, die Anzahl der Knoten von B auf

der n-ten Ebene.

Lemma 4.1.10. Sei B = (V,E) € [M,w,Ryp] und n € N. Fir m € M und zwei
Markierungsfunktionen f,g von B beziglich [M,w, Rpy] bezeichne By, r bzw. B,y ¢
die Anzahl aller Knoten von B auf der n-ten Ebene, die unter f bzw. g auf m abgebildet

werden. dann gilt
Bm,n,f = Bm,n,g-
Beweis. Folgt durch Induktion nach n. O]

Definition 4.1.11. Sei B € [M,w, Ry, m € M undn € N. B, ,, ist die Anzahl aller
Knoten von B auf der n-ten Ebene, die unter einer beliebigen Markierungsfunktion von

B beziiglich [M,w, Ry auf m abgebildet wird.
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Lemma 4.1.10 gewéhrleistet die Eindeutigkeit in Definition 4.1.11.

Jedem Knoten auf der n-ten Ebene eines Baumes B € [M,w, Ry wird durch eine

Markierungsfunktion f von B eine Markierung zugeordnet, d.h. es gilt

B,= Y Bua.

meM

Beispiel 4.1.12. Fibonacci-Baum:
Ein Fibonacci-Baum wird von F = [{1,2},1,{1 — 2,2 — (1,2)}] erzeugt (siche
Abbildung 4.1).

Abbildung 4.1: Ein von F erzeugter Baum mit markierten Knoten bis zur Ebene 4.

Sei F' ein von F erzeugter Baum. Dann gilt

Fl,n - F2,n—17
Fop = Fipq+ oy

Daraus f()lgt Fn = Fl,n + F2,n = I'pn1 + F2,n71 = anl + an2 fir n > 2. Fn stimmt

also mit der bei 1 beginnenden Fibonacci-Folge iiberein.

4.1.1 Catalan-Baume

Wir schlieen hier noch einmal an die Gitterpfade aus Abschnitt 3.1 an. Betrachten
wir fur k,1 € {0,1,...,n} Gitterpfade von (n,0) nach (n — k,1). Sei Cy; die Anzahl
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dieser Gitterpfade, welche unterhalb der Diagonale von (n,0) nach (0,n) verlaufen.
Siehe Abbildung 4.2. Offensichtlich erfiillt Cj; die Rekursion

Cry = Cro11+ Cry-1,

k+l> _ (k—H

und es ist wohlbekannt, dass C; = ( ; b

). C, kann als Verallgemeinerung der

Catalan-Zahlen aufgefasst werden, da C,, , mit C,, = n+r1(2:) iibereinstimmt.
(0,0) (0,n)
(n-k, 1)
(n,0) (n,n)

Abbildung 4.2: Gitterpfad von (n,0) nach (n — k,1).

Definition 4.1.13. Catalan-Baume werden erzeugt von

C:=[N\{0,1},2, J{k+— (2.3,....k+ 1)}].

k>2

Wie der Name schon vermuten lésst, stehen Catalan-Baume in enger Beziehung mit
den Catalan-Zahlen.

Fiir jedes (n + 1)-Tupel m = (mg,mq,...,m,) mit mg = 2 und 2 < m; < m;_1 + 1,
existiert in C genau ein Pfad (zg,z1,...,z,) der Linge n beginnend bei der Wurzel

xo. m; ist die Markierung des Knotens z; fiir alle @ € {0,1,...,n}. Durch a; := m; +
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Abbildung 4.3: Ein von C erzeugter Baum bis zur Ebene 3 mit bereits markierten
Knoten.

t — 2 konnen wir m nun eindeutig mit einer monoton steigenden natiirlichen Folgen
(ap,ai,...,a,) der Linge n + 1 mit 0 < a; < 7 identifizieren und umgekehrt. Jede
solche Folge beschreibt genau einen Gitterpfad von (n + 1,0) nach (0,n + 1), welcher
unterhalb der Diagonale von (n+1,0) nach (0,n+1) verlduft. Dies wird deutlich, wenn
ein solcher Gitterpfad durch seine r-u-Sequenz w = wyws ..., wyn41) gegeben ist. a;
beschreibt nun einfach die Anzahl der w in w, welche sich vor dem (i 4 1)-ten r von w

befinden. Somit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.1.14 ([64]). Firn € Nt und T € C gilt

1 2n
T,.1=0C,= .
! n—{—l(n)

Alternativ kann man die Richtigkeit von Satz 4.1.14 auch folgendermafien zeigen. Fiir
T € C gilt die Rekursion

n+1

Tin = Z Ty, fiir n > 1,k > 2, mit
i=k—1

TZ,U = 17

da wir T}, = 0 setzen konnen fiir alle n > 0. Insbesondere gilt fiir n > 1

n+1

T2,n = Zﬂ,nfl = Tnfl-
=1

Betrachten wir nun by 1= Tyio-1%, S0 ist bog = 1, by 1 = 0 fiir alle n > 0 und fiir
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k>1,1>0 gilt

-1

l
by = 3 beri=bi1a+ Y be_1i = be_1y + brii-

=0 =0

bi; stimmt also mit C}; iiberein. Daraus schlieflen wir

1 2
Tn—l - TQ,n = bn,n = Cn = ( n) .

4.2 Permutationsbaume

Fiir eine Permutation ¢ ist es moglich die ¢g-meidenden Permutationen mithilfe eines
erzeugenden Baumes zu generieren. Dazu werden die g-meidenden Permutationen der
Lénge n mit den Knoten eines erzeugten Baumes in der (n — 1)-ten Ebene assoziiert.

Wiederum liegen die folgenden Definitionen [64] zugrunde.

Definition 4.2.1. Wir definieren fiir eine Permutation p = p1ps...p, € S, die Zwi-

schenraumfunktion f, : [n + 1] — S,41 als

(n+ U)pips...py firi=1,
fp(i) = < pip2. . .Dp(n+ 1) fiiri=n+1,
pip2 - - -Dic1(n+ 1)p;...p, sonst.

Definition 4.2.2. Sei () eine Menge von Permutationen. i € [n+1] wird Q-meidender

Zwischenraum einer Permutation p € S, (Q) genannt genau dann, wenn f,(i) € Sp11(Q).

Beispiel 4.2.3. Die Menge der {213}-meidenden Zwischenrdume der Permutation
24531 € 5,,(213) ist {1,2,3,4}.

Definition 4.2.4. Sei ) eine Menge von Permutation. Der Permutationsbaum 7'(Q)
ist der Wurzelbaum, mit Knotenmenge (J,~, Sk(Q), Wurzel 1 € Sy und der Knoten
A € S,y ist genau dann ein Kind des Knotens k € S, wenn ein QQ-meidender Zwi-

schenraum i € [n + 1] existiert mit (i) = A.

Nun befinden sich auf der n-ten Ebene eines Permutationsbaumes 7'()) nur Permuta-

tionen der Lénge n+1 (Vollstdndige Induktion nach der Lange der Permutationen). Sei
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p ein ()-meidende Permutation der Lange n + 1, dann ist die Permutation, welche aus
p durch das Streichen von n + 1 hervorgeht, ebenfalls eine ()-meidende Permutation.
Anderenfalls wiirde p ein Muster aus () enthalten. Dies setzen wir fort bis wir bei der
Permutation 1 angelangt sind. D.h. jede ()-meidende Permutation ist auch wirklich in
T'(Q) vorhanden und die Anzahl der Knoten in der n-ten Ebene stimmen mit |.S,,11(Q)|

iiberein.

Beispiel 4.2.5. T'({12}):
Sei p eine 12-meidende Permutation der Lange n. p besitzt nun nur den {12}-meidenden
Zwischenraum 1, da das Einfiigen von n 4+ 1 an jeder anderen Stelle ein Muster 12

erzeugen wiirde. Jeder Knoten in T'({12}) besitzt also genau ein Kind.

Lemma 4.2.6 ([64]). Sei Q eine Menge von Permutationen. Firp = pips...p, € Sy
und i € [n+ 1] gilt:

1. §,(i) € Sp41(Q), so ist auch p € S,(Q).

2. Bildet eine Teilfolge von f,(i) ein Muster ¢ € Q und gilt p € S,(Q), dann ist
n + 1 das grofite Element dieser Teilfolge.

3. Istp € S,(Q) mit Q-meidenden Zwischenrdume ay, as, . . ., ax, dann ist die Menge
der Q-meidenden Zwischenrdume von f,(a;) mit j € [k] eine Teilmenge von
{al,...,aj,aj+1,aj+1 +1,...,ak+ 1}

4. Seip € S,(Q) mit Q-meidenden Zwischenriume ay,as, ..., a; und j € [k]. Exis-
tiert fiir ein b € {ay,...,a;,a;+1, a1 +1,... ap+1} eine Teilfolge in f;,(a,) (D),
welche ein Muster ¢ € Q) bildet, so sind n+1 und n+2 Elemente dieser Teilfolge.

Beweis. zu 1.: Trivial.

zu 2.: Wiirde eine Teilfolge in §,(i) existieren, welche das Muster ¢ bildet und n + 1
nicht als Element beinhaltet, so wiirde diese Folge auch das Muster ¢ in p bilden.

zu 3.0 Sei a € [n+ 1]\ {a1,aq,...,a;}. In f,(a) existiert nun laut 2. eine Teilfolge
welche ein Muster ¢ € ) bildet und n + 1 als groites Element beinhaltet. Ersetzen wir
in dieser Folge n + 1 mit n + 2, so erhalten wir fiir alle | € [k] eine ¢-bildende Teilfolge
in f,(q) (@) fiir a < a; (bzw. in f;,4,)(a + 1) fiir a > ;). Also ist a fiir a < a; bzw. a + 1

fir a > a; kein @-meidender Zwischenraum von f,(a;).
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zu 4.: Aus Punkt 2. folgt, dass n 4+ 2 ein Element der Teilfolge ist. Wére nun n + 1
nicht in dieser Teilfolge enthalten, so wiirde diese Teilfolge durch den Austausch von
n + 2 mit n + 1 bereits das Muster ¢ in §,(b) fir b € {ay,as,...,a;} bzw. in f,(b — 1)
fur b € {a; + 1,a41 +1,..., a5 + 1} bilden. O

Wollen wir fiir ein p € S,(Q) mit @Q-meidenden Zwischenrdumen ay,as, ..., a; nun
die @-meidenden Zwischenrdume von f,(a;) € S,41(Q) ermitteln, so miissen wir laut
Punkt 3. aus Lemma 4.2.6 nur die Zwischenrdume a4, ..., a;,a;+1,a;41+1,...,a;,+1
in Betracht ziehen und laut Punkt 4. aus Lemma 4.2.6 kommen nur Teilfolgen, welche
die Elemente n + 1 und n + 2 besitzen als mégliche Muster in f;,(4,)(b) mit
be{ar,...,a;,a;+1,a;41+1,...,a;+ 1} in Frage.

4.3 T({123}) und T({132})

Wir wollen nun Korollar 2.3.4 mithilfe von Permutationsbaumen verifizieren. Dazu
zeigen wir, dass T'({123}),T'({132}) € C gilt.

Satz 4.3.1 ([64]). T({123}) € C.

Beweis. Sei T'({123}) = (U, Sn(123), E)). Wir werden zeigen, dass die Abbildung f
von (J,509.(123) auf N\ {()_, 1} definiert durch f(xw) := {7 : (m,7) € E)}| eine
Markierzmgsfunktion von T'({123}) beziiglich C ist.

f bildet offensichtlich einen Knoten auf die Anzahl seiner Kinder ab, genauer gesagt:
f bildet einen Knoten von 7'({123}) auf die Anzahl seiner {123}-meidenden Zwi-
schenrdume ab.

Zuerst zur Surjektivitdt von f. Sei n € N\ {0, 1} beliebig, dann gilt
flln=1,n—=2,...,1)) =n, da f—1,-2,.1)(%) € 5,(123) fiir alle i € [n].

Betrachten wir nun eine 123-meidende Permutation p = p1ps ... pg ... p, und sei p der
erste Eintrag, der kein Links-Rechts-Minimum von p ist. D.h. p; ... pgr_1 bildet eine fal-
lende Folge. Fiir i € {k+1,...,n+1} ist f,(¢) ¢ S,(123), da py_1pr(n+1) das Muster
123 bilden wiirde. p besitzt also genau die {123}-meidenden Zwischenrdume 1,2,...k
und somit gilt f(p) = k. Fiir i € {2,...k} bildet n + 1 den ersten Eintrag, der kein
Links-Rechts-Minimum von §,(¢) ist und befindet sich auf Position ¢, d.h. f(f,(7)) =i

fir ¢ € {2,...k}. f,(1) = (n+ 1)py...p, besitzt immer noch als ersten Eintrag, der
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kein Links-Rechts-Minimum bildet, p;. Nun ist es jedoch eine Position nach rechts ge-
rutscht. Es gilt also f(f,(1)) = k + 1.
Es gilt nun f(p) = k und k wird durch das Regelsystem von C auf (2,3,...,k, k+1) =

(fG(2), fGp(3)), ..., f(5p(k)), f(f,(1))) abgebildet. f ist also eine Markierungsfunkti-
on von T'({123}) beziiglich C. O

132

(4132)(1432)(4312)(3412)(3142)(4231)(2431)(4213 (2413 )(2143 (4321 (3421 )(3241 ) 3214]

Abbildung 4.4: T'({123}) bis zur Ebene 3.

Satz 4.3.2 ([20]). T({213}) € C.

Beweis. Sei T'({213}) = (U,;> Sn(213), E). Wir gehen analog zu dem Beweis von Satz
4.3.1 vor und zeigen, dass f(;r) =7 : (m,7) € E)}| eine Markierungsfunktion von
T'({213}) beziiglich C ist.

Sei p = pip2 ... Pk, .- Pn € Sn(213), sodass py das Folgenglied ist, welches kein Links-
Rechts-Maximum bildet. D.h. p1ps . .. px_1 bilden eine steigende Folge. Nun kann analog

zu Satz 4.3.1 vorgegangen werden. m

Satz 4.3.3 ([64]). |5,(123)] = |T({123})ps1]| = Cu = 25 (*") = |[T({213})nni| =
S,,(213)].

Beweis. Folgt sofort aus Satz 4.1.14, Satz 4.3.1 und Satz 4.3.2. O

Durch Symmetrieargumente (Satz 2.2.7) folgt somit wiederum Korollar 2.3.4.

4.4 Zwei Muster der Lange 3

Es existieren mehrere Arbeiten, die sich mit |S,({q1, ¢2})| fir ¢1, g2 € S3 beschéftigen,
wie etwa [65], [41] und besonders empfehlenswert ist die Arbeit [62]. Wir wéhlen im

Folgenden oft einen eigenen Zugang. Diese sind bei weitem nicht so elegant wie etwa in
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[62], jedoch kénnen wir guten Gebrauch von unseren bisherigen Ergebnissen machen
und heben deutlich eine nicht unwesentliche Tatsache hervor, nédmlich das fiir zwei
endliche Wilf-aquivalente Mengen von Permutationen ¢ und @, 7(Q) und T'(Qs)
nicht isomorph zueinander sein miissen.

Es existieren offensichtlich fiinf triviale Wilf-Aquivalenzklassen in {{q1, ¢} : q1,q2 €
Ss,q1 # ¢2}, mit Repréasentanten {123,132}, {123,231}, {123,321}, {132,213} und
{132,231},

Satz 4.4.1 ([65]). T({132,231}) € [{2},2,2 — (2,2)].

Beweis. Sei T({132,231}) = (U0 5»({132,231}), E). Wir suchen eine Markierungs-
funktion f von T'({132,231}) beziiglich [{2},2,2 + (2,2)]. Offensichtlich wéhlen wir
f(p) := 2 fiir alle p € S,,({132,231}). Sei p = pipa ... pn € Sn({132,231}) beliebig. Die
einzigen {132, 231}-meidenden Zwischenrdume bilden 1 und n+ 1, da (p;, n+ 1, p;) fur
alle j,7 € [n] das Muster 132 oder das Muster 231 bilden wiirde. p besitzt also genau
zwei Kinder in 7'({132,231}) und es gilt f(p) =2 — (2,2) = (f,(1), fp(n + 1)). O

312 123 321 213

(4312)(3124](4123)(1234)(4321](3214 )(4213)(2134]

Abbildung 4.5: T'({132,231}) bis zur Ebene 3.

Ein von [{2},2,2 — (2,2)] erzeugter Baum T erfiillt nun T5,, = 2- T, mit Toy = 1,
daraus folgt:

Satz 4.4.2. |S,({132,231})| = T({132,231}),_; = 271,
Satz 4.4.3 ([41]). (]S, ({123,321}))n>1 = (1,2,4,4,0,0,0,...).

Beweis. Wir zeigen nur, dass fir n > 5 |5,({123,321}| = 0 gilt.
Sei p = pips...pn € S,. Wir markieren jedes p; mit einer Markierung (a;, b;), wobei a;

(bzw. b;) die Anzahl der Elemente der lingsten monoton steigenden (bzw. fallenden)
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Teilfolge von p ist, die mit p; endet. Ist k£ < [ und py < p;, so gilt offensichtlich ay < a;
und falls pp > p;, so folgt by < b;. Es sind also alle n Markierungen von p unterschied-
lich. Nach dem Schubfachprinzip existiert fiir n > 5 zumindest eine aufsteigende oder
fallende Teilfolge der Léange 3. O]

Bemerkung 4.4.4. Satz 4.4.3 ist ein Spezialfall des Satz von Erddos-Szekeres. Siehe
dazu [26].

Abbildung 4.6: Der komplette Baum 7'({123,321}).

Der Baum 7'({123,321}) ist endlich und wird etwa von
{a,b,c,d},a,{a— (b,b),b+— (d,c),c— (d,d),d — €}] erzeugt.

Satz 4.4.5. T({132,213}) € [{2},2,2 — (2,2)].

Beweis. Sei p = pips...pn € Sn({132,213}). Wir miissen zeigen, dass p genau 2
{132, 213}-meidende Zwischenrdume besitztn denn dann ist durch f(p) := 2 fiir alle
p € S,({132,213}) eine Markierungsfunktion von T'({132,213}) beziiglich [{2},2,2
(2,2)] gefunden.

Sei p; =n mit 1 <4y < i < iy <n,dann erzeugt (p;,,n+1,p;,), weder das Muster 132
noch 213, da sonst (p;,,n,p;,) eines der beiden Muster erzeugen wiirde. (n,n + 1, p;,)
kann auch kein 132- oder 213-Muster bilden, somit ist ¢ + 1 ein {132,213}-meidender
Zwischenraum. Da (n, p;,,n + 1) ein 213-Muster ist, existieren keine

{132, 213}-meidenden Zwischenrdume grofler als i + 1. (p;,, n+ 1, n) bildet das Muster
132, also existieren auch keine {132,213}-meidenden Zwischenrdume zwischen 1 und
v+ 1.

Da eine Teilfolge der Lénge 3 mit grofitem Element an der ersten Stelle nie ein Muster
132 oder 213 erzeugen kann, ist 1 ebenfalls ein {132,213}-meidender Zwischenraum.

Die Falle p,, = n und p; = n fithren zu denselben Ergebnissen. O]
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Somit ergibt sich:
Satz 4.4.6. |S,({132,213})] = T'({132,213}),_; = 2"".
Satz 4.4.7. T'({123,231}) € [{a,b,c},a,{a — (a,b),b— (b,c),c— (c)}].

Beweis. Sei T'({123,231}) = (V, E), V sind also alle {123,231 }-vermeidenden Permu-
tationen. Wir zeigen f : V — {a, b, c}, definiert durch

¢ wenn p; > p, und Ji € [n] : p; < pp,
f(p1p2- . pn) == qa  wenn p; > p, und Fi € [n] : p; < pn,

b sonst,

bildet eine Markierungsfunktion von 7'({123,231}) beziiglich

[{a,b,c},a,{a (a,b),b— (c,b),c— (c)}]. Die Surjektivitéit von f ist trivial.

Die Wurzel von 7'({123,231}) wird auf a abgebildet, da f(1) = a.

Sei p = pipa...pn € Sp({123,231}). Eine Tripel, beginnend mit dem gréfiten Element,
bildet offensichtlich nicht das Muster 123 oder 231, somit ist 1 immer ein {123,231}-
meidender Zwischenraum.

Fall 1: f(p) = a. Es gilt p; > p,, d.h. 2,... n kommen nicht als {123, 231}-meidende
Zwischenrdume in Frage. Sei i € {1,...,n — 1}. Da p; > p, folgt, dass (p;,pn,n + 1)
nicht das Muster 123 und schon gar nicht 231 bilden kann. Somit sind die {123,231}-
meidenden Zwischenrdume von p genau 1 und n + 1. f,(1) ist eine fallende Folge, also
£(3(1)) = a. Aus pi < n+ 1 folgt F(5,(n -+ 1)) = b. Insgesamt gilt £(p) = a > (a,b) =
(f(p(1)), f(Fo(n + 1))).

Fall 2: f(p) = c. Es kommen wiederum 2,...,n nicht als {123,231}-meidende Zwi-
schenrdume in Frage. Laut Voraussetzung existiert ein p; (i € {2,...,n — 1}) mit
pi < pn. n+ 1 ist also auch kein {123, 231}-meidender Zwischenraum. Offensichtlich
gilt £(7,(1)) = c.

Fall 3: f(p) = b. Es gilt p; < p,. 1 ist offensichtlich ein {123,231 }-meidender Zwischen-
raum von p. Wir betrachten jenes ¢ aus {2,...,n} mit p; = n. (p1,p;,n+ 1) bildet das
Muster (123), somit existiert kein {123,231 }-meidender Zwischenraum grofer i.
Wenn (p;,,n+1,p;,) fir j; € i — 1] und j» > i+ 1 das Muster 231 bilden wiirde (das
Muster 123 ist offensichtlich nicht méoglich), so wiirde (pj,,n, pj,) das Muster 231 in p
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bilden und da (pj,,n+1,n) auch kein 123- oder 231-Muster bildet, ist i ein {123,231}-
meidender Zwischenraum.

Ist i > 2, so gilt p;—1 < p1 (da p 123-meidend ist). Daraus folgt (p1,n + 1,p;—1) ist ein
231-Muster. Wir konnen schlussfolgern, dass 1 und ¢ die einzigen {123, 231}-meidenden

Zwischenrdume sind.

Aus py < p, folgt f(7,(1) = ¢ und f(5, (1)) = b. =

aam Ef@ @f

Abbildung 4.7: Markierter Baum aus [{a,b,c},a,{a — (a,b),b — (c,b),c — (c)}] bis
zur dritten Ebene.

Satz 4.4.8. |5,({123,231}| = T'({123,231}),,_1 = (}) + 1.

Beweis. Sei T :=T({123,231}) € [{a,b,c},a,{a — (a,b),b+— (b,c),c— (c)}]. Es gilt

Ta,n = Ta,n—la
Tb,n = Tam,—l + Tbm,—la
Tc,n = Tb,nfl + Tc,nfla

mit Ta,O = 1, Tb’() = Tb70 =0.

Somit erhalten wir T, = Typ + Ty + Top = 1+ 1+ "0 =1 4 ("1, m
Bemerkung 4.4.9. Sei
Ky koks = (a,a,...,a,b,b,....b,c,c,... c).
ky mal ko mal ks mal
1 ma > ma 3 ma

Die Bestimmung von T,, fiir T € [{a,b,c},a,{a — (a,b),b— (c,b),c — (c)}] entspricht
der Ermittlung der Anzahl der moglichen Folgen Ky, i, 5, mit ky + ko + ks = n + 1,
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ki1 > 1 und falls k3 > 1, dann gilt ks > 1.
Es gilt

{Kpyhpks : kit ho+hks=n+1k >1k>1=ky >1}
{ Kk koks  B1=n+ 1}

Kby oy @ K1+ he=n+1k > 1k > 1}

{ Kk poks @ K1+ ko +hs=n—+1k > 1,k >1 ks > 1}

-1)- 1
L 200y (M),

+ +

Satz 4.4.10. T({123,132}) € [N*,2,U,o, {k = (k+1,1,1,..., 1)}].

k—1 mal

Beweis. Sei T({123,132}) = (V, E). Wir zeigen f(p):=|{p €V : (p,p € E}| ist eine
Markierungsfunktion von T'({123,132}) beziiglich [N*,2 {k +— (k+1,1,1,...,1}k>1).
—_—— T

k—1 mal
Die Surjektivitédt von f ist trivial.

Wir betrachten p = pips...p, € S,({123,132}) mit den {123, 132}-meidenden Zwi-
schenrdumen a; < as < --- < ag, also f(p) = k. Offensichtlich ist 1 immer ein
{123, 132}-meidender Zwischenraum (also a; = 1).

Wir suchen die Menge der {123, 132}-meidenden Zwischenrédume von f,(1). Laut Punkt
3. von Lemma 4.2.6 ist diese eine Teilmenge von {1,a;+1,as+1,...,ar+1} und wegen
Punkt 4. von Lemma 4.2.6 muss eine 123- oder 132-bildende Teilfolge von f;,(1)(b) mit
be{l,ay+1,a0+1,...,a;+ 1} die Elemente n 4+ 1 und n + 2 enthalten, jedoch kann
keine mit n 4+ 1 oder n + 2 beginnende Teilfolge das Muster 123 oder 132 bilden. f,(1)
besitzt also die {123,132}-meidenden Zwischenrdume 1,a; + 1,a2 + 1,...,ax + 1, d.h.
P 0) =+ 1.

Nun suchen wir die {123, 132}-meidenden Zwischenrdume von f,(a;) mit ¢ > 1, d.h.
auch a; > 1. (p;,n + 1,n + 2) bildet ein 123 und (p;,n + 2,7 + 1) ein 132 Muster,
somit ist der einzige {123, 132}-meidende Zwischenraum von f,(a;) nur 1. Daraus folgt
fplar)) = 1.

Insgesamt ergibt sich f(p) =k — (k+1,1,1,...,1) = (f(§,(1)), f(Fp(a2)), ..., fp(an)).

k—1 mal

]
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Abbildung 4.8: Die ersten vier Ebenen eines Baumes aus
[N+7 27 Ukzl{k = (k + 17 17 1a ) 1)}]

k—1 mal

Satz 4.4.11 ([65]). Sei T € [N,2,U;s {k — (K +1,1,1,...,1)}], dann gilt T,, = 2".
k—1 mal
Beweis. Sei f eine Markierungsfunktion von 7' = (V, E) beziiglich [N*,2,{J,-,{k —
(k+1,1,1,...,1)}], so besitzt ein Knoten x € V mit f(k) = k, k Kinder. Es gilt fiir
—_———

k—1 mal
ein festes K

DN =k+)+(k-1)-1=2-k=2-f(x),

(k,N)EE

und > f(v) = |V,41|, wobei V,, die Menge aller Knoten auf der n-ten Ebene bezeich-

’UGVn
net. D.h.
2Vl = D 2f(0)= D > fN =D FO) =Vanl-
vEVn_1 0EVn_1 (v,\)EE AEV,
Die Anzahl der Knoten verdoppelt sich also von Ebene zu Ebene. O

Satz 4.4.12. |5, ({123,132})] = 2»1.

Beweis. Folgt aus Satz 4.4.10 und Satz 4.4.11. n
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’ Q ‘ T(Q) wird erzeugt von ‘ |S,(Q)] ‘

{123,321} | [{a,b,c,d}, a, 0 firn>5

{(Z = (b7 b)a

b (d,c),

c—(d,d),

d — €}]
[132,231) | [{2}.2,2 — (2.2)] T
{132,213} | [{2},2,2 — (2,2)] gn-1
{123,132} | [N*,2,Upoy {k = (k+ 1, 1,k1,1. 2 )] 2
{123,231} | [{a,b, ¢}, a, (5) +1

{a — (a,b),

b (b,c),

¢ (0)}]

Tabelle 4.1: Zusammenfassung fiir zwei Muster der Lange 3.
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5 Die Wilf-Aquivalenzklassen von S,
und S;

Satz 2.3.2 zeigt, dass die beiden trivialen Wilf-Aquivalenzklassen mit Reprisentanten
123 und 231, eine Wilf-Aquivalenzklasse bildet und zwar ganz S;. Die Klassifizierung
von S und S5 erwies sich um einiges komplizierter. Es stellt sich heraus, dass wir durch
die Ergebnisse der vorherigen Kapitel bereits die Einteilung in Wilf-Aquivalenzklassen
der Mengen Sy, S5 und sogar S5 sowie S; durchfiihren konnen. Weiters gilt, dass jede
bisher bekannte Wilf-Aquivalenz aus einem stéirkeren Zusammenhang folgt und zwar
aus Symmetrieargumenten, Baumisomorphismen, strenge Wilf-Aquivalenzen oder einer

Zusammensetzung dieser.

5.1 Wilf-Aquivalenzklassen von S,

Sy besitzt sieben triviale Wilf-Aquivalenzklassen (siche Tabelle 5.1). Z. Stankova lie-

ferte in [53] folgendes bemerkenswertes Ergebnis:
Satz 5.1.1 ([53]). T(4132) und T'(3142) sind isomorph.

Dies lieferte die Wilf-Aquivalenz von 4132 und 3142. In [64] zeigt J. West die Iso-
morphie von 7°(1234),7'(1243) und 7'(2143). Die Vervollsténdigung der Klassifizierung
von Sy lieferte Stankova in [54], indem sie die Wilf-Aquivalenz der Permutationen 1234
und 4132 zeigte. Wir kénnen die Wilf-Aquivalenz von 1234, 1243, 2134 und 4123 aus
Korollar 3.4.11 und Symmetrieargumenten (Satz 2.2.7) folgern. Somit besitzt S, drei
Wilf-Aquivalenzklassen (sieche Tabelle 5.1).

Fiir ein Muster ¢ der Lénge 4 gestaltet sich die Ermittlung eines expliziten Ausdrucks

fiir |S,(q)| erheblich schwieriger als fiir Muster der Lange 3. Die erzeugende Funktion
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q L 1S5(a)] [ 1Ss(@)] [ 1S7(a)] | [Ss(@)] | [Sa(q)] | [Sro(g)] |

1324

4231 103 513 2762 15793 | 94776 | 591950

1423 2413
3241 3142
4132
1342
2431
4213
3124
2314 103 512 2740 15485 | 91245 | 555662
1234 | 1243 | 3214 | 2143
4321 | 3421 | 4123 | 3412
4312 | 2341
2134 | 1432 103 513 2761 15767 | 94359 | 586590

Tabelle 5.1: [55] Muster der Linge 4. Triviale Wilf-Aquivalenzklassen sind eingerahmt.

der Folge (]5,(3124)|)nen wurde in Abschnitt 3.6 vorgestellt. Eine exakte Formel fiir
|S,,(1234)| liefert I. Gessel (siehe dazu [15] und [33]). Es gilt

S(1234) = 7= 1)i(n ) > <2k:k) (ZI D (Z N f)

k=0

Die Ermittlung von |S,(1324)] fiir n € N bereitet erhebliche Schwierigkeiten und ist
bis heute nicht bekannt. Wir werden in Kapitel 7 noch genauer auf das Muster 1324
eingehen. Muster der Lénge 4 werden ausfiihrlich in [15, Chapter 4] behandelt.

5.2 Wilf-Aquivalenzklassen von S;

In [6] zeigten E. Babson und J. West die Wilf-Aquivalenz von Permutationen der Form
(n,n — 1,7) und (n — 1,n,7) fiir beliebige 7 € S,_y sowie die Wilf-Aquivalenz von
(n,n—1,n—2,7) und (n—2,n—1,n, ) fiir 7 € S,,_3. Dies sind Spezialfille von Korollar
3.4.11. Wir listen in Tabelle 5.2 die Vertreter der 23 trivialen Wilf-Aquivalenzklassen
von S5 und umrahmen die Permutationen, welche durch Satz 2.2.7 und Korollar 3.4.11

in eine Wilf-Aquivalenzklasse fallen. Es ergeben sich somit 16 Wilf-Aquivalenzklassen
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fiir S5 (siehe Tabelle 5.2).

’ q “‘SE(Q)|‘ ’5%(Q)" |55(Q)|‘ L91om)! ‘ 1S11(q)] ‘ 1512(q)] ‘ 1513(q)]
25314 || 4578 | 33184 | 258757 | 2136978 | 18478134 | 165857600 | 1535336290
24153 || 4579 | 33216 | 259401 | 2147525 | 18632517 | 167969934 | 1563027614
23514 || 4579 | 33218 | 259483 | 2149558 | 18672277 | 168648090 | 1573625606
24513 || 4580 | 33249 | 260092 | 2159381 | 18815124 | 170605392 | 1599499163
13542 || 4580 | 33252 | 260202 | 2161837 | 18858720 | 171285237 | 1609282391
14352 || 4580 | 33252 | 260204 | 2161930 | 18861307 | 171341565 | 1610345257
13524 || 4580 | 33254 | 260285 | 2163930 | 18900534 | 172016256 | 1621031261
13425 || 4580 | 33256 | 260370 | 2166120 | 18945144 | 172810050 | 1633997788*
13452 || 4581 | 33283 | 260805 | 2171393 | 18994464 | 173094540 | 1632480259*
14523 || 4581 | 33284 | 260847 | 2172454 | 19015582 | 173461305 | 1638327423
14532 || 4581 | 33285 | 260886 | 2173374 | 19032746 | 173741467 | 1642533692
12453
21453 || 4581 | 33286 | 260927 | 2174398 | 19053058 | 174094868 | 1648198050
15342 || 4581 | 33287 | 260967 | 2175379 | 19072271 | 174426353 | 1653484169
12345
21345
32145
43215
21354
21543 || 4582 | 33324 | 261808 | 2190688 | 19318688 | 178108704 | 1705985883
12435
21435 || 4582 | 33325 | 261853 | 2191902 | 19344408 | 178582940 | 1713999264
14325 || 4582 | 33325 | 261863 | 2192390 | 19358590 | 178904675 | 1720317763

Tabelle 5.2 liefert ein Gegenbeispiel zur folgenden Frage, die erstmals in [63] gestellt

wurde.

Tabelle 5.2: [55] Wilf-Aquivalenzklassen in Ss.

Frage 5.2.1. Wenn fiir Permutationen 7 und 7 ein k € N existiert, sodass
|Sk(T)] < |Sk(m)], folgt dann |S,(7)| < |Sn(m)] fir alle n > k7

Es gilt | S (13425)| < [S,(13452)| fiir k& < 12 und |Sy5(13425)| > |Sy5(13452)].

Korollar 3.5.20 (erstmals von Z. Stankova und J. West in [55] bewiesen) und Korollar
3.4.11 erméglichen sogar die vollstéandig Klassifizierung von Sg und S; (siehe dazu [55]).
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6 Die Stanley-Wilf-Vermutung

Diese Vermutung wurde unabhéngig von Richard P. Stanley und Herbert Wilf in den
1980er Jahren aufgestellt und erst im November 2003 von Adam Marcus und Gdbor
Tardos in [45] bewiesen.

Sie liefert eine obere Schranke ¢ fiir alle n-Permutationen, die das Muster ¢ meiden.
Man beachte, dass ¢ sehr viel geringer ist als n!, die Gesamtanzahl der Permutationen

der Lange n.

6.1 Die Vermutung

Satz (Die Stanley-Wilf-Vermutung). Sei g ein beliebige Permutation, dann existiert

eine Konstante cq, sodass fir alle n € N*

|Sn<Q)’ <c

" (6.1)
gilt.

Es zeigt sich, dass die Stanley-Wilf-Vermutung die folgende dquivalente Form besitzt.
Diese gewéhrleistet uns die Existenz der Stanley- Wilf-Schranke fiir jede beliebige Per-
mutation. Wir gehen genauer auf die Stanley- Wilf-Schranke in Kapitel 7 ein.

Satz 6.1.1 (Alternative Form der Stanley-Wilf-Vermutung). Sei g ein beliebige Per-

mutation, dann existiert der Grenzwert

lim /]S, (q)]- (6.2)

n—oo

Satz 6.1.2 ([4]). Sei q ein beliebige Permutation und m,n € N, dann gilt

LASn(@)] - 1Sm ()] < [Snym(q)], und
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2. die Stanley- Wilf-Vermutung und Satz 6.1.1 sind dquivalent.

Beweis. Sei p' € S,,(q) und p” € S,,(q) und ¢ eine Permutation der Lénge k. O.B.d.A.
kann gefordert werden, dass k£ in der Permutation g vor 1 steht, denn ansonsten be-
trachten wir einfach ¢", da |S,(q)| = |Sn(¢")| gilt. Wir definieren die Permutation

p" € S, m folgendermaBen.

" 2 firie {1,...,n},
pl4+n firie{n+1,... m+1}.

p" ist also eine Verkettung von p’ und p”, wobei jedes Element von p” mit n addiert
wurde. Nun meidet p” mit Sicherheit das Muster ¢ und Aussage 1. folgt.

Dass Satz 6.1.1 die Stanley-Wilf-Vermutung impliziert ist klar. Es bleibt also nur die
Gegenrichtung zu zeigen.

Dafiir zichen wir das Lemma von Fekete zu Hilfe (siehe [27]). Dieses besagt, dass fir
eine Folge (ai,as,...) € RY mit apim < ap + @, und n,m € NT gilt lim,, o a, =
inf{ [ n € N*} € [~00,00). Angewandt auf die Folge a, := —log Sy(g), erhalten wir
mit der Stanley-Wilf-Vermutung und der Aussage I das gewiinschte Ergebnis. O]

Wir werden zunéchst die Stanley-Wilf-Vermutung fiir einen einfacheren Fall beweisen.

Satz 6.1.3 ([15]). Sein,k € Nt und k > 2, dann gilt
Sp(12... k) < (k—1)*".

Beweis. Seipeine 12. .. k-meidende Permutation der Lange n. Wir definieren den Rang
eines Eintrages x von p als die Léinge der langsten aufsteigenden Teilfolge, die x als
letztes Glied besitzt. p darf also nur Eintréage besitzen mit Rang kleiner oder gleich £—1.
Die Elemente mit gleichen Rang bilden eine absteigende Folge. D.h. die Permutation p
ist aus maximal k — 1 Teilfolgen zusammengestellt. Es gibt (k — 1) Moglichkeiten die
Elemente aus [n] in hochstens k—1 Mengen zu teilen. Diese Elemente miissen noch einer
Position zugeordnet werden. Wiederum gibt es (k— 1) Moglichkeiten n Positionen auf
héchstens k& — 1 Mengen aufzuteilen. Somit erhalten wir S,(12...%k) < (k—1)". O

Satz 6.1.3 angewandt auf die Permutation 123 liefert S, (123) < 2** = 4™, Dies stimmt

mit unserem Ergebnis |5,,(123)| = C,, aus Korollar 2.3.4 iiberein.
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6.2 Die Fiiredi-Hajnal-Vermutung

Wir folgen dem Beweis von Marcus und Tardos aus [45]. Sie zeigten nicht direkt die
Stanley-Wilf-Vermutung, sondern bewiesen die Fiiredi-Hajnal-Vermutung, aus welcher
die Stanley-Wilf-Vermutung folgt. Um diese zu formulieren, benétigen wir noch einige

Begriffe.

Definition 6.2.1. Sei A € {0,1}™" und B € {0, 1}**! mit m,n,k,1 € N*. Eristiert
eine k x [-Untermatriz C von A mit C;; = 1, falls B;j = 1, so sagen wir A enthélt B.
Anderenfalls sprechen wir davon, dass A die Matriz B meidet.

Enthdlt nun A die Matriz B so kénnen wir einen 1-Eintrag Cy; fiir den auch B;; =1
gilt, mit den dazugehorigen Fintrag von A identifizieren. Diese FEintrdige von A re-

prisentieren B oder diese Eintrige reprdasentieren B in A.

D.h. eine Matrix A enthélt die Matrix B genau dann, wenn wir durch Wegstreichen
von Spalten und Zeilen von A, eine Matrix C' erhalten, die zumindest an den gleichen

Positionen wie B eine 1 stehen hat.

Beispiel 6.2.2. Betrachten wir

,B:<O 1) undC’z(1 1).
10 11

A enthilt nun B. Dies verdeutlicht sich durch die Elimination von der dritten und vier-

—_ = O O
o O = O
_ o O O
S O ==

ten Zeile, sowie der ersten und dritten Spalte. Die Elemente A4 und A,y reprisentieren
B. Die Matrix A meidet die Matrix C'.

Definition 6.2.3. Seim,n € N*. Fiir eine Matriz P € {0, 1}F** definieren wir f(n, P)
als die mazimale Anzahl an 1-Eintrigen, die eine Matriz aus {0, 1}"*™ besitzen kann,

sodass sie P meidet.
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Satz 6.2.4 (Firedi-Hajnal-Vermutung). Sei P eine Permutationsmatriz, dann exis-

tiert eine Konstante c,, sodass fir alle n € N*
f(na P) S CpTL
gilt.

Diese Vermutung wurde erstmals 1992 von Péter Hajnal und Zoltin Fiiredi in [30]

aufgestellt.

6.3 Beweis der Fiiredi-Hajnal-Vermutung

Fiir den Beweis der Fiiredi-Hajnal-Vermutung suchten Marcus und Tardos eine lineare
Rekursion fiir f(n, P). Dies gelang ihnen durch die Aufteilung von n x n-Matrizen in
mehrere Teilmatrizen.

Sei P € {0, 1}*** eine Permutationsmatrix und A € {0, 1}"*" mit n,k € N*, sodass A
die Matrix P meidet und n von k? geteilt wird. Nun teilen wir A in k? x k2 Teilmatrizen
S;; auf. D.h.

Si1 Stz Sine

T

Sn/kQ,I Sn/k2,2 S’n/ch,n/k2

mit
A+ 12G-1)+1  Ar—+1026-1)+2 0 ArG-1)+1825
g Ap2i—v4202G-1)+1  Ar2i—D)42k2G-1+2 "~ Ar2i—1)42,42)
ij = . . .
Ap2ig2(j—1)41 Apzi g2 (j—1)+2 e Apz2i 2,

fir i,5 € {1,2,...n/k*}.

Wir definieren die Matrix B € {0, 1}"/***"/¥* folgendermaBen:
Fiir 4,5 € {1,2,...n/k?} ist B;; genau dann 0, wenn S; ; nur aus 0-Eintréigen besteht.
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Lemma 6.3.1. Die Matrix B meidet P.

Beweis. Nehmen wir an B enthélt P und B, sei ein Eintrag der P représentiert fiir
passende [,m € {1,2,...n/k*}. Dann existiert mindestens ein 1-Eintrag in S ,,,. Dieser
reprasentiert P in A. Also enthélt die Matrix A die Matrix P, was jedoch zu einem
Widerspruch fiihrt. O

Lemma 6.3.1 liefert eine obere Schranke fiir die Anzahl an Teilmatrizen S, ;, die min-
destens einen 1-Eintrag besitzen. Genauer gesagt beseht die Matrix A aus hochstens
f(n/k% P) nichtleere k? x k2-Teilmatrizen.

Definition 6.3.2. Fir i,j € {1,2,...,n/k*} nennen wir eine Teilmatriz S;; breit
(b.z.w. hoch), falls er in mindestens k verschiedenen Spalten (b.z.w. Zeilen) einen 1-

Eintrag besitzt.

Lemma 6.3.3. D; := {S,;; | i € {1,2,...n/k?}} besitzt hichstens k(’j:)—viele breite

Elemente.

Beweis. Nehmen wir an D; besitze mehr als k(’f)-viele breite Elemente. Es gibt (k: )-
viele Moglichkeiten k Einsen auf k?-viele Spalten aufzuteilen. Nach dem Schubfach-
prinzip existieren nun mindestens & Matrizen Sg, j, Sa, ;... Sa,,; mit 1 < a3 < ag <

- < ap < n/k?* die mindestens eine 1 in denselben k Spalten by,bs,. .., b; mit
1 <b < by <--- < b, < k? besitzen. Ein 1-Eintrag P, von P wird nun in A
durch einen 1-Eintrag von S, ; in der b,,-ten Spalte représentiert. D.h. A enthélt P.
Dies ist ein Widerspruch. O]

Lemma 6.3.4. F; := {S;; | j € {1,2,...n/k?} besitzt hichstens k:(k;:)—m'ele hohe

Elemente.
Beweis. Analog zu Lemma 6.3.3. H

Mithilfe der obigen Lemmata kann eine lineare Rekursion fiir f(n, P) aufgestellt wer-

den.

Lemma 6.3.5. Fiir k € Nt sei P eine k X k-Permutationsmatriz und n sei ein Viel-

faches von k*. Dann gilt

n

f(n, P) < 2k* (i)rl + (k — 1)2f(ﬁ, P).
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Beweis. Sei A eine P meidende n x n-Matrix, die wieder wie bisher in k? x k-

Teilmatrizen S; ; aufgeteilt wird mit ¢, j € {1,2,...n/k*}.

Sei B(A) die Menge aller breiten Teilmatrizen S; ; von A, dann gilt wegen Lemma 6.3.3

BA) < <’j€)k

Definieren wir die Menge aller hohen Teilmatrizen S;; von A als H(A), so ergibt sich
durch Lemma 6.3.4

H(A)| < g(‘;)k

Sei nun N (A) die Menge aller Teilmatrizen S; ; von A, die weder hoch noch breit sind.

Lemma 6.3.1 liefert uns
n

ﬁa

Eine weder hohe noch breite Teilmatrix besitzt hochstens (K — 1)2-viele 1-Eintréige.

IN(A)| < f(5,P).

Somit ergibt sich

IN

(K*)*[B(A)| + (K*)*[H(A)| + (k — 1)*|N (4)|

< 2k3 (k2>n + (k- 1)2f(—=, P).
- k k2’

f(n, P)

Satz 6.3.6. Fiir n,k € N* und einer Permutationsmatriz P € {0, 1}*** gilt
/{32
f(n,P) < 2k4(k>n.

Beweis. Wir fithren eine vollstandige Induktion iiber n durch.
Fiir n < k? ist offensichtlich f(n, P) < k2.
Es gelte nun f(ny, P) < 2k4(k:)n1 fir alle ny < n und m € NT sei das zu n

néchstkleinere Vielfache von k2. So erhalten wir

f(n,P) < f(m,P)+2kn.
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Und Lemma 6.3.5 liefert uns
3 k? 2 M 2
f(n,P) < 2k . m+ (k—1) f(—kQ,P)Jer n.

Wenden wir nun die Induktionshypothese auf f(3, P) an, erhalten wir
k2 E*\ m
3 2674 2
f(n,P) < 2k (k)m+(k—1) 2k (k)ﬁ—Fan
2 (K 2
< 2k . n(k+(k—1)"+1)

]{32
< 2k4 < i )n
Die letzte Ungleichung erhalten wir, da (k + (k — 1) + 1) < k? fiir k& > 2. Der Fall

k =1 ist trivial. O

Somit ist die Fiiredi-Hajnal-Vermutung bewiesen.

6.4 Die Stanley-Wilf-Vermutung als Folgerung der

Fiiredi-Hajnal-Vermutung

Sei ¢ € Sk. Eine Permutationsmatrix P enthélt offensichtlich genau dann eine ande-
re Permutationsmatix ), wenn () eine Untermatrix von P ist und somit meidet die
Permutation p € S, genau dann ¢, wenn die Permutationsmatrix von p die Permuta-

tionsmatrix von ¢ meidet.

Definition 6.4.1. Sei P € {0,1}*** eine Permutationsmatriz. T, (P) bezeichnet die

Menge aller Matrizen aus {0,1}"*", die P meiden.

Fiir die Permutationsmatrix P der Permutation p € S, gilt offensichtlich |T,(P)| >
1S (P)] = [Sn(p)]-

Satz 6.4.2 ([37]). Sei P eine k x k-Permutationsmatriz. Dann ezistiert eine Konstante

¢, sodass fiir allen € N

‘Tn(P)l <,

gilt.
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Beweis. Sei n € N* und meide A = (4;;) € {0,1}***" die Permutationsmatrix P.
Wir definieren die Matrix B = (B;;) € {0,1}™*" folgendermafen.

B 0 falls A2(i71)+k,2(j71)+l = 0 fiir alle k’,l € {1, 2},
ij —

1 sonst.

Gehen wir analog zu Lemma 6.3.1 vor, so zeigt sich, dass auch B die Matrix P meidet.
Es gibt 15 Matrizen aus {0, 1}?*? die zumindest einen 1-Eintrag besitzen, d.h. 15*-viele
Matrizen aus {0, 1}*"*?" erzeugen dieselbe Matrix B, wobei w die Anzahl an Einsen

in B bezeichne. Somit erhalten wir die Rekursion
| Fon(P)] < |F(P)[1550).

Das Losen dieser Rekursion und Satz 6.3.6 liefern das gewiinschte Ergebnis. O

Satz 6.4.2 zeigt, dass die Stanley-Wilf-Vermutung eine direkte Folgerung der Fiiredi-
Hajnal-Vermutung ist. Zusammen mit Satz 6.3.6 folgt die Korrektheit der Stanley-
Wilf-Vermutung,.
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7 Weitere Themen der

Mustervermeidung

Dieses Kapitel soll einen kleinen Uberblick iiber die Vielfalt der Methoden in verschie-
denen Teilgebieten der Mustervermeidung liefern. U.a. werden aktuelle Ergebnisse und

noch offene Probleme vorgestellt (siche dazu auch [36] und [58]).

7.1 Mustervermeidung und Chebyshev-Polynome

Definition 7.1.1. Die Chebyshev-Polynome zweiter Art werden rekursiv durch

Uy =1,
U1 - 21’,
Unio = 22U, 1(x) — U, fiirn > 2,

definiert.

Sei M eine endliche Menge von Markierungen, m € M und R, ein Regelsystem
auf M. Fir B € [M,w, Ry bestimmt das Regelsystem Ry eine Rekursion fiir

(Bml,'m Bmz,nv I Bmk,n)T-

Bml,n Bml,n—l
BmZ,n A Bmg,n—l

. = A . )
Bmk,n Bmk,n—l

wobei A; ; die Anzahl der m; in f(m;) bezeichnet fiir eine Markierungsfunktion f von

73



B beziiglich [M,w, Ry]. Mit m; = w erhalten wir

Bml,n

Bryn 0
. = An ' .

Brym 0

Wir bezeichnen die Matrix A als Ubergangsmatriz von [M,w, R].

Beispiel 7.1.2. Fir F € F (siche Beispiel 4.1.12) gilt

Fio\ (0 1\ (1) (F.s
Fy) \11 0/ \F..)
Satz 7.1.3 ([20]). Sei C, :=[{2,3,...,7},2, Re,] fir r > 2 mit

(2,3,...,k,k+1) firk<r,
Re, (m) =

2,3
(2,3,...,7m,7) sonst,

firm € {2,3,...,r}. Dann gilt T({123,(r,r —1,...,1,r+1)}) € C,.

Beweis. Sei T'({123, (r,r—1,...,1,r+1)}) = (U,,>; Sn(123, (r,r—1,...,1,7+1)), E).
Wir zeigen die Abbildung f von J,,~; Sn(123, (r, r— L,...,1,7+1)) nach {2,3,...,7},
definiert durch f(7) = {7 : (7, 7) € E}|, ist eine Markierungsfunktion von
T({123,(r,r —1,...,1,r 4+ 1)}) beziiglich C,.

Seip=p1...pk...pn € Sp(123,(r,..., 1,7+ 1)) und sei py das erste Element in p, das
kein Links-Rechts-Minimum ist.

(pk—1, pr, n+ 1) bildet das Muster 123, somit kommen nur Elemente aus {1,...,k} als
mogliche {123, (r,..., 1,7 + 1) }-meidende Zwischenrdume in Frage. Ist k > r so bildet
(p1,p2y---,pr,n + 1) das Muster (r,...,1,7 + 1). Da n + 1 das groBite Element ei-
nes 123- oder (r,...,1,7 4+ 1)-Musters in f,(:) fiir ¢ € [n + 1] bilden muss, sind die
{123, (r,..., 1,7 4+ 1) }-meidende Zwischenrdume von p also {1,...,k} fiir £ < r und
{1,...,r} fiir k > r. Weil nun fir i € {2,...,k} bzw. i € {2,...,r}, f,(¢) den ersten
Eintrag, der kein Links-Rechts-Minimum ist, an der Stelle ¢ besitzt, gilt f(f,(i)) = 1.
Das erste Element von f,(1), das kein Links-Rechts-Minimum bildet, befindet sich an
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der Stelle k£ + 1, d.h. f(f,(1)) =k + 1 fir £ <r und f(§,(1)) = r sonst.
Somit gilt fir & < r

und

sonst.

Bezeichne A, die Ubergangsmatrix von C,, sodass fiir B € C,

gilt, dann erhalten wir

Satz 7.1.4. (|57, Theorem 4.7.2]) Fiir die erzeugende Funktion

Fiy(Ax) =) (A",

n>0
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gilt

1—)™ det(I — zA4; j,1)
dot(I—zA)

Foy(Az) =

wobei (B; j,1) die Matriz bezeichnet, welche durch die Entfernung der j-ten Spate und
1-ten Zeile der Matriz B hervorgeht.

Beweis. F;j(A,x) ist der (i,j)-Eintrag der Matrix ) - a"A" = (I —zA)~". Sei B
eine invertierbare Matrix, so ist aus der Linearen Algebra wohlbekannt, dass (B™'); ; =
(—1)" det(B; j,1)/ det(B) gilt. Somit folgt die Aussage. O

Wir folgen nun im Wesentlichen [20]. Sei B € C, und f eine Markierungsfunktion von
B beziiglich C,. Da jeder Knoten aus B ein Kind besitzt, das durch f auf 2 abgebildet
wird, stimmt By, 41 mit B, tiberein. D.h. wir interessieren uns fiir die Eintréage (A7'); 1.
Mit Satz 7.1.4 folgt

det(l,-1 —xA,;;1,1)  det(l, o —xA, 1)
det(l,_, —xA,)  det(l,_; —zA4,)

Fl,l(Arax) =

I, bezeichne hier und im Folgendem die £ x k-Einheitsmatrix.
Sei gm(A) := det(Ami1 — Aly,) so gilt

Fl,l(Ar,$) =

(=) 2gr—2(3)

(=) g (3)

Wenden wir den Entwicklungssatz von Laplace (siehe etwa [35, S. 199]) auf g,,()\) an

und entwickeln nach der ersten Spalte, dann ergibt sich

gm()‘) = (1 - )‘)gm—l(/\) - hm—l()‘)7
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wobei h,,(\) die m x m-Matrix

1 1 1 1

1 1-AX 1 1

0 1 1 1
0 1—A 1
0 1 2—-A

bezeichnet. Durch eine weitere Entwicklung nach der ersten Spalte erhalten wir h,,(\) =
gm—1(A) = P2 (). Daraus folgt gn(A) + Agm—1(A) + Agm—2(A) = 0.
Durch Induktion zeigt sich leicht

gm(A) = (—1)mk(m’2)/2Um+2(Q)‘

2
Satz 7.1.5 ([20]).
1
len(1237(ryr_1,...,17T—|—1>)|xn: _QTL(Z&)’
n20 xgrfl(g)

mat
A
QT(A) = (_1>TA(T2)/2UT+2(§).

Beweis. Folgt aus obigen Uberlegungen und

D 1Sn(123,(r, . Lr+ D))" =14 Byaa" =1+ Y Byna”

n>0 n>1 n>1

= (A1, 12" = Fy (A, ).

n>0
]

Fiir weitere Vorkommnisse von Chebyshev-Polynomen in der Mustervermeidung siehe
[44], [39] und [25].
T. Chow und J. West zeigten in [20]| zusdtzlich, dass T({213,(1,2,...,r,r + 1)}),
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T({213,(r+1,1,2,...,r)}) € C,. Es gilt also:

Satz 7.1.6 ([20]).
|Sn (123, (r, ..., L,r + 1)) = |S,(213, (1,2,...,r, 7+ 1))| = |S.(213, (r + 1,1,2,...,7))].

Setzten wir r = 3, so erhalten wir

1—-2x

> " 15n(123,3214) 2"

n>0
D.h. [S5,(123,3214))| = |S,(213,1234)| = |5,(213,4123)| = F5, fiir n > 1, wobei F,
die Fibonacci-Zahlen mit F} = F, = 1 bezeichnet. Fiir eine vollstédndige Bestimmung

der Permutationen, die ein Muster der Lange 3 und ein Muster der Lénge 4 meiden,
siche [5] und [65]. Wir geben hier nur einen tabellarischen Uberblick (Tabelle 7.1).

P1, P2 |Sn(p1,p2)|
123,4321 Ofirn>7

3212134 | n+ (3 + ("}

)
321,1324 | 1+ () + (")

1324321 | 1+ ("3Y) +2(3)

1234213 | 321 — ("I -1

123,3412 | 2"t —2n — 1 — (")
1324312 | (n—1)2n—2+1
1324231 | (n—1)2n—2+1

0 1323214 | ")

O ~J O T = W N+~

10 | 123,3214 I,
11| 132,1234 by,
12 | 132,4213 By,
13 | 132,4123 by,
14 | 132,3124 b,
15 | 123,2143 b,
16 | 123,3142 by,
17 | 132,2134 by,
18 | 132,3412 by,

Tabelle 7.1: Vertreter der 18 trivialen Wilf-Aquivalenzklassen von zwei Mustern p; € Ss
und py € Sy sowie |Sy,(p1, pa)l.
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7.2 Abgeschlossene Mengen von Permutationen

Sei S = U, ;>0 5n die Menge aller Permutationen. Wir konnen eine Ordnungsrelation

<y im Sinne der Mustervermeidung auf S definieren:
Fiir p,q € S gilt p <g ¢ genau dann, wenn p in ¢ enthalten ist.

Der Leser vergewissert sich leicht, dass (S5, <g) eine Halbordnung bildet.

Definition 7.2.1. Eine Menge von Permutationen P C S st abgeschlossen genau,

dann wenn firqe P undp € S aus p <g q, p € P folgt.

Eine abgeschossene Menge von Permutationen kann somit als ein Ordnungsideal in

(S, <g) aufgefasst werden.

Definition 7.2.2. Sei P C S abgeschlossen. P* ist definiert als die minimalen Ele-
mente der Halbordnung (S \ P, <). Wir bezeichnen P* als die Basis von P.

Ein abgeschlossenes P C S wird eindeutig durch P* bestimmt, da

P={peS : q£s qfuralleq € P*}. Ist P* also nichtleer so gilt S(P*) =
Unso Su(P*) = P.

Abgeschlossene Mengen von Permutationen tauchen immer wieder im Kontext mit
Sortiermaschinen auf ([1]), wie etwa bei Netzwerken von Stacks, Queues und Deques.
Hier entsprechen Basiselemente den kleinsten Permutationen, denen keine Sortierung
mittels der Sortiermaschine moglich ist. Etwa stimmen die {231}-meidenden Permu-
tationen mit den durch einem Stack sortierbaren Permutationen tiberein (siche [38, S.
242-243]). Ebenso existieren abgeschlossene Mengen von Permutationen mit unendli-

cher Basis. Beispiele findet man etwa in [49] und [59].

Definition 7.2.3. Sei p1,po,...,pr € S und my,ms,...,m, € N. Wir definieren
M,n,....m. (D15 - - -, D) als die Menge aller Permutationen, die fir jedesi € {1,...,r} p;

p € My, m. (D1, .., ) besitzt also hochstens m;-viele Teilfolgen, die das Muster p;
me (P15 - - -, ) abgeschlossen. Es gilt sogar:

.....

Satz 7.2.4 ([5]). Fir pi,pa,...,pr €S und my, may,...,m, € N besitzt
M,.,..m. (D1, .., Dr) eine endliche Basis.
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Beweis. Sei p ein Basiselement von M, 1, (p1,...,pr). Alsop & My, . (P15 -+, D)
und es existiert ein i € {1,...,7}, sodass p (m; + 1)-viele Teilfolgen besitzt, die das
Muster p; enthalten. Wir streichen nun alle Eintrége in p, welche nicht in diesen m; + 1-
vielen Teilfolgen vorkommen und bilden die {ibrigen Eintrdge ordnungserhaltend auf
eine Permutation U € S ab. So ist U <g p. Da p ein minimales Element ist gilt p = U.
Somit ist p von endlicher Lange, d.h. auch die Anzahl an moglichen p ist beschrankt. [

7.3 S,(p) als P-rekursive Folge

Wir liefern hier einen kleinen Uberblick iiber P-rekursive Folgen, sowie deren Zusam-
menhang mit algebraischen und D-finiten formalen Potenzreihen. Fiir eine detaillierte

Zusammenfassung verweisen wir auf [56, Kapitel 6].

Definition 7.3.1. Fine Folge f : N — C ist P-rekursiv, wenn Polynome Py, Py, ..., Py €

Q[n] existieren mit Py # 0, sodass
Pin+k)f(n+k)+ Po_1in+k—1)f(n+k—1)+ -+ Py(n)f(n) =0,
fiir allen € N gilt.

Beispiel 7.3.2.

Co (2") n  4n—2

n

Choi n+1 (2"_2) o417

n—1

Es gilt also (n+ 1)C,, — (4n — 2)C,,—1 = 0. Die Catalan-Zahlen sind somit P-rekursiv.

Definition 7.3.3. Sei u(x) € C[[z]]. Euxistiert ein d € N* und Polynome
p0($)7p1($)» s 7pd(x) € C[I] mit Pa # O; sodass

pa()u D + pa_y (2)ul D (@) + -+ pr(2)u + po(z)u(x) =0

(wobei u') = sz), dann nennen wir u(x) D-finit (oder auch holonom ).

Definition 7.3.4. Sei u(x) € C[[z]]. Existieren Polynome
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po(x),p1(x),...,pa(z) € Clz] mit pg # 0 und ist
po(z) + pr(x)u(z) + - -+ + pa(z)u(z) = 0
erfillt, dann wird u(x) als algebraisch bezeichnet.
1—V/1—-4x
2z

Beispiel 7.3.5. Fiir die erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen f(x) = gilt

1 1
2 f3(z) —af(x) + o = 1(1—2\/1—4:6%—1—493)—5(1—\/1—433)+x:0.
f(z) ist somit algebraisch.

Satz 7.3.6. Ist u € C|[z]] algebraisch, so ist u D-finit.

Satz 7.3.7. f: N — C ist P-rekursiv genau dann, wenn die erzeugende Funktion

u(@) = 3 fn)a,

n>0
D-finit ist.
Fiir die Beweise von Satz 7.3.6 und Satz 7.3.7 verweisen wir auf [56, Kapitel 6.

Satz 7.3.8. ([15, S.182]) (]S5,(1342)|)nen ist P-rekursiv.

Beweis. Sei H(x) = ) |S,(1342)|2™ und Z(z) = H%m). Wir zeigen H (z) ist algebraisch.
n>0

Aus Satz 3.6.1 wissen wir

H(@) = 50, = 8?;22x— (1—8)32 (7.1)
Dies impliziert
(3207 (z) + 82 — 20z — 1)* = (1 — 8z).
Die Multiplikation mit H?(x) auf beiden Seiten liefert uns das Gewiinschte. O

Jede bis jetzt in dieser Arbeit explizit angegebene erzeugende Funktion ist D-finit bzw.

sogar algebraisch. Auch alle bis jetzt angegebenen Ausdriicke fiir (|5, (Q)|)nen, wobei Q
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eine endliche Menge von Permutationen ist, sind P-rekursiv. Somit stellt sich folgende

Vermutung.

Vermutung 7.3.9 ([33]). Fiir beliebige Permutationen py,ps, ..., py ist die Folge
(|Sn(p1, D2, - -, PK)|)nen P-rekursiv.

Definition 7.3.10. Fir pi,ps,...,pr € S und my,ma,...,m, € N definieren wir
Sig.omn (D1, - - -, D) als die Menge aller Permutationen p € S, die fir jedesi € {1,...,n}

p; exakt m;-mal als Muster enthalten.

Bemerkung 7.3.11. Es existieren zahlreiche Arbeiten iiber verschiedenste Varianten

der Menge Sy, .m. (D1, .,pr). Siche dazu etwa [13], [14], [39], [44], [47] und [48].
Die Vermutung 7.3.9 wurde spéter von J. Noonan und D. Zeilberger erweitert.

Vermutung 7.3.12 ([48]). Fiir beliebige Permutationen py,ps, ..., pr und
my,ma,...,my € N ist die Folge (ap)nen, welche die Anzahl der Permutationen der

Linge n in Sy, mo....my. (D1, P2, - - ., D) 2d@hlt, P-rekursiv.

Offensichtlich folgt aus Vermutung 7.3.12 die Vermutung 7.3.9, doch auch die Umkeh-
rung ist zutreffend. Dies Folgt dadurch, dass wir in Vermutung 7.3.12

Sy mgemy, (D1, P2y -+« 5 Dk) Mit My o (D1, P2y - - -, Di) ersetzen konnen (Prinzip von
Inklusion und Exklusion). Laut Satz 7.2.4 besitzt My, my. m, (P15 D2, - - -, Px) €ine end-
liche Basis {q1, ¢2, - . ., ¢-}. Somit entspricht My, iy m, (P1: D2, - - -, i) der Menge
S(q1,92,---,q-) und Vermutung 7.3.9 folgt aus Vermutung 7.3.12. Allerdings bewahr-

heiten sich die beiden Vermutungen nicht.

Satz 7.3.13 ([31]). Es ewistiert eine Menge von Permutationen F C Sgy, sodass
(|Sn(F)|)nen nicht P-rekursiv ist.

Die Menge F' C Sy, die S. Garrabrant und I. Pak in [31] lieferten, beinhaltet ca.
30000 Permutationen, jedoch reicht womoglich sogar schon eine Permutation p, sodass
(1S5(P))nen nicht P-rekursiv ist und zwar p = 1324. Diese Vermutung stellt sich durch
die Schwierigkeiten, welche die Folge (|S,,(1324)|),en bereitet. Gegen die P-Rekursivitét
von (|S,(1324)]),en spricht auch die numerische Analyse der Werte |S,,(1324)| mit
n < 50 in [23]. Diese schlieit auf

1,(1324)] ~ B - " ™ -, (7.2)
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mit p ~ 11.6, 3 ~ 0.04, g ~ —7/6 und B ~ 9. Bewahrheitet sich (7.2), so ist
(|Sn(p)|)nen nicht P-rekursiv, da [32, Theorem 7] das Vorkommen von pV™-Terme ver-
bietet.

7.4 5,(1324)

Wie bereits erwihnt gestaltet sich die Ermittlung von |S,(1324)| als grofe Heraus-
forderung. Zurzeit ist weder die exakte Anzahl noch das asymptotische Verhalten
von |S,,(1324)| bekannt. Eine Vielzahl von Arbeiten widmen sich der Ermittlung der
Stanley- Wilf-Schranke von 1324.

Definition 7.4.1. Fliir eine Permutation p € Sy ist die Stanley-Wilf-Schranke definiert

als

SW(p) = lim {/[S.(p)|-

n—oo

Satz 6.1.1 gewdhrleistet die Existenz der Stanley-Wilf-Schranke fiir jede beliebige Per-
mutation. Sei etwa p eine Permutation der Lange 3, so gilt SW(p) = 4, da |S,(p)|
fiir jede Permutation der Lange 3 mit den Catalan-Zahlen iibereinstimmt. Obwohl
ST (1324) noch unbekannt ist, konnte die Grole des Intervalls, in dem sich STV (1324)

befindet, immer weiter verkleinert werden.

Definition 7.4.2. Sei p € S,, und q € Si. Die Permutation t = tity ...ty € Spig 1St
eine Zusammensetzung der Permutationen p und ¢ genau dann, wenn zwei disjunkte
Mengen I = {iy < iy < --- < in},J = {j1 < jo < -+ < jx} C [n] existieren mit
I'UJ = [n], sodass t; t;,...t; ein p-Muster und t;tj,...t;, ein q-Muster bildet.

k

Satz 7.4.3 ([16]). Sei p € S,(1324), dann ist p eine Zusammensetzung einer 132-

meidenden und einer 213-meidenden Permutation.

Beweis. Sei p = pips...pn € S,(1324). Wir farben die Eintrége von p von links nach

rechts entweder rot oder blau und zwar nach folgenden Regeln:

1. Wiirde durch das Rotfiarben von p; ein 132-Muster mit zwei bereits roten Ein-

tragen entstehen, so fiarben wir p; blau,
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2. existiert bereits ein blauer Eintrag kleiner als p; so farben wir p; auch blau,
3. anderenfalls wird p; rot gefarbt.

Man bemerke, dass der erste Eintrag immer rot gefirbt wird. Nun bleibt zu zeigen,
dass die roten Eintrége kein 132-Muster und die blauen kein 213-Muster enthalten.
Durch Regel 1 wird ein 132-Muster aus roten Eintrdgen verhindert. Nehmen wir an
es existieren drei blaue Eintréage p;,, pj,, pj, mit j1 < jo < j3, sodass p; pj,p;, ein 213
Muster bildet. Sei p, der kleinste blaue Eintrag mit s < j, und p; < p;,. Es miissen also
rote Eintriage ps, und ps, mit s; < s9 < s existieren, sodass pg, ps,ps €in 132 Muster

bildet. Jetzt bestehen zwei mogliche Fille:
J1 > 52 : Da p,, < ps <pj, bildet ps, pj pj,pj, ein 1324-Muster.

J1 < s2 : Es muss p,, < p;, gelten, da sonst p,, blau geférbt wére. D.h. p,, < pj,
und p;, ps,pspj, bildet ein 1324-Muster.

Somit wurde die Kontraposition gezeigt. O

Satz 7.4.3 ist ein Spezialfall von A. Claesson, V. Jelinek und E. Steingrimsson bewie-
senen [22, Lemma 3]. Sie konnten dadurch 16 als eine obere Schranke von SW (1324)

festlegen.
Satz 7.4.4. SW(1324) < 16

Beweis. Wir betrachten Einfarbungen von Permutationen aus S,,(1324) analog zu jenen
aus Satz 7.4.3. Es existieren hochstens 2" Méoglichkeiten die Menge der roten Eintrége
aus [n] zu wihlen (die anderen Eintrége sind blau) und ebenso existieren hochstens 2"
Méglichkeiten Positionen fiir die roten Eintrége zu wihlen (in die anderen Positionen
werden wiederum blaue Eintrége gesetzt). Besitzt eine Permutation aus S, (1324) nun
k rote Eintréige, so bilden diese laut Satz 7.4.3 ein Muster p € Si(132). Die blauen
Eintriige bilden ein Muster ¢ € S,_x(213). Wegen Korollar 2.3.4 existieren Cj < 4*
Moglichkeiten ein Muster aus Sy, (132) und C,,_;, < 4"~* Méglichkeiten ein Muster aus
Sn—k(213) zu wéhlen. Insgesamt erhalten wir S, (1324) < 16™. O

Durch eine Verfeinerung der in [22] gewéhlten Einfarbung gelang M. Béna in [16] die
obere Schranke von SW (1324) auf 7 + 4v/3 ~ 13.93 zu senken und kurze Zeit spiter
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konnte Béna in [17] sogar SW(1324) < 13.76 zeigen.

9.47 konnte von Albert, Elder, Rechnitzer, Westcott und Zabrocki in [2] als untere
Schranke von ST (1324) ermittelt werden. Dafiir verwendeten sie eine interessante
Technik, das insertion encoding von Permutationen (siche dazu [3]), und konstruierten
eine Folge von endlichen Automaten, welche in der Lage sind Unterklassen von 4231(=
13247)-meidende Permutationen zu akzeptieren. Die Analyse der Ubergangsmatrizen
lieferte das Ergebnis.

D. Bevon hob die untere Schranke von SW(1324) in [8] auf 9.81 an.

Auch numerische Schitzungen fiir SW(1324) wurden getéitigt, wie die bereits im vor-
herigen Abschnitt erwdhnte Analyse der Werte von |S,,(1324)| fiir n < 50 von Conway,
Guttman und Zinn-Justin in [23]. Diese lasst SW(1324) = 11.600 = 0.003 vermuten.
Madras und Liu zeigten in [43] mithilfe von MCMC-Verfahren (Markov-Chain-Monte-
Carlo-Verfahren), dass SW (1324) mit hoher Wahrscheinlichkeit im Intervall [10.71, 11.83]
liegt.

In ([9]) bewiesen 2017 Bevan, Brignall, Price und Pantone 10.271 < SW(1324) < 13.5.

7.5 Die Mobiusfunktion der Halbordnung (S, <g)

Betrachten wir eine Halbordnung (H, <), so ist fiir z,y € H das Intervall [z, y| definiert
als die Menge aller z € H mit x < z < y. [z,y] bildet mit < N([x,y] X [z,y]), der
Einschrankung von < auf [z, y], offensichtlich ebenfalls eine Halbordnung mit grofitem
Element z und kleinstem Element y. Gilt x £ y, so ist das Intervall [z, y] leer.

Die Mébiusfunktion fiir ein Intervall [z, y] einer Halbordnung (H, <) ist rekursiv durch

plae,y) =— > pl, 2),

r<z<y

mit p(z, z) = 1, definiert.

Fiir Intervalle der bereits im Abschnitt 7.2 vorgestellten Halbordnung (S, <g) erweist
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sich die Berechnung der Mobiusfunktion im allgemeinen Fall als d&uflerst schwierig. Wir

veranschaulichen dies durch das folgende Beispiel.

Beispiel 7.5.1. Fiir (321, 316254) ergibt sich —1. Siehe Abbildung 7.1.

316254 —1
15243 25143 21543 1 1 0
| >
4132 1432 —1 —1
\ \
321 1

Abbildung 7.1: Das Hasse-Diagramm von [321,314254] und die zugehorigen Eintréige
©(321, z).

Definition 7.5.2. Wir definieren die direkte Summe zweier Permutationen

D=piP2...Pn € Sp und ¢ = q1qGa - . . ¢ € Sy, als die Permutation

PR q:=pipa-.- Pl +n)(g2+n)...(gm+n) € Spim-

Die schiefe Summe von p und q ist definiert durch

pSqg:=@E+m)(pe+m)...Pn+M)Q1q2- .. ¢m € Snim.

Bemerkung 7.5.3. Fiir zwei Permutationen p und ¢ mit Permutationsmatrizen P,

und P, besitzt die Permutationsmatrix von Pyg, die Form

P, 0
0 P,

Somit ist @ offensichtlich assoziativ. Analog folgt die Assoziativitit von ©.

Die Permutation 0 (die eindeutige Permutation der Linge 0) bildet offensichtlich ein
neutrales Element beziiglich der direkten und schiefen Summe. Eine der ersten Ergeb-

nisse iiber die Mobiusfunktion von Intervallen aus (S, <g) findet sich in der Arbeit

86



[51] von B. E. Sagan und V. Vatter. Sie konnten eine Formel der Mobiusfunktion fiir
Intervalle von geschichteten (engl. layered) Permutationen ermitteln. Das sind Per-
mutationen, welche aus einer direkten Summe von absteigenden Permutationen her-
vorgehen (oder #dquivalent 231- und 312-meidende Permutationen), z.B. 13265478 =
1021932101 1.

Definition 7.5.4. Wir definieren die Menge der separablen Permutationen induktiv

wie folgt:
1. Die Permutation 1 ist separabel, und
2. die direkte und schiefe Summe zweier separablen Permutationen ist separabel.

Es stellt sich heraus, dass die separablen Permutationen genau mit den {3142,2413}-
meidenden Permutationen iibereinstimmen. Fiir das Intervall aus zwei separablen Per-
mutationen konnte in [19] eine beziiglich Rechenaufwand effiziente Formel der Mébius-
funktion durch Burstein, Jelinek, Jelinkovd und Steingrimsson gefunden werden. Dies
gelang durch eine Représentation der separablen Permutationen als Wurzelbdume und
das Zahlen der moglichen Einbettungen des Wurzelbaumes des kleinsten Elementes in
den Wurzelbaum des grofiten Elements.

Zusitzlich wurde in [19] eine rekursive Formel fiir zerlegbare Permutationen ermittelt.
Zerlegbare Permutationen konnen nicht-trivial als direkte oder schiefe Summe von Per-
mutationen zusammengesetzt werden, anderenfalls bezeichnet man die Permutation als
unzerlegbar. Die Permutation 241365 ist zerlegbar, da 241365 = 2413 & (1 & 1), 2413
im Gegensatz ist unzerlegbar.

In [46] konnten McNamara und Steingrimsson die in [19] ermittelte rekursive Formel

fiir zerlegbare Permutationen noch etwas vereinfachen.
Satz 7.5.5 ([46]). Seien p und q zwei Permutationen und ¢ = q1 & qa @ -+ - @ q; sei die

feinste nichttriviale Zerlegung von q. So gilt

,u(pma Qm) +1 falls Pm = 0 und dm—-1 = qm,
ppg)= >

p=p1®--®pr 1<m<t (P> Gm) sonst,

wobei die Summe tiber alle direkten Summen p = p1 @& -+ & pr mit 0 < p,, < @ flir
alle 1 < m <t lduft und die Bedingung q,—1 = @ fiir m =1 als nicht erfillt gilt.
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Beispiel 7.5.6 ([46]). Wir berechnen mit Satz 7.5.5 u(12,24136857) = p(12,2413 @
2413). Mit geringen Aufwand lésst sich p(12,2413) = 3 und u(1,2413) = —3 ermitteln,
zusatzlich wissen wir u(0,q) = 0 fiir alle Permutationen ungleich 0 und ungleich 1.

Wenden wir nun Satz 7.5.5 an, erhalten wir eine Summe aus drei Termen:
1. Aus der direkten Summe 12 = 1 & 1 erhalten wir u(1,2413)p(1,2413) =9,
2. durch 12 = 0 @ 12 erhalten wir p(0,2413)u(12,2413) = 0, und
3. 12 =12 @ 0 liefert den Term p(12,2413)(u(0,2413) + 1) = 3.

Dies ergibt insgesamt 1(12,24136857) = 12. Man beachte, das Intervall [12,24136857]
besitzt 62 Elemente und 223 Kanten, was eine Berechnung per Hand von (12, 24136857)

zu einer sehr mithsamen Aufgabe macht.

Eine allgemeine Berechnungsformel fiir unzerlegbare Permutation ist durch die Kom-

plexitidt von (S, <g) noch nicht bekannt.
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