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1 Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit wird sein, einen Uberblick iiber das Verhalten der Komponenten-
grofen von kombinatorischen Strukturen, die aus kleineren Teilblocken zusammengesetzt
sind, zu geben. Es gibt sehr viele Arbeiten, die sich mit speziellen Konstruktionen, bei-
spielsweise Zahlenpartitionen befassen. Ich werde diese hier allerdings vernachlassigen und
stattdessen die Ergebnisse und Ansétze vorstellen, die sich mit bestimmten Klassen von
Strukturen ergeben. Viele kombinatorischen Objekte fallen natiirlich in keine der betrach-
teten Klassen.

Der erste Teil beschiftigt sich mit Strukturen, die durch eine algebraisch-logarithmische
erzeugende Funktion beschrieben werden konnen. Aus den Verteilungen der grofiten und
kleinsten Komponente und der Verteilung der Anzahl der Komponenten lésst sich eine
ungefihre Idee der Verteilung der Komponentengréfien erhalten. Die dabei verwendeten
Methoden beruhen auf der Bestimmung der Koeffizienten von erzeugenden Funktionen.

Der zweite Teil wird sich mit dem Ansatz beschéftigen, direkt die Verteilung der
Komponentengréfien zu betrachten. Die Idee ist {iblicherweise, das Verhalten der Kompo-
nentengréflen von Strukturen einer bestimmten Groéfie n zu betrachten, wenn Strukturen
jeder Grofle durch eine Folge unabhéngiger, Poisson-verteilter Zufallsvariablen erzeugt
werden.

Beiden Ansétzen ist gemeinsam, dass es eine Eigenschaft gibt, durch die die Verteilung
der KomponentengréBen stark beeinflusst wird. Es gibt in beiden Féllen einen Grenzwert
fiir den Ubergang von Strukturen mit einer einzigen sehr groBen und wenigen sehr kleinen
Komponenten zu Strukturen mit sehr vielen verhéltnisméfig kleinen Komponenten. Im
ersten Teil ist dies die Lage der Singularitdt der beteiligten erzeugenden Funktionen. Hier
besitzen die subkritischen Strukturen eine einzige sehr grofle Komponente, wéhrend die
superkritischen Strukturen aus sehr vielen kleinen Komponenten bestehen. Im Ubergang
liegen dann die kritischen Strukturen. Im zweiten Teil ergibt sich eine dhnliche Situa-
tion aus dem asymptotischen Verhalten der Erwartungswerte des Zufallsvariablen. Im
konvergenten Fall gibt es eine riesige Komponente und im divergenten Fall viele kleine
Komponenten, wihrend der logarithmische Fall in der Mitte liegt.

2 Analytische Methoden

2.1 Erzeugende Funktionen

Die hier prisentierten Definitionen stammen aus dem Buch "Analytic Combinatorics’ [13].
Wir bezeichnen eine Menge A als kombinatorische Klasse, wenn jedem a € A eine
GroBe |a| € N zugeordnet ist und A,, = [{a € A : |a] = n}| < oo fiir jedes n € N gilt.

Definition 1. Die gewthnliche erzeugende Funktion einer kombinatorischen Klasse A ist

definiert durch .
S
n=0

und wir schreiben

[2"A(z2) = A,.

Definition 2. Sind A und B kombinatorische Klassen mit AU B = () und betrachten wir



C = AU B, so dass fiir ein Element ¢ die Groie durch
] le|a firce A

Cl =
lc|p fir c€ B

definiert ist, dann ist auch C eine kombinatorische Klasse und fiir die erzeugende Funktion
gilt
C(z) = A(z) + B(2).

Definition 3. Das kartesische Produkt C zweier Klassen A und B wird durch alle Paare
{(a,b) : a € A, b € B} gebildet, wobei die Grofie von ¢ = (a,b) durch

e = la] + 0]

gegeben ist. In der Schreibweise der erzeugenden Funktionen entspricht das
On = Z Aan—k:
k=0

und damit

C(z) = A(2)B(2)

Wir konnen viele Klassen von kombinatorischen Objekten durch eine Kombination
von einfacheren Klassen von Objekten erhalten.

Definition 4. Ist A eine Klasse von kombinatorischen Objekten, dann sind die Folgen
von Objekten aus A durch

B=A+AxA+AxAx A+ ...

gegeben. Die erzeugende Funktion entspricht dann

B 1
1 Az)
Definition 5. Die erzeugende Funktion der kombinatorischen Klasse C, in der Atome

von B durch Elemente von C ersetzt werden, wobei C kein Element der Gréfle 0 besitzt,
ist durch C(z) = B(A(z)) gegeben

B(z)

Wir betrachten nun eine kombinatorische Klasse A, so dass jedes a € A mit GroBe n
mit einer Anordnung der Zahlen 1,...n verbunden werden und Objekte, die sich durch
Permutation von 1,...n ergeben, unterschieden werden. In diesem Fall verwenden wir die
exponentielle erzeugende Funktion. In diesem Abschnitt schreiben wir markierte Objekte
in der Form A, wir werden diese Notation allerdings nicht allgemein beibehalten.

Definition 6. Die exponentielle erzeugende Funktion einer Folge (A, )nen ist die Funktion

Ist A eine Familie von markierten kombinatorischen Objekten und ist
A, ={z e A:|z| =n},

dann ist A die exponentielle erzeugende Funktion von A
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Fiir die Vereinigung von zwei disjunkten Klassen von markierten Objekten gilt dasselbe
wie fiir unmarkierte Objekte und auch das kartesische Produkt ldsst sich als Produkt von
erzeugenden Funktionen schreiben.

Deﬁnjtioq 7. Wird fiir zwei Klassen von markierten Objekten A, B das kartesische Pro-
dukt C = A x 5 gebildet, wobei jedem Element eine Permutation von 1...|a| beziehungs-

weise 1. ..|b| zugeordnet ist, dann muss jedem ¢ = (a, b) eine Permutation von 1. .. |a|+b|
zugeordnet werden. Wir betrachten alle Umordnungen der Permutationen die die Ord-
nung erhalten. Dies entspricht der Anzahl aller Zerlegungen der Menge {1, ..., |a| + |b|}

in zwei Mengen der Gréfle |a| und |b] und wir erhalten

|
On = i 'Aan—k

kl(n — k)

Das entspricht genau der Darstellung der exponentiellen erzeugenden Funktion von C als
Produkt C'(z) = A(2)B(2).

Wir betrachten nun kombinatorische Objekte mit einer weiteren Eigenschaft ¢ und
schreiben
A= {zx €C: x| =n,|((x)] =k}

Definition 8. Die bivariate erzeugende Funktion ist definiert durch
Az, u) == Z A p2"uF,
n,k=0
fiir markierte Objekte ergibt sich
. = A,
Az, u) == Z ST

n!
n,k=0

Addition und Multiplikation funktionieren ebenso wie erzeugende Funktionen mit nur
einem Parameter. Ist A(z,u) die bivariate erzeugende Funktion einer Klasse von Struk-
turen mit Parameter ¢, dann ergibt A(z, 1) genau die erzeugende Funktion ohne zweiten
Parameter.

Definition 9. Fiir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert einer Funktion
f durch

B(£(X) = 3 Pr(X = /(1)
definiert. Das r-te Moment ist

E(X") = ZPr(X = )i

und das r-te faktorielle Moment einer Zufallsvariable X ist

E(X(X - 1) (X —r+1)).



Lemma 1. Ist A(z,u) die bivariate erzeugende Funktion einer Klasse von kombinatori-
schen Objekten und bezeichnen wir mit A, die Objekte der Grifie n, dann ist der Wert
von ( eine Zufallsvariable und es gilt fir das r-te faktorielle Moment von A,

[2"]0" /0" (A(z, w)) lu=1
[2"]A(2, 1) '

Ea (C(C+1) - (C+r—1)) =

Insbesondere gilt fir den Erwartungswert

[2""0/0,A(z,u)|y=1
[2"]A(z, 1)

E4,(¢) =

Die Definitionen von erzeugenden Funktionen sind rein formal und fiir eine Klasse von
kombinatorischen Objekten muss die Funktion A(z) fiir |z| > 0 nicht existieren. Wenn
sie in einer Umgebung von 0 existiert, ist die erzeugende Funktion als Potenzreihe auch
automatisch analytisch. Wir werden ausschlieflich Konstruktionen betrachten, die in einer
Umgebung von 0 analytisch sind.

2.2 Singularitatsanalyse

Wir wollen fiir eine erzeugende Funktion f(z) = > 7 fn,2" die Koeffizienten [2"]f(z) :=
fn bestimmen. Die hier verwendete Methode stammt von Flajolet und Odlyzko [11] und
ergibt das asymptotische Verhalten fiir die Koeffizienten einer Klasse von erzeugenden
Funktionen. Wir werden diese Art von Argumentation in der gesamten Arbeit immer
wieder verwenden.

Definition 10. Ist U C C ein Gebiet und ist eine Funktion f(z) in U \ 2o analytisch,
dann bezeichnen wir 2, als isolierte Singularitt.

Definition 11. Eine Singularitdt an zy ist eine Polstelle der Ordnung & > 0, wenn
lim, ., (2 — 20)F*1 f(2) = 0, aber lim,_,,(z — 20)"f(2) # 0

Satz 2.1. Ist zg € C und U eine Umgebung von zy, dann hat jede in U \ zy analytische
Funktion f(z) eine Darstellung der Form

f(2) =) an(z—z)"

keZ
Wir nennen a_y =: Res(f(20)) das Residuum.

Die Koeffizienten einer analytischen Funktion lassen sich bekanntlich durch die Cauchy-
sche Integralformel bestimmen, siehe beispielsweise [22].

Satz 2.2 (Cauchy). Ist f eine in einem einfach zusammenhdingenden Gebiet U analytische
Funktion und v ein geschlossener Weg in U | der zy € U gegen den Uhrzeigersinn umlduft,

dann qilt )
1 1 f(z
Hf(k)(zo) = /7<— dry

27i z — zp)kt!

Der folgende Ansatz benétigt Funktionen, die genau eine Singularitdt am Rand ihres
Konvergenzgebietes haben. Die Idee ist, die Koeffizienten auf das Verhalten der Funktion
in der Nahe der Singularitat zuriickzufiihren.



Definition 12. Fiir 0 < ¢ < 7/2, p # 0 und R > |p| heifit ein Gebiet der Form
A={z€C: |2 < R Arg(z— p) > 6}
Ag s p-Bereich, oder auch nur A-Bereich.

Definition 13. Eine Funktion f(z) heifit algebraisch-logarithmisch, wenn sie in einem
Ag, p-Bereich analytisch ist und es «, 8 € C gibt, so dass fiir z — p die Funktion

f(z) = (1 - g)a (log 1 _1Z/p)6 (14 o(1)

Definition 14. Wir werden zwei Arten von Hankel-Konturen verwenden,

erfiillt.

H:={zecC:|Arg(z +1)| = ¢}
mit ¢ < 7/2 bzw
H={z:]z| =1, R(z) < 1L,z =a+1i,R(z) > 0}.
Wir benotigen diese wegen der folgenden Integraldarstellung der Gamma-Funktion:

Satz 2.3. Sei v ein Weg, der von 400 auf der unteren Halbebene entgegen dem Uhrzei-
gersinn um den Nullpunkt nach +oo auf der oberen Halbebene verlduft, dann gilt fir jedes

seC .
= [ t~Se7tdt.
il

Im Folgenden werden wir nur Funktionen mit einer Singularitdt an 1 betrachten, weil
wir davon leicht auf allgemeine algebraisch-logarithmische Funktionen schlieffen kénnen.
Ist f(z) analytisch fiir |z| < || und hat eine isolierte Singularitét an ¢, dann ist die Funkti-
on g(z) = f(Z) analytisch fiir [z| < 1 mit einer Singularitét bei 1. Es gilt - g—ZZ" =g(2)
und damit

[2"]g(2) = ¢"[2"]f (2).

Wir bestimmen nun die Koeffizienten von algebraisch-logarithmischen Funktionen.

Satz 2.4. Fir o,y € C\ {N} und
1@ == (Tos )

erfillen die Koeffizienten f, = [2"]f(z)

mit




Beweis. Die Funktion f(z) ist auf ganz C \ [1,00] analytisch. Wir kénnen daher die
Cauchysche Integralformel auf dem folgenden Weg

Y= U Uy U

mit
’Yl—{z: z—l—E t=e% ¢ c[-7/2, 7'('/2]}
"}/2:{22 z—l—l——te On}
%:{KVF=G+ )m g}
74:{2: z:l—l—t%,te[o,n]}

anwenden. Die Koeffizienten haben die Form

) = o [Ty,

y n+1
21 v ?

Das Integral iiber 73 lasst sich durch O(27") abschéitzen und ist daher vernachlissigbar.
Auf dem verbleibenden Integrationspfad v; U 9 U 74 fithren wir eine Substitution mit
z=1+ 7% durch. Damit ergibt sich

116 = g [0 (o (1) (144) T

Der Integrationspfad v hat also vor und nach der Substitution die folgende Form:

2 2
T
1 1 P)/ >
"2
3
3 2 -2 1 1 2
V4
i
H N\
—2 -2
Integrationspfad Hankelkontur
Wir trennen nun die Kontur an [t| = log?n Der Teil mit [t| > log®n kann wegen

dem Faktor (14 ¢/n)~" vernachléssigt werden. Auf dem restlichen Pfad #; kénnen wir
(1+1¢/n)~™ durch e* abschétzen und erhalten

L L (co (og (-1)) e tdt + Olog n/m) )
it (7" (o (=7))
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Auseinanderziehen des Logarithmus und Taylorentwicklung ergibt

(e (5))" = (1551
o (S0) (5 o ((52))

Setzt man diesen Ausdruck nun in das vorige Integral ein, erhélt man
log'n (" (2N (“1F 1 .

— [ (—t)*(log(—t))"e"dt + O(log” :
e, (2;; (k aoganQﬂ@t[;f ) (log(—t))"e~"dt + O(log" n/n)

Wegen dem Faktor et ist der Fehler bei Verlingerung des Integralpfads gegen co vernach-
lassigbar. Die Behauptung ergibt sich dann aus

k
%/ (—t)ae_tdt:/ (—t)*log(—t)* e tdt
(0 ’ ’

und der Darstellung der Gammafunktion als Hankel-Kontur.

Satz 2.5. Es sei f(z) in einem Ay, 41 Gebiet analytisch, so dass fir z — 1

fz)=0 ((1 = 2)" log? (ﬁ) log’ log (i))

mit a,y,0 € R gilt. Dann erfillen die Koeffizienten von f asymptotisch
fao=0 (n_a_1 log” nlog’ log n) )
Erfillt f(z) firz —1

f(z):o(a—z)alogﬁ(ll )log log(li )

dann erfillen die Koeffizienten von f(z) asymptotisch
fn=0 (n’a’1 log” nlog® log n) .
Beweis. Die Integration erfolgt iiber den Pfad

Y=7 U Uy Uy

mit
wi={es =1l = 1 large — ] 2 0
Yo :{ —<|z—1\ |z2| <1+4+n,Arg(z—1) = ¢}
Vs ={z: |2—1|—1+77,|A7‘9(2—1)|>¢}
Ya: :{ —<|2—1\ 2| < 1+n,Arg(z —1) = ¢}



und wir wollen .

I= / 7)o

abschitzen. Das Integral iiber den dufleren Kreis ist wie beim vorigen Beweis vernach-

lassigbar. Auf v, und ~4 betrachten wir die Substitution z = 1 + “’f mit w = € bzw

w = e~*. Dann haben wir fiir den Integrationspfad iiber ~, oder analog v,

1 1 E wt wt\ "t
7 omi o f(z)z"“ : /1 f( * n) ( * n)

mit E = nn. Die Integrationspfade vor und nach der Substitution haben also die folgende
Form:

|dz|

2 2
g
| | /
3 ”
—2 h 2 —2 -1 1 2
4
\&
-1
) -2
Integrationspfad Hankelkontur

Wir kénnen nun wieder das Integral an ¢ = log® n in I, = I+ I aufteilen und erhalten

log? n log?n e wi —n—1
r_ _
- /1 ~0 (M(n) /1 . (1 + g) dt
n\'., n
M(n)= sup log({ — ) log’log(— ) ).

M (n) erfiillt fiir n — oo die Darstellung (logn)log® (log(n)), nachdem ¢ im Verhéltnis zu
n klein ist. Wegen

t t
’1+w—‘ > 1+ —cos¢
n n

ergibt sich

IL=0 M(n)/log% A R LI R M(n)/loanietmsﬁﬁdt
2 — . no+l n o . notl )

Der Fehler bei der Anderung der Integralgrenzen auf ¢ € (1,00) ist ebenso wie im vorigen
Beweis fiir ausreichend grofles n zu vernachlissigen und damit erhalten wir, weil das
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Integral beschrénkt ist,

na+1

I,=0 (M(n)/ t—e_tcowdt) =0 (n*'(log” n)(log’ logn)) .
1

Wir erhalten mit L(z) := log(z)"log® log(z) ein Integral der Form

E FE a —-n
Iy = / <X ) (—ﬁﬂ (1 + tcow) dt.
1 wt n

T2 Jipg2y N
Der Logarithmus lédsst sich durch eine lineare Funktion abschétzen, erfiillt also eine
Abschitzung der Form O(n), weiters ist ¢ durch log®n nach unten beschrinkt, damit
gilt (1 4 tcos(¢p/n))™ < exp(—cos(¢/2)log?n), also beispielsweise O(n~*) und damit
erhalten wir

og?n

[QZZ(D(R_Q_S)

Insgesamt haben wir damit die erste Behauptung gezeigt. Der zweite Teil ist &hnlich zu
zeigen.

]

Satz 2.6. Ist f(z) in einem Ay, 41-Gebiet analytisch und erfillt fir z — 1

sir= =7 (i (1) vo (s (12))

mit o,y € C\ N, dann erfillen die Koeffizienten von f asymptotisch

—a—1
fn = 17}(_&) log"n (1 + 0 (log %))

Beweis. Das Ergebnis fiir die Funktion

1

1
= (1 — 2)%1og”
9(2) Z( z)*log :

ist bereits bekannt und wir kénnen den ersten Teil von f(z) in der Form

1—2

f(z) = %(1 — 2)*log’ (1 - > +— (1= 2)"log’ (1;)

darstellen und damit erhalten wir das Ergebnis. Diese Formel gilt auch noch, wenn ~ eine
ganze Zahl ist. O

2.3 Sattelpunktmethoden

Die Darstellung aus diesem Abschnitt ist dem Buch von Flajolet und Segdewick [13]
entnommen. Wir betrachten wieder ein Integral, um die asymptotische Darstellung der
Koeffizienten einer erzeugenden Funktion zu bestimmen. Die Idee ist, den Integrations-
weg so zu wahlen, dass er durch einen Sattelpunkt verlauft. Es wird dann versucht, die
Funktion in einer Umgebung um den Sattelpunkt am Integrationsweg durch die Dichte
einer Normalverteilung zu approximieren. Das bietet sich an, weil an einem Sattelpunkt
die erste Ableitung verschwindet.
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Wir betrachten also eine Funktionenfolge F,(z), die sich als
Fu(z) = e©

darstellen ldsst. Ein Punkt zj ist dann ein Sattelpunkt von F),(z), wenn f!(z9) = 0 erfiillt
ist. Wir wollen das Integral ff F,.(z)dz berechnen und setzen einen Weg v mit A, B €
~ voraus, der durch einen Sattelpunkt von f(z) verlduft. Das ist moglich, wenn wir ~y
als Vereinigung disjunkter Wege v = 7y U 1 schreiben konnen, fiir die die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

e Das Integral iiber 7 ist im Vergleich zum Gesamtintegral vernachléssigbar, es gilt

" L F(2)=0 ( /7 Fn(z)dz> |

e Das Integral auf 7 lésst sich als unvollstindiges Gauflsches Integral darstellen, das
heifit, dass f,, auf vy die Darstellung

Fu(2) = £2(Q) + 52 = QPF(Q) + O()

besitzt, wobei 7(n) ausreichend klein, also o(z —¢)? ist. Damit lisst sich das Integral

iiber vy als
/ 1)y = F(©) / 301 Ogn g

Yo Yo
darstellen.

e Wird das Gaufische Integral vervollsténdigt, so ist der Fehler dabei vernachléssigbar,
es gilt also bei Substitution durch z = ie™/2(z — ) (hier ist ¢ ist so gewihlt, dass
f" durch den Betrag ersetzt werden kann)

/ BILOE0? gy 1 omid)? / OIS g
Yo —©

Dann gilt fiir das Integral
1 B A fn(Q)
ofn(2) o git/2__C

2mi J 4 NeTAGH

Als néchstes betrachten wir erzeugende Funktionen, um die Koeffizienten zu bestim-
men. Mit einem Weg v, der gegen den Uhrzeigersinn um 0 verlduft, erhalten wir ein

Integral der Form
1 F(2)
F,=— d
27 /7 ot F

Sei der Integrationsweg ein Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r. Wir erhalten dann
durch die Substitution mit z = re®

1 2 ] )
F,=— F(rew)r*"e*m‘ﬁdgb.
21 ),
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Betrachten wir nun
f(z) =log F(z) — nlog z,

dann koénnen wir ein reelles r so wihlen, dass f/(r) = 0, also

F'(r) —nl _
F(r) r 0

gilt. Wenn die Bedingungen von vorhin erfiillt sind, erhalten wir daraus das Verhalten des
Integrals.

3 Konstruktionen

3.1 Das exp-log Schema

Eine komplexwertige Funktion A(z) heiit logarithmisch, wenn sie in einer A-Umgebung
analytisch ist und fiir z — p

s (1) e e (45

erfiillt. Eine Funktion B(z) heifit vom exp-log Typ, wenn sie die Form B(z) = 4 fiir
eine logarithmische Funktion A(z) hat. Je nachdem, ob wir markierte oder unmarkier-
te Objekte betrachten, haben exp-log Konstruktionen iiblicherweise eine der folgenden
Formen.

3.1.1 Markierte Konstruktionen

Die einfachste Konstruktion zur Erzeugung einer logarithmischen erzeugenden Funktion
ist die Zyklen-Konstruktion, wenn die urspriingliche erzeugende Funktion linear ist. Ein
Zyklus der Lénge n ist eine Folge von n Elementen, bei der es egal ist, mit welchem

Element gestartet wird. Ist A eine Klasse von kombinatorischen Objekten mit erzeugender
Funktion A(z), dann sind die Zyklen durch

B:A+%A><A+%A><A><A+...

gegeben. Die erzeugende Funktion hat dann die Form

B(2) = log (1_;14(,2)) |

Um nun eine exp-log Funktion zu erhalten, betrachten wir Mengen von markierten Ob-
jekten. Dies entspricht Folgen von Objekten, bei denen die Reihenfolge keine Rolle spielt.
Damit erhalten wir die Mengen B einer Klasse von Objekten A durch

B—A+%A><A+%A><A><A+...

mit Erzeugender Funktion B(z) = e4(®).
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Beispiel 1. Die einfachste Konstruktion ist die Menge der Permutationen. Jede Permu-
tation lédsst sich als eine Menge von Zyklen schreiben. Damit erhalten wir

=) 1t

Beispiel 2. Ein weiteres einfaches Beispiel sind ungerichtete 2-regulére Graphen: Das
sind Graphen, bei denen jeder Knoten genau zwei Kanten besitzt. Um das zu erreichen
miissen alle Elemente Zyklen der Lange mindestens 3 sein. Fiir markierte Zyklen > 3, die
ungerichtet sind haben wir die erzeugende Funktion

1 | 122
Al) = oo [ ——— ) -2 _ %
(2) zog(1—z) 2 4

und fiir z — 1 ist die Definition einer logarithmischen Funktion erfiillt. Nachdem wir hier
wieder eine Menge von Elementen haben, ist die erzeugende Funktion

B(z) = 4®

3.1.2 Unmarkierte Konstruktionen

Die iiblichen unmarkierten Konstruktionen mit erzeugender Funktion vom exp-log Typ
sind Mengen und Multimengen.

Multimengen sind Folgen von unmarkierten Elementen, in denen sich Elemente wie-
derholen kénnen. Zwei Multimengen werden als gleich angesehen, wenn es eine Permuta-
tion der Elemente gibt, die sie ineinander iiberfiihrt.

Fiir eine Multimenge konnen wir fiir jedes Element eine Folge dieses Elements betrach-
ten. Die Erzeugende Funktion der Folgen eines einzigen Elements der Grofie n lésst sich
als (1—2")"! = 142"+ 2 + ... schreiben. Damit erhalten wir zunéichst fiir eine Klasse
A mit Erzeugender Funktion A(z), die nur endlich viele Elemente enthiélt, die erzeugende

Funktion
B(z) = [J(@—=").

neN

Durch Ubergehen auf den Logarithmus ergibt sich

B(z) = exp (Z —ay log(1 — z”))

neN

und nach Umsummieren

B(z) = exp (A(z) +

A% A

Diese Formel stimmt auch fiir erzeugende Funktionen A mit unendlich vielen Elementen,
weil eine Multimenge der Grofle n nur aus kleineren Komponenten zusammengesetzt sein
kann.

Fiir Mengen von unmarkierten Objekten erhalten wir fiir ein endliches A mit
erzeugender Funktion A(z) die Schreibweise

B = H(e+a),

acA

13



wobei € ein Element der Groflie 0 ist. Die erzeugende Funktion hat dann die Form

B(z) = H(l + ")

neN

B(z) = exp <Z a,log(1 + x"))

neN

also auch

und durch Umordnen des Logarithmus erhalten wir

B(z) = exp <A(z) - A(j) + A<§3> . ) .

Fiir A mit unendlich vielen Elementen stimmt die Formel immer noch.

Wir betrachten Mengen und Multimengen-Konstruktionen von Strukturen mit einer
logarithmischen Erzeugender Funktion A(z). Wenn man annimmt, dass fiir den Konver-
genzradius p von A(z) p < 1 gilt und A(0) = 0 ist, dann ergibt sich

B(z) = exp (A(z) + AF) A

5 + 3 +) =exp (A(2) + g(2))
und es ist klar, dass g(z) = A(2?)/2 + A(z*)/3 + ... fiir |z| < p existiert und damit gibt
es fiir B(z) eine Darstellung in exp-log Form.

Beispiel 3. Um ein unmarkiertes Beispiel zu geben, kann man Polynome iiber einem
endlichen Korper F, der Gréle ¢ betrachten. Es gibt ¢* normierte Polynome der Gréfie k
in [F,. Diese haben damit die erzeugende Funktion

1

1—gqz

und sind Multimengen von irreduziblen Polynomen. Betrachtet man nun mit Z die Klasse
der normierte irreduziblen Polynome auf F,, dann ist es moglich, diese aus der Mobius-
Inversion zu erhalten und erhélt die erzeugende Funktion

1
I(z) = log .

—Z

+ R(z)

mit

R(z) = Z MS:) log

1
ok
= 1—gqz

Die Funktion R(2) ist in |z| < ¢~*/? analytisch.

3.2 Beispiele fiir alg-log Strukturen

Folgen haben bekanntlich die erzeugende Funktion (1 — z)~! und es gibt auch Konstruk-
tionen mit erzeugender Funktion (1 — z)~*. Durch implizite Gleichungen definierte erzeu-
gende Funktionen sind iiblicherweise auch von algebraischer Form. Wenn die erzeugende
Funktion einer Klasse von Konstruktionen durch

A(z) = 2¢(A(2))

definiert ist und ¢ zusétzlich noch die folgenden Bedingungen erfiillt, lasst sich eine alge-
braische Darstellung mit algebraischem Exponenten % zeigen:

14



e ¢(u) ist analytisch an 0 und keine lineare Funktion und erfiillt
[u"]¢(u) 2 0.

e Ist R der Konvergenzradius von ¢, dann gibt es in der offenen Kreisscheibe mit
Radius R eine positive Losung der Gleichung

¢(r) —7¢/(r) = 0.

Satz 3.1. Sei ¢ eine Funktion, die obige Bedingungen erfillt und sei y(z) eine Funktion,

die y = z¢(y) erfullt. Dann ist
-

P= "=
o(7)
der Konvergenzradius von y(z) und y(z) hat fir z — p die Form

J

0 == i 2+ Sy, (1-2)

mit berechenbaren Konstanten d; mit

2¢(7)
¢”(T) '

Beweis. Siehe [13] O

dy =

Die erzeugenden Funktionen von Strukturen dieses Typs haben also alle eine Singularitét
mit dem Faktor %

Beispiel 4. Ein einfaches Beispiel sind Baume in der Ebene. Jeder Baum ldsst sich aus
einer Wurzel und einer Folge von ebenen Béumen erzeugen. Damit ist die erzeugende

Funktion .
0= (=)

und Losen der quadratischen Gleichung ergibt
1= y1-4z
-2

und damit ergeben sich als Anzahl der Baume in der Ebene mit n Knoten bekanntlich
die Catalan-Zahlen.

A(z)

3.3 Zusammengesetzte alg-log Funktionen

Wir betrachten die Klasse C, die sich aus Komponenten einer Klasse A zusammensetzt,
und zwar so, dass fiir die erzeugenden Funktionen

C(2) = B(A(2))

gilt, wobei sowohl A(z) als auch B(z) algebraisch-logarithmische Funktionen sind. Sei nun
p die dominante Singularitidt von A(z), 75 := A(p) und 7 die dominante Singularitit von
B(z). Es wird sich zeigen, dass das Verhalten der Komponentengréfien davon abhéngt,
wie sich 75 und 7 zueinander verhalten. Wir konnen drei Félle unterscheiden, siehe [18]
oder [13]:
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e In subkritischen Strukturen ist 7y < 7.

Hier erreicht die Funktion A(z) eine Singularitéit, wihrend B(z) in der Umgebung
des Wertes der Singularitéit von A(z) immer noch analytisch ist. Damit kann die
dominante Singularitidt von A auch keine Polstelle sein. Die Funktion C(z) ist wieder
algebraisch-logarithmisch und die Exponenten sind die der inneren Funktion. Dies
zeigt sich durch Einsetzen der algebraisch-logarithmischen Darstellung von A(2) in
der Néhe der Singularitéit p in die Taylorreihenentwicklung von B(z) um A(p).

Beispiel 5. Catalan-Baume sind unmarkierte Wurzelbdume in der Ebene und ha-
ben damit erzeugende Funktion

B z

C1-T(z)

Sie lassen sich damit auch als Folge von Teilbdumen betrachten. Dafiir konnen wir

die Darstellung
1—+v1—-4z

2
in die Folgenkonstruktion einsetzen. Dadurch hat die innere Funktion eine Singula-
ritdt an 1/4 mit 7°(1/4) = 1/2, also ist die Konstruktion subkritisch.

T(2)

T(z) =

Beispiel 6. Cayley-Baume sind unmarkierte Wurzelbdume und damit wird jeder
Cayley-Baum als eine Wurzel zusammen mit einer Menge von Cayley-Badumen de-
finiert. Die erzeugende Funktion erfiillt damit

T(z) = zeT®

und wir konnen den Satz im vorigen Kapitel verwenden um eine Darstellung der

Form
T(z)=1—+/2(1 —e2)
1

mit Singularitit z = ¢ zu erhalten. Damit erhalten wir eine zusammengesetzte
Funktion mit einer inneren algebraisch-logarithmischen Funktion und einer dufleren
Exponentialfunktion.

e In kritischen Strukturen ist 7o = 7 < oc.

Der Wert von A(z) an der Singularitit p ist auch die Singularitét von B(z) und
C(z) ist wieder algebraisch-logarithmisch. Das Verhalten von C(z) in der Néhe der
Singularitdt hdngt von beiden Funktionen ab, wie sich aus Einsetzen der algebraisch-
logarithmischen Darstellungen ergibt. Der algebraische Exponent von C(z) ist das
Produkt der algebraischen Exponenten von A(z) und B(z) und der logarithmische
Exponent ist das Produkt des algebraische Exponenten von B(z) mit dem logarith-
mischen Exponenten von A(z).

Beispiel 7. Die Abbildungen der Zahlen 1,...n auf sich selbst konnen als eine
Menge von Zyklen von markierten Wurzelbdumen betrachtet werden. Ist also A(z)
die erzeugende Funktion der markierten Wurzelbdume, dann ist die exponentielle
erzeugende Funktion dieser beiden Konstruktionen zusammen

1
B(z)= —— .
(2) 1—A(z)
Die innere Funktion hat fiir z — £ die Darstellung 1 — y/2(1 — ez) und hat damit

an der Singularitdt den Wert 1, also ist die Konstruktion kritisch.
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e In superkritischen Strukturen ist co > 75 > 7. Also ist A(z) analytisch mit
groBerem Konvergenzradius als B(z). Das Verhalten von C(z) in der Néhe der Sin-
gularitdt hangt dann von der &uBeren Funktion B(z) ab, um das zu sehen, das l4sst
sich durch Einsetzen der Taylorentwicklung von A(z) = A(po) + A’ (po)(z — po) + - ..
in die algebraisch-logarithmische Darstellung von B(z) zeigen. Die algebraischen
und logarithmischen Exponenten sind also die von B(z).

Beispiel 8. Wenn wir die Anzahl Zerlegungen einer Zahl n in Summanden mit
a1 + as + - -- = n betrachten, dann ist die erzeugende Funktion der Zahlen 1,2, ...

durch
z

T 1-2
gegeben. Die Anzahl der Zerlegungen ist eine geordnete Folge von Zahlen und hat
damit die Erzeugende Funktion

A(z) =z+22+...

1

B(z) = 1——14(2’)

A(z) ist fiir |z| < 1 analytisch und B(z) hat eine Singularitét an A(z) = 1. Das ist
der Fall bei z = % und damit ist diese Konstruktion superkritisch.

17



4 Untersuchungen der gréfiten Komponenten

Wir wollen die Verteilung und die Momente der grofiten Komponenten von kombina-
torischen Konstruktionen bestimmen. Dafiir benétigen wir zuerst die abgeschnittenen
erzeugenden Funktionen.

Definition 15. Ist A(z) eine erzeugende Funktion mit

[e.9]

A(z) = Z apz®,

dann fiithren wir die Funktionen

und

ein.

Ist nun C(z) = B(A(z)) die erzeugende Funktion der betrachteten Strukturen, dann
erhalten wir die erzeugende Funktion der Strukturen, deren gréfite Komponente maxi-
mal von der Grofie m ist, durch B(s,,(2)). Betrachten wir also die Konstruktionen der
Gesamtgrofle n und bezeichnen mit L,, die Grofle der groiten Komponente, so gilt

[2"](B(sm(2))

Priln <m) = CIBAR)

Im Fall von algebraisch-logarithmischen erzeugenden Funktionen A(z) und B(z) wird
sich herausstellen, dass die Grofle der grofiten Komponenten vom Typ der Singularitét
abhéngt. Fiir eine subkritische Konstruktion ist die grofite Komponente beinahe n, wiahrend
sich die groBite Komponente einer superkritischen Konstruktion logarithmisch zu n verhélt.
Fiir eine kritische Konstruktion verhélt sich der Erwartungswert der grofiten Komponente
in etwa linear zu n, ebenso fiir exp-log Strukturen.

Die folgenden Beweise beruhen auf der Betrachtung des Verhaltens von 7,,(z), woraus
sich das Verhalten von s,,(z) = A(z) — r,(2) ergibt.

4.1 Grofite Komponenten von exp-log Konstruktionen

Diese Ergebnisse sind in der Dissertation von Gourdon [17] zu finden. Wir betrachten
logarithmische erzeugende Funktionen A(z) mit Konvergenzradius p > 0, die in einem
A-Bereich analytisch sind und fiir z — p

A(2) = alog (1 —12//)) + R(2)

mit
R(pz)=K+0(1—2)"
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= ¢4 hat daher fiir z — p die

efil?) el AN
C<Z>:<1—z/p>:<1—z/p>+0(1‘5) |

wobei die letzte Gleichung aus der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion folgt. Der
Ansatz ist, r,, durch die Integralexponentialfunktion

E(z) = /:o "

darzustellen, daraus erhalten wir eine Darstellung von e*m(*) deren Koeffizienten dann
durch die Cauchysche Integralformel bestimmt werden koénnen.

fiir 0 < a < 1 erfiillen. Die erzeugende Funktion fiir C'(2)
Form

Satz 4.1. Ist p > 0, dann gilt

(e}

Tm(pe™) = aE(mp) + O (mi)

gleichmdapSig fir R(p) > 0.

Beweis. Die Koeffizienten von A(z) erfiillen wegen der Singularitdtsanalyse

" A(2) = p—ln (% +0 (nia)) |

Wir konnen den Beitrag von R(z) durch

1 1
ZW:()(m)

k>m

abschétzen, das sehen wir durch Ersetzen der Folge durch ein Integral. Den Rest von 7,
kénnen wir fiir |z| < 1 als

1 a(pz)* Z" Lk c
ZE - ZGZEZGOZU(M_G/O _udu
k>m k>m k=m

schreiben und mit z = e ? und Substitution durch v = e~?/™ erhalten wir

a/ - v/m dv'

v/m __
mp €Y/ 1v

Wir kénnen nun eine Funktion ¢(z) finden mit %< = 1+ 2¢(z) und damit erhalten wir

[e.e]

aE(mp) —i—a%/ e “o(v/m)dv.

mp

Wir kénnen uns iiberlegen, das das Restintegral beschriankt ist. Zunéchst ist ¢ fir |z| <
27 analytisch und fiir R(z) > 7, [S(2)] < 7 gilt |p(2)] < ﬁ + ==, daher ist ¢ auf
R(z) > 0,|3(2)| < 7 durch eine Konstante M beschrénkt und es ergibt sich

1 [ . M [ M
—/ e (v +it)/m)dt < —/ e Vdv < —e 7.
m J, m J, m
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Satz 4.2. Finige Abschdtzungen des exponentiellen Integrals:
1. Es gibt eine ganze Funktion Ey(u) mit E1(0) =0, so dass
E(u) = —Inu — v+ Ei(u),
wobei v die Eulersche Konstante ist.

2. Fir R(z) >0 gilt

3. Fiira > 0 ist die Funktion e=*F® fiir positiven Realteil von u beschrdnkt.
Beweis. Der Beweis ist in [17] zu finden. O

Satz 4.3. Wenn L,, die Grofie der grofiten Komponente einer Klasse von exp-log Struk-
turen der Grdfie n beschreibt, gilt gleichmdflig fiir n — oo und alle 1 <m <n

Pr(L, <m) = fu (=) + 0 (m~e/0+))

fa(u) = 6pdp.

F(a) /1+ioo efaE(up)
1

271 a

Beweis. Sei Cy,(z) die erzeugende Funktion der Strukturen, deren grofite Komponente
< m ist, dann ist C,,(z) = e*»*). Daher gilt auch

—rm(2)
e
Crn(z) =A@ — — ¢
(1—2/p)
Wir wahlen als Integrationsweg v nach Verschieben der Singularitit nach 1 den Kreis mit
1
Radius |z| = e™» und teilen die Kontur in die Bereiche

R(z)

1 _
Yo ={z:|2] = e7, |Arg(2)| < 0”7}

m={z:]z| = e_%, |Arg(z)] > nﬁ_l}

mit einem 0 < # < 1, das noch bestimmt wird. Wir haben also mit der Cauchyschen
Integralformel und Ersetzen von C,,(z) durch C,,(pz) im Integral den Ansatz

1 1 e~ "m(p2) dz
MCn(2) = —=— Ripz) =Iy+ 1.

Das Integral iiber v, lédsst sich mit partieller Integration behandeln. Mit ¢ = exp(—% +
in”~1) haben wir wegen der Darstellung von e*»(*) von vorher

1 (e[ 1 d
L =— (e ) + 5/ s;hb(,oz)eSm(pz)Z—i.

n
n < 2 71

Die Darstellung von r,, durch das exponentielle Integral e="m(Pe™") = ¢=aB(mp)+O1) st fijy
|z] < 1 beschrankt. Damit ergibt sich die Abschétzung

et = ) ney o (L
(1—2z)e (1—2z)e
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Es gilt s (pz) = A'(pz) — 7! (pz) = O((1—2)71), weil einerseits A’ (pz) = 1/(1 — z) erfiillt
ist und wir andererseits im nédchsten Kapitel fiir alg-log Funktionen zeigen, dass sich
rm (p(L+ L)) = pm (14 %)mﬂ (logm)(atp(u)) mit ¢(u) = 55 [;, -+ &dp darstellen
lasst. Es gilt also auch T;n(z) = O((1 — 2z)~'. Insgesamt erhalten wir

wegen |1 — ¢ ~ nf~1 durch Taylorentwicklung von e~ 1/m+in”™"

Nun betrachten wir Iy. Substitution mit z = e /" ergibt

1 1 puin? emrmleeny
/ R(pe=/ )ePdp.
1

“omin J,_s (1— ey

Mit der Darstellung von r,, durch das exponentielle Integral und der Taylorentwicklung
der Exponentialfunktion erhalten wir

1+inf — E(mp/n) —
] . 1 1 / e at\mp +O<m a)eK+O((p/n)ad
1

" 027 Jiie (p/n(1+ O(p/n)))" g
1 14in? —aE(pm/n) o 1
_ nal_./ € K (1 +0 (Q) +0 (—)) ePdp
2700 Jq_ins p* n me

und nachdem sowohl e®Z®™/) als auch e? auf dem Integrationsweg beschrénkt sind, ergibt
sich aus dem Integral des mittleren Terms O(n®#~1)+5@=1)) "das schétzt auch das Integral
des letzten Terms ab und ergibt insgesamt

1+inf —aE(mp/n
Ip = noleX <L / T v+ O (e “”)) :
2mi 1—inPf pa

Fiir den ersten Term koénnen wir die Integralgrenzen nach oo verschieben, weil wir den
Fehler durch

1 1—in? e—aE(mp/n) 1 1+4ioco e—aE(mp/n)

— iy T dn — O (=2

271 )1 i > e’dp + o ) p ePdp (n=")
abschétzen konnen. Wir erhalten also insgesamt

[2"]Cn(2) = na—1oK (% 4 O(ma(ﬁfl)ﬁg(ka)) L0 (n“5)> .

Wiéhlen wir nun § = %5, dann erhalten wir

[Zn]cm(z) — na—leK (falng;/)n) +0 (m—aa/(l-‘ra))) .
O
Definition 16. Die Dickman-Funktion ist eine stetige Funktion, die die Differentialglei-
chung
up'(u) + plu—1)=0, u>1

und p(u) = 1,0 < u < 1 erfiillt. Sie beschreibt in der Zahlentheorie die Verteilung der
groBten Primfaktoren[23].
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Wir betrachten

pa(t) = fa (%) :

Es wird sich herausstellen, dass p, eine Verallgemeinerung der Dickman-Funktion ist.
Genauer werden wir zeigen, dass

upl (u) +alu —1)p,(u—1)=0

erfiillt ist. Fiir a = 1 ergibt sich also genau die Dickmann-Funktion. Um das zu zeigen,
benotigen wir noch eine Darstellung von p, als Summe von Faltungen.

Definition 17. Ist f : [0,00] — C eine Funktion, dann ist die Laplace Transformation
durch

£l = [ pwe
definiert, falls das Integral existiert. Die inverse Laplace-Transformation ist durch
LYF)(t) = i / e e F(s)ds
2T )y —ino
gegeben.

Insbesondere ist die Laplace Transformation einer Faltung das Produkt der Laplace
Transformierten der einzelnen Funktionen, also

L(f*g) = L(f)-L(g).
Satz 4.4. p, ldsst sich in der Form

pa(A) =14+ X71Y " (D"

k=1

/ dty ...dtg

schreiben.

Beweis. Wir verwenden die Funktion

Ofir0<u<1
Hl(u):{% fiiru > 1

und erhalten

E(p) = / T = £ () ).

u
Aus der Definition der Gammafunktion und Substitution mit z = up ergibt sich

1 1 et w1 4o
i A T

Damit erhalten wir [(a) L(H\F «u=1)(p) = E(p)* /p®, wobei H\¥) die k-fache Faltung von
H, mit sich selbst ist. Wir erhalten also aus der inversen Laplace-Transformation und der
Taylorreihe der Exponentialfunktion die Darstellung

1—a o (_a)k (k) a—1
pa(X) =N (e,
— k!
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Satz 4.5. Die Funktion p, ist auf [0,1] konstant 1 und auf [1,00] stetig differenzierbar
und erfillt
AL (A) +a(A = 1) o (A=1) =0, A > 1.

Beweis. Wir verwenden die Integraldarstellung von p,

I 1+ico ,—aE(p)
pu) = A [T g
1

271 a

—100
Dieser Term ist nicht direkt differenzierbar, daher schreiben wir p, als

T 14-i00 1—aE 14200 -1 E —aE(p)
\l-a (a) (/ — abp) (p) eMdp + / +abp) te ekpdp) = I + L.
1 1

2mi “ —100 pa

—100

Die Ableitung des zweiten Integrals existiert, weil sich der Bruch wie O(e ?Pp~~1) verhlt
und ergibt

L) =(1—-a)\™® e’ dp+

[(a) /IJ”'OO —1 4+ aE(p) + e E®)
2m 1—ioco p*

l—a p

I'(a) /1“00 ~1+aE(p) + e @ P
1—i0c0 pa—l

Partielle Integration des zweiten Integrals der letzten Zeile ergibt

211

/H—ioo aeP — ae—pe—aE(p) _ (a o 1)(_1 + E(p) + e—aE(p)) e P
1—ico p* A

und wir erhalten insgesamt mit der inversen Laplace-Transformation

, F(a) I4ico _ ,o—aE(p) +1 (A 1)p
I =— —e dp
2MIA J1 oo p
F(a) 1+i0c0 _ae—aE(p) (A 1)p
=—" —e Pd A— 1)
it ) e

Nun betrachten wir das erste Integral. Dieses hat als inverse Laplace-Transformation die
Form

0 dt
1 (—t + )\)tl—a

L(A) =1+ a)\l“/
A

mit Ableitung

0 dz 0 dz 1
]—/ A 1— @ . Ala/ - Alia—
(Va1 = a) /H Sy VAR S s VARl A R e v

und

- /0 Adz _ _-a /0 (A—2)dz )-a /0 z dz
a1 AT A2 a1 (2 A2t a1 2T (=2 A

Aus dem zweiten Term erhalten wir

0 2° 2% 0 0 dz
_ )\—a - _ )\—a ‘ 2)\—(1/ e
¢ /A—l (—z+ N)? ¢ (—z—l—)\) A-1 Ta RGPy
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und insgesamt ergibt sich fiir die Ableitung des ersten Integrals

(A1

IIA) = —aX A —=1)"14a a

Es bleibt nur der Integralterm aus dem Ergebnis von I, und daraus folgt

T I+ioo ,—aB(p)
ACNES )\‘LL‘L,)(—Q)/ S “pa(A—1) (A —=1)*!
1

@ 271 ioo pe

Satz 4.6. Fir eine exp-log Funktion erfillt der Erwartungswert die Abschdtzung
E(L,) =Gyn+ O (nl_‘w‘/(Ho‘))

mit

Fiir die Varianz gilt
V(Ln) _ Han2 +0 (nZ—aa/(l—l—a))

2 D
H, = ——— / U (1 — e_“E(“)) du — Gg.
ala+1) Jy

Beweis. Es gilt

n

E@M:XXLEWL<W0—n—§:&<)+O“”M”%

m=1

und durch Ersetzen der Summe durch ein Integral

E(L,) =n (1 — /01 f(,u)d,u) + O(nt-ee/(Ha)y,

Daher wissen wir, dass E(L,) die asymptotische Form cn hat. Wir definieren nun die
erzeugende Funktion

ZK mlt K, = C,E(L,),

wobei C), [ "C(z) die Anzahl aller Strukturen der GroBe n ist. Wir wissen dass sich
C" wie ef 7}(— verhélt, also haben wir fiir die Asymptotik von K,

K, x n?

W T Ty

Damit erhalten wir aber auch das Verhalten von M, in der N&he von 1, ndmlich

My~
= 2)ert

24



Andererseits erhalten wir aus der Definition der K,, und der Konstruktion der erzeugenden
Funktion der Strukturen mit grofitem Element < m durch e®*” die Darstellung

n

M(2) =3 Co" Y (1= Pr(L, <m)) = 3 (C(z) — )

m=1 m=1
und damit
eh(2)
M, = 5o
mit -
Nu(2) = Z (1- erm(z)) :
n=1

Durch die Integraldarstellung von r,, ergibt sich

No(e™) = f: (1—eEen)) 1 0 (})

n=1 p

und wir konnen wieder die Summe durch ein Integral ersetzen und erhalten

Ny(e7P) ~ i/o (1- e’“E(“)) du.

Wir erhalten also insgesamt fiir p — 0

M)~ _a:i)aﬂ ((1_€_p) | (l—e“E(“))du).

ap

Damit ergibt sich die Behauptung. Der Beweis fiir die Varianz funktioniert dhnlich. [

Die Grofle der grofiten Komponente ist also proportional zu n mit einer Konstante,
die von a abhéngt. Es gibt auch eine Untersuchung der grofiten Komponenten von exp-log
Strukturen [19], die elementare Methoden verwendet und zu sehr dhnlichen Ergebnissen
fiir die Verteilung der grofiten Komponenten kommt.

4.2 Grofite Komponenten von alg-log Konstruktionen

Diese Ergebnisse stammen von Gourdon [18],[17]. Wir betrachten Strukturen, deren Er-
zeugende Funktion die Form

O(2) = B(A(2))

hat, wobei (abgesehen vom unkritischen Fall) sowohl A(z) als auch B(z) algebraisch-
logarithmische Strukturen sind. Alle erzeugenden Funktionen sind also in einem A-Gebiet
analytisch und haben fiir 2 — p die Form

A(z) = o+ (1 - E)a (log 1 _12//))5 (d+o(1)).

Sowohl das Verhalten der gréfiten Komponenten als auch die Behandlung des Problems
héngt maflgeblich davon ab, welche der beteiligten Funktionen ihre Singularitéit frither
erreicht.
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4.2.1 Subkritische Strukturen

Hier erreicht die innere Funktion A(z) ihre Singularitét ps, wihrend B(z) einen Kon-
vergenzradius R besitzt, der groBer als A(p4) ist. Die Vorgehensweise ist, zunéchst eine
asymptotische Darstellung von r,(2) = >_p” 1 Apz* zu finden. Die Funktion B(s,(2)) =
B(A(z)—r,(2)) wird als Taylorreihe geschrieben und die Summanden der Form A(z)7r,,(2)*
kénnen mit Hilfe der Darstellung von r,,(z) abgeschétzt werden. Zunéchst also die Ab-
schéitzung des Verhaltens von 7,,:

Satz 4.7. Es sei A(z) eine algebraisch-logarithmische Funktion, die in einem A-Gebiet
mit Winkel ¢ und dufserem Radius p(1 +n) mit n > 0 analytisch ist und fir z — p die
oben beschriebene Darstellung besitzt. Dann erfillt r,, fir m — oo die Abschdtzung

(o (1 2)) = (1 2" L2 G )4

m

gleichmafig fir |1 4+ u/m| < 14 n/2, wobei sich u links von der Hankel-Kontur befindet,
die aus den Halbgeraden {—2 + e“t|t > 0},{—2 + e~*t|t > 0} besteht, mit

Va(u) = L~/Hﬂidpa

271 p—uep

wobei H die Hankel-Kontur ist, die aus den Halbgeraden{—1+€*t|t > 0},{—1+ e "t|t >
0} besteht.

Beweis. Die Darstellung von 7, durch eine erzeugende Funktion ist durch

gegeben. Damit reduziert sich das Problem fiir einen passenden Integrationspfad v auf
die Anwendung der Cauchyschen Integralformel

rm(t) 1 /@ 1

AL omi )z —tzmtl

nachdem das Integral iiber A(t)/(z —t) verschwindet, weil A(t) konstant ist. Wir nehmen
an, dass sich z = ¢ im Inneren der Integrationskurve befindet und insbesondere |t| <
1 + n/2. Wir betrachten den Integrationspfad

1 .
fyl:{z:zzl———i—aze"z’, \z!ﬁl%—n}
m

1 .
72:{2:2:1———1—.%6@, ]z\gl—i-??}
m

1
73:{Z:|z|:1+7], Arg(z—l—l—a) qu}.

Wie iiblich bei dieser Art von Argument ist das Integral {iber 73 klein und wir betrachten
die Substitution z = 1 4 p/m. Der Integrationspfad verlauft damit iiber eine Hankel-
Kontur der Form —1 + ¢®t, —1 + e~t. Teilen des Integrationspfades an p = log®m
und Abschiitzen von (1 + p/m) ™ ! durch die Exponentialfunktion ergeben dann die
Behauptung. O]
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Es reicht, den Fall zu betrachten, dass die Singularitédt an 1 liegt.

Satz 4.8. Es seien f(z) und g(z) zwei algebraisch-logarithmische Funktionen mit Singu-
laritdt an 1, die zusdtzlich fir z — 1 die folgende Darstellung erfiillen:

—Z

F(2) ~ (1= 2)° (1og ! )6

1

—Z

6z) = (1- 2y (1og : ) (¢ +o(1)

Weiters sei rp(z) = me f;77 und es seien k,l ganze Zahlen > 0 mit k < l. Dann gilt
fir m — oo gleichmapig fir A = n/m in jedem abgeschlossenen Teilintervall von [k, 1)
log" o m m
n k _
() 0(2) = S (A (5,) + o)

n

AQ) = /H () (=) e R gy

Hier ist H eine Hankel-Kontur, die die positive reelle Achse umlduft und aus den Halbge-
raden —2 + €**t, —2 + e~t, t > 0 besteht.

Beweis. Wir betrachten wieder die Cauchysche Integralformel

hrn(2'0(2) = 5 [ ra2)0(2) i

Comi
{Z:Z
{Z:Z

2
73:{z:|z|:1+7)/2, Arg(z—l—l—E) Zgb}

mit Integrationspfad

1— =+, |2 §1+n/2}

2

84! —
m

2
m

1—

" e | < 1 +n/2}

Der Pfad ist so gewéhlt, dass die Darstellung von r,,(z) aus dem vorigen Satz gilt. Substi-
tution durch z = 1 4 u/m und die Abschétzung von r,, ergibt dann die Behauptung. [

Satz 4.9. Es sei A(z) algebraisch-logarithmisch mit 0 < o < 1 und die Funktion B(z)
analytisch mit Konvergenzradius R > A(p) = c¢. Dann gilt fir allel > 2,1 € N

log” n

Pr(L, <m) = q ( )H (AR (A) +0o(1))

nO[
mat
di-1 B(Z)(C)
[(—a) =1 1B (c)
gleichmdfig fiir n — oo und X = % in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (I — 1,1].
Hier ist K., die [-fache Faltung der Funktion H,, die durch

Ha(r) = { e fir0 <<
0 sonst

a; =

27



definiert ist. Wir erhalten also

KQ,Z(A):/ Ha(ty) .. Ho(t)dty ... di.
t1+to+-+=A

Beweis. Wir betrachten [—1 < n/m < [ und die Darstellung von B(s,,(2)) als Taylorreihe
mit $,,(2) = s;m(2) — A(p). Es gilt also

() 4
7]Bom(2)) = [1B(6n() + 4(0) = 1 3 T s, oy,

jzl

wobei die Summationsgrenzen aus der Tatsache folgen, dass §,,(z)? nur Koeffizienten bis
zur Grofle myj besitzt. Wir betrachten nun g(z) = A(z) — A(p), ersetzen $,,(z) durch
g(z) — rm(z) und erhalten

Nachdem [2"|r! (z) = 0 fiir 7 > [ gilt, ergibt sich durch herausziehen von j = [

R R —

k=0

mit C; = > (H?k)g(z)k(—l)k. Damit sind die C;(z) in der Néhe von p algebraisch-
logarithmisch und beschréinkt. Weil g(z)? ebenfalls algebraisch-logarithmisch mit alge-
braischem Exponenten ja und logarithmischem Exponenten jg ist, erhalten wir aus dem
vorigen Satz die Abschéatzung, wobei H; hier auch die Hankel-Kontur aus dem vorigen

Satz ist

(e = LB (e () 4 o)
und damit
#1B(sn(2) = TEOADMBIT () (1) 1 o)
mit

-1
1 l k (1—k) —u(A—Fk)

= — N AT u d

Ja i /Hl g (k>¢ (u)"(—u) € u

= o [ () = e uw) — (D)) o

270 Sy,

Die restliche Summe hat einen hoheren algebraischen Koeffizienten und ist daher ver-
nachléssigbar. Nun ist

o L (_p)ad_p _ (_p)a x —z(p—u) )
¢a(u)_27ri/%p—uep —/H p” (/0 e dx | dp,

wobei H die bei der Definition von ¢ verwendete Hankel-Kontur ist und damit auch

0= [ ([ e pran) e
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Durch Substitution mit z = p(z + 1) und Verwendung der Hankel-Darstellung der Gam-

mafunktion 5 = [, (—t)%'dt erhalten wir (hier beschreibt # den Integrationspfad

nach Substitution, der ebenfalls eine Hankel-Kontur ist)
vnl) =5 [ ([ e s ) e
o(u) = — e (—2) ————dz | e"dx
211 0 H (l' + 1)O¢+l
11 [~ et 1 e
= — Ty = — ——L(G,)(—
21 D(a) /0 G et W 3T MG ()

1 .. >
Gult) = {—x—l—a firxz >1

0 sonst

fiir

Andern der Integralgrenzen von einer Hankel-Kontur auf die relle Achse ist moglich, weil
das Argument stetig ist und Verwendung von

(0 = g () (-

ergibt
1 —1+ico . . l o
o = m (/—l—ioo (E(Ha(—u) = (1) £(Ga)(=u) ) e du) ‘
Das ist eine inverse Laplacetransformation und ergibt HS)/ [(—a) ]

Satz 4.10. Der Erwartungswert und die Varianz von L, erfillen fir n — oo
E(L,) = n — kin' ~*(logn)?(1 + o(1))
und V(L,) ~ kon®*~%(logn)?, wobei die Konstanten ky und ky durch

dF”(c)22a1< I'(1) I'(1/2) )

F'(c) I(l—a) I(1/2)—a)

K1 =

_ dF"(¢) 90 N re I'G/2)
T S )(F(2—a) F(3/2)—a))

gegeben sind.

Beweis. Wir betrachten fiir den Erwartungswert die Summe
n—E(L,) =Y kPr(L,=n—k).
k=0

Die Abschétzung im vorigen Satz funktioniert fiir A = - in einem abgeschlossenen Teil-
intervall von (1, 2], kleine Werte von k miissen wir daher direkt behandeln. Wir spalten
daher die Summe an k£ = n/2 auf und erhalten aus dem vorigen Satz und der Integraldar-
stellung

Sy = kim kPr(L, =n—k) < nPr (Ln < m) — o(n!-los’ n)
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Um die zweite Summe
n/2

S1 =Y kPr(L, < (n—k))
k=1
abzuschétzen, betrachten wir die Darstellung

[2"](B(sn-k(2)) = B(sn—k-1(2)))
[2"] B(A(2) '

Pr(L,=n—k) =

Wenn wir B(s,,) als Taylorentwicklung betrachten, erhalten wir

~ BO(A(»
Blon(2) = 3 T i

Fiir 2m > n wird fiir [ > 1 bereits ein zu grofler Exponent von z erreicht, dann gilt
[,.z"}]lrm(z)’ = 0 und damit gilt [2"]|B(sn(2)) = ["|(B(A(z)) — rm(2)B'(A(z))). Es ergibt
[2")(ra-r-1(2) — ra-i) B'(A(2)) _ [z"*]A(2)

[z"]B(A(z)) [z"]B(A(2))

Pr(L,=n—k) = [2"1B'(A(2)).

Wir wissen aus der Singularitdtsanalyse, dass sich die Koeffizienten wie

1 1 log(n—k)?
pn—k F(-Oé) (n i k)l—l-a

="M A(z) = (d +o(1))

verhalten. Weil die Komposition subkritisch ist, haben wir in der Umgebung von z = p
eine Darstellung von B(A(z)) durch B(A(z)) = B(A(p))+B'(A(p))(A(z)—A(p))(1+0o(1))
und damit

0} A n
IBIA)) = B(A(p) s s (d - ol1)

und analog fiir [2*]B’(A(z)). Damit ergibt sich

E\ % log? k
PI'(Ln:TL—k)NC(l—E) W
mit 1B"(¢)
c
= rtrapE <=4V

Durch Abschétzen dieser Summe durch ein Integral erhalten wir

1/2
S ~ Cn*~*(log n)ﬂ/ ( d
0

1 — z)ltoga’

Das Integral in der Formel kann mit Hilfe der Betafunktion abgeschéitzt werden. Fiir die
Varianz kann mit

V(L) =Y K*Pr(L, =n—k) — (n—E(L,))”

begonnen werden und mit dem selben Ansatz und dem Ergebnis des ersten Teils ergibt
sich dann die Behauptung.
m
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Die grofite Komponente hat also fast die Grofle n, daher kénnen wir erwarten, dass
es ansonsten noch einige kleinere Komponenten geben wird. Wir werden bei der Betrach-
tung der Erwartungswerte der kleinsten Komponente von exp(alg-log)-Strukturen sehen,
dass deren Erwartungswert asymptotisch cn fiir eine kleine Konstante ¢ ist. Wenn alle
Strukturen mindestens zwei Komponenten hétten, wiirde daraus E(L,, + Xy(Ll)) =n(l+c)
folgen und das wére ein Widerspruch. Es gibt aber einen Anteil an Strukturen, die nur
aus einer Komponente bestehen, in diesem Fall fallen grofite und kleinste Komponente
zusammen. Dieser Anteil muss dann auch gegen ¢ konvergieren.

4.2.2 Kritische Strukturen

Wir behandeln die kritischen Kompositionen dhnlich wie den unkritischen Fall, indem wir
die asymptotische Darstellung von 7,,(z) in eine Taylorreihenentwicklung einsetzen. Wir
kénnen

A(z) = wo+ D (1 _ %)a log” (1 _1Z/p) (1+0(1))
und

Bw)=E+F (1 - i)vlogé (#

Wo
schreiben. Dann gilt fiir z — p

C(z)=E+ wﬂg (1 - %) v log™? (1 _1Z/p) o’ log’ (1 _1Z/p) (1+o(1)).

Wir kénnen nun ebenso wie um unkritischen Fall vorgehen.

Satz 4.11. Sei die Funktion B(z) algebraisch-logarithmisch mit Singularitit w > 0, so
dass der Exponent des algebraischen Teils die Bedingung v < 1,%# 0 erfillt. Weiters sei
A(z) algebraisch logarithmisch an p > 0 mit A(p) = wo und algebraischem Exponenten
0 <a< 1. Dann gilt fir A\ > 1

Jim Pr (L, < 3) = 1+ X7 320,50

Jj=1

(=1 (), I'(—ay)
gt T(=a)T(a(j — 7))

wobet (v); =v(y—1)...(y—J5+1) und F;(\) = (Gg) * uU=N=)(N) mit

w*l wennu>1
G, =
0 sonst

sind.
Beweis. Wir erhalten das Verhalten von [2"|C(z) durch

1 ner!

C, =c—
p" (=)

log™ (1 4 o(1))
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mit einer Konstanten c¢. Nun betrachten wir das Verhalten von B(s,,(2)). Wir wenden
wieder die Taylorreihe mit 7,(2) = A(z) — s,,(2) an und erhalten

! BUD(A( ‘
1B(sn(2) = 1) (-1 ER D, (o

J J:

nachdem BUY)(z) wieder algebraisch-logarithmisch ist. Damit ist BY(A(z)) algebraisch-
logarithmisch und verhéalt sich nahe p wie

BOA) = (0, (1 - ;)aw og

By+38
: _Z/p> (1+0(1)).

Wir erhalten dann mit Hilfe der Abschéatzung fiir das Residuum

o (p (14 2)) =t (14 2" 05 ) o)
und durch Substitution durch (14 u/m) = z
e e O DR (B R0}

Durch Division durch €}, und Abschétzen von (1 + u/m)™ durch e* erhalten wir

— (—av))\! oy 1 —u) : (=1)7(7); "o (u) ’ e~
Pr(Ln S m) _( 7))‘ - i /H( ) (Z ]l ) << (_u)a ) ) /\d ’

J=0

Die Behauptung ergibt sich dann wieder durch Andern des Integrationspfads auf die Linie
mit Realteil 1 und Betrachten der Formel als inverse Laplace-Transformation. O

Satz 4.12. Varianz und Erwartungswert der grofiten Komponenten L,, erfiillen fir n —

00
E(L,) ~ cin

V(L) ~ con?

mit den Konstanten

1 [ 1 0 ot N
= — 1— dt —11d
Py A (( r(—oo/m ot ) ) "
2 o0 1 0t v
= — 1— dt —1 dr — 2.
= = (( Teny A ) ) B

Beweis. Wir haben

E(L,) = i (1 —Pr(L, <m)) ~ i (1 — 1= ot Zaij()\)>

m=1 m=1 7>1

und mit Betrachten von Summen als Integral erhélt man ein Ergebnis der Form ¢yn, mit
o = fol 1 —(1—...). Andererseits kann man

H(z) =) C.E(L,)z" =) (B(A(2)) = B(sm(2)))

m>0
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definieren und bekommt wegen der Darstellung von E(L,) ~ ¢in fiir p = 1 auch das
asymptotische Verhalten von C,E(L,,) durch

—ay—1

[(—a)

Cpp ~ log”™*(n)

und damit erhalten wir

H(z) ~ K(1- Z)M_l (log . )
—z

fiir ein noch unbekanntes K. Wegen der Taylorreihe der Exponentialfunktion erhalten wir
fiir h — 0

Coh —mh —n)® d
Tm(e_h) _ €ma (dipo(—mh) +o(1)) ~ ema d/H p<_|_p737,h€_f

und durch die Darstellung von ¢ (u) als Laplace-Transformation

sm(e™) = w + dhe (1 _ F(ia) /OZ ;:a + 0(1)> |

m

Wenn wir diese Darstellung in B(A(e™") — B(s,,(e™")) einsetzen, erhalten wir

N 1 By+4 1 [ee) e ol
— oMy — —
T (o

und Darstellung der Summe als Integral ergibt die Behauptung. Ein dhnliches Argument
wurde bereits bei den grofiten Komponenten von exp-log Konstruktionen verwendet.
Der Beweis der Varianz funktioniert dhnlich mit

E(L?) = Zn:(2m + 1)Pr(L, > m).

m=0

]

Die grofite Komponente ist also proportional zu n mit einer Konstante, die von den
algebraischen Exponenten der erzeugenden Funktionen abhéngt.

4.2.3 Superkritische Strukturen

Hier ist der Konvergenzradius von B(z) kleiner als der von A(z) an der Singularitét
angenommene Wert. Es wird sich herausstellen, dass die Verteilungsfunktion der grofiten
Komponenten eine doppelt exponentielle Form hat. Der Beweis beruht auf dem Betrachten
des Verhaltens der Singularitét von B(s,,(z)).

Satz 4.13. Sei B(z) algebraisch-logarithmisch mit Singularitit w > 0 und sei A(z) alge-
braisch logarithmisch mit Singularitit p > 0 und A(p) > w, mit der Darstellung

A(z) = c+d <1 _ %)a (log 1 _12//))6 (1+0(1))

fir z — p und o ¢ {0,1,2,...}. Sei a > 0, so dass A(a) = w und sei € > 0 ausreichend
klein. Dann gilt fiir die Verteilung der grifften Komponenten

Pr(L, <m) =e¢ ™" (14+0(e™)

I r<—a>A'?a><p —a) afaﬁ)ﬁ (E)m

mit
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Beweis. Die Funktion B(A(z)) hat ihre dominante Singularitdt an a. Wir betrachten
die dominanten Singularitdten von B(s,,(z)) und bezeichnen diese als a,,. Es gilt dann
Ay, — a < pund Sy, (am) = A(a) = w und fiir r,(a,,) gilt dann

rion) = 5 = 2557 () G

k>m k>m

Durch Abschétzen durch eine geometrische Reihe und wegen a,,, — a erhalten wir daraus

am>m+1 1 d (logm)”®

T (@m) ~ (7 1—a/pT(—a) motl

Nun gilt r,,(am) = A(an) — A(a) ~ (am — a)A’(a) und wir definieren J,, durch

Daraus folgt

e (Z)m (1 ) _m) - (Z)m ;ﬁf@)) - (E)m o it

Fiir ein ausreichend kleines € > 0 gilt dann

A(z) — sm, (%z) =0(e "™ (z — a)),

um das zu zeigen, betrachten wir

A(2) — sm <a7mz) = /az A'(t) — %ns;n (%nt) dt

= /az (T;n(t) + (GJm — 1) s’m(t)) + (e‘]m(s'm(t) — s (%t)) dt =O0(e™™(z — a))

und die letzte Gleichung gilt, weil 7/ (2) ~ O(v/p)™(logm)?m=172 fiir jedes feste v < p
und |z| < v gilt. Weiters gilt s/ () — s/, (a/a) ~ O(e’™ —1) wegen der Reihendarstellung
von 7, und e’ — 1 konvergiert exponentiell gegen Null. Mit

B(z)zC—{—D(l—l—f)7 (log )6(1+0(1))

1—2z/w

ergibt sich mit der Taylorreihenentwicklung von B(z) an A(z)

) =8 (50 (52)) =0 (e (1o 1))

und durch Anwendung der Singularitdtsanalyse

(0] J n
1 B(A(2)) — Bsm(amz/a)) = O (emainlnf+1 ) |

Weiters haben wir mit A(z) = A(a) + (z — a)A’(a) + o(z — a)

1A ~ 1 (PO Y (g L Y o (Llgn)
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und wir erhalten

[2"] B(sm(amz/a))

S0y T0 TES) B
Die Aussage des Satzes folgt nun aus
1B (s (ensla) = () [1B(su()

[]

Satz 4.14. Fir den superkritischen Fall verhalten sich Erwartungswert und Varianz der
grofiten Komponenten wie

E(L,) = logyn — (a+ 1) logg logn + S logyloglogn + O(1)
V(L,) =0O(1)
mit T =2 >1

Beweis. Es gilt wieder

n

E(L,) =) (L—e™)= > 14+0(1)

m=1 mnJm,>1

und die letzte Gleichung folgt, weil J,, exponentiell fallend ist. Die Gleichung nJ,, > 1
kann dann mit Hilfe einer sogenannten Bootstrap- Methode [6] iterativ gelost werden. Um
das zu zeigen, 16sen wir

0 = log(Jn) = logn + mlog(a/p) — (o + 1) logm + log(5logm) + O(1).

Nachdem die ersten beiden Terme weit grofler als die anderen sind, ist m ~ log; n eine
naheliegende erste Abschétzung. Einsetzen von m; = log, n in die Gleichung ergibt dann

—mgq log(a/p) —logn = —(a + 1) loglog; n + log(5 log log, n)
Nachdem der letzte Term vernachléssigbar ist, ergibt sich als néchste Abschatzung
—mglog(a/p) =logn — (o + 1) loglogyn + r,
mit einem Restterm r,, von der Ordnung o(loglogn) und damit ergibt der Logarithmus

(o + 1) log(ms) = log(logy n — (a + 1) logy logn + r,,)

1)log,1 n
= log(logr n (1 _ (et ngnOgn+r ) = log; logn + O(1).

Ebenso kann der letzte Term behandelt werden und ergibt
log 5 log my = log, Bloglogn + O(1).

Damit erhalten wir 7, = log; 8loglogn + O(1).
[l

Die grofite Komponente hat also in etwa die Gréfe log n, also muss es auch viele kleine
Komponenten geben. Wir kénnen erwarten, dass deren Anzahl in etwa proportional zu n
ist.
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5 Untersuchungen der kleinsten Komponenten

Die meisten Studien zu dem Verhalten der kleinsten Komponenten beschréinken sich auf
Konstruktionen, deren duflere Funktion die Exponentialfunktion ist. Wir werden verschie-
dene Ansétze préasentieren, um hier zu Ergebnissen zu gelangen.

5.1 Kleinste Komponenten von exp-log Funktionen

Wir verwenden hier die Arbeit von Panario und Richmond [20]. Wir betrachten ebenso wie
bei den gréBten Komponenten Konstruktionen mit erzeugender Funktion C(2) = e4(),
wobei A(z) in einem A-Gebiet analytisch ist und fiir 0 < o« < 1 und @ > 0 an z — p die

Darstellung

A(z) = alog < ) + R(z)

1
1—2z/p

R(z)=K+0 ((1—§)a).

Wir bezeichnen nun fiir eine markierte Konstruktion der Grofle n die Grofie der r-kleinsten
Komponente mit X" und betrachten die Anzahl der Konstruktionen, fiir die X >m
ist. Die exponentielle erzeugende Funktion fiir alle Konstruktionen aus Komponenten mit
GroBe mindestens m ist e(*) — 1. Die erzeugende Funktion fiir Konstruktionen aus genau
i — 1 Komponenten mit Gréfle < m und den restlichen Komponenten > m ist

hat, mit

87:77/ Z) rm (2
(i——(l)!(e = 1),

Bezeichnen wir nun die erzeugende Funktion der Komponenten mit X > m durch L%),
dann ergibt sich

LU (z) = (1 + $m(2) + sm2(|z) +-+ fﬁ_(f))') (em®) —1).

Wir verwenden wieder wie bei den grofiten Komponenten von exp-log Strukturen die
Darstellung von r,,(z) durch das exponentielle Integral

E(z) = /:O e_vdv

und koénnen damit auch s,, darstellen. Wir erhalten dann die folgenden Ergebnisse:

Satz 5.1. Fir festgehaltenes m und n — oo gilt fir die r-kleinsten Komponenten einer
Klasse von markierten exp-log Konstruktionen mit dominater Singularitdt p

2 r—1
(r) ~ p—5m(p) Sm(p) . Sm (p)
Pr(X)” >m)~e (1 + sm(p) + ST + - F -1

Fiirm,n — oo gilt



mit

K1 1+i00 r—1 —h/n
g = 1 / (eeBnmm) 1) <1 ¥ om(petm) 4 oo g S (P T) )> dh.
1 .

a
n —100

Auferdem erfillt
o (M) _, wi (n/m)
1w (5) =

ma
die Abschdtzung
wi < e(logm)™ L.

Weiters gilt fir n/m, m,n — oo

K+m+alogm) (1+O (M) _|_O(m/n)).

r—1

Pr(X{" > m)
( mo ma+o¢

“M

Beweis. (Idee): Wir erhalten die Wahrscheinlichkeit, dass die r-kleinste Komponenten
grofer als m ist, durch
(2L (2)

Pr(X" >m) = TI00)

Um [z”][n(ﬁ)(z) zu bestimmen lésst sich wieder die Cauchysche Integralformel verwenden.
Daraus ergibt sich direkt das erste Ergebnis.

Fiir m,n — oo verwenden wir fiir einen kreisformigen Integrationsweg iiber z = e~
mit A = 1+ in¢g ein Integral der Form

1=nim (r-1)/ __h/n
[="1L5)(2) L/ <1+sm(pe‘h/”)+...w)

270 J1 1 nin (r—1)!

o) () &

rm kann wie bereits bei den grofiten Komponenten durch das exponentielle Integral ab-
geschétzt werden und mit Hilfe der Asymptotik von A(z) auch s,,. Durch die Potenzrei-
henentwicklung des Exponentiellen Integrals und durch Taylorentwicklung von A(z) lasst

h/n

sich sowohl e als auch ZT h 8;" abschétzen. Die Behauptung ergibt sich durch Ersetzen

von """ _ 1) durch e*#(m") — 1 und Abschétzen des Fehlers.

Fiir n/m — oo lassen sich noch etwas genauere Abschétzungen mit Hilfe einer Hankel-
Kontur mit Winkel ¢ finden. Dann lésst sich die Differenz zwischen diesem Integral und
dem vorher definierten abschétzen. O

Satz 5.2. Das Verhalten der k-ten Momente von X,, ist von dem Verhdltnis von k und
a abhdngig. Wir unterscheiden die folgenden Fille:

1. Fir k > a > 0 gibt es eine positive Konstante c, so dass fir das k-te Moment der
r-kleinsten Komponenten gilt

EF (X)) = (nk_“ I xa—k—lwmx)dx) (1+0 @),
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2. Ist k = a, dann gilt

EF (X)) = ¢—a{logn)’ (1 + 0 (M»

7! logn
fir eine Funktion h mit h(n) — co.

3. Fiir k < a ist die Summe

P ZPI‘ X >m) (m+ 1% —mF)

beschrankt.
Beweis. 1. Fir k > a lasst sich das k-te Moment als
EMX() = ((m+ 1)F = m*)Pr(X) > m)
m=1

schreiben und die Summe kann an einer zunéchst beliebigen Funktion d(n)mit
d(n) — oo geteilt werden. Man erhilt dann aus Pr(X,(LT) > m) < c(logm) " tm™,
fiir m* > §(n)k=¢ die Abschitzung

d(n)

Z O((logn)" " (nd(n))**).

m=1

Die zweite Summe kann durch Substitution von u = m/n als Integral geschrieben
folgendermaflen dargestellt werden

S (nk_“ /O Y e, (%) du) (14 O((6(n)")

o(n)
Das Ergebnis folgt dann mit §(n)™* ~ n~*.

2. Fir a = k lasst sich der Bereich der Summation in der Form

n/2)
) =Y Z 2.
k=1 k=d(n k=ne(n)

mit €(n) — 0 und 6(n) — oo aufteilen. Die erste Summe kénnen wir wie bei k > a
abschiitzen und erhalten O((logn)"~!). Fiir die letzte Summe erhalten wir durch
Abschiitzung durch die harmonische Reihe und aus w,(n/m) = O(logm™*)

n/2 n/2

> (m+ D) —mFPr(SY >m)< Y Cmh 1miwa(m/n)

m=ne(n) m=ne(n)

=0(log(n)"" (log(e(n)).

Die zweite Summe erfiillt Pr(X{” > m) = O(

damit

~(K + ay + alogm)™~ ) und

52 m sty (b))

— 1)Ime !
ette) (r—1)Im 7! logn

Fiir passendes €(n) folgt daraus die Formel .
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3. Fiir a > k verwenden wir die Asymptotik von w] und Einsetzen in die Summe von
oben. Dann ist

m

n n 1 r—1
Z Pr(X" > m)((m+ 1)k —mh) < Z %((m + 1)F —mh)
m=0 m=0
konvergent.
O

Wir kénnen auch fiir Multimengen von unmarkierten Objekten eine Verteilung der
kleinsten Komponenten erhalten.

Satz 5.3. Sei UY) die gewohnliche erzeugende Funktion der Multimenge der exp-log Ob-
jekte, fiir deren r-kleinste Komponente X > m gilt. Dann hat Ul die Erzeugende
Funktion

T'm(2?)

U = (exp (Tm(z) + — +.. ) — 1) (L4 sma(c) + ... 8mj)s
wobei s, ; der Koeffizient von u/ in der erzeugende Funktion

2
exp (usm(z) + UQ# +.. )
151

Beweis. Der Beweis funktioniert analog zu den markierten Objekten. O]

Das analoge Ergebnis zu den Wahrscheinlichkeiten der markierten Objekte lautet nun
ohne Beweis:

Satz 5.4. Fir festgehaltenes m und n — oo gilt

m—1

Pr(X\") >m) ~ H (1= "%+ Syt + -+ Smr_1)-

Fiir m,n — oo gilt

Pr(X" > m) = g\ <T> +0 ((log—m)r_1>

ma+a
mit K ( ) 1+4
T 67 F a e a U,
o) = S [ (e
1

a
n —100

X (1 + Sm,l(pe_h/") + ... smm_l(pe_h/”) eldh.

Ist m,n — 0o und n/m — oo, so gilt auch

Pr(X() >m) = (e;: rzzp(j)(m)> <1 +0 <<logmLa)H) + 0 <%>) ,

wobei PY)(m) der j-te Koeffizient von u in

2U<P2) 3U(/)3)
AR

exp (U(K+a’y+alogm)+u +u
und U(z) die erzeugende Funktion der Multimengen-Konstruktion ist.
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Definition 18. Die Buchstab-Funktion ist durch

1
wu)=—,1<u<2

(uw(u)) = w(u —1)u > 2
definiert und beschreibt in der Zahlentheorie die Verteilung der kleinsten Primfaktoren.

Wir kénnen noch zeigen, dass die Funktion w, als eine Verallgemeinerung der Buchstab-
Funktion gesehen werden kann. Um das zu sehen, konnen wir fiir a = r = 1 die Laplace-
Transformierte der Buchstab-Funktion betrachten. Diese ist durch

L(w)(s) =P -1

gegeben, das ist beispielsweise in dem Buch von Tenenbaum [23] gezeigt und damit ergibt
die inverse Laplace-Transformation

1 1+ic0o
w(u) = 2—/ (eE(”) —1) e"dv.
T J;

—100

Wir erhalten also fiir diesen Fall genau die Buchstab-Funktion.

Es gibt noch eine weitere Arbeit von Bender [5] zu den kleinsten Komponenten von
exp-log Strukturen, die die Asymptotik als verallgemeinerte Buchstab-Funktion deutlicher
macht. Wir betrachten wieder eine erzeugende Funktion der Form A(z) = ¢“®*) bzw die
Multimengen-Konstruktion im unmarkierten Fall. Weiters sei A,,,, die Anzahl der A-
Strukturen der Grofle n ist, deren kleinste Komponente zumindest die Grofle m hat. Fiir
markierte Konstruktionen verwenden wir die ej(ponentielle erzeugende Funktion, daher

c nom

betrachten wir a,, := %, Cp := 22 und ay,,, = =3, Flir unmarkierte Konstruktionen sei

an, = Ay, ¢ = Cpund ay,m = Ap .

Definition 19. Die verallgemeinerte Buchstab-Funktion ist fiir K > 0 durch

1 firl<u<?2
QK(fB):{ -

1+Kf;%dt fiir x > 2

gegeben.
Satz 5.5. Sei € > 0 konstant und R der Konvergenzradius von C(z)

1. Wenn ¢, ~ f(n)/(nR™), wobei die Funktion f die Asymptotik f(n) = o((f(an))?)
gletichmdafig fir e < a < 1 — € erfillt, dann gilt

lim — =
0 fire<m/n<1/2—c¢

n—=00 (b, m

c {1fﬂr1/2§m/n§1

2. Ist ¢, ~ f(n)/(nR™) mit (f(an))* = o(f(n)) gleichmdpig fiir e < a < 1— € dann
gilt cn/anm ~ 1 gleichmafig fire < m/n < 1.

3. Ist ¢, ~ K/(nR™), dann gilt ¢, /anm ~ 1/Q(n/m) gleichmdfig fire < m/n <1
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Diese Ergebnisse beschreiben die Wahrscheinlichkeit, dass eine Konstruktion, deren
kleinste Komponente die Gréfe mindestens m hat, aus genau einer Komponente besteht.
Nachdem die Asymptotik fiir die Anzahl der Konstruktionen aus C' und A bekannt ist,
lasst sich daraus auch die Wahrscheinlichkeit, dass die kleinste Komponente zumindest
Grofle m hat, ableiten.

Beweis. 1. Fall: Fir e < g <~ <1—e€giltf(n) = o(f(n)f(yn)). Betrachten wir nur
alle Konstruktionen, die aus zwei Komponenten > m zusammengesetzt sind, dann
erhalten wir die Abschétzung

An,m > Z CiCp—i

m<i<n/2

und aus der Asymptotik fiir ¢, und dem Verhalten von f(n) ergibt sich
f@)f(n—1i)n n
m<12<n/2 (n—1i)f(n) m;ﬂ i(n —1i)o(1)
und der letzte Term ist unbeschrankt.
2. und 3. Fall: Wenn es nur eine kleinste Komponente gibt und diese > m ist, ist das

eine untere Schranke fiir die Anzahl der Konstruktionen mit kleinster Komponente
> m. Wir haben damit

n/2
Anm Ciln—ii+1
>1+ g _
Cn — Cn

Andererseits kénnen wir auch eine kleinste Komponente der Grofie i > m festhalten
und das direkte Produkt mit allen Konstruktionen der Grofle n — 1 mit kleinster
Komponente > ¢ bilden. Damit gilt

n/2
An.m Cillp—i 5
<14y
Cp, P~ Cp,

Nach Feststellung dieser Schranken erfolgt nun die Induktion iiber k£ mit k < n/m <
k+ 1. Fir m = n/2 gilt apm = ¢, + cm, nachdem jede Konstruktion dieser Art
entweder genau eine oder zwei Komponenten hat. Wegen f(n/2)? = o(f(n)) haben
wir dann fiir den zweiten Fall ay, ,/2/c, = 14 o(1). Ebenso ergibt sich dies aus der
Asymptotik von ¢, im dritten Fall. Damit ist die Behauptung fiir & = 2 gezeigt.

Wenn nun a,, , ~ ¢, fir 1 <n/m <k gilt, haben wir wieder f(fn)f(yn) = o(f(n))
und damit erhalten wir

n/2 n/2 n/2
Cilln—ii+1 cicn—i(1 +0(1)) no(1)
1 =1 =1 =1 1).
+E —I—E +Z~:Em<”_i)i +o(1)

Das selbe Argument funktioniert fiir die andere Richtung und damit ist die Behaup-
tung gezeigt.

Wir betrachten nun den dritten Fall: Wir gehen nun davon aus, dass fir 1 < n/m <
k die Beziehung ¢, /anm ~ 1/Q(n, m) gezeigt ist. Damit erhalten wir

n/2 n/2 .
j : Ciln—ii z : CiCp—i n—1
L+ 07+1 ~ L QK<2'+1)
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n/2 K .
n n—i
~ 1 —— Qg | ——
+;m<n—¢)(z'+1) K (¢+1>
und das Ergebnis folgt dann durch Abschétzen der Summe durch ein Integral.
]

Es ist klar, dass jede exp-log Funktion die Voraussetzungen des dritten Falls erfiillt.

5.2 Kleinste Komponenten von exp(alg-log) Funktionen

Diese Ergebnisse stammen aus einem Artikel von Dong et al [8]. Wir betrachten wieder
kombinatorische Objekte mit algebraisch-logarithmischer erzeugender Funktion, also ist
die erzeugende Funktion C(z) in einem A-Bereich analytisch und fir z — p gilt die

Darstellung ;
Az) =c+ <1 - %)a (log : _12//)) (14 o(1))

mit 0 < a < 1 und beliebigem § € C. Wir werden Mengen von markierten Objekten bzw
Multimengen von unmarkierten Objekten betrachten. Nachdem die vorigen Ausfithrungen
a = 0 betrachtet haben, ist das die Fortsetzung von exp-log Strukturen auf allgemeinere
Objekte. Wir bendtigen zuerst die erzeugende Funktion von Konstruktionen, bei denen
die Anzahl der Komponenten bestimmter Grofien vorgegeben ist.

Definition 20. Wir verstehen unter einer Einschrinkung des Komponentenspektrums
eine Funktion S : J — N. Hier ist J eine Menge von Komponentengréfien und S(j) ist
die Anzahl der Komponenten einer bestimmten Grofe.

Wir betrachten zunéichst Mengen von markierten Objekten. Wir haben eine Ein-
schrinkung S : J — N gegeben und schreiben A(z) = "2, Akzk—]; fiir die exponentielle
erzeugende Funktion der Komponenten und

2]
jeJ
fiir die exponentielle erzeugende Funktion der eingeschrinkten Komponenten. Durch Ein-

setzen in die Exponentialfunktion und Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir die erzeugende
Funktion der Mengenkonstruktion ohne Einschrinkungen der Komponenten die Darstel-

lun
g L(z,0) = e + (1 - ;)a <log : _12/[))5 (1+ o(1))

fiir z — p. Daraus erhalten wir durch Singularitédtsanalyse
de¢  (Inn)?
F(—Oé) p—nna—I—l

Fiir die erzeugende Funktion der Objekte mit Einschrankungen gilt:

[2"]L(z,0) ~

Satz 5.6. Die exponentielle erzeugende Funktion der Mengen von markierten Objekten
mit Finschrdinkung S : J — N ist durch

A()-A(z.7) 479250
19 = sy

JjeJ

gegeben
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Beweis. Die Komponenten mit Groflen, die nicht in J enthalten sind, kénnen belie-
big kombiniert werden. Die erzeugende Funktion dieser Komponenten entspricht A(z) —
A(z,J) und fir die erzeugende Funktion von Mengen dieser Komponenten haben wir
eA@=4=D)  Fiir die Komponenten aus J sind fiir jedes j € J S(j) Komponenten mit

Wiederholung zu wéhlen. Nachdem die Reihenfolge egal ist, haben diese die erzeugende
AS(7)Z]S(])

Funktion W

Damit ergibt sich die Behauptung. [

Wir fithren zur Vereinfachung der Notation m :=n—3,_;j75(j) ein. Dann haben wir
das folgende Ergebnis fiir die Anzahl Objekte mit Einschrankung der Komponentenanzahl,
wobei nur kleine Komponenten eingeschréankt sind

Satz 5.7. Es sei jo := max{j € J} = O(m/logm) und

> i (logj)? = o(m'~*(logm)’ ")
jeJ
dann gilt fiir m — oo

. o1 (ogm)® rr (A 1
("] L(=, ) ~ de’ H(f) —

(—a) prmett <2\ ! S(7)!

Beweis. (Idee): Man betrachtet wieder eine Hankel-Kontur, diesmal mit duflerem Radius
1 + 3logm/m und innerem Kreis um z — 1 mit Radius 1/m. Der Beweis erfolgt dann
durch Anwenden der Cauchyschen Integralformel und Taylorentwicklung der verwendeten
Funktion. O

Fiir die markierten Konstruktionen gilt dann mit der Bezeichnung

_ [#"L(=,5)
Pr(S,n) = —[z”]L(z, 0

die Beziehung

n logm 5@ 2
pr(s.n ~ (1) (22 I (22 e,

Wir bezeichnen die r-kleinste Komponentengréfie der Strukturen mit Einschréankung S
mit XTST)(S ) und die eingeschrinkten KomponentengréBen < k mit d(k) = >,y S()
mit Ny = {1,2,...,k}. Wir erhalten die folgende Asymptotik fiir die r-kleinsten Kompo-
nenten.

Satz 5.8. Unter den Bedingungen des vorigen Satzes und r — d(k) = O(logm) und
k = o(m(log m)ﬁ) gilt fir m — oo

&.

r—1—

Pr(X(S) > k) ~ Pr(S,n) exp(—A(p, Nx, \ J)) M.

4!

I
=)

J
Beweis. Wir betrachten die modifizierte Einschriankung S* so dass S* : Ny U J — N mit
S*(j) = S(j) V5 € J und fur j ¢ J so, dass insgesamt

> S <r—1

i<k
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gilt. Diese Art der Einschrankung bewirkt also, dass es hochstens » — 1 Komponenten mit
Grofle < k gibt.
Pr(X{(5) > k) = Y Pr(s".n)
S*

Mit m* =n =3,y 1, 75(j) und k = o(m/Inm) ergibt sich m* ~ m. Man kann zeigen,
dass mit der Schranke fiir k£ die Abschétzung

ogj)’
Z (1 g]) :O(ml—a(logm)ﬂ—l)

JOL

JENE

o o\ B o B
(o) () ~ () ()

Damit erhalten wir aus der Asymptotik fiir Pr(S*,n)

gilt und auch

r nr > ~ ( *) ( ) pnfm e~ s k W
AT pist0)

~Pr(S;n)exp(—A(p, N \ ) D> _ | ] (NS @ 5*(4)!

S \jeNy\J
Die Behauptung ergibt sich dann aus der Multinomialformel

ko yra;
Y;

ai! ’

Y4+ Y+ ... 3) = 4! Z

ai+...ap=j i=1

nachdem ja S* alle Werte mit Komponentenanzahl kleiner als r annimmt.
m

Bei den unmarkierten Objekten betrachten wir die gewohnliche erzeugenden Funktion
A(z) = Y72 A" fiir Objekte, die durch die Multimengen-Konstruktion erzeugt werden.
Es muss p < 1 gelten und die Erzeugende Funktion fiir diese Konstruktion ist dann

U(z) = exp (A(z) + %A(%) ¥ ) .

Wir haben das folgende Ergebnis fiir die Erzeugende Funktion von Objekten mit einge-
schrankten Komponentenzahlen:

Satz 5.9. Sei S : J — N eine Finschrinkung, dann erfillt die erzeugende Funktion der
Multimengen von unmarkierten Objekten mit Einschrinkung S

Uz 8) = (ga A (Aﬂ' * ;(gj)) - 1>zjs(j)> exp (A(z) + %ZQ) .. ) |

Beweis. Es wurde bereits gezeigt, dass fiir die erzeugende Funktion einer Multimenge von

Objekten aus A
1(25)" =ow (a4 452 )
H =exp | A(z) + +...
Pt (1 — 2k 2

44




gilt. Fiir alle j ¢ J werden die Elemente der Grole j auf die selbe Weise ausgewéhlt wie
ohne Einschrinkung. Fiir jedes j € J ersetzen wir den Faktor (1 —27)~4%. Die Anzahl der
Méglichkeiten der Wahl von S(j) Komponenten der Grofle j entspricht einer Ziehung mit
Zuriicklegen und ist daher (Aj +S“q(§.§)_1). Der Faktor (1 — 27)4/ hebt den inversen Faktor in
der Exponentialfunktion auf und daher haben wir die Behauptung. O]

Wir koénnen die erzeugende Funktion ohne Einschrinkung in den Komponentenanzah-
len bekanntlich in der Form

U(z,0) = exp(A(2) +r0(2)) (1 + o(1))

mit

ro(z) := Z A(k )

k=2
schreiben, wobei r¢(z) wohldefiniert und analytisch ist. Damit kénnen wir ein analoges
Ergebnis fiir Multimengen erhalten.

Satz 5.10. Sei S : J — N eine Einschrinkung mit jo = max{j € J} = O(m/logm) und

> i (log j)? = o(m'*(logm)’ ).

jeJ

Dann gilt fiir m — oo

MU (2 ~ dectrop) 1 (logm)’ Aj+85(j) -1 L iVA;
10 ~ e T (Y ) Ha -

jed jedJ

Beweis. Analog zum markierten Fall. O

Ebenso ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeiten der kleinsten Komponenten

Pr(s.m) ~ (1) <%>ﬁ H (Aj +SS<%) - 1) FS0)(1 _ iy

Fiir das Verhalten der r-kleinsten Komponente gilt:

Satz 5.11. Fir die Bedingungen der vorigen Sditze und r — d(k) = O(lnm) und k =
o(m(log m)ﬁ) gilt fiir m — oo

Pr(XfLT)(S) > k) ~ Pr(S,n)exp <_ i w)

=1

r—1—d(k) 9
X Z [27] exp (zA(p,Nk\J)—l—zQW—i—”.) .

Jj=0

Beweis. Der Ansatz ist wieder analog zum markierten Fall. Wir definieren wieder S* als
die erweiterte Einschréinkung und erhalten

Pr(X(5) > k)~ S0 ()" (1%5)6 1 (Aj +S§12%>—1)<1_ s
2

jEJUNy,

45



~Pr(s,n) J[ -3 I (A +S ,) )ij*(j)

JENR\J S* jeNE\J
Wegen
: (A1
1— pis -4 _ t lel
(1-p'2) Z( Y

gilt wieder, weil S* alle moglichen Kombinationen von hochstens r kleinsten Komponenten
abdeckt

A; 4+ 5*(7) —
Z H < J+S*((])) l)p]s () _ [Zu] H (1_p]Z> Aj
5% JENG\J J u=0 JENR\J
r—1—d(k)
= [z%]exp | — Z A;log(l—pz)
u=0 JENR\J

Z “ exp ( A(p, Ni) — A(p, JN Ny)) + 22

u=0

Die Formel ergibt sich dann, indem das Produkt vor der Summe mit der iiblichen exp-log
Umformung durch

I O

JENK\J

geschrieben wird. O

Wenn wir d :== 3. jes S(j) schreiben, dann kénnen wir insbesondere den Erwartungs-

wert fiir die d+1-kleinste Komponente berechnen, also den Erwartungswert fiir die kleinste
nichtvorgeschriebene Komponente.

1

Satz 5.12. Sei S : J — N eine Einschrinkung und gelte jo = max{j € J} = o(m(logm)=-1)

und weiters 1
Z ( n,‘7> = o(m'*(Inm)?71).

jeJ

Es gilt fiir markierte Konstruktionen
E(X“(8)) ~ Pr(S, n)me A7)
und fiir unmarkierte Konstrukte folgt

E(XHD(8)) ~ Pr(S,n)me 0 [](1 - p7)~ .

jeJ

Beweis. Wir betrachten markierte Konstruktionen und hier die Summe

E(X(S E:PrXT ) > k).
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Die Anzahl der Objekte mit genau d + 1 Komponenten entspricht der Anzahl aller ein-
geschrinkten Komponenten zusammen mit einer Komponente der Gréfle m. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir im Verhéltnis zu den uneingeschréinkten Strukturen dieser Grofle 1asst
sich als

Pr(X{H)(8) = m) = 2L (é)sw 1

A L) S0y
e /loem\ N SG)
e )T () TLG) - sgeso

~ Pr(S,n)e “exp(A(p, J))

schreiben. Wir betrachten nun Konstruktionen mit mehr Komponenten. Es gilt offensicht-
lich fiir £ <m . .
Pr(X!"(S) > k) > Pr(X*(S) = m).

Um die andere Richtung zu zeigen, betrachten wir
t = max (jo + 1, m(log m)z/(“_l))

Damit ist ¢ grofer als die kleinste festgeschriebene Komponente und damit gilt A(p, V; \
J) = A(p, N;) — A(p, J) und es ergibt sich aus dem Satz

Pr(XD) > 1) ~ Pr(S,n)eexp(A(p, J)).
Damit gilt aber fiir alle £ mit t < k < m
Pr(S,n)e exp(A(p, J)) = Pr(XWH) > k) > Pr(S,n)e “exp(A(p, J))

Nun koénnen wir die Summe aufspalten in

00 t—1 m
D Pr(X[HV(S) > k) = Pr(X[HV(S) > k) + > Pr(XHV(S) > k)
k=0 k=0 k=t

= O(tPr(S,n)) + mPr(S,n) exp(—c + A(p, J))(1 + o(1))

und wegen t = o(m(logm)/@=1) ist der erste Term vernachlissigbar und es folgt die
Behauptung fiir den markierten Fall. Der unmarkierte Fall ldsst sich analog mit den
entsprechenden Ergebnissen fiir unmarkierte Strukturen behandeln. ]

Insbesondere gilt dann fiir den Erwartungswert der kleinsten Komponente von Kon-
struktionen ohne Einschrinkung im markierten Fall

E(XW) ~ ne~®
und im unmarkierten Fall
E(XM) ~ neero,

Diese Resultate sind nur fiir das erste Moment und die kleinste nicht festgeschriebene
Komponentengrofle, also um einiges weniger allgemein als fiir exp-log Strukturen. Es
gibt auch Ergebnisse fiir Strukturen mit negativem algebraischen Exponenten die eine
Sattelpunktmethode benutzt. Hier erhalten wir ohne Beweis
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Satz 5.13. Es sei A(z) =0 +c(1 —2/p)P7 (1 + o(1)) fir p> —1. Dann gilt
E(XM) ~ ZeXp (p, Vi)

fiir markierte Strukturen und

B ~ 3 exp(— 3 A N

fiir unmarkierte Strukturen, wobei A(p, Ni) ~ kP gilt.

5.3 Glatte superkritische Strukturen

In der Arbeit von Bender und Gao [4] zu den KomponentengroBen von superkritischen
Strukturen sind Anforderungen an die beteiligten Funktionen etwas anders.

Definition 21. Eine Struktur mit Erzeugender Funktion C(z) = B(A(z)) heifit glatte
superkritische Konstruktion, wenn gilt:

1. Es gibt ein 0 < r < p(A), so dass A(r) = 7, wobei 7 die Singularitit von B(z) ist
(also die iibliche Bedingung fiir superkritische Funktionen)

2. Es gibt eine Konstante § > 0, so dass ¢, /¢,y — 7t fiir ¢t < n?

3. Ist Ink = {Zn}B(k) (A<Z>>7 dann gllt gn,k/gnJrl,k ~T

Einerseits sind diese Bedingungen weiter gefasst, weil die erzeugenden Funktionen
nicht algebraisch-logarithmisch sein miissen, andererseits ist aus dieser Definition nicht of-
fensichtlich, dass die bisher verwendeten superkritischen Konstruktionen auch glatt sind.
Das spétere hinreichende Kriterium zeigt aber, dass alle superkritischen Funktionen vom
alg-log Typ auch glatte superkritische Funktionen sind. Die Autoren haben das Verhalten
einer Anzahl von Eigenschaften bewiesen, darunter das der gréfiten und kleinsten Kom-
ponenten, der Anzahl der Komponenten und der Vielfachheit. Wir haben das Verhalten
der groBiten Komponenten bereits behandelt und werden die Anzahl der Komponenten
spater behandeln, daher interessieren wir uns besonders fiir das Verhalten der kleinsten
Komponenten. Der Artikel zeigt auch, dass sich die Komponenten fixer Groflen wie un-
abhéangige Poisson-verteilte Zufallsvariablen verhalten und wir werden auch diesen Beweis
skizzieren.

Wir nehmen an, dass sich die Koeffizienten von A(z) fiir eine Konstante 8 wie a; ~

90) =7 mit ¢'(x) = o(1) fiir # — oo verhalten. Dann definieren wir fiir o := 3/r die
Funktion o(n) implizit durch

log(n/A'(r)) + g(o(n))

log

o(n) =

Definition 22. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, () auf einer diskreten Menge
X ist der Totalvariationsabstand durch

dry (P, Q) = sup |P(A) — Q(A)]

ACX

gegeben.
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Insbesondere gilt

drv(P,Q) =Y ((Pr(P=s)—Pr(Q=s))" =) (|Pr(P=s)-Pr(Q=s)|)/2

reX zeX
mit ™ = max(z,0).

Satz 5.14. Wir bezeichnen die Anzahl der Koeffizienten der Gréfle j mit (;. Es gibt eine
Funktion w(n) — oo, so dass die Zufallsvariablen ; fir

on)—wn)<j<n

asymptotisch unabhingige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert o™=
sind.

Wir verwenden dafiir den folgenden Zusammenhang

Lemma 2. Seien (1(n),...,G.(n) eine Menge von Zufallsvariablen mit Wertebereich in
Z und es sei mit (m)y := (m(m—1)...(m—k+1) eine Folge 0(n) € Ry und Konstanten
a>1und0 < c <1 gegeben, die die folgenden Bedingungen erfiillen

1. o(n) = o0 und n — o(n) — oo

2. Fir festes | und Folgen my,...,m; und ki(n),...k(n) mit |k;(n) — o(n)| = O(1)
qgilt
I

E((Ckl(n))mlv (Ck2(n)>m27 S (Ckl(n))ml> ~ H oot (m)m;

=1
8. Es gilt Pr(Cuiny) > 0) = O(cFM=oM) gleichmifig fiir alle k > o(n).

Dann gibt es eine Funktion w mit w(n) — oo, so dass fir k = |o(n) —w(n)|, so dass fir
unabhingige Poisson-verteilte Zufallsvariablen Z;(n) mit E(Z;) = a°™=J

dTV((Ck; . 7<n>7 (Zk, ceey Zn)) — 0
gilt.

Beweis. (des Satzes, Idee) Es ist zu zeigen, dass die Bedingungen fiir die Konvergenz
gegen eine Poisson-Verteilung erfiillt sind.

Wenn wir einen fixen Komponentenvektor L, ..., Ly mit Gesamtkomponentengrofie
s und beliebige unmarkierte Konstruktionen mit m Komponenten betrachten, die die-
se Folge von Komponenten erhalten, dann gibt es (7;) Moglichkeiten, diese anzuord-
nen. Damit ist die erzeugende Funktion der Strukturen mit dieser festen Sequenz durch

H(z) =2y, cm () A(x)" ™ = 2*B¥) (A(x))/k! gegeben. Es gilt auch [z"]B®) (A(z)) ~

k k
(%) , daher erhalten wir auch [z"]H (z) ~ & (%) Cn—s- Nachdem s klein ist, lasst

sich die erzeugende Funktion der Strukturen mit diesen Komponenten durch

(21 (=) ~ o, A

T

bestimmen. Wir betrachten nun eine Folge von KomponentengroBen ky(n) <,--- < ki(n)
mit k;(n) = o(n)+O(1) und m = _'_, m;. Wenn man nun alle Méglichkeiten betrachtet,
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eine Folge wie vorhin zu konstruieren, dann kommt zusétzlich der Faktor m!a}" dazu und
daraus ergibt sich dann die zweite Bedingung. Fiir markierte Konstruktionen funktioniert
ein dhnliches Argument.

Die erzeugende Funktion aller Funktionen, die ein Element der Grofle (i enthalten,
kann nach oben durch die erzeugende Funktion aller Strukturen, in die ein Element der
Grofe k eingefiigt wird, abgeschéitzt werden und daraus erhalten wir die dritte Bedingung.

O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass jede glatte superkritische Struktur eine grofle
Anzahl kleiner Komponenten besitzt:

Satz 5.15. Es sei j = O(logn) und wir bezeichnen die Anzahl der Komponenten der
Grofe j mit ¢j. Dann gibt es fir festes k Konstanten B > 0 und D > 1, so dass

Pr(¢; <k) < B(D™"+ (nr’a;)™")) =0

gilt. Weiters gilt fir eine Funktion f(n) — oo

Pr (Uj<g(n),f(n)(cj < k’)) < Z Pr(gj < k)=o0(1).
j<o(n)—f(n)

Beweis. Sei \ der kleinste Index, fiir den ay > 0 gilt. Wir betrachten fiir A < j <
o(n) —w(n) die Anzahl der Strukturen mit ¢; < k. Wenn nun eine Struktur mit ¢, > on
gegeben ist, dann kann diese zu einer Struktur mit (; > k gemacht werden, indem £
Komponenten der Grofle A durch Komponenten der Grofle j ersetzt werden.

Wir wollen zuerst zeigen, dass der Anteil der Strukturen mit ¢, < dn = O(D™")
fiir eine Konstante D > 1 ist. Dafiir betrachten wir die bivariate erzeugende Funktion
B(tayz* + (A(z) —axz?)). Sei 7(t) der Konvergenzradius von tayz* + (A(z) — ay2?)), dann
gibt es ein ty < 1, so dass tay2* + (A(z) —axz*) = p(B) eine eindeutige (monoton fallende)
Losung r(t) fiir alle ¢ > ¢, hat. Es gibt also auch fiir jedes feste ¢ ein € > 0 mit

r(t) — €
T+ €

> 1.

Es gilt aber auch [z B(tax2* + (A(2) — ax2?)) < C(r(t) — €)™ und eine untere Schranke
der Anzahl der Strukturen der Grofie n ist C(r+¢€)~". Die Anzahl der Strukturen mit Cyn
Komponenten der Groe \ ist durch [2"t“1"| B(tayz* + (A(2) — axz?)) gegeben. Damit ist

t=nC(r(t) —e)™
C(r+e™

wegen t < 1 eine obere Schranke des Anteils der Strukturen mit héchstens Cyin Kompo-
nenten. Damit konnen wir ein C; > 0 ausreichend klein wéhlen, so dass der letzte Bruch
< 1 ist. Damit wird aber auch der Anteil der Strukturen mit weniger als Cin Elementen
der Grofle A klein.

Bei der Ersetzung gibt es (5]:‘) Moglichkeiten, die zu ersetzenden Komponenten aus-
zuwéhlen und nachdem die urspriingliche Struktur bereits bis zu £ — 1 Komponenten der
Grofe 7 hatte, gibt es (Qkk_ 1) Moglichkeiten, welche dieser durch Ersetzen entstanden sind.
Die Struktur nach dem Ersetzen hat die Groe n + k(j — A) und daraus erhalten wir

2k—1
PI‘(Cj < k) < Pr(Q < 5n) I Cn+k(j—N) ( 5kn )%_
Cn (k) a;
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Nachdem die letzten beiden Briiche bekannt sind, erhalten wir das Ergebnis durch Sum-
mation iiber j zusammen mit dem Verhalten der Koeffizienten der erzeugenden Funktio-
nen. [

Wegen des folgenden Ergebnisses erfiillen viele superkritische Strukturen auch die
Glattheitsbedingung.

Satz 5.16. Eine glatte superkritische Struktur liegt vor, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

1. Es gibt ein 0 < r < p(A), so dass A(r) =1, wobei T die Singularitit von B(z) ist.
2. ggT((i —j) : aa; #0) =1
3. Es gibt € >0 und K ={ky < ko...} mit
kisr — ki = O(k1)
b < exp(O(K'=))p(B) ™ Wk
bk > exp(=O(k')p(B) ™" Vk

Beweis. (Idee) Gesucht ist das Verhalten von
cn = [2"]B(A(2)) = > bi[2"]A(2)".
k=1

Es folgt aus einer asymtotischen Darstellung von A(x)¥ fiir k in einer bestimmten Umge-
bung gleichméfig

ble(A@)

bz ] A(x)*))
und die Summe von ¢, auBerhalb dieses Bereichs ist vernachléssigbar. Die dritte Glatt-
heitsbedingung ist mit einem &hnlichen Argument in [9] gezeigt. O

Fiir superkritische Funktionen mit einer &ufleren alg-log Funktion ist diese Vorausset-
zung immer erfiillt, weil dann b, ~ n'=*p~"(logn)? gilt. Zuletzt noch ohne Beweis ein
starkeres Resultat iiber kleine Komponenten und Vielfachheiten:

Definition 23. Eine Struktur heifit liickenlos, wenn sie jede Komponentengréfle zwischen
der grofiten Komponente und 1 besitzt.

Satz 5.17. Es gilt fw(“ glz'e Wahrscheinlichkeit g,,, dass eine Struktur der Gréfie n lickenlos,
o’ und

a—1
-1 k m—k
m 1 1
by = b — 1—— ,
()G (-3)
0
beziehungsweise gilt fiir die Wahrscheinlichkeit q,, dass eine Struktur liickenlos ist mit
grofster Komponente k

— o)k ,
Gn ~ €Xp (—) H (1 — exp (—a"(”)ﬂ))

a—1 .
i<k

gn ~ by, mit m =

3

B
Il
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Die Anzahl D,,(k) der verschiedenen Komponenten, die genau k mal vorkommen, erhalten
wir mit Py(x) = 2,0 U'(k + 2iml) exp(—2ilrz) durch

E(Dy) = m ?

Superkritische Strukturen enthalten also kleine Komponenten aller Groflien und die

Wahrscheinlichkeit, dass eine Struktur, die eine Komponente einer Grofle k& enthélt, auch
alle Komponentengréflen kleiner als & enthélt, ist nach unten beschriankt.
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6 Untersuchungen iiber die Anzahl der Komponen-
ten

Die letzte Kenngrofie der Verteilung der Komponentengréfien ist die Anzahl der Kom-
ponenten. Hier gibt es recht viele und allgemeine Ergebnisse, diese stammen vor allem
aus dem Buch ’Analytic Combinatorics’ [13]. Wir betrachten wie immer Konstruktionen,
deren erzeugende Funktion die Form C'(z) = B(A(z)) besitzt und verwenden die bivariate
erzeugende Funktion

C(z,u) = B(uA(2)).

Durch [2"u*]C(z,u) ist die Anzahl der Konstruktionen der Groéfe n mit genau & Kompo-
nenten gegeben und der Erwartungswert der Anzahl der Komponenten erfiillt

& J
("] D k[uF)C (2, u) = [2")=-C (2, u)
k=1
Definition 24. Ist u ein endliches Maf§ auf (R, B(R™)), dann ist

0,(0):= [ eana)

die zugehorige charakteristische Funktion. Fiir eine Zufallsvariable X ist die charakteris-
tische Funktion durch
E(exp(itX))

gegeben. Die momenterzeugende Funktion ist E(t.X).

Definition 25. Eine Folge von Maflen (p,)nen konvergiert schwach gegen ein Maf
wenn fiir jede beschrinkte, stetige Funktion f

i [ fd, = [ i
n—oo

gilt. Eine Folge von Zufallsvariablen konvergiert in der Verteilung gegen eine Zufallsvaria-
ble X, wenn die zugehdrigen Verteilungsfunktionen schwach gegen die Verteilungsfunktion
von X konvergieren. Wir schreiben dann auch X,, —4 X.

Satz 6.1 (Stetigkeitssatz von Lévy). Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmajfen P; kon-
vergiert genau dann schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P mit charakteristischer
Funktion ¢, wenn die charakteristischen Funktionen ¢; punktweise gegen eine bei 0 stetige
Funktion ¢ konvergieren

Der folgende Satz [13] beweist die Konvergenz von Zufallsvariablen gegen eine Nor-
malverteilung und wir werden ihn spéter mehrfach verwenden.

Satz 6.2 (Quasi-Powers). Sei X,, eine Folge nichtnegativer Zufallsvariablen mit wahr-
scheinlichkeitserzeugenden Funktionen p,(u), so dass es fir eine Umgebung um u = 1
Folgen B, k, — oo und analytische Funktionen A(u), B(u) mit A(1) = B(1) = 1 gibt,
die

B"(1)+ B'(1) — B'(1)*> #0

erfillen, so dass



gilt. Dann erfillen Erwartungswert und Varianz von X,

E(X,) = 8,B'(1) + A(1) + O (i)

Kn

V(X,) = Buv(B) + 0(A) + O (i) ,

KRn

mit v(C) = C"(1) + C'(1) — (C"(1))%. Die normierte Verteilung von X, asymptotisch
normalverteilt und erfillt

X, — E(X,) - 1
Pr(ng> _¢<z)+0(mn+\/E)’

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis. Die momenterzeugende Funktion erfiillt die Bedingungen der Version fiir momen-
terzeugende Funktionen O

Wir benétigen noch die Berry-Esseen-Ungleichung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit
gegen die Verteilungsfunktion:

Satz 6.3 (Berry-Esseen). Seien F,G Verteilungsfunktionen mit charakteristischen Funk-
tionen ¢, und habe G beschrdnkte Ableitung. Dann gibt es absolute Konstanten cy,cs so

dass fiir jedes T > 0
T
1Fell < [
-7

Satz 6.4 (Quasi-Powers, 2.Version). Ist X,, eine Folge von Zufallsvariablen und die Folge
der dazugehérigen momenterzeugenden Funktionen \,(s) = E(eS*") in einer Kreisscheibe
0 < |s| < p analytisch mit Darstellung

An(s) = ePrU(8)+V (s) (1 +0 (i)) 7
Kn

mit B, kn, — 00, wobei U(s), V(s) in |s| < p analytisch sind mit U"(0) # 0. Dann gilt fiir
Varianz und Erwartungswert

¢(t) = (1)
t

1G]]0
T

‘dt"‘Cg

qgilt.

E(X,) = 6,U'(0) + V'(0) + O(x, ")

V(X,,) = 8.U"(0) + V"(0) + O(r,,")
und die Verteilung der normierten Variable (X,, — 5,U’(0))/+/BnU"(0) ist asymptotisch

normalverteilt und konvergiert in der Verteilung mit Konvergenzgeschwindigkeit O(r,;* +

But).
Beweis. Die Variable log(A,(s)) ist analytisch um 0 und hat die Darstellung

log A\ (s) = BU(s) + V(s) + O(1/kn).
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Durch Darstellung der Ableitungen mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel
1 d

k!l dsr

1 ds
log )\n(5)|5:0 = Q—M/log )\n(S>W
Y

und der Darstellung des Logarithmus um 0 ist auch die Groéfle des Fehlers der Ableitungen
im Bereich O(1/ky,). Aus der momenterzeugenden Funktion A, ergeben sich Erwartungs-
wert und Varianz durch

d2
, E(X7) = —5a(s)

s=0 " ds?

E(X,) = d%A"(S)

s:O'

Wir betrachten nun die normierte Variable X und die zugehorige momenterzeugende
Funktion \* = E(e**") mit
* Xn — ﬁnU’(O)
O VBUO)

Dann erhalten wir

‘(o BaU(0) s
log Ax(s) = ﬁnU”(O)S +log A\, ( BnU”(O))

und zusammen mit der Taylorentwicklung

S , S 1

ergibt sich die Darstellung

. s s|+ [s]? 1

Aus dieser Abschéitzung ergibt sich dann die Konvergenz gegen eine Normalverteilung.
Die genauen Abschétzungen lassen sich dann aus der Berry-Esseen Ungleichung erhalten,
weil nach dem vorigen X\’ (it) — e~t*/2 klein genug ist, dass fiir T, = cﬂ%/ 2

/ .
-T,

gilt, also gilt auch [|A\% — @[], = 0(551/2 + K1), .

X (it) — e7/2
t

+ = =008, +5.)

1
T

6.1 Anzahl der Komponenten von exp-log Funktionen

Das wird in [13] und [12] behandelt. Wir betrachten wieder eine in einem A-Gebiet ana-
lytische Funktion A(z) mit Singularitét p, die

A(z) = alog (1 —1z/p) +A+0 <(log(1 i Z/P))2>

fiir z — p erfiillt. Wir betrachten die Mengenkonstruktion fiir markierte Objekte oder die
Mengen /Multimengenkonstruktion fiir unmarkierte Objekte.
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Wir kénnen den Erwartungswert und die Varianz der Anzahl der Komponenten zwar
auch aus dem Quasi-Powers Theorem erhalten, wir kénnen sie aber auch wie im Folgenden
direkt aus der bivariaten Erzeugenden Funktion bestimmen. Fiir markierte Objekte ist
diese durch C(z,u) = e"4*) gegeben. Damit ergibt sich

C(z,u) = e (1——12’/p) (14 uO (log™*(1 — z/p)))

und damit
0C(z,u)

ou

= (A +alog (1 _1Z/p)) (1 _1Z/p>aeA (1+0(log™*(1 = z/p))) -

Daraus erhalten wir aus der Singularitdtsanalyse

7] 50((5,27 u)

1 a—1

_ oAt i —2
__=e Ta) o a <)\+10gn+ 5SF(5)|s:a+O((logn) )>,

#2).

Fiir unmarkierte Strukturen hat die erzeugende Funktion die Form

A A Y

also erhalten wir den Erwartungswert

E(X,) =a <logn — d%(f‘(s))

C(z) = exp <A(z) +

2 3
also gilt fiir mit 7o = 7%, %’.’j) fir z — p
ertro s
C(z) = - (1+O(log (1—z/p)))

(L +2/p)

und die bivariate erzeugende Funktion erfiillt

C(z,u) = exp (uA(z) LwAGD | ) .

2
Damit ist
—50((5'2’ w _ exp (uA(z) + 2 AZ(Z ) + .. ) <; un_lA(Zn)>
und
0C(z,u . n
% =) (; Az )) -

Es ergibt sich wieder durch Singularitdtsanalyse und Singularitédtsanalyse der eindimen-
sionalen erzeugenden Funktion

. + A+ i A(pk)> )

Fiir den Erwartungswert der Anzahl der Komponenten von exp-log Strukturen gilt also
alogn. Das Verhalten der Varianz lasst sich &hnlich zeigen und ergibt O(logn). Um die
Konvergenz der Verteilung gegen eine Normalverteilung zu zeigen, benttigen wir zunéchst
das folgende Ergebnis:

E(X,) =a (logn - d%(l“(s)
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Satz 6.5. Sei f, eine Familie von Funktionen mit Parameter u, die in einem A-Gebiet
analytisch sind und es gelte fir f, die Abschditzung

[fu2)] S K[(1=2) @] |L(z)|" z € AueU

gilt, mit L(z) = —log(l — 2) und 8 € R mit beschrinktem «o(u). Sei weiters B € R so
gewdhlt, dass R(—a(u)) > —B. Dann gibt es eine Konstante \, so dass gilt

=" fu(2)] < AKnP (logn)”.

Beweis. Wir betrachten wieder eine Hankel-Kontur v mit Winkel ¢ und darauf die Cauchy-
sche Integralformel

1 d

Mit a(u) = o(u) +i7(u) und z = 1 4 t/n ergibt sich die Darstellung

¢ —i7(u)
- .

Der zweite Faktor bleibt aber beschrénkt durch A > 0 und damit gilt auch |(1—z)~*®)| <
A(1 — 2)7°®@]| und nachdem —o(u) > —B gilt, haben wir

(1= 2)7*®] = |(1 = 2)77)]

1) < 5 [ N= 2 PP
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Damit kénnen wir das folgende Ergebnis erhalten:

Satz 6.6. Wir betrachten markierte Strukturen vom exp-log Typ, so dass die logarithmi-
sche Funktion in einem A-Gebiet analytisch ist und fir z — p die Darstellung

1 1
A(z):alogl_z/p+)‘+o(m)

hat. Dann konvergiert die Verteilung der Anzahl der Komponenten gegen eine Normalver-
teilung, deren Mittelwert und Varianz asymptotisch alogn sind, wobei die Konvergenzge-
schwindigkeit O ((logn)™/2) betrdgt.

Beweis. Die bivariate erzeugende Funktion C(z,u) hat die Form

1 o 1
C(z,u) = A2)) = e 14u0 | ——— | |-
e =esptuae) = (= ) (10000 ()
Wir haben fiir C(z, 1) die Darstellung

et = (=) (10 (i zm))

und erhalten damit




Weiters kénnen wir die Koeffizienten von e**(1/(1—2/p))** durch Singularititsamalyse
bestimmen und erhalten

[="e" (1/(1 = 2/p))™ =

Wenn wir e“4%) = (1—2/p)"*B(z,u) betrachten, dann gilt B(z,u) — B(p,u) < log (1 —
z/p). Damit lassen sich mit dem vorigen Satz die Koeffizienten von (B(z,u)— B(p,u))(1—
z/p)~* bestimmen. Die Konstanten héingen gleichméflig von Re(au) ab, also kénnen wir
diese Koeffizienten durch n®~'log™' n abschétzen. Damit ergibt sich p,, ~ e*®~Dlegn ynd
damit kénnen wir das Quasi-Powers-Theorem anwenden und erhalten das gewiinschte
Ergebnis.

O

6.2 Anzahl der Komponenten von zusammengesetzten alg-log
Funktionen

Wir verwenden Ergebnisse aus [13] und im Fall der kritischen Konstruktionen aus [1].

6.2.1 Subkritische Funktionen

Wir haben also die zusammengesetzte erzeugende Funktion C'(z) = B(A(z)), so dass A(z)
an p singulér ist, wihrend der Konvergenzradius von B grofer als |A(p)| ist. Wir nehmen
an, dass A in einer A-Umgebung analytisch ist und fiir 2 — p die Darstellung

A(2) = ¢+ (1 . %)a (d+o(1))

mit 0 < a < 1 erfiillt. Fiir einen zusétzlichen logarithmischen Term wére das Ergebnis
analog. Wir erhalten dann das folgende Ergebnis:

Satz 6.7. Unter den zuvor beschriebenen Voraussetzungen gilt mit C,, . = [2"uF]C(z,u)
und C,, = [2"]C(z,1) die folgende Gesetzmajigkeit fir die Anzahl der Komponenten:

I Chk k Byt~
im =
n—oo (), B'(c)

Beweis. Die gewthnliche erzeugende Funktion ldsst sich um z = p folgendermaflen ent-
wickeln: N N
B(A(2)) = B(e) + B'(¢)d (1 - f) +o(1) (1 — E)
P P
Damit ergibt sich fiir die Koeffizienten durch die iibliche Singularitéitsanalyse

_ B'(c)d 1

IBA) = T

(1+0(1))

Betrachten wir nun die bivariate erzeugende Funktion B(uA(z)), dann lasst sich diese fiir
festes u ebenso entwickeln und wir haben

B(uA(2)) = B(uc) + B'(uc)du (1 - 5>a +o(1) (1 - f)a

p p
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und damit ergibt sich fiir die Koeffizienten

B A() = TR s (U o1),

Also erhalten wir
lim [2"]C(z,u)  uB'(uc)
noo [27]C(2,1)  B(c)

Das Bestimmen der Koeffizienten in u ergibt dann die Behauptung. O]

Die Grenzverteilung ist eine diskrete Verteilung, das heifit auch, dass der Erwartungs-
wert O(1) ist, es gibt also nur wenige grofie Komponenten. Je nach &uflerer Funktion
erhalten wir einige bekannte Verteilungen.

Beispiel 9. Wir betrachten die Folgenkonstruktion von markierten Objekten aus A. Dann
haben wir die erzeugende Funktion

1
Bw)=——
(W) =17
mit Ableitung (1 — w) 2. Es ergibt sich fiir die Koeffizienten aus dem vorigen Satz

lim [2"C(z,u)

FACE W 2k
m G Lk

Das entspricht einer negativen Binomialverteilung.

Fiir die Mengenkonstruktion und die Zyklenkonstruktion von markierten Objekten
ergeben sich die Poissonverteilung beziehungsweise die geometrische Verteilung.

Es ist auch moglich, die Anzahl der Komponenten einer fixen Gréfie m zu betrachten.
Wir betrachten hier die bivariate erzeugende Funktion

C(z,u) :== B(A(2) + (u — 1) A;n2™)

und erhalten

C(z,u) = B(c+ (u — 1)A,c™) —dB'(c + (u — 1) A, ™) (1 - ;) (1+0(1)).
Damit ergibt sich auf die selbe Weise wie vorher fiir die Verteilung der Komponenten der
GrofBle m die Darstellung

B'(c+ (u—1)A,c™)
B'(¢)
Insbesondere erhalten wir wieder eine negative Binomialverteilung fiir die Folgenkonstruk-
tion und eine Poisson- bzw Binomialverteilung fiir die Mengen-bzw Zyklenkonstruktion.

6.2.2 Kritische Funktionen

Wir betrachten nun die kritischen Konstruktionen. Wenn wir die Anzahl aller Strukturen
der GroBe n mit genau k¥ Komponenten betrachten, so entspricht das [2*] B(z)[z"]A*(z).
Wenn wir die Anzahl der Komponenten in einer Struktur der Grofie n mit X,, bezeichnen,
erhalten wir also

4B (2)[2"] A(=)

Wir betrachten zunichst das Verhalten von [2"]A*(z). Wir verwenden die folgende Ver-
teilungsfunktion
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Definition 26.

Ly ke kDA AR)
S(x,\) = - ]}:1( 1) N sin(mk\)
fir0 <A <1
1 & 4GP +Ek/N) . (7K
_ _1 k—1 k— o
S A =22 Zk:1< ST T AT Sm( X\ )
fir1< A <2

Fir A\ = 3/2 wird diese Verteilung auch als Airy-Verteilung und fir A\ = 1/2 als
Rayleigh-Verteilung bezeichnet. Zunéchst kénnen wir jede A-Funktion H(z), deren domi-
nante Singularitéit den algebraischen Exponenten X besitzt, in der Form o +¢ (1 + z/p)* +
25:1 cj(1 = 2/p)? + O((1 — z/p)k+1) schreiben. Das ist zwar nicht ganz der gleiche An-
satz wie bei den grofiten Komponenten, allerdings haben wir dort auch nur den Fall eines
algebraischen Exponenten < 1 betrachtet. Wir erhalten damit

Satz 6.8. Fir eine A-Funktion H(z) erfullt der n-te Koeffizient der Potenzreihe von
H*(2), wobei k mit n variiert, die folgende Asymptotik:
1. Fir0 < X <1 hat H(2) die Form H(z) = o — hy(1 — 2/p)* + O((1 — z/p). Es gilt
mit k = xn*, wobei x in einem kompakten Subintervall von (0,00) ist, dann gilt fiir
n — oo gleichmdfig in k
h
(2" H*(2) ~ oFp™ S (x A /\)

g

2. Fiir1 < X\ <2 hat H(z) eine Darstellung der Form H(z) = o—hi(1—2/p)+hy(1—
2/ +O((1—z/p)?. Ist hy # 0 und k = =n+ an'/*, wobei x in einem kompakten
Teilintervall von (—oo, 00) ist, dann gilt fir n — oo gleichmdfig in k

1 [\ (apttR
n k k —n 1 1
oo (1) s (i)

3. Fiir 2 < X erfillt die Verteilung eine Normalverteilung. Wir zeigen nur 2 < X < 3.
Hier hat H(z) die Darstellung H(z) = o —hy(1—2/p)+ho(1—2/p)?> —ha(1—2/p)*+
O((1—2z/p)?). Es gilt fiir k = h%n—}—xnl/Q mit x aus einem kompakten Intervall von
(—OO, OO)

_ 1 U/hl 22 2
o Hk ) ~ O_k n /2a 7
i) ~ oty T
mit a = 2(j2 — $2)o? /B3

Beweis. 1. Fir A < 1 ergibt die {ibliche Anwendung der Cauchyschen Integralformel
auf einer Hankel-Kontur

o= [+ (12 () ) st [o(-3)

und mit der Substitution durch z = p(1 — t/n) erhalten wir

A
hy A\ t\ "
MH) ~ | =of (12 1—2) dt
) ~ [ o( MA) p( n)
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und damit ergibt Approximation durch eine Exponentialfunktion

k —n
P HE(2) ~ — L / o= gy
H

2min
Durch Schreiben von ¢/~ > = Sooe, et (=122 k L erhalten wir
cFp SN (—a)k (ha\F 1
n Hk ~ _Z [ —
[Z"H(2) w2 R (a> T(—)

Die inverse Gammafunktion lésst sich dann so darstellen, dass die Behauptung
erfiillt ist.

. Fiir 1 < A < 2 kann man wieder eine Hankel-Kontur betrachten, diesmal mit Winkel
7/(2)), so dass sich die beiden Achsen in p(1 — 1/n'/*) schneiden. Die Form der
Cauchyschen Integralformel ist dann nach Substitution mit z = p(1 — t/n'/*)

[2"H"(2) ~ /H (a —hy (#) + hy (%))kp_” (1 - #)n dt

/H (1 = hyfo(t/n)" " (1 + hyJo (8 /n))7/mmp= (1 - #) .

und

Durch Abschétzen durch die Exponentialfunktion ergibt sich
n] rrk Uk %\tA _zhy
[Z ]H (Z) ~ —W eh” e o 'dt.

1
A

k « z a+1
o ]’Ll w hliaua
———a | — ee ohs " du
2mip"n®  \ hy o

und die Integrationskurve kann bis oo ausgeweitet werden. Die Behauptung ergibt
sich dann wie oben durch Darstellung der Exponentialfunktion als Taylorreihe und
gliedweises Integrieren.

Eine weitere Substitution mit v = t’\Z—i ergibt mit o = 5 ein Integral der Form

. Fr A > 2 kann man fiir A\ < 3 wieder durch Substitution, diesmal mit z = p(1 —
t//n) ein Integral der Form

k
. o ethfhl xt/o
2mip™\/n Jy

mit p = ha/hy — hy/(20) erhalten. Durch Vervollstandigen des Quadrats und Sub-
stitution mit v =t — hyx/(2po) ergibt sich

i O-k h%zQ 2
[2"H"(2) ~ —5——=—e @ / P du.
27i/np™ ”
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Satz 6.9. Wenn A(z) und B(z) algebraisch mit Exponenten A und X sind und N < X gilt,
dann bezeichnen wir fir C = B(A(z)) die Verteilung der Komponenten der Strukturen
der Grofie n mit X,, und es gilt

1. Fir0 <\ <1 hat X,/n* Werte in (0,00) und konvergiert gegen eine \-stabile Ver-
teilung, das heifst, dass diese durch unabhdingige, identisch verteilte Zufallsvariablen
X; mit X1+ ... X, ~ ¢, X mit ¢, =n'* darstellbar ist.

2. Firl < X < 2 st die Verteilung bimodal und in der Nihe von cn konvergiert die
Zufallsvariable X, = cn + xn'/* gegen eine A-stabile Verteilung

3. Fiir A > 2 st die normierte Verteillung asymptotisch normalverteilt.

Beweis. Es ist bekannt [10], dass die Funktion S eine A-stabile Verteilung definiert. Die
Normalverteilung ist eine 2-stabile Verteilung, daher ist die sich ergebende Dichte in
jedem Fall stabil. Die Dichte erhalten wir daraus zusammen mit dem Verhalten von
|2*]B(z). Ist A > 1, dann kénnen wir fiir festes k auch die asymptotische Darstellung
von AF(z) bestimmen, diese ist durch o* + h5(1 — z/p)™ + o(1 — z/p)**) gegeben. Da-
mit gilt [2"]A%(z) ~ p~"n =1 /T(=\k). Damit ist die Verteilung fiir kleine & monoton
fallend, damit erhalten wir ein Maximum der Anzahl der Komponenten bei O(1) und ein
weiteres bei cn, also ist die Verteilung in diesem Fall bimodal. Fiir X’ > X lasst sich auf
die gleiche Weise ein dhnliches Verhalten zeigen. O]

Insbesondere der Fall 3/2 ist interessant fiir die Betrachtung von planaren Graphen.

6.2.3 Superkritische Funktionen

Fiir superkritische Kompositionen kann man zeigen, dass die Verteilung der Anzahl der
Komponenten gegen eine Normalverteilung konvergiert. Der Beweis geht auf die Anwen-
dung des Quasi-Powers-Theorems zuriick und beruht darauf, das Verhalten der von u
abhéngigen Singularitét von B(uA(z)) zu betrachten. Der Beweis ist einfacher, wenn die
auflere Funktion eine dominante Singularitét hat, die eine einfache Polstelle ist. Dann gilt
das folgende:

Satz 6.10. Es sei B(A(z)) eine superkritische Funktion und die dominante Singularitit
von B eine einfache Polstelle. Erwartungswert und Varianz der Anzahl der Komponen-
ten sind asymptotisch Vielfache von n und die Verteilung der Anzahl der Komponenten
konvergiert gegen eine Normalverteilung.

Beweis. Es gibt ein p, so dass A(p) = pg, wobei pp die dominante Singularitit von B(z)
ist, also hat B(A(z)) an p eine Singularitét. Die Darstellung von B(z) an pg ist

C

B(z) = =2/

+ D +o(1)

und nachdem A(z) in einer Umgebung von p analytisch ist, hat es die Darstellung
B(z) = pp+ A(p)(z —p) + ...
Damit hat B(A(z)) die Form

1
BAG) = = aimr o =pp 2 ToW
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und die Singularitédtsanalyse ergibt

2" B(A(2)) = pﬁ%a To(1)

Nun betrachten wir das Verhalten von B(uA(z)) fiir ein u, das nahe an 1 liegt. Wir
suchen ein z, so dass uA(z) = pp. Nachdem A(p) den Wert pp annimmt und in einer
Umgebung von p analytisch ist, gibt es eine Umgebung von 1 in der diese Gleichung
eindeutig l6sbar ist. Die Funktion p(u) ist die Losung von uA(p(u)) = pp und ist in einer
Umgebung von 1 analytisch. Wir kénnen p(u) in der Ndhe von 1 in eine Potenzreihe
entwickeln, diese hat die Form

plu) =p— A’l()p) (u—1)+O(u—1)2

Damit hat die Funktion B(uA(z)) fiir z — p(u) durch Einsetzen wie oben die Form

Cpyg 1
up(u)A'(p(u)) 1= z/p
Die Funktion B(uA(z))/2"™ hat nun fiir 2 < S mit einem passenden S zwei Singula-

ritdten, ndmlich 0 und p(u). Damit ergibt sich aus dem Residuensatz bei Betrachten des
Konturintegrals

B(uA(2)) ~

Zn—i—l

/|S B(U(A(Z>>dz = [2"|B(uA(2)) + Res,—pw) (B(u(A(z2))) Z—n71|2:p(u)

und damit ergibt sich aus der Asymptotik fiir B(uA(z))

Cpp
up(u) A'(p(u))

fir ein K > 1, weil sich das Integral wie O(S™") verhélt und das Residuum aus der
Darstellung von B(A(z)) folgt. Damit erfiillt die normierte Form die Darstellung

[2"]B(uA(z)) ~ plu)"(1+O(K™))

A = (-25) @+ o),

also kann das Quasi-Powers Theorem angewandt werden.
O

Der Ansatz kann auch angewandt werden, wenn B keine einfache Polstelle besitzt. Wir
konnen dann wieder eine Darstellung von B(A(z)) und B(u(A(z)) aus der Darstellung
von B(z) und der Taylorentwicklung von A(z) erhalten, p(u) bestimmen und auf diese
Darstellung das Quasi-Powers-Theorem anwenden. Es gilt also ebenso nach [12] dass die
Anzahl der Komponenten einer superkritischen Konstruktion mit d&uflerer Funktion

B(z) = (1 - i)alogk (m>

asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert cn ist.
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6.3 Zusammenfassung der Ergebnisse des ersten Teils

Exp-log Strukturen

e Die Verteilung der grofiten Komponente ist eine verallgemeinerte Dickmann-Funktion
(Satz 4.5) und der Erwartungswert ist cn (Satz 4.6).

e Die Verteilung der kleinsten Komponente ist eine verallgemeinerte Buchstab-Funktion
(Satz 5.5) und der Erwartungswert ist logn fiir a = 1, n' =@ fiir a < 1 und O(1) fiir
a>1 (Satz 5.2).

e Die Verteilung der Anzahl der Komponenten ist asymtotisch normalverteilt mit
Erwartungswert alogn (Satz 6.4).

Subkritische Strukturen

e Die Verteilung der grofiten Komponente ist in Satz 4.9 gegeben und hat Erwar-
tungswert n — k;n4" (logn)? (Satz 4.10).

e Die Verteilung der Anzahl der Komponenten wird in Satz 5.14 behandelt. Die Ver-
teilungsfunktion ist diskret und hat damit Erwartunswert O(1).

Fiir exp(alg-log) Strukturen (diese sind ein Spezialfall der subkritischen Strukturen) ist
der Erwartungswert der kleinsten Komponente ne™¢ (Satz 5.12).

Kritische Strukturen

e Die Verteilung der grofiten Komponente ist in Satz 4.11 gegeben und hat Erwar-
tungswert cn (Satz 4.12) .

e Die Verteilung der Anzahl der Komponenten ist hauptséchlich vom Exponenten der
inneren Funktion abhéngig und in Satz 6.7 gegeben.

Superkritische Strukturen

e Die Verteilung der grofiten Komponente ist in Satz 4.13 gegeben und doppelt expo-
nentiell. Der Erwartunswert betriagt logn — (a4 1) loglogn (Satz 4.14).

e Der Erwartungswert der kleinsten Komponenten ist O(1) und Komponenten einer
beliebigen kleinen Grofle sind mit hoher Wahrscheinlichkeit in gréflerer Anzahl vor-
handen.

e Die Verteilung der Anzahl der Komponenten ist eine Normalverteilung mit Erwar-
tungswert cn (Satz 6.9).
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7 Untersuchungen des Komponentenspektrums: An-
satz

Wir wollen nun einen anderen Ansatz behandeln, um die Verteilungsfunktion der Kom-
ponentengrofen zu erhalten. Wir bezeichnen fiir ein Konstrukt der Grofle n und ¢ < n
die Anzahl der Komponenten der Gréfle ¢ mit CZ.(") und schreiben den Vektor der Kom-
ponentengrofen in der Form

n

oM = (C{”), oL C(”)> .

Es gilt also >, k:C,g") = n und die Anzahl der Komponenten ergibt sich aus K, :=

Py C,En). Wenn wir nun eine Klasse von Konstruktionen der Groe n betrachten, dann
interessieren wir uns fiir die Verteilung von C™ und schreiben diese als £(C™)). Wir
verwenden im Folgenden Konstruktionen, fiir die die Verteilung der Komponentengrofien
auf die folgende Weise konstruiert werden kann:

Definition 27. Ein Zufallsvektor C™ erfiillt die Bedingung der bedingten Wahrschein-
lichkeit, wenn es eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen Z, k < n gibt, so dass

LICMW,...CWY = L(Zy, ..., Zn|Ton = n)

gilt, wobei Ty, := > ,_, kZ; die Gesamtgréfie bezeichnet.

Wir kénnen die Konstruktion also so sehen, dass wir alle moglichen Strukturen aus
Komponenten mit Grole hochstens n konstruieren und dann nur diejenigen mit Gesamt-
groBe n betrachten. Die Methode wurde von Fristedt [16] bei der Untersuchung von Inte-
gerpartitionen zum ersten Mal verwendet. Fiir eine Konstruktion, deren Komponenten-
vektor

LCM O = L(Zy, ... Zo|Ton = n)

n

fiir unabhingige Zufallsvariablen Z; erfiillt, ist die Verteilung von C™ durch

n -1 5 n
PI‘(Cfn) =C1y... 701(171) = Cn) = (PI' (Z]Zj = n)) HPI‘(ZJ = cj)]]-n (Z jCj)
j=0 j=1 j=1

gegeben. Nachdem die Punktwahrscheinlichkeiten der Z; bekannt sind, ist die einzige
Unbekannte der Faktor Pr(7, = n), wir werden also in den meisten Fillen versuchen,
das asymptotische Verhalten von 7j,, zu bestimmen.

Ist B C Z, eine beliebige Menge, dann schreiben wir Ts(x) := .. pix; und eben-

so CM(B) := (C’l-("),i € B). Wir werden spater die Tatsache benotigen, dass, wenn die
Voraussetzung der bedingten Wahrscheinlichkeit erfiillt ist, der Totalvariationsabstand
zwischen den summierten Verteilungen des Vektors der Z; und dem summierten Kompo-
nentenvektor gleich dem Totalvariationsabstand der Verteilungen dieser Zufallsvektoren

ist. Diese Eigenschaft stammt aus dem Buch von Arratia, Barbour und Tavaré [21].

Satz 7.1. Fir B C (1,...,n) gilt mit den bisherigen Bezeichnungen

dry(L(C™(B), L(Z(B))) = drv (L(T5(2)), L(T5(C™)|Tou(Z) = n))
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Beweis. Wegen der Bedingung der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt fiir Vektoren a € N"
2dpv (L(C™(B), L(Z(B)))

= > [Pr(C™)(B) =a) - Pr(Z(B) = a)

aEZf‘
_ ZBI Pr(Zl(DB:%jgna,:ng =n) Pr(Z(B) = a)
_ ; Z Pr(Z(B) ;r(z()j{::(i’ngf =n—k) Pr(Z(B) = a)

aGZLB‘ ‘Tp(a)=k

nachdem Z(B) und T, p unabhéngig sind und durch Vertauschen der Summationsreihen-
folge

3 Y. Pr(Z(B)=a) !Pﬁ}%j :nn_> o 1‘

I ST ‘Priﬁ(\;oj:n% k) 1’

und die letzte Gleichung entspricht

> [Pr(Ts = k|Ton = n) — Pr(Tp = k)|
k
und das ergibt genau die Behauptung O]

7.1 Konstruktionen

Es gibt einige iibliche Klassen von Konstruktionen, die die Anforderungen der bedingten
Wabhrscheinlichkeit erfiillen. Die Konstruktionen sind die bereits bekannten markierten
und unmarkierten Mengenkonstruktionen, nur diesmal ohne erzeugende Funktion [21],
Kapitel 2.

Mengen von markierten Objekten: Wir konnen fiir ein fixes n € N die Menge
1,...n in eine Anzahl von Blocken von fixer Grofle partitionieren. Man verwen-
det dann fiir jeden dieser Blocke der Grofle ¢ eine von m; moglichen Komponenten.
Fiir einen fixen Vektor der Komponentengrofien ¢ = (¢q, ¢a, . . . ¢,) ist die Anzahl der
Konstruktionen, die diesen ergeben durch

TI(%)"
n. —_ —
i1 7! CZ'!

gegeben, nachdem es m;" Moglichkeiten der Auswahl der Komponenten der Grofie
i gibt und die Anzahl der Unterteilungen von 1,...,n in Blocke der Gréfe ¢; einem
Faktor der Form ”—'C, entspricht. Wenn wir markierte Objekte betrachten, ist

[T
das genau die Mengenkonstruktion.

66



Betrachten wir andererseits unabhéngige, poisson-verteilte Zufallsvariablen Z; mit

Z: ~ Po (m?"” )
7

mit beliebigem x > 0, dann sind die Punktwahrscheinlichkeiten

. N\
_mﬂl miwz 1
PriZi=h=e" ( ; )ﬁ

also gilt fiir Y07, je; =n

"t \ e (mi 91
puiz oz = e (3T ()
—~ g )\ c;!

Damit erhalten wir auch

Pr(i:iZi:n>:x"exp< Zmﬂ”]) 3 H(””)Cjci

=1 ey ic;=n j=1

also gibt es eine Konstante D, so dass die bedingte Wahrscheinlichkeit die Form

n n ) Cj 1
Pr(lecl,Zn:cn]ZzZl:n>:DH(%> ;
=1 j=1 ' J*

hat. Nachdem die Summe iiber alle in Frage kommenden Vektoren 1 ergeben muss,
ist die Konditionierungsbedingung erfiillt.

Beispiel 10. Das einfachste Beispiel sind Zyklen von Permutationen. Hier wére
m; = (i — 1), daher ist Z; ~ Po(1/i).

Multimengen: Hier erfiillt die Anzahl der Konstruktionen mit dem Komponentenvek-
tor ¢ = (¢y...¢), so dass die Summe der Komponentengréfien n ergibt,

i=1 Ci
Die Formel ergibt sich, weil man jede Multimenge als einen Vektor aus zwei Ele-
menten a,b der Linge m; + ¢; mit genau m; Vorkommnissen des Elements a und
¢; Vorkommnissen des Elements b schreiben kann. Der Vektor beginnt mit a und
auf das i-te a folgen so viele b wie Vorkommnisse der entsprechenden Komponen-

te. Wenn man nun fiir 0 < x < 1 die unabhéngigen Zufallsvariablen als negativ
binomialverteilt annimmt, mit Z; ~ N B(m;, z), dann hat Z; die Punktwahrschein-

lichkeiten I
(1 —a")m <m, +l a )xil

und fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeit ergibt sich

Pr(Zi = c1,.... 20 =) = 2" (ﬁa - ch)mj> f[ (m" *Cji - 1).

j=1 i=1

Nachdem das erste Produkt nicht von ¢; abhéngt, ergibt sich wieder wie vorher,
dass Multimengen mit den negativ binomialverteilten Zufallsvariablen die Konditi-
onsbedingung erfiillen.
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Beispiel 11. Ein einfaches Beispiel sind Partitionen einer Zahl. Hier sind alle m; =
1. Dann sind die Z; ~ NB(1,z") und der Erwartungswert der Z; ist (1 — 2%)/2"

Mengen von unmarkierten Objekten sind die Konstruktionen, fiir die jedes Element
der m; Elemente der Grofle @ genau einmal ausgewahlt werden kann. Damit haben
wir fiir einen fixen Vektor ¢ der Komponentenanzahlen [];, (mz) mogliche Kon-

struktionen. Fiir binomialverteilte unabhéngige Zufallsvariablen Z; ~ Bi(m;, z'/(1+
2')) mit x > 0 gilt fiir die Punktwahrscheinlichkeiten

0= (1) (755) (757)

und die gemeinsame Wahrscheinlichkeit erfiillt

Pr(Zi = c1,... 2y = cy) = li (T) <1 ix) (1 jx>m _
= 2" (ﬁ(l +xi)—mi> ﬁ (T)

i=1 =1

damit ist wieder die Anforderung der bedingten Wahrscheinlichkeit erfiillt.

Beispiel 12. Partitionen, bei denen alle Komponentengréfien unterschiedlich sind
ergeben m; = 1 und wir erhalten E(Z;) = 2*/(1 + x¢).

Die Zufallsvariablen héngen immer von einem Parameter ab, sind also auf jeden Fall
nicht eindeutig. Wir werden Strukturen betrachten, bei denen wir die Erwartungswerte
der Z; so einschrinken, dass E(Z;) ~ n® gilt. Wenn wir beispielsweise zusammengesetzte
erzeugende Funktionen mit &uflerer Exponentialfunktion und einer inneren algebraisch-
logarithmischen Funktion, dann fallen diese in vielen Féllen mit einem passenden z in
den vorher ausgefiihrten Beispielen in diese Kategorie und koénnen in den folgenden Ab-
schnitten behandelt werden. Wir bezeichnen diese als logarithmisch, wenn o = —1,
konvergent fiir « < —1 und divergent fiir a > —1. Das Verhalten der Komponenten-
grofen unterscheidet sich je nach Fall stark.

7.2 Eine Rekursion fiir Summen Poisson-verteilter Zufallsva-
riablen

Wir betrachten eine Folge unabhéngiger Poisson-verteilte Zufallsvariablen Z; mit Para-
meter a;. Dann gilt fiir jede beschrinkte Funktion f und alle Z;

E(Z;f(Z;)) = a;E(f(Z; + 1)),

weil Z; die Punktwahrscheinlichkeiten

k

Pr(Z; = k) = %6_‘”
hat und damit gilt
B(Z,f(2))) = Y Pr(Z = KK () = 3 -/ (F) = aB((2).
k=1 k=1 ’
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Fiir eine Funktion f(x) = g(jz) gilt also auch

E(jZ;9(iZ;)) = ja;E(9(iZ; + 7))-

Betrachten wir nun die Summe 7, (%) := »"_, | jZ;, dann erhalten wir daraus

E(Ton(2)9(Ton(Z Z Ja;E(9(Ton(Z) + 7))
j=b+1

und damit insbesondere fiir ¢ = 1; die Rekursion

IPr(T,,.(Z) = 1) Z ja;Pr(Ty(Z2) =1 — ).

Jj=b+1

Darauf wird spéter unsere Abschitzung im konvergenten und logarithmischen Fall beru-
hen. Diese Rekursionsformel ist auch die Grundlage der Steinschen Methode fiir Poisson-
verteilte Zufallsvariablen, wir geben ihr hier aufgrund der hiufigen Verwendung einen
eigenen Abschnitt.

7.3 Die Steinsche Methode fiir Poisson-verteilte Zufallsvaria-
blen

Dieser Abschnitt stammt aus [2]. Die Steinsche Methode ist eigentlich eine Sammlung
von Techniken, um den Abstand zwischen Verteilungen zu bestimmen. Wenn wir fiir
eine o-Algebra A auf R zwei Wahrscheinlichkeitsmafle P,V gegeben haben, und F :=
{14, A € A} die Menge aller Indikatorfunktionen messbarer Mengen ist, dann erfiillt die
Totalvariation

drv (P, V) = sup (‘/fdP deD .

fer

Wir konnen also die Totalvariation durch die Erwartungswerte der Funktionen aus F
darstellen. Es gibt noch andere Metriken, die sich fiir eine andere Klasse von messbaren
Funktionen auf diese Weise darstellen lassen, beispielsweise die Kolgomorov- oder Was-
sersteindistanz. Es geht darum, fiir eine feste Verteilung und eine Klasse von Funktionen
F zunéchst einen Operator T zu finden, der fiir alle A € F genau dann die Steinsche
Gleichung

E((Th)(Z)) = 0

erfiillt, wenn die Zufallsvariable Z die gesuchte Verteilung besitzt. Es gibt fiir jede Funk-
tion h € F eine eindeutige Funktion f,, fiir die

(T'fn)(2) = h(z) — E(h(2))
gilt. Ist nun X eine beliebige Zufallsvariable, dann erhalten wir daraus
E(Tfu)(X) = E(h(X) = h(2)).

Die linke Seite der Gleichung héngt nun von X ab und das Vorgehen macht Sinn, wenn
sich die linke Seite einfacher abschétzen lidsst. Die urspriingliche Methode war fiir die
Normalverteilung, wir werden aber nur die Poisson-Verteilung betrachten.
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Satz 7.2. Fiir die Poisson-Verteilung mit Parameter A\ hat der Stein-Operator fiir jede
beschrdankte Funktion f die Form

(T)(k) = Af(k+1) + kf (k).

Wir haben bereits im vorigen Abschnitt nachgerechnet, dass fiir eine poisson-verteilte
Zufallsvariable E(T' f(Z)) = 0 gilt. Sei andererseits A C Z, eine beliebige Menge. Wenn
Z poisson-verteilt mit Parameter A ist, ldsst sich induktiv eine Funktion gy 4 mit

La=Agxa(j +1) = jgaa +E(14(2))

bestimmen, die die Gleichung 16st. Nachdem E(T'g) 1) = Pr(X € A) — Pr(Z € A) ist,
folgt aus der Erfiillung der steinschen Gleichung auch, dass X poisson-verteilt ist. Es lasst
sich zeigen, dass g 4 durch

lga.all < min (1, @) (sup(f) = inf( )

beschréankt ist. Weiters gilt auch

1—e?
A

1Agra(R)I| = llgaa(k) = gralk +1)]| < (sup(f) — inf(f)).

Wir kénnen nun ein einfaches Beispiel zeigen:

Beispiel 13. Fiir eine Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen W = >~ X, mit
X; €{0,1} und E(X;) = p; mit A =>"", p; gilt

1 — e‘>‘ &
dry (L(W), Po(\) sz

Wenn wir W; = > i X definieren, so sind W; und X; unabhéangig. Dann gilt

EAg(W +1) —Wg(W)) = <2p1> Eg(W +1) — ZpiEQ(Wi +1)

i=1 i=1

—sz (Wi + Xi +1) — g(W; + 1))

und die Funktion innerhalb des Erwartungswertes lisst sich durch p;||Ag|| abschétzen,
damit ergibt sich

EAg(W +1) = Wg(W)) < ZP?IIAQII,

daraus konnen wir die Totalvariation erhalten. Die Konvergenz von Summen von un-
abhéngigen Zufallsvariablen gegen die Poisson-verteilung wird auch als Gesetz der kleinen
Zahlen bezeichnet.

Wir werden das folgende Ergebnis zwar nicht verwenden, aber es ist mdoglich, das
vorangegangene Beispiel auf Zufallsvariablen auszuweiten, die nicht unabhéngig sind:
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Satz 7.3. Wir betrachten fir Zufallsvariable (X;)icr € {0,1} mit E(X;) = p; , wobei die
X; nicht notwendigerweise unabhdngig sind W =", X; und und es sei fiir jedes i € I
I'¢ die Menge der Indices j, fir die X; ‘stark’ von X; abhdngig ist und '’ = I\ {t UT'{}.
Dann lisst sich der Abstand der Totalvariation durch

dry (L(W), Po(N)) < ka(N) Y _(0E(X: + Zi) + E(X:Z)) + k(A ZIE E(X;|W;))
mit Z; = 3 icps Xj und Wi = derw X, schreiben, wobei ki(\) = min(1,/2/(eX)) und
ko(X) = (1 —e )/

Beweis. Wir schreiben wieder

drv (W, PoX)) = sup (Z EOa(W +1) - WfA<W>>|> .
Cly A

Es gilt

EAfa(W +1) = Wa(W)) =Y Ep; fa(W + 1) = X; fa(W))

el
=3 Epifa(W+1) =pi fa(Wit 1) +pi fa(Wit 1) =X fa(Wit 1)+X; fa(Wit 1) =X, fa (W)
el
und dann gilt
[faW +1) = fa(Wi + D] < [[Afall(Xi + Zi)
XifaWi +1) = Xifa(W)| < [|Afal|XiZ;

E(pifa(Wi +1) = X fa(Wi + 1)) < [ fal|E(|p: — E(X;|W5))]

und daraus folgt dann die Behauptung. O]

Wenn Zufallsvariablen nur sehr schwach korrelieren, wird der zweite Term klein werden
und wenn nur wenige Variablen 'stark’ abhéngig sind, ist auch der erste Term klein. Ganz
allgemein beruht die Anwendung der Steinschen Methode iiblicherweise auf dem Auslassen
einiger Variablen und Ausniitzen der Unabhéngigkeit.

Definition 28. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), ein mit einer o-
Algebra versehener Raum E und eine Indexmenge T'. Ein stochastischer Prozess ist ei-
ne Familie von Zufallsvariablen X;,¢t € T, also eine Abbildung 2 x T' — FE so dass
Xi(w),w € Q — FE fiir alle t € T eine messbare Abbildung ist.

Definition 29. Ein stochastischer Prozess ist ein diskreter Markov-Prozess, wenn es eine
abzéhlbare Menge von Zustédnden gibt und fiir alle n € N und Zeitpunkte 0 < 59 < --- <
S, < § < tund Zustande 7,1, 10, ..., oy,.
Pr(X; =j|X;=14X;, =in,..., X, =10) = Pr(X; =j|X; =1)
gilt. Fiir alle 0 < s < t und Zusténde 7, j heiflen
pij(s,t) == Pr(X, = j| X, =1)
die Ubergangswahrscheinlichkeiten. Ein Markov-Prozess heifit homogen, wenn fiir alle 4, j
und 0 < s <t
pij(s,t) = pi;(0,t — s) =t py(t — s)
gilt. Der infinitesimale Generator ist, wenn der Limes existiert, dann die Matrix mit
Eintrégen

45(0,4) = piy(0,0
0 — 1 P01 =25(0.0)

t—0+ t
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Definition 30. Ein Geburts-und Todesprozess ist ein homogener Markovprozess X;, t >
0, so dass X; von jedem Zustand ¢ nur in die Zustdnde 7 4+ 1 und ¢ — 1 wechseln kann. Der
infinitesimale Generator ist durch die Matrix

Q541 = Ais Q5 = -\ — Hi, Qi 5—1 = g
gegeben.

Die vorangegangenen Bezeichnungen und Definitionen stammen aus [24]. Wir wollen
den Stein-Operator als Generator eines Geburts-und Todesprozesses schreiben. Der infi-
nitesimale Generator eines Geburts- und Todesprozess mit Todesrate ¢ und Geburtenrate
A hat die Matrixdarstellung

Dii+1 = )\, Dii—1 = 1, Dii = -\ —1.

Die Punktwahrscheinlichkeiten der Poisson-Verteilung mit Parameter A sind durch Pr(Z =
i) = %G_A gegeben und damit gilt Pr(Z = i—1)p;_1,;+Pr(Z = i+1)piy1; = Pr(Z = i)pis,
also ist Po(\) eine stationdre Verteilung dieses Prozesses. Sei also Z; ein Geburts- und
Todesprozess mit poisson-verteilter Anfangsverteilung Z; und Generator A. Es sei T
der Stein-Operator fiir die Poisson-verteilung mit Parameter A und wir erhalten mit

f(k) = g(k) —g(k —1)

lim l]E(g(zu) —9(Zo)|Zy = k) = (Ag)(k)

= Ag(k +1) + kg(k — 1) — (A + k)g(k) = (T')(k).

Damit kann der Stein-Operator als Generator eines Markov-Prozesses interpretiert werden
und ist X eine poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter A, dann ist die Lésung von

~Ag = h —E(h(X))
durch -
g(k) = / (E(h(Z.)|Z0 = ) — E(h(X))) dt

gegeben und daraus kénnen wir auch f(k) erhalten.

Wir interessieren uns fiir den allgemeineren Fall einer zusammengesetzten Poisson-
Verteilung.

Definition 31. Eine zusammengesetzte Poisson-verteilung C'P(7) ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung mit charakteristischer Funktion

H(t) = exp (— | a- e“x)dw(x)) |

wobei [ min(z, 1)dr(z) < oo gelten muss.

Wir interessieren uns nur fiir den Fall, dass die Verteilungsfunktion diskret ist und auf
den natiirlichen Zahlen definiert ist. Ist dann 7, der Wert der Wahrscheinlichkeitsfunktion
an k und zusétzlich ||7|| < oo, dann ldsst sich die Verteilung in der Form

CP(r) =Y kZ
k=1
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fiir unabhéngige Poisson-verteilte Variablen Z ~ Po(7y) schreiben. Der Steinsche Ope-
rator hat dann analog zur Poisson-verteilung die Form

(Ty)(k) = me(k +i) — kf(k).

Es gibt auch hier &hnlich wie bei der Poisson-verteilung wieder Abschétzungen der Lésungen
des Stein-Operators || f|| und ||Af|| und daraus Abschitzungen des Totalvariationsab-
standes. Uns interessiert allerdings die Schreibweise als infinitesimaler Generator. Die
zusammengesetzte Poisson-verteilung ist analog zur Poisson-verteilung die stationére Ver-
teilung eines Markov-Prozesses, dessen infinitesimaler Generator A durch p;; 1 = ¢ und
Piitj = jmj — (j + 1)mq fiir alle j € N gegeben ist. Mit f(k) = g(k) — g(k — 1) ergibt
sich

(Ag)(k) = Y _(im — (i + Dmir)g(k + 1) + kg(k — 1) = m1 + k)g(k) = (Tf)(k).

i=1

Die Losung von

~Ag = h—E(h(X))

fiir eine Zufallsvariable X, die nach der zusammengesetzten Poisson-verteilung verteilt
ist, erhalten wir dann ebenso wie bei der Poisson-Verteilung.
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8 Untersuchungen des Komponentenspektrums: Er-
gebnisse

8.1 Logarithmische Strukturen
Wir betrachten Strukturen, die die Anforderung an die bedingte Wahrscheinlichkeit und

E(Z;) ~ —
(Z) ~
fiir eine Konstante 6 # 0 erfiillen. Damit ist der Erwartungswert der Gesamtanzahl der
Komponenten in etwa logn. Die Ergebnisse dieses Abschnitts stammen aus [21]. Wir
gehen zunéchst von dem einfachsten Fall aus, dass die Z; Poisson-verteilt mit Parameter
/i sind. Diese Verteilung wird auch als die Ewens Sampling Formel bezeichnet und fiir
f = 1 ist das die Konstruktion der Menge der Permutationen. Damit kénnen wir das
Verhalten von Tp,, bestimmen. Mit der Rekursion fiir poisson-verteilte Zufallsvariablen
gilt
KPr(Ty, = k) = OPr(Ty, =k — 1)+ 0 ) Pr(Tp, = (k—1) — j) =
j=1
=0Pr(Ty, =k —1)+ (k—1)Pr(Tp, =k —1).
Damit erhalten wir
O+k—-1)O+k—-2)...(0)
k!

Ist A(n) :=1+4+-- -+ - und 6*) = g(§—1)... (0 —k+1), dann gilt Pr(Z; = 0) = e~/
und damit

PI‘(TOn = k’) =

PI‘(TOn = O) .

k
8%

PI’(TDn — k) — efah(nJrl R

Damit konnen wir die Dichte von Tj,, bestimmen:

Satz 8.1. Fir Poisson-verteilte Zufallsvariablen Z; mit Erwartungswert /i konvergieren
die Zufallsvariablen n™ Ty, (Z) in der Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsvariable Xy mit

E(e=X0) = exp (— /0 1(1 . e—sw)) .

Die Dichte von Xy ist durch

o—1
e 001 = (—0)* k dy; ... dyy
po(r) = ——— |1+ / 1— Y -
I'(0) kz:; k! NED ]z_; ! Yr-- Yk
mit
Liz)={yi>ai=1...ky+-+y<l}
gegeben.

Beweis. Es gilt, weil Tp,, eine Summe von unabhéngigen Poisson-verteilten Zufallsvaria-

blen ist,
—sTon/n) _ o v __—si/n
E(e ) exp( g i(l e ))

=1
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~ oxp (_ / (- e gdx) .

Fiir die Dichte von Xy verwenden wir wieder das Exponentielle Integral mit

T1l—e eV
= —dy +logx +
0 Yy T Yy

und daraus ergibt sich aus der Taylorreihe der Exponentialfunktion

[e%¢] 00—y k
oS ([ )
s Y

Es ist s™%die Laplace-Transformierte von 27~!/T'(#) und daraus erhalten wir

s 0=y — /OO efsrwdx
y I'(0)

79 e—$ (v1-4vg)
s (/ —dy> / / ——————dvy ... dvg
/ / / —sac — V... Uk)) d dUl e Cl?)k
V1t Uk F(Q) UV1...V
- [L’ B _ dy1 ce dyk
= et [ [ A=ty +. o)
/0 T'(6) /11 /Ik( (it g o))

und damit

Nachdem die momenterzeugende Funktion die Dichte eindeutig bestimmt, ist die Behaup-

tung gezeigt.

Wir koénnen analog die Dichte der Verteilung von T}, bestimmen, wenn b linear mit n

waéchst.

Satz 8.2. Fir Z; ~ Po(6/i) und b/n — « konvergiert n='Ty,, in der Verteilung gegen

X 6(,0‘) mit

1
a 0
E (esxé >> = exp (—/ (1 —e")— dx) :
Die Dichte von Xéa) st durch
(a) L gt N\ g dyes
pa($):a( a:r:<)+ / T — Y LA A
¢ o=t Z Ji (a,z) ]Zl ’ Y1 Ye—1

mit
Jelayz)={a<y <lyji=1,...k—La<z—y — - —yp1 <1}
fiir k > 2 gegeben.

Beweis. Es gilt
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und damit

oo _sw (a) 7Sy1 7Syn
Dy 0 : dy1 codyn |-
0 n>2

Mit z = > | y; ergibt sich

1
o w/e gn - dy, ...d
049/ e ™" Toce<1 + / / / xr — E Yj SCARER A
0 n= Jla:v) Ji(a,x) j=1 Y- Yn-1

und damit ist die Behauptung gezeigt. O]

Eine Eigenschaft von pe , die wir hier nicht beweisen werden, aber spéter bendtigen
werden ist
xpe —9P9[1’-1 T —al,

wenn wir Pyla, bl = Pr(a < Xa < b) schreiben. Dies gilt ebenso fiir ps mit a = 0 und folgt
aus dem Verhalten von Tp,/n, wenn die Z; Poisson (/i) verteilt sind. Aus der Definition

folgt auch fir x <1

-1 0

po(r) = W, P[0, 2] = m

Wir haben also fiir eine Struktur mit Poisson (6/i)-verteilten Zufallsvariablen die Konver-

genz von n~ Ty, gegen py beziehungsweise péa) gezeigt. Wenn andererseits fiir irgendeine

logarithmische Struktur n~='T;, gegen pg bezichungsweise péo‘) konvergiert, dann erhalten
wir einige Informationen iiber das Verhalten der Komponentengrofien. Wir nehmen also
lim nPr(Ty, =m) = pys(y)

n—oo
fir m/n — y € (0,00) und b = o(n) an. Weiters nehmen wir fiir lim,, . b/n = « fur
O<a<lundy#{l,a}

lim nPr(T, =m) = pi (y)

n—oo
an. Dann konnen wir namlich Ergebnisse fiir Poisson-verteilte Zufallsvariablen betrachten
und die Differenz abschétzen. Zunéchst zeigen wir die Konvergenz des Komponentenvek-
tors.

Satz 8.3. Fiir eine logarithmische Struktur mit lim,, ., nPr(Ty, = m) = py fir b = o(n)
qgilt
(C™ ) =4 (Z1, 2y, .

Beweis. Es sei b fest gewihlt und wir betrachten die Zufallsvektoren (C’{"), .. .,C’én)),
beziehungsweise (Z1,...Z). Es gilt fiir einen Vektor a = (a1,...a,) € Z% wegen der
bedingten Wahrscheinlichkeit

PI‘(Tbn =n — Tgb(a))
Pr(To, =n)

Pr(Cfn) = ag, Cén) = ab) = PI‘(Zl = A1y ..y Zb = ab)

mit Top(a) = Z;’.:O ja;. Nachdem wir bereits gezeigt haben, dass lim,_,..(nPr(T}, =
m)) = pg(y) fir y = m/n und b = o(n) gilt, folgt die Behauptung. O
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Wir fithren wy(u) = pél/ u)(l) ein, dann 1a8t sich durch Integralsubstitution

P (B8) = B wo(B/a)

zeigen. wy erweist sich wieder als die verallgemeinerte Buchstab-Funktion, wir werden
diese Tatsache allerdings nicht beweisen.

Satz 8.4. Wir betrachten eine logarithmische Struktur, die limnPr(Ty, = m) = py(y)
und im nPr (T, = m) = péa)(y) erfillt, fir die zusdtzlich

a:Z( log(Pr(Z;) = 0)—2)

J

ex(is;tiert und endlich ist. Dann gilt fiir uw > 0 fir die Grifie der kleinsten Komponente
le n

lim Pr (Yl(n) > n/u) ~n e T () ulwe(u).

n—oo

Beweis. Es gilt fiir ein beliebiges b € N
Pr(v" =b) =Pr(C\" =0,...C!", = 0,0 > 1)
=Pr(C" =0,....C" =0,C" =1) + Pr(C” = 0,...C{", =0,C" > 2).
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass es genau eine kleinste Komponente gibt, gilt dann
Pr(C\" =0,....C" = 0,0 =1) =

PI‘(Tbn =n — b)
PI’(T()n = TL)

und mit der Abschétzung der harmonischen Summe durch h(n) ~ v+ Inn erhalten wir

= (PI‘(Zl = O,...Zb_l = 0, Zb = 1)

0
Pr(Z, =0,... 2y =0) ~ (9) e~
n

Zusammen mit Pr(Z, = 1) ~ ¢ und dem Verhalten von Pr(T}, = m) erhalten wir mit

p§(B) = B wy(B/a)

Ou [u ()1 —1/u)/n
Pr(C 0,...C,, =0,C, 1) - ( > e e 0 (T (@))

n

e (0 + 1) (u — 1) T wy(u — 1)
o+l :

~Y

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass zwei oder mehr Komponenten die kleinste Komponen-
tengrofe annehmen, erhalten wir

Pr(C™ =0,...c" =0,cf" > 2) =

n/b
Pr(Z, =0,... 2y = 0)
= Pr( J)Pr(Ty, =n — jb
P(Ton—n ]22 I' r(b n j)

Es ldsst sich zeigen, dass sich dieser Term wie o(n="!) verhiilt und daraus erhalten wir

die Behauptung. O]
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Ahnlich kénnen wir die Verteilung der gréfiten Komponenten bestimmen. Wir bezeich-
nen diese mit " " "
L > Ly > Ly > ...

und wollen die gemeinsame Verteilung (L, ... L) bestimmen.

Definition 32. Ein stochastischer Prozess Ny, t > 0 ist ein inhomogener Poisson-Prozess
mit Intensitédtsfunktion A(¢) > 0, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind

e Ny = 0 fast sicher.
e Die Zuwichse N; s — N, sind unabhéngig fiir disjunkte Intervalle.
o Niis— N ist fiir I'(t) := f(f A(z)dx fir alle s,t > 0 Po(I'(s +t) — I'(s))-verteilt.

Der Prozess kann so interpretiert werden, dass die Haufigkeit des Auftretens eines Ereig-
nisses gezéahlt wird.

Definition 33. Es sei Z; ein Poisson-Prozess mit Intensitit fe~*/z. Dann betrachten
wir die Ereignisse 01 > 09 > ... und die Zufallsvariable ¢ = o1 + 05 + .... Dann ist die
Poisson-Dirichlet-Verteilung durch die Verteilung von oy /0, 09/0, ... gegeben.

Es gilt
1
ng/ xMdzx,
0

wobei M der Poisson-Prozess mit Intensitit 0z !ist. Wenn 0 < -+ - < <71 <1< 79 <
T 1 < --- < oo die Punkte dieses Poisson-Prozesses sind, dann lésst sich

L((LI,LQ, .. )) == 5(7'177'2, e ‘X@ = 1)

zeigen, wobei (L1, Lo, . .. ) Poisson-Dirichlet-verteilt sind. Aus der gemeinsamen Verteilung
ergibt sich dann die Randdichte durch

, 0 T (0) 20! l—2—...2,
) = (0)x, pg( ! )

T1...2p Ty

Satz 8.5. Es gelte lim(nPr(Ty, = m) = pe(y)) fir b = o(n) und firr > 1 € N sei
eine Folge 0 < z, < x,_1 < -+ < x7 < 1 gegeben, fir die 0 < s, = 2;1 r; < 1 und
Y (1—s,) & Z gilt. Fiir Folgen m;(n) mit lim,,_,oo n~'m;(n) = z; gilt fir die Punktwahr-
scheinlichkeiten

lim n"Pr(L] = m;(n)) = f(,(r) (1,...2,),

n—oo

also erfillt die Verteilung der r-grifiten Komponenten
n (L L) = (Ly, Lo, ... ) ~ PD(6),
wobet PD die Poisson-Dirichlet- Verteilung darstellt.

Beweis. Wir betrachten m = my + ...m, < n und bezeichen mit A,(C™) das Ereignis,
dass fiir i > m, + 1 die Komponenten C\™ genau fiir i = my C\™ = 1 erfiillen und

ansonsten C’i(”) =0 gilt. A,(Z) ist dquivalent fiir Z; definiert. Dann gilt

Pr(L\" =my, ... L™ =m,) = Pr(A,(C™),C™ > 1).

r my =
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Diese Wahrscheinlichkeit lasst sich wieder aufteilen in

Pr(A,(C™),C™ = 1) + Pr(A,(C™),C > 2),

Fiir den ersten Summanden gilt dann
Pr(An(C(”)),CS;T) =1) = Pr(A.(2), Zpn, = 1|Ton = n)
Pr(Tom,—1 =n—m)
PI'(TOn = n)

Pr(Tom_1=n—m) 1~
_ Sl Pr(Z =0
Pr(To, = n) H x ) H Pr

i=my j=1

= Pr(A,(Z))Pr(Z,, = 1)

Nun ldsst sich der erste Bruch durch lim nPr(Tp, = m) = pg(z) abschitzen und ergibt

27 po(1 = 5.)/2:) /po(1)

und das erste Produkt ldsst sich wegen Pr(Z; > 2) < E(Z;) — Pr(Z; = 1) — 0 als
Pr(Z; =0) = 1—0i"'+o(i~") darstellen und hat wegen " log(1—6/i) ~ > " 6/i~

1=NTy
logn — logzn die Form 2% und das zweite Produkt ist asymptotisch n="0"z;". . oL,

Damit ergibt sich
lim " Pr(A, (C™),Cp, = 1) = £ (21,. .. 2,).

Es ist noch zu zeigen, dass Pr(A,(C™, C,, > 2) vernachlissighar ist. Das gilt aber,

weil
n/my

Pr(A,(Z)) Y Pr(Z,, = Z)Pr(To,m,._l =n—m-—(I—1)m,)
=2

PI‘(T()TL = n)

< Pr(An(Z))P;(Zmr > 2)

- PI'(T()n = 0)
Pr(A,(2)) < 1= Pr(Z,, = 1) = O(n~"*") und Pr(Z,, > 2) = o(m;"). Damit gilt fiir
den ersten Faktor ein Verhalten der Form o(n~("~Y) und der zweite erfiillt O(n~'). Damit

ist dieser Summand vernachlédssigbar und mit dem Satz von Scheffé erhalten wir aus der
punktweisen Konvergenz die Konvergenz in der Verteilung. O]

max(Pr(Th,m,—1 =n—m— (I —1)m,)),

Wir wollen fiir einige Konstruktionen zeigen, dass die vorherigen Sétze gelten. Dafiir
benotigen wir zuerst eine Abschétzung der Differenz zwischen den einzelnen Komponen-
tengrofen.

Lemma 3. Fiir die Totalvariation zwischen Vertellungen Z;, die zu einer logarithmischen
Konstruktion gehoren und Poisson-verteilten Zufallsvariablen Z} mit Erwartungswert 0/i
qgilt

drv (L(Z:), L(Z])) < o(1)i™
fiir i — oo
Beweis. Es gilt

o

2dry (L(Z:), L(Z))) = ) [Pr(Z: = j) = Pr(Z = j)]

j=0
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<|Pr(Z;=0)—Pr(Z; =0)|+ |Pr(Z;, =1) - Pr(Z] =1)|+
Pr(Z; > 2) + Pr(Z] > 2)
Nun gilt aber sowohl fiir Z; als auch fiir Z

EZ =Pr(Z =1)+ Y _jPr(Z = j)
j=2

>Pr(Z;, =1)+2Pr(Z; > 2)

Damit haben wir

2iPr(Z; > 2) <i(EZ;, —Pr(Z;=1)) = 0
und insgesamt Pr(Z; > 2) + Pr(Z; > 2) — o(1)i~'. Weil wir iPr(Z; = 1) — 6 und
iPr(Z; = 1) — 0 annehmen, gilt auch Pr(Z; = 0) =1 — 2+ 0(i™!) und damit ergibt sich
die Behauptung O]

Satz 8.6. FEs sei fir eine logarithmische Struktur b = b(n) = o(n) fir n — oco. Dann gilt

n_lTbn —d Xg

E(e=%%) = exp (— /0 e e”)gdx)

Beweis. Wir betrachten unabhéngige, Poisson-verteilte Zufallsvariablen Z; mit Erwar-
tungswert /i und T}, die Summe der Komponentengréfien. Dann ist bereits gezeigt, dass
drv(L(Z;), L(ZF)) < €(i)i™! mit (i) — 0. Wir betrachten zuerst eine Folge b(n) = o(n)
mit der zusétzlichen Eigenschaft e(b) log(n/b) — 0. Dann gilt

n
n

dry (L(Tin), L(Ty)) < Y €elf)i ™" < e(b) log (g)

j=b+1

damit gilt dann auch
nilT[m —d Xg

Ist nun b, eine beliebige Folge b, = o(n), dann gibt es eine Folge b/, > b, mit b, = o(n)
und €(b) log(n/b) — 0 und dann koénnen wir die Summe an b/, aufteilen und erhalten

Tl_lTbn = Tl_lTbb/ + n_lTb/n.

Aus dem ersten Teil folgt, dass n= Ty, —q X gilt. Fiir die erste Summe haben wir

bl
E(n_lTbb/) = n_l Z ZE(ZZ) S an_lb’ — 0,
b

wenn wir 0 := sup,(E(Z;)/i) schreiben. O

Wir konnen beispielsweise eine Konstruktion betrachten, in der die Z; Poisson-verteilt
sind, aber mit Erwartungswert E(Z;) = A; mit lim; ., jA; = 6. Wir verwenden die
Rekursion fiir Poisson-verteilte Zufallsvariablen

KPr(Ty = k) = Y Pr(Thn =k — j)j\;

j=b+1
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und wir kénnen die Rekursion in der Form
kPr(Ty, = k) = 0Pr(k —n < Ty, <k —b) +r,(k)
mit

ra= Y Pr(T, =k —j)(j}; - 0)

j=b+1

schreiben. Fiir den ersten Summanden ergibt sich nach Multiplikation mit n/m — y~!

lim nPr(Ty, =m) =y "0Pr(y — 1 < Xy < y) ~ po(y),
n—o0
weil n_lTbn —d Xg gllt
Sei nun € > 0 fest und jy so grofl gewahlt, dass [jA; — 0] < € fiir j > jo. Dann gilt

Jo k
ra(k) =Y Pr(Th,=k—j)|\j—0l+e Y Pr(Ty, =k—j)
Jj=1 J=jo+1
< m<ax\j)\j —0|Pr(k —jo <Tp, <k —1)+e
j<jo

und nachdem n~1T7}, in der Verteilung gegen Xy konvergiert und j, fest ist, erhalten wir
lim, r, (k) < e. Fiir p(ea) funktioniert eine dhnliche Argumentation, weil b(n) = an die
Bedingung e(a(n)) log(n/an) — 0 natiirlich erfiillt. Damit konnen wir die vorigen Sétze
auch hier anwenden. Wir wollen die vorigen Ergebnisse im néchsten Abschnitt noch etwas
genauer zeigen.

8.2 [Etwas genauere Ergebnisse fiir logarithmische Strukturen

Wir skizzieren die Vorgangsweise fiir allgemeinere Strukturen, ohne dabei sehr ins Detail
zu gehen. Wir werden das selbe asymptotische Verhalten wie im vorigen Abschnitt, aller-
dings mit Konvergenzgeschwindigkeiten und einige zusétzliche Ergebnisse erhalten. Der
selbe Ansatz wird auch im néchsten Abschnitt iiber konvergente Strukturen verwendet.

Die Poisson-Verteilung ist unendlich teilbar, das heifit, es gibt fiir eine Poisson(\)-
verteilte Zufallsvariable X fiir jedes n € N Zufallsvariablen X7, ---X,,, so dass die X;
unabhéngig und identisch verteilt sind und

X=X+ +X,

gilt. Hier sind die Summanden Poisson-verteilt mit Parameter A/n. Das Gesetz der kleinen
Zahlen besagt auch, dass sich eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
A als Limes einer Summe von n unabhéngigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit
Erwartungswert \/n darstellen lasst. Wir wahlen also Voraussetzungen, so dass sich die
betrachteten Strukturen in dieser Hinsicht &hnlich verhalten

Wie im vorigen Abschnitt betrachten wir Strukturen, deren Komponentenvektor sich
mit der Bedingung der bedingten Wahrscheinlichkeit aus unabhéngigen Zufallsvariablen
Z; zusammensetzt. Als néchstes nehmen wir an, dass es fiir jedes i ein r(i) > 1 und
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen Z;; gibt, so dass

()

Jj=1
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gilt. Diese Bedingung ist offensichtlich fiir r(i) = 1 immer erfiillt, allerdings sollte 7(7)
moglichst grofl sein, damit diese Schreibweise niitzlich ist. Die Verteilung der Z;; ist
idealerweise nahe einer Bernoulliverteilung mit Erwartungswert -- b Unser Ziel ist, das
Verhalten der durch Z; erzeugten Konstruktionen mit dem Verhalten von Konstruktio-
nen vergleichen, deren Komponentenvektoren sich wie unabhéngige, Poisson(6/i)-verteilte
Zufallsvariablen verhalten. Wir schreiben die Z;; in der Form

0
Pr(Z;=0)=1- ;(1 + Eio)

0 0
Pr(Z;=1)= zn<1 +e€1), Pr(Z;=1)= i—rieﬂ
mit E;y = Zj; €;,;- Die Ergebnisse in diesem Abschnitt gelten, wenn es Konstanten
g1,C >0 und ay,as > 1 mit ¢; = O(179") und le; < Ci~"[~* gibt. Weiters nehmen wir
lei1 — €ir11] = O(1792) fur ein go > 1 an.

Wir bezeichnen wieder Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert /i mit
Z7*. Die sich ergebende zusammengesetzte Poisson-verteilte Zufallsvariable der Kompo-
nentenvektoren < m bezeichnen wir mit C P(A™)) := 371" | kZ; und den Erwartungswert
von f als CP(A™(f)). Der steinsche Operator S, fiir CP(A™) ist dann durch

m

Smg(w) =Y idig(w + 1) — wg(w)

i=1

gegeben und fiir eine beschréankte Funktion f und eine Zufallsvariable Z ist g¢ die Losung
der Stein-Gleichung

E(f(Z) = CPA™(f)) = E(Sugs)(2).

Wir werden die Darstellung des Stein-Operators als Erzeuger eines Geburts-und Todespro-
zesses verwenden, um eine obere Schranke fiir das Verhalten der Stein-Funktion zu erhal-
ten.

Lemma 4. Fiir die Klasse von Testfunktionen
F = {]1147 AC Z+}
bezeichnen wir die Steinfunktion von CP(A™) und 14 mit g,a. Dann gilt

1—|—9h(m+1))’

W

|gma(w)| < inf (1,

wobei h die harmonische Reihe ist.

Beweis. Wir schreiben die Losung der Steinschen Gleichung ¢,,4 in der Form g,,4(w) =
Gma(W) — @ma(w — 1). Dann gilt S,,gma = Agma, wobei A der infinitesimale Erzeuger des
dazugehorigen Geburts-und Todesprozesses ((t) ist. Damit erhalten wir

fa(w) = /Ow<Pr<<<t>eA\<<o> W) — (CP)™)(Ly))dt.

Dann gilt
Gma(W) = Gma(w + k) = /OOO Pr(¢(t) € A[¢(0) = w) = Pr(¢(t) € A|C(0) = w + k)dt.
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Ist D(t) ein reiner Todesprozess mit Todesrate ¢ und Startwert & und (o der Geburts-und
Todesprozess von vorher mit Startwert w, dann lasst sich der Prozess mit Startwert w+ k
als (o(t) + D(t) schreiben und wenn wir den Zeitpunkt von D(t) = 0 mit vy bezeichnen,
gilt

ngA(w +1)

=1

— (@) = gl k) = / TEL(G() + D) € A)— L(Go(t) € A)de <

< E(uvy) = h(k + 1).

Fir k = 1 erhalten wir 1, andererseits gilt > """ | gma(w+1) < h(m+1) = wgma(w) wegen
der Steinschen Formel. O

Ebenfalls mit dieser Darstellung ldsst die folgende schérfere Variante fiir Intervalle
zeigen, die wir nicht beweisen werden

Lemma 5. Ist A ein Intervall der Form A = [0,z — 1], dann gilt

1+6 T
< < —— (1 .
0 < gma(w) < P (mf (Lw—i—l))

Wir schreiben nun T := vm — 1Z;1 und schreiben E(T,,,9(Tym)) als eine Art Re-
kursion mit Storfaktoren. Allgemein schreiben wir 7),,,(Z) beziehungsweise T,,,,(Z*), falls
nicht offensichtlich ist, auf welche Konstruktion wir uns beziehen.

Lemma 6. Se: g eine beschrinkte Funktion, dann gilt

E(Tomg(Tom)) = 0 Y Bg(Tom(Z) +i) + 0> 0" (g)

i=v+1 j=1
mit

n () = DD leaBg(T(Z) +il)

i=v+1 [>1
" g) = Y (1 +en) Bg(TN(2) + 1) — Eg(T{(2) +20))
i=v4+1 "

W =— 3 = (Z By (TH(2) +i(l + 1)) = EaEg(T)(2) +z’>> ,

=+l \1>2

insbesondere gilt fiir g = 1
3
SPr(Tym(Z) = 5) = OPr(s —m < To(Z) <5 —v) + 0y "™ (L,).
j=1

Beweis. Wir erhalten, nachdem T8 und Z;1 unabhingig sind, aus dem Punktwahrschein-
lichkeiten von Z;;

0 , 0 :
E(Zi;9(Tom(2))) = ——Bg(T{)) +1i) + Y +leaBg(T)(Z) +il).

i I>1 3
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Daraus folgt dann
ET,n(2)g(Tom(Z)) = 6 Z (Eg (Ty) +i) + > leaBg(TE) +il)),
i=v+1 >1

wobei die zweite Summe 7; ist und wegen

Eg(Tom(Z) +1i) = Eg(T0(2) + iZa + i) = Eg(T})(Z) + i)+

04 ) Ea(T(2) + 20) — Bg(T(2) + i)+

i’/’i

LS BT (2) + i1+ 1)) — Eg(T(2) + 1)

i >0

erhalten wir mit 2122 eq = E; die Behauptung. O

Wir werden bei den konvergenten Strukturen eine dhnliche, allerdings etwas einfachere
Rekursion erhalten. Der Zusammenhang mit der Steinschen Formel ist nun

E((Smg)(T; —GZEQ om(Z) + 1) = E(Tom(2)g(Tom(2))) =

=0 Eg(Tom(Z) +1i) — 0 Z (g
i=1
und dieses Ergebnis werden wir wiederholt verwenden.

8.2.1 Abschitzungen des Verhaltens des summierten Komponentenvektors

Nun lassen sich zunédchst durch Anwendung der Rekursionsformel Abschétzungen der
Punktwahrscheinlichkeiten erhalten, wenn die €;; ausreichend klein sind.

Satz 8.7. Es gibt ein € > 0, so dass
|Pr(Ty(Z2) = 5) — 05 'Pr(s —m < Tyn(Z) < s —v)| < s '¢
qgilt.

Beweis. (Idee) Die genauen Abschitzungen sind kompliziert, aber die Idee ist die folgende:
Wenn wir g := 1, verwenden, lésst sich 7, aus der Summe der ¢;; erhalten, ebenso sind
die Summen in 79 und 73 beschriankt, dafiir benttigen wir Bedingungen wie sup; F;y < oo.
Diese sind unter dem angenommenen Verhalten der ¢;; erfiillt. O]

Mit g := 1, — 1444 ldsst sich fiir n > s > n/2 und b < n/8 zeigen, dass
IPr(Ty,(Z) = 8) — Pr(Ty,(Z) = s+ 1) = O(n"?)

gilt. Insbesondere ist also auch sPr(T,,,(Z) = s) beschrinkt.

Wir kénnen auch die Totalvariation zwischen £(T,,,(Z)) und L£(T,,,(Z*)) betrachten.
Dalfiir konnen wir die Rekursionsformel auf die Steinfunktion anwenden. Wir erhalten
damit
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Satz 8.8. FEs gilt
drv (L(Tom(Z), L(Tom(27)) = O (&1)
maut
6 = m~ Min(L0g1.01) |l Llo= m(1 + Lg>1,9,515(m) + Ly, —min(1,0) log m),
wobei S(n) = >"1 | 1/(ir;) ist.
Beweis. (Idee) Fiir eine Menge A C Z% ist g4 die zugehérige Steinfunktion und der
Steinsche Operator, angewendet auf T, (Z) ergibt

Pr(TOm(Z> € A)) o Pr(TOm(Z*) € A)) = ESmgmA(TOm(Z»'

Nach der Rekursionsformel gilt E(S,,gma(Tom)) = 2321 nj(lm) (gma). Wenn wir die Ab-
schétzung fiir |gm,a(w)| verwenden und die Form der 7, ansehen, heifit das, dass sich das

Problem auf Abschétzungen von E <1 / ( Dy z)) zuriickfiihren ldsst und dieser Ausdruck

léasst sich so abschétzen, dass die asymptotlsche Darstellung stimmt. O

Wir haben bereits im vorigen Abschnitt gezeigt, dass die Verteilungsfunktion fiir
Tom(Z*) gegen Py konvergiert. Dieser Zusammenhang ldsst sich zusammen mit den Ab-
schitzungen fiir den Fehler genauer darstellen, indem ein Stein-Operator fiir Py verwendet
wird. Es gibt also einen Operator S, der ES¢g(Z) = 0 fiir jede Py-verteilte Zufallsvariable
Z erfiillt. Dieser ist ohne Beweis durch

Sg(u) = 0/0 g(u+t)dt — ug(u)

fiir alle beschrankten Funktionen g(u) gegeben. Es gilt dann fiir y > 0 und Funktionen
der Form f(u) = 1,<, fir die dazugehorige Steinfunktion g

S(1 )(260 + 1 z’”: s

mu—l—z my

/0 gr(u+t)dt — %ng(u +1/m)

=1

Nach der Definition von Tg,,(Z*) gilt

E(Sgg)(m ™ Tom(Z*)) = 0E ( /0 gr(m™ Tom(Z2*) + t)dt — %me—l(%m(z*) + z’)) ,

damit ist die vorige Abschitzung sinnvoll.

Definition 34. Die Kolmogorov- Distanz zwischen zwei auf R definierten Wahrschein-
lichkeitsmaflen p, v ist durch

dic(p.) = sup({p(=o0.a] = v(=o0,a])

gegeben.

Die Kolgomorov- Distanz ist also eine Metrik, die sich durch das Maximum von Er-
wartungswerten von Funktionen der Form f(u) = 1,<, abschétzen ldsst. Die vorherigen
Abschétzungen zielen genau auf solche Funktionen ab. Damit reichen sie zwar nicht aus,
um den Totalvariationsabstand zwischen m_lTOm(Z*) und P, abzuschéatzen, sind aber
fiir die Kolmogorov-Distanz hinreichend. Damit ldsst sich mit Hilfe der Rekursion fiir
Poisson-verteilte Zufallsvariablen auch die Konvergenz von m~='Tj,, gegen py zeigen.

85



Satz 8.9. FEs gilt .
dic (L(m ™ Tom(27)), Py) < O(m~ ™)

und fiirv>1

. v+ 1 min(1,6)
di (L(m™ ' Ty(Z%), Py)) = O (m n 1) (14 Ly—ylogm) |.

Beweis. (Idee) Es ist moglich, E (1/(70,,(Z*) + 4)) abzuschitzen und damit folgt die Be-
hauptung daraus zusammen mit der Abschitzung der Steinfunktion fiir Py fiir Indikator-
funktionen der Form g(u) = 1,<,. O

Satz 8.10. Es gilt
di (LM (Tom(Z27)), Lm ™ (Tom(Z)))) = O (€1/ logm + (v/m)™n10) Jog m) .

Beweis. (Idee) Das lédsst sich wieder mit der Steinschen Methode fiir die zusammenge-
setzte Poisson-verteilung zeigen. Fiir f(w) := 1(w < z) gilt g (z) < 27 (1 + 0h(m + 1))
und daraus ldsst sich die Aussage durch Abschétzen von E(1/(To,,(Z) + 7)) zeigen. [

Aus den beiden vorigen Séatzen kénnen wir einen Vergleich der Dichte von T, zu py
erhalten

Satz 8.11. Es gilt

min(1,0)
1
mPr(T,,,(Z*) = s) — po(s/m) < O (ms‘lv_l (%) (1+ 1p—y logm)) :

Beweis. (Idee) Mit der Rekursion erhalten wir s0~'Pr(T,,,(Z*) = s) = Pr(s —m <
Tom(Z*) < s —v). Weiters gilt nach der Kolmogorov-Distanz

Pr(s —m <T,,(Z") <s—wv)— Py[s/m—1,s/m| <

1 inf(1,0)
< fOms O (( v ) (1+ Loy logm)

m+1

und zusammen mit xpy(z) = 0 Fy[z — 1, x] ergibt sich die Behauptung. Es lésst sich auch
mPr(T,,,(Z) = s)—pa(s/m) durch den Abstand von Pr(7T,,,(Z) = s) zu Pr(T,,,(Z*) = s)
zusammen mit dem Abstand zwischen mPr(7,,,(Z*) = s) und ps(s/m) abschitzen. [

Nachdem wir ja das Verhalten von Poisson-verteilten Zufallsvariablen als Muster neh-
men wollen, sollte das Verhéltnis zwischen T,,,(Z) und T,,(Z*) moglichst nahe an 1
sein.

Satz 8.12. Es gilt fiir beliebiges € > 0
P =
e r(Tym(Z) = s)
Pr(T,,.(Z*) = s)
firv<m/6 und m/2 < s < m.

Beweis. (Idee) Eine untere Schranke fiir s6~'Pr(T,,,,(Z*) = s) folgt direkt aus der Rekur-
sionsformel fiir 7,,,(Z*) und den Punktwahrscheinlichkeiten von Pr(7,,,(Z*) = 0). Die
Behauptung ergibt sich dann daraus zusammen mit der Abschétzung fiir

O (Pr(Tym(Z) = 5) — Pr(Tyn(Z*) = 5)) .

Pr(Tom(Z7) = )
Pr(Tym(Z) = s)

Y

- 1D < O(m™*)
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8.2.2 Einige Ergebnisse

Aus dem Verhalten des Komponentenvektors lassen sich Resultate fiir die Verteilung
der grofiten und kleinsten Komponenten erhalten, und zwar, dass dieses dem Verhal-
ten der groBiten und kleinsten Komponenten von Z* entspricht, etwas genauer als im
vorigen Abschnitt gezeigt wurde. Insbesondere sind die kleinsten Komponenten in etwa
unabhéngig und die Verteilung der grofiten Komponenten konvergiert gegen die Poisson-
Dirichlet-Verteilung. Des weiteren sind ist die Anzahl der Komponenten asymtotisch nor-
malverteilt. Nachdem die genauen Beweise aufwéndige Abschétzungen benotigen, werden
wir hier meistens nur der Ansatz zeigen. Wir bezeichnen im Folgenden fiir einen Vek-
tor X = (x1,x9,...) den Vektor der Indizes, die sich in diesem Intervall befinden mit
Xla,b] == (24, %at1,...2). Wenn wir einen aus den Z;; erzeugten Vektor betrachten,
schreiben wir diesen in der Form C [a,b] == (Cu1,Ca2y- .-, Chry).

Satz 8.13. Es gilt
dry (L(C[1, b)), L(Z[1,0))) < dry (L(C[L, b)), L(Z[1,0])) < O(b/n)
fir b < n/8 und ausreichend groffes n .

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar. Nachdem der Totalvariationsabstand der Vektoren
der der summierten Komponentengrofen ist, gilt, wenn wir T, = T}, (Z) schreiben,

Pr(Ty, =n — r))

dry (L(C[1,b]), L(Z[1,b]) = max Y Pr(Ty, = 7) (1 —

Aczy &~ Pr (T, =n)
< Pr(T, n/2 Pr(To, =
r;2 " Ob_T+ZPrT0n—”)
X (Z Pr(Ty, = s)(Pr(Tpn =n —s) — (Pr(Ty, =n — 7“))) .
s=0 +

Es gilt zunéchst
2
> Pr(Tyy=r) < ~E(Tos) < O(b/n).
r>n/2

Die zweite Summe lésst sich an s = n/2 aufteilen, die erste Summe davon ist

n/2 n/2

Z Pr(Top, = 1) X Z Pr(To, = s) Pr(Ty, =n I—)rs()To—nllrilj;bn =n-—r))

und wegen Pr(T,, =n—s) —Pr(Ty, =n—s—1) < O(n?) gibt es eine Konstante ¢ mit
< CZ |s — r[n "Pr(Toy, = s) < cE(Tw,)/n,

also ist diese ebenfalls durch O(b/n) abschétzbar.
Zuletzt ist die Summe iber s > n/2, indem wir den Summanden Pr(7}, = n —r)
vernachléassigen, kleiner oder gleich

n/2
Z Pr(Ty, =) Z Pr(Ty, = s)Pr(Ty, = n — s)/Pr(Ty, = n)
r=0 s=n/2+1
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und das ist durch maxg.,,(Pr(Toy, = s))/Pr(To, = n)) beschrankt. Nachdem sich
sPr(To, = s) = O(b/s) fiir ausreichend grofies s zeigen ldsst und nPr(7,, = n) nach
unten beschrankt ist, ergibt sich die Behauptung. O]

Wir kénnen den Abstand zwischen den groflen Komponenten einer beliebigen Struktur
und den grofien Komponenten einer Struktur mit 6/i-poisson-verteilten Komponenten
abschétzen:

Satz 8.14. Es gilt
dry (C(C[b -+ 1,0]), £(C[b + 1,n])) < O (min(b, n/ log n))~(n(10a.a0)+9)
fiir beliebiges § > 0 und 30 < b < n/4.

Beweis. (Idee) Essei R=73_", ,r;undy € {0, 1}% ein Komponentenvektor von Kompo-
nenten aus Z;; von der Form y = (ypr1,, .. . s Ybt s Yba2,1s - - - s Un.r,,) und wir schreiben
> ir Wiy =n — 1. Dann gilt

Pr(Z[b+1,n] = y H ﬁ 1-— 9/27"Z (1+ Ez(]> v I1+e1 7

i=b+17r=1

T

>1- Z Or;(Ei + 9/2Z7"i)) B Z Yir€i1

i=b+1 iri - 0(1 + 9/21,7”1 i—bt1 r—1 1-— Q/ZTZ ’

Wegen der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt

Pr(Cb+1,n]=y) Pr(Z[b+1,n|=y) Pr(Te(2) =1) Pr(Ton(Z*) =n)
Pr(C*b+1L,n]=y) Pr(Z°[b+1n] =y Pr(Tew(Z*) =1) Pr(Ton(Z) =n)

L Pr(To(Z) =1))
bW)= <1 - Pr<T0b<Z*> = m)

Pr(TOn(Z | |Pr (Ton (Z*)=n)
Pr(Ton(Z%) Pr(Ton(Z)=n)

Wir fithren

ein und schreiben B(n) := max( —1|). Damit erhalten wir

aus dem Vorigen

Pr(C[b+1,n] =vy) 180 <~
>1-—" Z i

Br(C T L =) > Y| Euli+0/2ir)=3/2 > "> " yulen|—B(n)—D(1).

i=b+1 i=b+1 r=1

Ist nun A C Z%, dann ist Pr(C*([b+ 1,n]) € (A\ {0,1}7)) wegen der Einschréinkungen
fir Pr(Z;; > 1) klein. Wir erhalten die Wahrscheinlichkeit fiir Pr(C[b+ 1,n] € A) durch

Pr(Clb+ 1,n] € A) >Pr((]*[b +1,n] € A) —Pr(C*b+1 n] c A\ {0,1}"

186’
- (|Ei| + 0/ (2ir;)) — = Z Zmﬂpr =1)

i=b+1 i=b+1 j=1
— Y Pr(Ty(C*) =1)D(l) — B(n)

und die einzelnen Summen lassen sich abschéitzen und haben die gesuchte Asymptotik. [
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Satz 8.15. Es qilt fir einen Vektor der Komponentengrofien y mit Gesamtlinge b < cn
fiir eine ausreichend kleine Konstante ¢
Pr(C[1,b] = y)
Pr(Z[1,0] = y)

— 1| <O b+ Tw(y)).

Beweis. (Idee) Durch Verwenden der bedingten Wahrscheinlichkeit

CPr(CLb=y) . Pr(Th =n—Tuy))
Pr(Z[1,b] = y) Pr(Ty, =n)
und Abschétzen der sich ergebenden Summe. O]

Zuletzt kénnen wir noch die Verteilung der grofiten Komponenten beschreiben:

Satz 8.16. Es sei (Ly(n),..., L") mit L > L > ... der Vektor der griften Kom-

ponenten und es seien lim, oo m; = nx; mit 1 > x1 > x9 > -+ > x,. > 0. Dann gilt fir

beliebiges § > 0

anr(Lgn) =my,... L") = m,.)
fq(sr) (331, e $T)

Beweis. (Idee) Wir erstellen wieder einen Komponentenvektor mit y; = 1 fiir i = m; und
y; = 0 sonst und wollen

—1| < O(n* min(g1,1,9)+6)'

n"Pr(C,,, >1,C[m, 4+ 1,n] = y)
fg(l‘l, Ce .Z'r)

zeigen. Zunichst schreiben wir den Kompontenvektor C'™ mit der bedingten Wahrschein-
lichkeit und M, = >,_, m; wieder als

. 1‘ < O(n—min(gl,lﬂ)—i-é)

Pr(Omr =1, C[mr + 17”] — y)
Pr(Cy =1,C*m, +1,n] =y) N

~ Pr(Z,, =1,Zm, +1,n] =y) Pr(Tp.(Z*) = n) Pr(Tom,-1(Z) =n — M,)
- Pr(Zx, =1,Z*m, + 1,n] = y) Pr(To,(Z) = n) Pr(Tom,—1(Z*) =n—M,)’
Wir konnen dann die Faktoren durch

PI'(Ton(Z*) = n) —1+ Pr(Zm = 17 Z[mr + 17 ?7/] - y) -1
—1< € r —1<
BeTp(Z) =n) = O Bz, =1 St L=y SO0

abschétzen. Die erste Gleichung ist bereits gezeigt und den Bruch der zweiten Gleichung
kénnen wir analog zu dem vorigen Satz 8.14 aus den Produkten der Punktwahrschein-
lichkeit erhalten und wie dort nach unten abschétzen beziehungsweise mit Hilfe der Ex-
ponentialfunktion nach oben abschétzen. Es lasst sich auch

PI‘(To,m,.—1(Z) =n — Mr)
PI'(T07mT_1(Z*) =n— Mr)

1= O(n_ min(91,0,1)+5)

aus der Nihe von Ty, (Z*) zu Py und dem Fehler zwischen Pr(Tp,,, (Z*) = m — M, und
Pr(Ty,,, (Z) = n — M, zeigen. Als néchstes ist

Pr(C,,, > 1,C[m, +1,n] = y)

-1
Pr(C,, =1,Clm, + 1,n] =y)
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vernachléssigbar, weil Pr(C,,. > 1,C(m, + 1,n)) klein ist. Damit gilt insgesamt

Pr(cmr Z 17 O[mr _I_ 17n] = y) . 1 S O<n—min(g1,1,9)+6)‘
Pr(Cy, =1,C*m, +1,n] =y)

Es fehlt also noch eine Abschétzung fiir
n"Pr(Cy, =1,C*m, +1,n] =y)
fe(r) (x1...2,)

diese lasst sich folgendermaflen direkt aus der Poisson-verteilung zeigen. Es gilt wegen der
Rekursion fiir poisson-verteilte Zufallsvariablen nPr(7q,(Z*) = n) = Pr(To,(Z*) < n)
und (n — M,)Pr(Tom,.—1(Z*) = n—M,) = Pr(n — M, —m, + 1 < Ty, 1(Z%) <
n— M,). Zusammen mit der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Wahrscheinlichkeit fiir
Pr(Z*[m, + 1,n] = y) folgt daraus

Pr(C:, =1,C*m, +1,n] = y) —exp< 92 )(H )n—nM

i=my

_,17

Pr(n— M, —m, +1 < Ty, 1(Z*) < n— M,)
Pr(To,.(Z*) < n) '
Wir schreiben X, :=3%""_ @, = M,/n, Z, := % Es gilt auch
fq(f) _ 0T (B)ag” 1p9 <1 L= ) gilt und wir kénnen Z,py(Z,) = Py[Z,—1, Z,] schreiben.

TX1,...Tp Ty

Wir verwenden P[0,1] = e™%/T'(f + 1) und erhalten daraus

r r : 1 x? B 22'_>1722
f9<>(a;1,...:cr)=<9 Hg(l_xj Q[P(,[o,l] ]>'

=1

X

Der Fehler zwischen diesen Ausdriicken ist dann nahe an 1, weil die Dichte von n=1T,, (Z*)
gegen py konvergiert und Py stetig ist. Die Behauptung folgt dann aus der Summe dieser
Abschétzungen. O

Es ldsst sich auch die Verteilung der Anzahl der Komponenten bestimmen. Diese
verhilt sich dhnlich einer Poisson-Verteilung, es gilt

drv (L(Kon(C™), Po(flogn)) = O((logn) /2.

Einerseits lasst sich, unter anderem mit Hilfe der Steinschen Methode fiir die Poisson-
verteilung zeigen, dass die Anzahl der Komponenten von C* unter der Voraussetzung von
Ty (Z*) = k anndhernd Poisson-verteilt sind. Das lésst sich verwenden, um auch zu zeigen,
dass die Verteilung von K, (C™) dhnlich der Verteilung der Faltung von Kg,(Z) mit einer
bestimmten Poisson-Verteilung ist. Diese ist wiederum selbst annéhernd Poisson-verteilt.

Weiters lasst sich auch zeigen, dass es eine Brownsche Bewegung gibt, die die Vertei-
lung approximiert.

Definition 35. Eine Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess Wy, t > 0, so
dass W) fast sicher 0 ist und die Zuwéchse W, — W, unabhéngig und normalverteilt mit
den Parametern ut und o2t sind.
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Satz 8.17. Fir )
DY Ci(n) —Glogn

0<
VOlogn T

gibt es eine Brownsche Bewegung B, so dass

B, :

. (min(sgp B.(t) - B(t)]. 1)) ~0 (bglﬂ)

logn
qgilt.

Beispiel 14. Wenn wir die Abbildungen von (1,...,n) — (1,...,n) betrachten, dann
ist das die Menge der Zyklen von markierten Wurzelbdumen, daher sind die Z; Poisson-
verteilt und es ldsst sich zeigen, dass die Anforderungen erfiillt sind.

Beispiel 15. Polynome iiber einem endlichen Kérper sind eine Multimenge von irredu-
ziblen Polynomen und damit haben die Z; die Verteilung Z; ~ NB(N,(i),q™"'), wobei
N, (i) die Anzahl der irreduziblen Polynome des Grades i sind. Nachdem die negative
Binomialverteilung unendlich teilbar ist und weil N, (i) ~ ¢*/i gilt, sind auch die Voraus-
setzungen dieses Abschnitts anwendbar.

8.3 Konvergente Strukuren

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts stammen von Barbour und Granovsky [3].

Definition 36. Wir sagen, dass eine Funktion f im Unendlichen wenig variiert, wenn fiir

jedes a > 0
lim 2090
T—00 f(:(:)

gilt.[13]

Wir nehmen an, dass die Bedingung der bedingten Wahrscheinlichkeit erfiillt ist und
nehmen der Einfachheit halber an, dass fiir die Erwartungswerte der unabhéngigen Zu-
fallsvariablen Z;

E(Z;) = j*A()
gilt, so dass A(z) im Unendlichen wenig variiert und @ < —1 ist. Nachdem die Summe der
Pr(Z; > 0) < E(Z;) konvergent ist, gilt zunéchst nach dem Lemma von Borel-Cantelli
Tooo = Y 5oy 1Z; < 00 fast sicher.

Die Idee ist wieder, das Verhalten der Z; auf das Verhalten von unabhéngigen Poisson-
verteilten Zufallsvariablen zuriickzufiihren. Wir nehmen wie bei den logarithmischen Struk-
turen an, dass es 7(j) > 1 gibt, so dass

r(4)

k=1

mit fiir jedes j unabhéngigen und identisch verteilten Z;;, gilt. Dann definieren wir €
durch
riPr(Zjp =1) = jAJ)(1 — €j1)
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und fir s > 2
r;Pr(Zj; = s) = jUNJ)(€js)-

Die € miissen ausreichend klein sein, daher fordern wir dass es eine Folge von Konstanten

s gibt mit €;5 < €(j)vs und lim; o €(j) = 0. Des weiteren setzen wir fiir ¢ := —av — 1
> sup(A(l/)/A1))s 1y, < oo
$>2 1>s

und

po :=minPr(Z;; =0) >0
j

voraus. Um eine Rekursion einer ahnlichen Form wie fiir Poisson-verteilte Zufallsvariablen
zu erhalten, gehen wir &hnlich wie bei den logarithmischen Strukturen vor und betrachten
wieder '

TV =Ty, — jZ;1.

Es sind wieder Tb(i) und Z;; unabhéngig und es gilt fiir jede beschrénkte Funktion g

o0

E(Zng(Th)) = Y _ sPr(Zjy = )E(g(Ty) + js))

s=1

Damit und weil die Zj; fiir festes j fiir alle ¢ identisch verteilt sind, konnen wir E(7y,,g(T3,)
in der Form

E(Tyug(Tin) = D iry y_ sPr(Zn = $)E(g(Ty) + js)
j=bt1  s=1

schreiben. Fiir g := 1; haben wir wegen den Punktwahrscheinlichkeiten von Z;;

min(n,l)
E(Ty1y(Thn)) = IPr(Th = 1) = Y 5 AG)Pr(Tin =1 — j)+
Jj=b+1
min(n,l) .
+ 3 TG - G)Pr(TY =1 - ) = Pr(Th, =1 — )+
J=b+1

min(n,l/2) oo

+ Z Z] IN(j sejsPr(Tb(i) =1—7js).

j=b+1 s=2

Wir kommen nun zu den eigentlichen Beweisen und beginnen mit einem Hilfsergebnis:
Satz 8.18. Unter den bisherigen Bedingungen gibt es eine Konstante KK > 0, so dass gilt
Pr(Ty, =1) < KA(I)I7'4

Beweis. Der Beweis verwendet die Formel von vorher und Induktion tiber {. Fir [ < b ist
Pr(Ty, =1) =0, daher ist fur diese Werte nichts mehr zu zeigen.
Fiir [ > b nehmen wir an, dass die Ungleichung fiir alle s < [ bereits gezeigt ist.

Zunachst konnen wir Tb(i) mit

Pr(T}, = s) > Pr(Z; = 0)Pr(TY) = s) = poPr(TY) = s)
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durch Ty, abschéitzen.
Betrachten wir nun die ersten beiden Zeilen der Rekursionsformel zusammen und
verwenden die Abschétzung fiir Tb(fl), so erhalten wir

min(n,l)

> TN - e)Pr(TY) =1— )
J=b+1
/2 min(n,l)
< NG Pr(Th =1 —5)+ > 5GPy Pr(Ty =1 — )

j=l/2+1

14q /2

<tk (2) e

wobei L := sup;s, maxja<i<; A(l — ) /A(l)) < oo ist. Die Summe der dritten Zeile lasst
sich in der Form [~%0(1) abschétzen. Insgesamt ergibt sich

IPr(Ty, = 1) < A()I74(29Lpy " + o(1) + K (o(1)))

und fiir ausreichend grofles K lésst sich die Behauptung zeigen.

Satz 8.19. Es seien die bisher genannten Bedingungen erfillt und es sei

Ho(l) == max [\"'(0)IPr(Th, =) — 1|

0<b<i—1
fiir 1 <1< mn. Dann gilt fiir H(l) := sup,,; H,(l) die Asymptotik lim;_,oc H(I) = 0.

Beweis. Die Rekursionsformel lisst sich bis auf die erste Zeile in der Form {~%(1) abschétzen.
Damit ergibt sich

IPr(Ty, = 1) Z JTIPE(Ty, =1 — §) + A1) %(1).
j=b+1
Multiplikation mit A(/)~'1¢ und Einschieben von Pr(Ty, <1 —0b— 1) ergibt
AT Pr(Ty, = 1) = Pr(Ty, <1—b—1)
1-b—1

+ Z < gqi i ;;>> 1) Pr(Ty, = s) + o(1)

und wir wollen die zweite Summe abschétzen. Wir betrachten eine Folge s; — oo mit
s; = o(l) und teilen die Summe an s; und [/2 auf. Es gilt

1IA(I—s
und damit gilt auch (wegen g~ ()q/\()l) — (l_lqs)q + (l_lqs)q —1=o0(1))

A1 —s)
« | (I = 5)2A(1)




Aus Ty < 00 fast sicher und damit auch Pr(7, > s;) < Pr(Tos > s;) — 0 erhalten wir

1/2

2.

s=s;+1

191 — s)
(I = s)aA(l)

— 1’ Pr(Ty, = s) < (27L 4 1)Pr(The > s1) = 0(1).

Wir konnen auch die letzte Summe durch
I-b-1 1/2

=) Npeir 2\ (1 ) )
2. ((l—s)q)\(l) 1)P (T )SK(Z) 2+;)\(l)sq (1)

s=l/2

abschétzen und wir erhalten insgesamt
AT Pr(Ty, = 1) ~ 1 = Pr(Ty, >1—b—1).
Wegen Pr(Ty, >1—b—1) — 0 ist die Behauptung gezeigt. O

Satz 8.20. Es gilt
lim dry(£(C™), Qn) = 0

wobei Q,, die Verteilung des Zufallsvektors (Zy,...Z,) + e(n — Ton(Z)) ist, hier ist e(j)
der j-the Einheitsvektor.

Beweis. Es gilt

n

A (L(C, - G, L2 ) = (Pr(TOb =) (1 - Pgﬁ%;: ;>j)>>+’

J

also die positiven Summanden der Summe. Wir betrachten eine Folge n — b(n) — oo mit
b(n) — oo und definieren fiir eine Folge j,, < n — b(n) — 1 eine Funktion

[l | - 2trraa ) + Hn - ) fiie j <
gn(j) = LA
0 sonst

Fiir j, < n/2 gilt auch fiir alle j < j,

Pr(Tbn =n—- ]) .
'1 R N —— ’ < 9a(J)
wegen
Pr(Ty =n—j) AMn—j)(n—j)~""
Pr(Ty, =n) A(n)n=1-4
3 Hn—7)(n—j5)" " \n—-75) Hm)An—j)(n—j)1 < 2YL2(H(n)+ H(n—7)).

- PI'(T()n = n) PI‘(TOn = n)

Damit lédsst sich die Summe durch
PI‘(TOb > jn) + Egn(Tm,)
abschétzen. Fiir j,, — oo ist wegen der Beschranktheit von Tg.

PI‘(Tob(n) > ]n) < Pr(TOOO > JTL) —0
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und H(n) und H(n— j) konvergieren fiir festes j gegen 0 und damit gilt fiir festgehaltenes
j auch g,(j) — 0. Aus dem selben Grund gilt auch

Jim E(gn(Topn)) = 0.

Fiir passende Folgen b(n) und j, mit b(n) > n/2, beispielsweise b(n) = 3/4n und j, =
1/4n haben wir also

drv(L(CY . CN), L2y, . Ziyay)) — 0.

j>n/2
Komponente mit einer Grofle grofier als n/2 enthalten kann. Damit ist C'](-n) = 1 genau

Andererseits muss auch C’J(n) < 1 gelten, nachdem die Konstruktion hochstens eine

dann, wenn j = n — Tpy(,) und ansonsten, oder fiir Toy,) = n, gilt C](") = 0. Damit ist die
Verteilung gezeigt.
O

Die Grenzverteilung ist also die Verteilung der Z; zusammen mit einer einzelnen
sehr groflen Komponente. Insbesondere ist die Verteilung der kleinen Komponenten un-
abhéngig. Fiir festgehaltenes k£ und n — oo gilt also

LECM,...CM =y L(Zh,... Zy)

und fiir die grofite Komponente L(n) und die kleinste Komponente K(n) gilt fiir festes
b>0
L(n—L(n)) —q L(To.(2Z))

und
b

Pr(K(n) >b) — [[Pr(Z; = 0).

Fiir die Anzahl der Komponenten X (n) gilt

L(X(n)) =4 L (1 + i Zj) .

Beispiel 16. Wenn wir Wilder aus unmarkierten Bédumen betrachten, dann ist die Anzahl
dieser Baume der GréBe j durch M; ~ cp~7j75/2 gegeben. Nachdem die Wilder Multi-
mengen sind, ist die Bedingung der bedingten Wahrscheinlichkeit mit Z; ~ NB(M;, p’)
erfiillt. Die negative Binomialverteilung ist unendlich teilbar und es ldsst sich zeigen, dass
auch die anderen Bedingungen erfiillt sind.

8.4 Divergente Strukturen

Die Ergebnisse hier stammen aus [15] von Freiman und Granovsky mit einigen Ergénzungen
von [14]. Wir betrachten Strukturen mit erzeugender Funktion

C(z) = e
mit

A(z) = ianz", C(z) = i cp2"
n=0 n=0
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so dass
n=Ln)n""1>0

fiir eine differenzierbare Funktion L(n), die wie bei den konvergenten Strukturen im Un-
endlichen wenig variiert, gilt.

Wir verwenden wieder die Definitionen von s,,(z) = Z;n:l a;z? und fiihren die Zwi-
schensumme 7y, ,(2) := Y77 | a;27 ein. Wir wollen die Bezeichnungen des Artikels bei-
behalten und alle Variablen fiir Konstruktionen, die nur aus Elementen bis zu einer be-
stimmten Grofle zusammengesetzt sind, als X bezeichnen und wenn die Elemente grofier
als eine untere Schranke sind, schreiben wir X. Wir betrachten nun die erzeugende Funk-
tionen von Strukturen, die nur aus Elementen bis zur Grofle m beziehungsweise Elementen

mit Groéflen zwischen m und n zusammengesetzt sind und erhalten

=Y g =@, Gy =Ygt = e,
k=0 k=0

Hier ist g die Anzahl der Strukturen der Grofie n, die nur aus Komponenten der Grofle
héchstens m zusammengesetzt sind und g,, die Anzahl der Strukturen der Grole n, deren
Komponenten grofier als m sind. Wir schreiben

G, =" = H (Z o1 % a; kj)

oder die #quivalente Darstellung von ") Nun setzen wir fiir zunéchst beliebiges 0 € R
y = e—a+27ria7 0 S a S 1

und erhalten aus der Cauchyschen Integralformel die folgenden Darstellungen

00 jka+2wrajk
/ ‘ 67227romdoé7

OO k —jko+2z7ro¢jk:
/ ‘ e—QZwanda.

Wir kénnen nun unabhéngige poisson—verteilte Zufallsvariablen Z; ~ Po(aje~?7) definie-
ren, diese haben die Punktwahrscheinlichkeiten

(aje=o7)*

pix =Pr(Z; =k) = T explae )

Die Funktion -
Oé) — ijkQQﬂ'iozjk
k=0

ist dann die charakteristische Funktion der Zufallsvariable jZ;. Dann sind
H% H%
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die charakteristischen Funktionen der Summe Ty, = 177 + --- + rZ, beziehungsweise
T, =rZ.+...nZ,. Dann erhalten wir auch

1
PI‘(TOT = TL) = ?T(a)e_%mmd&,
0

1
Pr(T,, =n) = / @, (a)e” ™" dq,
0

Wir haben also vom Ansatz her die selbe Situation wie in den vorigen Kapiteln, aller-
dings wird die Behandlung mit analytischen Methoden erfolgen, dieser Ansatz wurde von
Chincin [7] fiir die Beschreibung von Teilchenstatistiken zuerst verwendet. Mit diesen
Notationen kénnen wir die Integraldarstellung von vorher umschreiben zu

g, = exp(sm(e”) +no) /1 gﬁr(a)e_%m”da = exp(sm(e”7) + no)Pr(Ty, = n),
0

1
G, = exp(rmn(e”7) + no) / ¢ ()e ™" do = exp (T (e ) + no)Pr(T,, = n).
0

Die bisher definierten Zusammenhénge gelten fiir jedes o € R. Wir definieren ¢] und o,
durch die Lésung von

7 n
. AT . =
Mn = E Ja;e Il =n, M, = E Jaje Tnd = n,
j=1 j=r

Damit ist E(7y,) = n beziehungsweise E(7},,) = n und es wird sich zeigen, dass diese

Annahme die Rechnung vereinfacht. Es gilt nach der Definition #’11 — 1, daraus konnen

wir fiir 7 ~ n? die Konvergenz von o gegen 0 zeigen.

Lemma 7. Fir festes € > 0 und r(n) > n¢ gilt

: TN 1 —r
lim g, = 0= lim o,,.

n—oo n—00
Beweis. Fir ein e mit 1 —e < a“il < 1+ € fiir alle n > ng gilt

(1 —=6)""an, < a, < (1+€)" ay,.

Sei nun ¢, — o < 0. Dann gilt mit € < 1—e?/? fiir ausreichend grofies n auch (1—¢)e=7" >
e’/ > 1 und damit

T

n! Zaje_ja" > (1 —€) ™ay, Z (1 —€)e ) — oo
j=1

Jj=no

und das ist ein Widerspruch. Fiir ¢ > 0 gilt mit € < /2 — 1

n! (Z aje 7 + (1 +€) ™ay, Z((l + e)e_””)j> —0

Jj=1 Jj=mno

und wir erhalten wieder einen Widerspruch. O
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Wir kénnen M durch ein Integral approximieren und erhalten nach Substitution
durch t = z/|a]|

rlo| ¢ ) i
n = M:l ~ (|Q; 7(l+1)) / tlL (|—T) Tﬁt SZgn(g")dt
%] In
beziehungsweise
nfor,|
n= T, ~ () [ (%) S g
rloh | On

AufBlerdem gilt
Z e 17l ~ / t'L(t/o)e tdt ~T(1 4 1)L(1/0)
n=1 g

wegen dem Verhalten der Koeffizienten. Es 1&8t sich zeigen, dass fiir eine Folge b,, — b > 0
und z, — 0o mit b, z, — 00

/ e " L(tz,)dt ~ L(bynzn) / e ttdt
br, bn

erfiillt ist und falls es zusiitzlich noch ein § > 0 gibt, so dass die Funktion z~°L(z) lokal
beschréankt ist, gilt

bn bn
/ et L(tz,)dt ~ L(b,z,) / e'tldt.
0 0

Diese Tatsachen lassen sich verwenden, um die auftretenden Summen abzuschétzen. Wir
werden ab jetzt r = n? fiir ein festes 0 < 8 < 1 betrachten. Dann lisst sich, wenn wir uns
auf 8 # (I+1)~! beschriinken, zeigen, dass die folgenden Abschétzungen fiir o7 Losungen
der obigen Gleichungen sind. Hier verwenden wir die Tatsache, dass es fiir jede Funktion,
die im Unendlichen wenig variiert, eine eindeutige konjugierte Funktion L* gibt, die im
Unendlichen wenig variiert und L*(z)L(zL*(z)) ~ L(x)L*(xL(z)) ~ 1 erfiillt.

Satz 8.21. Fir 8> (I+1)™" und B < (I+1)7" gilt fir n — oo
0" ~ & ~ T+ DY 51 Ly (n)

mit ﬁqu) ~ (Ll/(l_H) (n))*

Fir < (1+1)"" und 8> (14 1)7" gilt

o _logn (1 log(ylogn)
n? vlogn

I
3

mity=1—({+1)8— % beziehungsweise

_, ~vlogn ] log(~vlogn)
o~ —— -
" np ~vlogn

mit y = (1 + 1) — 1 + L),

logn
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Wir benotigen noch die zweiten und dritten Momente, also die Grofien

E(Y?) =B =Y jae®, E(Y)) = (B))? Zg aje”
und . .
EYY) =g =Y o EY)=7p,= jae ™.
j=1 j=r

Als néchstes konnen wir davon ausgehend auch das Verhalten der zweiten und dritten
Momente bestimmen.

Satz 8.22. Es gilt

B hn(ap)™' fir (I+1)7' <8
hnr fir B < (14+1)7*

hnr fir (14+1)"'< B

fiir eine Konstante h, die aus der Integralform folgt und

§2N{hn<ﬂ)1 farﬁg(zH) <1
<1

- n n

Beweis. Die Summe wird durch das Integral

/ j?j—l—le—ajdj
1

approximiert. Ebenso kann p abgeschéitzt werden. O]

Wir haben nun die Voraussetzungen erfiillt, um das Verhalten von Pr(Tp,. = n) bezie-
hungsweise Pr(T,, = n) zu bestimmen.

Satz 8.23. FEs gilt

1
Pr(Ty, =n) ~ ——
/21 B?
und q
PI‘(Tm = n) ~ —_2
2B

Beweis. Wir betrachten nur Ty,, die Rechnung fiir 7., funktioniert analog. Wir definieren

das Integral
1
:/ QT(a)e*%m”doz,
0

und fiir ein zunichst beliebiges oy < 1/2 teilen wir den Integrationsweg in (—ay, o) und
(=1/2, ap) U (a9, 1/2). Fiir  — 0 kénnen wir ¢ durch

é (@) = exp (Z aje” % (¥ — 1))

=1
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darstellen und mit o
e — 1 = 2miaj — (2maf)? + O(a’5?)

erhalten wir durch E;:1 jaje~?7 = n die Darstellung

¢ (a)e ™" = exp(—2ma’B* + O(a’p)).

L
Wir suchen nun agy = ag(n) so, dass
a%g — 0, B — >

erfiillt ist, dann ist der Fehler klein und wir kénnen eine Sattelpunktmethode anwenden.

3 p2
Wenn wir o := log*(B?)/B* verwenden, gilt apB ~ log? B> — oo und agp ~ @Tgﬁ —
0, also sind diese Bedingungen erfiillt. Damit erhalten wir

(s} (o4} 1
g(a)e’zmnda ~ / exp(—2m*a?B?)do ~
a0 _

g \V/ 27'('52

durch Vergleich mit einer Normalverteilung. Fiir das restliche Integral, also |a| > |ay|

betrachten wir
¢ (a)] = exp (Re (Z aje I (e — 1)))
j=1

und nachdem ¢’ reell ist, erhalten wir mit sin®(rayj) = —(e*™ 4 =27 — 2)/4 die
Darstellung
¢ ()| = exp (—2 Z a;je I%n sin W@j) :
j=1

Wir verwenden

pt+k—1 L

2 in? raj > = min(1, (ak)?
jz:; sin® ray > 2mln( , (ak)?)

und setzen k :=I|(o7)| L.

Fiir 8 < (I +1)7'ist " ~ —(ylogn)/n® ) und damit a2k® ~ log*(hnr)n?*~! und
nachdem o7 < 0 ist, ist fiir j nahe an 7 auch a;e " ~ nf(=Yn_ also gilt insgesamt
|9, ()| = o(B71).

Fiir > (1+1)7" gilt o7 ~ n~Y¢D) und damit k(kag)? ~ log*(hno=1) " (hn) 1o~ >
(log n)n?/+D=1 und fiir j ~ n/*V sind die Summanden nach unten beschréinkt, daher
erhalten wir auch o(B~!). Damit haben wir gezeigt, dass das Integral iiber |a| > |y
vernachlassigbar ist. O]

Es gilt also
1 r
g~ —=—=(s(e7"") + naoy)
und das analoge Ergebnis fiir gj,. Darauf autbauend kénnen wir Ergebnisse fiir die Kom-
ponentengrofien zeigen.

Satz 8.24. Wir schreiben l,, := QZ/C” und u, =7 /c,. Ist v =nP fiir 0 < 8 <1 ,dann
gilt fiir die Konstruktionen aus Komponenten mit maximaler Gréfie r

{o fir0< g < (+1)71,

lim [, =
1fir(I+1)'<pB<1.
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Fiir r > 2 gilt fiir Konstruktionen mit Komponenten mit Grdfie mindestens r

lim wu, =
n—oo

0 fiirr =nf, 0< B <1,
exXp <_ > i ij) fiir festes r.
Beweis. Grofle Komponenten: Wir betrachten
A =s, (e7%) — s, (e7%%) + n (o), —alt),

dann gilt [, = e®». Damit reicht es,

N .. -1
i AT — 7 fir0< g < (I+1)
0 fir ((+1)"'<p<1

Zu zeigen.

Fiir 8 < (I +1)7! folgt das aus dem asymptotischen Verhalten der ¢” und o, weil
o ~ —logn/n® und g7 ~ n~Y U+ gilt,

Fiir 8> (I +1)7! gilt o7 ~ o ~ n~ Y+ Wir verwenden

8

mn n

_ T n __ : —Jjoy —Jjon ; —Jjon

0=M,— M} => jaj (e’ —e %) = > jaje
Jj=1

—1/(1+1)

Die letzte Summe ist asymptotisch 3 7 s jle=in — 0. Ware nun n(o —o’) =

e(n) > e > 0, dann wiirde die erste Summe

nB
Zjajefjgz (ej/nt‘(n _ Zja] *Jgnj (n)
j=1

erfilllen und fiir 3 > (14 1)~" und j = ntD™" gilt jHle %% e(n) /n > e(n)e™!, also
erhalten wir einen Widerspruch. Ahnlich kénnen wir s,(e7%n) —s,,(e72) — 0 zeigen

und daraus folgt die Behauptung.

Kleine Komponenten: Wir beginnen mit der analogen Formel wie bei den groflien Kom-
ponenten. Wenn wir 3 > € betrachten, konnen wir die Asymptotik von o verwen-

) L _ _ 1 _
den, es ergibt sich @ ~ n~V/(+1) oder 7" ~ —1%&" yund 7 ~ —l87

n n
Fiir fixes r gilt wieder 3" ~ 7. ~ n~"/(+Y und

nhj& n(e, —a,) =0,

. . i _igzl . . . .
weil ansonsten Y7, ja;(e”/7» —e77n) unbeschréinkt wire. Damit erhalten wir

&7 ol —
Trn(€”m) —rin(e”n) E aje” T (¢~ (Tn=n E ae n

und der erste Summand konvergiert gegen Null, weil aus der Taylorreihe der Expo-

nentialfunktion

—(ar —55)j —1 —r

—1~0,—0,—0

€ n

folgt.
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Die hier gezeigten Zusammenhénge gelten fiir Mengen von markierten Objekten und
Multimengen. Bei Mengen von markierten Objekten ist das klar. Eine Multimenge mit
erzeugender Funktion M = Y m;2? erfiillt ja die Darstellung C'(z) = [](1 — 27)~™. Sind
dann a; die Koeffizienten von A(2) fiir C'(z) = eA*), dann folgt aus m; ~ h?j'"1L(j) auch
a; ~ m;. Die Wahrscheinlichkeit, ein Objekt mit einem bestimmten Vektor von Kompo-
nentengroflen zu erhalten, ist nicht von h abhéngig. Wir kénnen also von dem Verhalten
von h™7a; auf a; schlieBen, daher sind die obigen Resultate auch darauf anwendbar.

Aus dem Verhalten fiir [,, ist abzulesen, dass die grofite Komponente eine Grofie von
etwa n'/U*t1 hat. Das steht im Gegensatz zum Verhalten im konvergenten Fall, bei dem
die Strukturen typischerweise aus einer sehr grofien Komponente und einigen kleinen
Komponenten zusammengesetzt waren. Im logarithmischen Fall sind die grofiten Kom-
ponenten linear zu n. Ebenso haben wir erhalten, dass die Groéfle der kleinsten Kompo-
nente o(n¢) fiir jedes € > 0 ist. Fiir eine Folge von festgehaltenen Komponentengrofien
Kyiy = kiyi=1,...,s gilt auch

s kj

Ap —ap
PI‘(Kp(l) =ky,... Kp(s) = k’s) = Lie i,

!
j=1"7

das folgt, weil ¢ — 0 auch unter dieser Einschriankung gilt und sich wied das unein-
geschrinkte o verhélt. Insbesondere ist auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllige
Struktur Komponenten einer beliebigen kleinen Grofle k besitzt, von Null weg beschrankt.

Beispiel 17. Zahlenpartitionen sind eine Multimenge und haben die erzeugende Funktion
[, (1— z")_l. Nach Umformen ergibt sich exp Y2, 2 >° +. Damit fallen sie mit

an:Z$§logn

dn

in die betrachtete Klasse mit [ = 1. Insbesondere hat die gréfite Komponente dann in
etwa die GroBe n'/2.

8.5 Zusammenfassung

Wir betrachten fiir Konstruktionen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten Z; ~ n' eini-

ge Kenngroflen. Nachdem wir fiir unterschiedliche Ansédtze auch unterschiedlich genaue
Ergebnisse bekommen haben

Die Verteilung der grofiten Komponenten:

e Fiir konvergente Strukturen erfiillt die grofite Komponente asymptotisch n — O(1)
(Satz 8.20).

e Fiir logarithmische Strukturen ist der Komponentenvektor der k grofiten Komponen-
ten nach der Poisson-Dirichlet-Verteilung verteilt und die Dichte ist asymptotisch
nk fy(xy, ... z) (Sitze 8.5, 8.16).

e Fiir divergente Strukturen hat die grofite Komponente annidhernd die Grofie nt
(Satz 8.24).
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Die Verteilung der kleinsten Komponenten entspricht in allen Féllen der Ver-
teilung des Komponentenvektors der Z; (Satz 8.20),(Sétze 8.3, 8.15),(Satz 8.24). Fiir eine
logarithmische Struktur ist die Verteilung der kleinsten Komponente wieder durch die
verallgemeinerte Buchstab-Funktion (Satz 8.4) gegeben.

Die Verteilung des summierten Komponentenvektors:

e Fiir konvergente Strukturen bleibt 7, nach der Definition beschrénkt, also ist auch
nPr(Toy, = n) asymptotisch o(1).

e Fiir logarithmische Strukturen gilt n='Tq, ~ P, (Satz 8.1) und nPr(Tp, = n) ~
ps(1) (Satz 8.1).

e Fiir divergente Strukturen ist, mit der passenden Skalierung und den dort verwen-
deten Bezeichnungen, nPr(Ty, = n) ~ n/v2wB? (Satz 8.23).
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