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Einleitung

Betrachten wir folgendes Beispiel: Sei S,, die Menge der Permutationen auf der Menge {1,...,n},
versehen mit der Gleichverteilung. X,s = X,s(0) sei die Anzahl der Zyklen der Linge s in
einer zufilligen Permutation o € S,. Mit

Xo(t)= > Xps, tel01],

1<s<nt

bezeichnen wir die Anzahl aller Zyklen der Linge kleiner oder gleich n’. Fiir festes o ist X, (t)
eine Stufenfunktion. Skaliert man noch geeignet, so kann man das Verhalten fiir n gegen
unendlich untersuchen. Dabei stellt sich heraus, dass dieser Prozess in D|0, 1] schwach gegen
einen speziellen Gauf’schen Prozess, die Brown’sche Bewegung, konvergiert ([13]).

In dieser Arbeit setzen wir uns mit Methoden, mit denen derartige Grenzwertséitze, welche
funktionale Grenzwertsitze genannt werden, gezeigt werden kénnen, und mit deren Anwen-
dungen in der Kombinatorik auseinander.

In Kapitel 1 geben wir die Definition stochastischer Prozesse und wichtige Eigenschaften
an und stellen die behandelten Prozesse, insbesondere die Brown’sche Bewegung und davon
abgeleitete Prozesse, vor. Da die betrachteten Prozesse ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf den
Réumen C10, 1], C[0,00) oder D[0, 1] induzieren, untersuchen wir die Konvergenz von Maflen
speziell in diesen Rdumen.

In Kapitel 2 werden Methoden vorgestellt, mit denen funktionale Grenzwertsétze gezeigt wer-
den konnen: Wir betrachten erzeugende Funktionen diskreter Zufallsvariablen und kombina-
torischer Strukturen, die Sattelpunktmethode und Singularitéitsanalyse zur Bestimmung derer
Koeffizienten sowie die Poissonapproximation, um Abhéngikeiten von Zufallsvariablen, die aus
dem kombinatorischen Setup entstehen, zu vermeiden.

In Kaptiel 3 wird gezeigt, wo stochastische Prozesse in der Kombinatorik auftreten, und wie
funktionale Grenzwertsidtze mit den vorgestellten Methoden bewiesen werden kénnen. Zu den
Beispielen zdhlen zufillige Bdume, Abbildungen einer n-elementigen Menge auf sich selbst,
Partitionen einer Menge, Permuationen, Matrizen und Urnenmodelle.
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Kapitel 1

Stochastische Prozesse

1.1 Stochastische Prozesse

1.1.1 Definition und spezielle Prozesse

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick iiber stochastische Prozesse und in diesem Zu-
sammenhang betrachtete Groflen gegeben werden. Weiters werden die in dieser Arbeit be-
trachteten speziellen Prozesse definiert. Grundlegende Kenntnisse aus Maf}- und Wahrschein-
lichkeitstheorie werden dabei vorausgesetzt (siehe dazu Bauer [8], Sachkov [36], Gihman und
Skorohod [24]). Eine ausfiihrliche Theorie iiber stochastische Prozesse findet sich in Gihman
und Skorohod [24]; fiir die Brown’sche Bewegung siche Borodin und Salminen [11] und Revuz
und Yor [35], aber auch Billingsley [10].

Zunichst wenden wir uns der Definition stochastischer Prozesse zu:

Definition 1.1.1 Eine messbare Abbildung X von einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P)
in einen messbaren Raum (E, ) nennen wir ein Zufallselement.

Definition 1.1.2 Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F, ) ein messbarer Raum, I
eine beliebige Indexmenge. Eine Familie X = (X;);e; von Zufallselementen X; :  — F heifit
stochastischer Prozess mit Zustandsraum (E, E).

Ist I ein Intervall in R, so spricht man von einem kontinuierlichen Prozess. Der Parameter ¢
wird oft auch als Zeit bezeichnet.

Wir werden uns im folgenden auf (E, &) = (R, B) beschrinken. Dabei bezeichnet (R, B) den
Raum der reellen Zahl versehen mit der o-Algebra der Borelmengen.

Stochastische Prozesse werden oft durch ihre endlichdimensionalen Verteilungen beschrieben:

Definition 1.1.3 Die Verteilungen (Xy,,...,X;,), n > 1, t1,...,t, € I, heilen endlichdi-
mensionale Verteilungen des Prozesses X.

Bemerkung 1.1.1 Im Allgemeinen reichen die endlichdimensionalen Verteilungen nicht aus,
um einen Prozess eindeutig festzulegen. Fordert man aber weitere Eigenschaften des Prozesses,
so kann man auch wieder die Eindeutigkeit erreichen.
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Fiir festes w € Q konnen wir einen Prozess auch als Funktion von ¢ auffassen:

Definition 1.1.4 Sei w € Q2 fest. Die Abbildung ¢ — X;(w) heifit Trajektorie oder Pfad des
Prozesses X.

X hei3t fast sicher stetig oder hat f.s. stetige Pfade, falls es eine Menge N € & mit P(N) =0
gibt, sodass die Abbildung ¢ — X;(w) stetig fiir alle w € Q\ N ist.

Analog wird f.s. rechts stetig mit linksseitigen Grenzwerten definiert.

Wir werden in dieser Arbeit nur Prozesse mit Pfaden in C[0, 1], C[0, c0) bzw. D[0, 1] betrach-
ten. Da solch ein Prozess ein Mafl auf diesen Rdumen induziert, konnen wir diese Prozesse
auch als Zufallselemente mit Werten in diesen Réumen auffassen, was wir auch tun wer-
den. Die endlichdimensionalen Verteilungen sind dann X ﬂ;}m7tk, wobei 7, 4, die Abbildung

(x(t)ter — (x(t1),...,z(tg)) ist.
Ein wichtiges Kriterium fiir die Stetigkeit eines Prozesses liefert das Kriterium von Kolmogorov
(fiir einen Beweis siehe [35]). Dazu zunéchst

Definition 1.1.5 Zwei stochastische Prozesse heiflen Modifikationen voneinander, falls
P(X; =Y:) =1 fiir alle t € T gilt.

Satz 1.1.1 (Kriterium von Kolmogorov) Sei X; ein stochastischer Prozess. Ewistieren
Konstanten o, 3,C > 0, sodass

E|X; — X,|* <Ot — 5|t

fiir alle s, t gilt, dann hat X eine f.s. stetige Modifikation.

Bemerkung 1.1.2 Die Pfade von Modifikationen eines Prozesses kénnen sehr unterschiedli-
che Eigenschaften haben. Sei X; = 0 fiir ¢ € [0, 1]. Sei 7 gleichverteilt in [0, 1] und der Prozess
Y; sei definiert durch
1 fallsT=t
i

0 sonst

Wegen P(X; = Y;) = P(t # 7) = 1 sind X; und Y; Modifikationen voneinander, wobei die
Pfade von X; stetig sind, die von Y; aber nicht. Definieren wir

{n falls 3n: 7/n=t, 7 #0
Y; =

0 sonst ’

so ist Y; noch immer eine Modifikation von X;, die Pfade sind aber f.s. unstetig und unbe-
schrankt.

Definition 1.1.6 Ein stochastischer Prozess heifit Markov-Prozess, falls fir s; < --- < s, <
s <t

P (X, € B|X,,,...,X,,,X,) =P (X, € B|X,), (1.1)

und es eine Funktion P(s,y,t, B) gibt, die Borel-messbar in Bezug auf y fiir feste s,¢, B ist,
und fiir feste s,y,t ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B ist, welches die Chapman-Kolmogorov-
Gleichung

P<tlayat37B) = /P(t27y27t37B)P(tlay7t27dy2)
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erfiillt und mit Wahrscheinlichkeit 1
P(s, X(s),t, B) = P (X(t) € B|X(s))

gilt.
Die Eigenschaft (1.1) heiit Markov-Eigenschaft, die Funktionen P(s, y, t, B) werden Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten genannt.

Eine wichtige Grofle eines stochastischen Prozesses X ist die Belegungszeit

B = [ La(xX(0)at,

1

dh. die Zeit, die der Prozess auf der Menge A verbringt. Will man aber die Zeit in der Ndhe
eines Punktes ¢ messen, so reicht diese Definition nicht aus, da 1;(X(¢)) im Allgemeinen eine
Nullmenge ist. Dies fiihrt zu

Definition 1.1.7 Den Grenzwert

1) =t - [ 1 (X(5)ds

e—0 €
I

bezeichnet man als lokale Zeit des Prozesses X bei t.
Wenden wir uns nun speziellen Prozessen zu:

Definition 1.1.8 Ein stochastischer Prozess (X;)ier heifit GaufS’scher Prozess, wenn fiir alle
neN,Vit, el k=1...ndie Folge (X;,,...,X,) einer k-dimensionalen Normalverteilung
genugt.

Die Existenz Gauf3’scher Prozesse bei vorgegebener Kovarianzfunktion liefert der folgende Satz
(siehe [35], S.35):

Satz 1.1.2 Die Kovarianz eines Gauf$’schen Prozesses ist eine positiv semidefinite Funktion.
Umgekehrt ist jede positiv semidefinite Funktion die Kovarianz eines zentrierten Gaufl’schen
Prozesses.

Definition 1.1.9 Eine 1-dimensionale Standard-Brown’sche Bewegung mit Startpunkt x auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) ist ein stochastischer Prozess W, t > 0, mit

(i) Wy = « fast sicher,
(ii) W ist f.s. stetig,
(iii) fir alle 0 =t9 < t; < -+ < t,, sind die Zuwichse
Wy, =Wy, W, o =W oy, Wy, — Wy,
unabhingig und normalverteilt mit

E(W;, —W;,_,)=0 und EW; —W;,_ )2 =t; —t; 1.
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Bemerkung 1.1.3 Die Brown’sche Bewegung ist ein Markov-Prozess.

Wir setzen im folgenden stets = 0 voraus. Durch die obige Definition sind die Verteilungen
Xy zu jedem Zeitpunkt t bereits gegeben: Sie sind normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzfunktion X(s,¢) = min(s,t) (siehe [7]). Weiters ist in diesem Fall die Forderung (ii)
der Definition redundant.

Die Bedeutung der Brown’schen Bewegung liegt in folgendem Satz, der ein Analogon zum
zentralen Grenzwertsatz fiir die Normalverteilung darstellt (fiir einen Beweis siehe [10]):

Satz 1.1.3 (Satz von Donsker) Seien &,, n € N, unabhingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Mittelwert 0 und endlicher, positiver Varianz 0. Sei S, die Partialsumme

Su=> &
=0

Dann gilt fiir den durch

Xn(t) :

= LSWJ 0<t<1
ay/n

definierten Prozess
X, 5 W
in D[0,1].

Bemerkung 1.1.4 Der Satz von Donsker gilt auch fiir C'[0, 1], wenn man X,, durch Interpo-

lation definiert: )

1
Xn(t) == Uiﬁstntj + (nt — Lnﬂ)mf{ntﬁl

Definition 1.1.10 Seien z,y € R und I > 0 fest gewahlt. Fin stetiger Gauf’scher Prozess B
mit I = [0,], By = z und

st
l

heiit eine Brown’sche Briicke von x nach y der Léinge I. Wir schreiben B®bY.

t
EB; =z + (y — m)i, Cov(Bi, Bg) = min(s,t) —

Bemerkung 1.1.5 Es gilt EB; = y und Cov(By, Bs) = 0, falls s = [ oder ¢ = [, und daher
B; = y f.s. Aufgrund dieser Eigenschaft heiit B Brown’sche Briicke. Die Brown’sche Briicke
BY%10 kénnen wir auch durch W; — tWy, t € [0, 1] beschreiben.

Definition 1.1.11 Seit > 0. Wir definieren die Zufallsvariablen

T1(t) = sup{s:s<t, W(s)=0}
To(t) = inf{s:s>t, W(s)=0}.
Der auf diesem Intervall [ri(t),2(¢)] definierte Prozess W (s) heifit Brown’sche Exkursion.
Dabei ist m2(t) — 71(t) die Linge der Exkursion.
Mit W(s), s € [0, 1] bezeichnen wir die skalierte Exkursion
_ W) + s — 7))

+ S
W) SXOEEA0)

Bemerkung 1.1.6 Die Brown’sche Exkursion ist ein Markov-Prozess.
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1.2 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen

In diesem Abschnitt stellen wir die fiir diese Arbeit relevanten Arten der Kovergenz von
Wahrscheinlichkeismaflen vor und leiten Kriterien fiir die Konvergenz speziell fiir die Rdume
C10,1], C[0,00) und D[0, 1] her, siehe dazu Billingsley [10], Gihman und Skorohod [24] und
Feller [19].

1.2.1 Konvergenz

Definition 1.2.1 Sei S ein metrischer Raum, 9B die Sigma-Algebra der Borelmengen auf S
und P, , n € N, und P Wahrscheinlichkeitsmafie auf (S, B). Erfiillt die Folge P,

/ fdP, — / fdP

fiir alle beschréinkten, stetigen und reellwertigen Funktionen f, so heifit sie schwach konvergent
gegen P. Wir schreiben P,, = P.

Satz 1.2.1 ([10]) Seien P,,P WahrscheinlichkeitsmafSe auf (S,B). Dann sind dquivalent:

(i) lim [ fdP, = [ fdP fiir alle beschrinkten, gleichmifig stetigen reellwertigen f,

(iii) limsup P, (F) < P(F) fiir alle abgeschlossenen Mengen F,

(iv) liminf P, (G) > P(G) fiir alle offenen Mengen G,

(v) im P, (A) = P(A) fiir alle A € B mit P(0A) = 0.
Definition 1.2.2 Sei X ein Zufallselement von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) in
einen metrischen Raum S mit Metrik p. Ist S = R, so nennen wir X eine stochastiche Grdifle
oder Zufallsvariable und im Fall S = R¥ einen stochastischen Vektor (da eine Zufallsvariable
auch ein stochastischer Vektor ist, werden wir im weiteren oft von stochastischen Vektoren

sprechen). In den Fillen S = C10,1], S = C[0,00), S = D|0, 1] bezeichnen wir X als Zufalls-
Sfunktion.

P induziert bekanntlich ein Wahrscheinlichkeitsma P = PX~! auf (S, %8) durch

P(B)=P(X 'B)=P{w: X(w)€ B} =P{X € B}, B¢cB.
Das WahrscheinlichkeitsmaB P heifit die Verteilung von X. Damit konnen wir nun die Kon-

vergenz von Zufallselementen definieren:

Definition 1.2.3 Eine Folge (X,,) von Zufallselementen konvergiert in Verteilung gegen ein
Zufallselement X, i.Z.

x, 2 x,

falls die zugehorigen Verteilungen P, schwach gegen P konvergieren.
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Oft ist es schwer die schwache Konvergenz einer Folge (P,,) gegen P zu zeigen, stattdessen ist
es aber deutlich leichter, die Konvergenz einer Folge (Q,) gegen P zu zeigen, die der Folge
(Py,) ,sehr d&nhlich“ ist. Dann wiirden wir gerne auf die Konvergenz von (P,,) schlielen. Dazu
zunéchst

Definition 1.2.4 Gilt fiir ein Element a € S
P(p(Xp,a) > €) — 0
fir alle € > 0, dann konwvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen a, i.Z.

P
X, — a.

Satz 1.2.2 ([10]) Sei S separabel und X,, und Y, haben denselben Definitionsbereich. Gelten
X, 2 X und p(Xn,Y,) 50, dann folgt Y, 2 X.

Beweis: Da S separabel ist, ist p(X,,,Y,) eine stochastische Grofe (siehe [10], p.225).
Ist Fe ={z: p(z,F) < e} mit FF C S, dann gilt

P(Y, € F) < P(p(X,,Y,) > €) + P(X, € F).

Da F, abgeschlossen ist, folgt mit der Annahme und Satz 1.2.1 (entsprechend fiir Konvergenz
in Verteilung)
limsupP(Y,, € F) < limsupP(X,, € F,) < P(X € F,).

n—oo n—oo

Ist F' abgeschlossen, dann Fi — F' fiir € — 0 (also [ Fe = F') und mit Satz 1.2.1 folgt die

Behauptung. ez

Ein wichtiges Merkmal einer stochastischen Grofle ist seine momentenerzeugende Funktion
([26],[36]):

Definition 1.2.5 Existiert fiir eine Zufallsvariable X und ein h > 0 der Erwartungswert von
e!X fiir —h < t < h, so nennt man diesen die momentenerzeugende Funktion von X:

M(t) = BE(eX) = /ethP(a:), ~h<t<h.
R

Bemerkung 1.2.1 Der Name dieser Funktion beruht auf der Tatsache

dk

WM(t)L:O =E(X", keN

Beispiel 1.2.1 Sei X ~ N(a,0?) eine normalverteilte Zufallsgrife. Dann ist

242
M(t) = exp <at + 02)

Die Bedeutung der momentenerzeugenden Funktion liegt darin, dass sie die Mafle eindeutig
bestimmt:
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Satz 1.2.3 ([26]) Seien P1,Py WahrscheinlichkeitsmafSe auf (R,B) und M;(t) und Ma(t)
die dazugehirigen momenterzeugenden Funktionen. Gilt My(t) = Ma(t) fir alle t € (—h,h),
dann ist P1 = Ps.

Daher 148t sich die Konvergenz von stochastischen Vektoren auf die Konvergenz der entspre-
chenden charakteristischen Funktionen zuriickfithren:

Satz 1.2.4 (Lévy & Cramér, [26]) Sei (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen, deren mo-
mentenerzeugende Funktionen M, (t) fir alle n fir —h < t < h (h > 0) existieren. X sei
eine Zufallsvariable mit momentenerzeugender Funktion M (t), die fir [t| < hy < h (h1 > 0)
existiert. Dann gilt

X, Z X wenn M,(t) — M(t) Vt€ (—hi,h).

Die momentenerzeugende Funktion existiert aber nicht fiir alle stochastischen Groflen. Dies
fithrt zu

Definition 1.2.6 Die Funktion J(u), u = (u1,...,un),
J(u) = E¢'WX) = / (WX P(x),
Rm
heifit charakteristische Funktion des stochastischen Vektors X (oder der entsprechenden Ver-
teilung P). Dabei bezeichnet (u,x) das innere Produkt der Vektoren u und x.

Bemerkung 1.2.2 Die charakteristische Funktion existiert fiir alle stochastischen Vektoren.

Beispiel 1.2.2 Sei X = (X1,...,X) ein normalverteilter stochastischer Vektor. Dann ist

k k
. 1
J(u) =exp | i E 1 akuy — | g la,-juiuj
j= ij=

mit

aj :EXj, Uz’j :E(Xz—az)(X] —(Lj).

Wie die momentenerzeugende Funktion bestimmt auch die charakteristische Funktion die Ma-
Be eindeutig:

Satz 1.2.5 ([10]) Seien Py, Py Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R¥,8%) und Jy(u) und Jo(u)
die dazugehorigen charakteristischen Funktionen. Dann folgt: Gilt Ji(u) = Jo(u) fir alle u,
dann ist P, = Ps.

Daher 148t sich die Konvergenz von stochastischen Vektoren auf die Konvergenz der entspre-
chenden charakteristischen Funktionen zuriickfithren:

Satz 1.2.6 ([10]) Seien P,,P Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R*, B*) und J,(u) und J(u)
die dazugehorigen charakteristischen Funktionen. Dann gilt

P, %P genau dann, wenn J,(u) — J(u) VYue R".
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Man kann die Konvergenz von stochastischen Gréflen auch auf die Konvergenz der Momente
zuriickfithren. Da jedoch die Momente die Verteilung im Allgemeinen nicht eindeutig bestim-
men, gilt

Satz 1.2.7 ([19]) Seien X, und X Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte E(XF) und E(X*)
fir alle k € N existieren. Weiters sei X durch ihre Momente eindeutig bestimmt. Dann gilt

X, 2 X, genau dann, wenn E(X*) - E(X) Vk € N.
Bemerkung 1.2.3 Die Normalverteilung ist durch ihre Momente bestimmt.

Einer Uberlegung von Cramér und Wold zufolge kann das Problem der Konvergenz eines
stochastischen Vektors auf die Konvergenz einer Zufallsvariablen zuriickgefiihrt werden: Seien

X, = (Xp1,.. s X)) und X =(X1,...,Xp)

stochastische Vektoren und es gelte

k k
%
D tiXni > > X,
i=1 i=1
fiir alle t € R*. Dann konvergieren die charakteristischen Funktionen

k
Jn(u) = E(exp(iu Z tiXni))
i=1

der eindimensionalen Zufallsvariablen gegen

k
J(u) = E(exp(iu Y _ t:X;))
i=1
fir alle u € R. Setzen wir u = 1, so folgt
E (ei(t,Xn)> S E (ei(t,X)> )
Dies gilt fiir alle t, also folgt X, 2, X. Daher gilt

Satz 1.2.8 ([10]) Im R* konvergieren die stochastischen Vektoren X,, genau dann in Vertei-
lung gegen X, wenn jede Linearkombination aus Komponenten von X,, gegen die entsprechende
Linearkombination aus Komponenten von X in Verteilung konvergiert.

Eine andere Moglichkeit, die schwache Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmaBen im R* zu
zeigen, fithrt tiber die Dichtefunktionen und ist eine Folgerung aus dem Satz von Scheffé:

Satz 1.2.9 ([10]) Seien P,,, P Wahrscheinlichkeitsmafe auf R¥ mit Dichten f, und f. Gilt

fo(z) — f(2)
fiir alle x mit Ausnahme einer Lebesgue-Nullmenge, so folgt

P, 2% P.
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1.2.2 Funktionale Grenzwertsitze

Zunéchst wollen wir uns der Frage zuwenden, wie sich die schwache Konvergenz unter Abbil-
dungen verhélt. Sei h : S — S’ messbar und sei Dj, die Menge der Unstetigkeitsstellen von h.
Dann ist Dy, € ‘8.

Satz 1.2.10 ([10]) Gelten P,, % P und P(Dy) =0, dann folgt P,h~" % PR,
Beweis: Sei ' C S’ abgeschlossen. Dann gilt nach Voraussetzung

limsup P, (h "1 F) < limsup P, ((h=1F)) < P((h—1F)).

Wegen P(Dy) =0 und h~'F C D,, Uh™'F folgt P(h~1F) = P(h~'F) und daher gilt
limsup P, (R 'F) < P(h™'F).

n—od
Mit Satz 1.2.1 folgt nun die Behauptung. &

Fiir S’ = R erhalten wir daraus

Satz 1.2.11 ([10]) Gilt P, 2 P, und ist h eine reellwertige, beschrinkte, messbare Funktion
mit P(Dy) =0, dann gilt auch [ hdP,, — [ hdP.

w

Beweis: Nach dem vorigen Satz gilt P,h~! = Ph~!. Durch Variablensubstitution erhalten
wir [ f(h(z))Py(dz) — [ f(h(z))P(dz) fir jede beschriinkte, stetige Funktion auf R. Ist h
durch M beschrénkt, so folgt mit f(t) = 1|_p (%) - t die Behauptung. ez

Sei (X;,) nun eine Folge von Zufallsfunktionen und P,, die entsprechenden Mafle. Konvergiert
P,, schwach gegen P, so gilt fiir jedes messbare, beschrinkte, P-fast iiberall stetige Funktional

h(z)
lim [ hdP, = / hdP

n—oo

und daher fiir jedes messbare f.ii. stetige Funktional f(x)

n—oo

lim [ ef@ap, = / cuf @) qp

fir alle v € R. Nun ist aber
[erap, — B0 und [P — g,

Dies sind die charakteristischen Funktionen der Zufallsvariablen f(X,) und f(X). Die Kon-
vergenz der Mafle P,, gegen P impliziert also die Konvergenz von f(X,,) gegen f(X) fiir jede
messbare, P-f.ii. stetige, reellwertige Funktion f.

Konvergiert nun umgekehrt f(X,,) gegen f(X) fiir jede messbare, P-f.ii. stetige, reellwertige
Funktion f, dann gilt auch Eh(X,,) — Eh(X) fiir jedes messbare, beschrinkte, P-f.ii. stetige
Funktional A, also

lim [ hAdP, = / hdP.

n—oo
Daher ist die Konvergenz der Mafle P,, gegen P dquivalent zur Konvergenz der Zufallsvaria-
blen von f(X,) gegen f(X) fiir jedes messbare, P-f.ii. stetige Funktional (siehe [24]). Daher
nennt man Grenzwertsitze der Gestalt X, 2, X fiir Zufallsfunktionen X,, X funktionale
Grenzwertsétze.
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1.2.3 Schwache Konvergenz in C[0, 1]

Um die schwache Konvergenz in C' = C]0,1] zu zeigen, bendtigen wir fiir die Praxis rele-
vante Kriterien. Aufgrund der Stetigkeit der Projektionen 7, . folgt aus P, ~ P auch
Pnﬂ-t_l,l‘..,tk = Pﬂ',;ylm’tk. In C ist zwar ein Mafl durch seine endlichdimensionalen Verteilun-
gen eindeutig bestimmt, die Umkehrung der obigen Folgerung ist jedoch nicht richtig, wie
folgendes Gegenbeispiel zeigt:

Sei P die Einheitsmasse bei der Nullfunktion und P,, Einheitsmassen bei der Funktion

nt falls0<t< 21
za(t) =< 2—nt falls L <t <2
0 falls 2 <t <1

und X,, gemif P, verteilte Zufallsfunktionen. Dann konvergieren die endlichdimensionalen
Verteilungen von X, gegen jene von X: Sei A = ﬂ;}._.vtk(al, ...,ag). Ist 2/n kleiner als alle ¢;,
fiir die a; # 0 ist, so ist P, (A) = P(A) = 0, sind alle a; = 0, P,(A) = P(A) = 1. Ist aber
hingegen A = K (0, %), so ist P, (A) = 0 und P(A) = 1. Also konvergiert X,, nicht gegen X,

obwohl die endlichdimensionalen Verteilungen konvergieren.

Man kann aber leicht zeigen (der Beweis verlauft analog zum entsprechenden Satz fiir Folgen
reeller Zahlen) , dass P,, genau dann schwach gegen P konvergiert, falls jede Teilfolge eine
gegen P schwach konvergente Teilfolge besitzt. Das fithrt zu

Definition 1.2.7 Eine Familie F' von Maflen heifit relativ kompakt, falls jede Teilfolge aus F'
eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Damit haben wir

Satz 1.2.12 Die Folge P, konvergiert genau dann schwach gegen P, falls die endlichdimen-
sionalen Verteilungen von P, gegen die endlichdimensionalen Verteilungen von P konvergie-
ren und die Folge (P,) relativ kompakt ist.

Beweis: Jede Teilfolge (P,) von (P,,) enthilt eine Teilfolge (P,~), die gegen eine Verteilung
Q konvergiert. Da die endlichdimensionalen Verteilungen gegen P konvergieren, muss P = Q
gelten. Damit enthélt aber jede Teilfolge von (P,) eine gegen P konvergente Teilfolge und
daher konvergiert (P,,) schwach gegen P. ez

Die relative Kompaktheit ist meist sehr schwierig nachzuweisen. Wir definieren zunéchst

Definition 1.2.8 Eine Familie I von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf einem metrischen Raum
heifit straff, wenn es fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K gibt, sodass P(K) > 1 — € fiir
alle P € F gilt.

Satz 1.2.13 (Satz von Prohorov, [10]) Sei S ein metrischer Raum.

(i) Ist eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen straff, so ist sie relativ kompakt.

(i) Sei S separabel und vollstindig. Ist eine Familie von WahrscheinlichkeitsmajfSen relativ
kompakt, so ist sie auch straff.
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Folgerung 1.2.1 Da C mit der Metrik d(z,y) = sup{|z(t)—y(t)| : t € [0, 1]} einen vollsténdigen
separablen Raum bildet, konvergiert die Folge (P,) genau dann schwach gegen P, falls die
endlichdimensionalen Verteilungen von P, gegen die endlichdimensionalen Verteilungen von
P konvergieren und die Folge (P,,) straff ist.

Ein Kriterium fiir die Straffheit einer Folge (X,,) in C liefert der folgende Satz:
Satz 1.2.14 ([10]) Die Folge (X,,) ist straff, falls gilt:

(i) Die Folge (X,,(0)) ist straff.
(ii) Es gibt Konstanten v > 0 und o > 1 und eine nichtfallende, stetige Funktion F auf [0, 1]
mit )
P([Xn(t2) = Xn(t) 2 A) = Z1F(t2) - F(t)|*
fiir alle t1,t3 € [0,1], n € N und A > 0.
Die Bedingung (ii) wird von
E(|Xn(t2) — Xn(t2)[") < |F(t2) — F(t1)[*
impliziert.

Fiir Prozesse spezieller Bauart lésst die das Straffheitskriterium vereinfachen (siehe Gitten-
berger [23]):

Satz 1.2.15 Sei S,(k), n € N, ein auf der Menge {1,...,n} definierter, diskreter stochasti-
scher Prozess, und der Prozess X, (t), t € [0,1] sei gegeben durch

Xn(t)zl_(_j)S()—FfS(]—l—) furﬁ<t<‘7j;1

Dann ist (X,,) straff, wenn (X,(0)) straff ist und Konstanten C' > 0,y > « > 1 ewistieren,

sodass ' .
() 5 (2)) <o
n n Y

fir allen € N, i,5 € {0,1...,n} und alle A > 0.

. Y%
t=J
n

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Ungleichung aus Satz 1.2.14 fiir alle ¢1,t2 € [0, 1] erfiillt
ist. Dazu seien zunéchst t1,ty € [Z ZH] Wegen der Linearitit von X, auf diesem Intervall
[t1 — o

folgt
Xn<l>—Xn<z 1)‘
1/ n n

Daher gilt unter Beriicksichtigung der Voraussetzungen und |t — t2| < 1/n

Xn 1 _Xn Z+1 Z >\
n n n|t1—t2\

Tﬂ_a|t1 — t2|7_
SYe Ll L kL

[ Xn(t1) — Xn(t2)] =

P(X, (1) — Xo(t) ) = P (

—ta]* < ]tl — ta]*.

=\
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Mit F = Q/é ist die Ungleichung aus Satz 1.2.14 erfiillt.
Seien nun * <t < % und 2 <ty < % mit ¢ # j. Dann gilt

o () (55 (] 2)

und daher folgt
P (| X0 (1) — Xn(t2)] > )

et () ()0 (2 pe(2) n
co(ra—s. ()] -3) - (= ()= ()]
o (. (2) - a2 2).

Auf diese Terme konnen wir nun den ersten Fall anwenden und erhalten

t1 —i/n|® (@ — )/n!a \j/n—tQI“
Y +¢ Y Y '

S|

P (| Xu(t1) = Xa(t2)| 2 ) < C

Wegen a® + b° + P < (a+ b+ c)? fiir a,b,c >0 und B > 1 folgt nun

>

P (X, (1) = Xalts)] 2 A) < |t — o],

womit die Behauptung gezeigt ist. &
Durch geeignete Skalierung iibertragen sich alle Ergebnisse von C|0, 1] auf C[0, a].

1.2.4 Schwache Konvergenz in C[0, )

Auch der Raum C10, 00) wird mit der Metrik

o0

1

() = 3 5 e (minfa(t) — y(2)], 1)
n=1

zu einem vollstédndigen separablen metrischen Raum. Wie in C[0, 1] sind auch hier stochasti-

sche Prozesse durch ihre endlichdimensionalen Verteilungen bestimmt. Weiters ist eine Folge

(P,,) von Wahrscheinlichkeitsmafien genau dann straff, wenn sie es auf jedem endlichen Inter-

vall [0,T], T > 0 ist (Karatzas und Shreve [31]).

1.2.5 Schwache Konvergenz in D0, 1]

Betrachten wir nun den Raum D = D[0,1], das ist der Raum der auf [0,1) rechtsstetigen
Funktionen mit linksseitigen Grenzwerten auf (0, 1]. Mit der Metrik

d(z,y) = inf ( sup [z(t) —y(t)| + sup [t —A(t)]),
€A o<t<1 0<t<1

wobei A = {f € C[0,1] : f(0) = 0, f(1) = 1, f streng monoton wachsend}, wird auch D zu
einem separablen und vollstdndigen metrischen Raum. Daher ist auch hier eine Familie von
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Wahrscheinlichkeitsmaflen relativ kompakt genau dann, wenn sie straff ist. Es lassen sich - in
Bezug auf notwendige Kriterien fiir die schwache Konvergenz - zu C[0, 1] dhnliche Resultate
herleiten (ein wesentlicher Unterschied besteht aber darin, dass in D aus der schwachen Kon-
vergenz der Wahrscheinlichkeitsmafle nicht mehr die Konvergenz der endlichdimensionalen
Verteilungen folgt, da die Projektionen nicht mehr stetig sind), siche Gihman und Skoro-
hod [24]:

Satz 1.2.16 Seien X,, X Zufallselemente auf D. Konvergieren die endlichdimensionalen Ver-
teilungen der Folge (X,) gegen jene von X, so gilt X, 2 X genau dann, falls fir alle ¢ > 0
die Bedingung

lim limsup P(Ac(Xn()) >€) =0

=0 nooo

Ac(Xn()) = sup  (min(le(t)—z(t)], |2(t)—z(t")))+ sup [¢(0)—2(®)|+ sup |z(t)—x(1)]
t—c<t/<t<t''<t+c 0<t<c 1—-c<t<1

erfillt ist.

Bemerkung 1.2.4 Da
Ac(z) < sup |z(t) — z(t")|

|t/ —t"|<c
gilt, reicht es, die Bedingung
lim limsup P( sup | X,(t) — Xp(t")]| >€)=0 (1.2)
c—0 pn—oco [t —t"|<c

Zu zeigen.
Fiir gewisse Prozesse lidsst sich auch hier eine einfachere Bedingung herleiten. Gilt fiir X, (¢)
fir t1 <tg <it3 <ty

—Vn(ty —t1) < Xp(t3) — Xp(t2) < X(ta) — Xn(t1) + vn(ts — t1),

so ist bereits
E(X,(t+h) — X, (t))* < 4n?

fiir h > 1/n hinreichend fiir (1.2) (siche Theorem 6, Seite 437 in [24]).

Mit diesem Satz lisst sich zeigen:

Satz 1.2.17 Seien X, X Zufallselemente auf D. Konvergieren die endlichdimensionalen Ver-
teilungen der Folge (X,) gegen jene von X, so gilt X, 2 X, fallsesa>0,v>0und C >0
gibt, sodass

E(|1X5(t) = Xa(t1)[| Xn(t2) = Xn(t)]7) < C(t2 — t1)"F

fir alle n und t1 < t <ty gilt.



Kapitel 2

Diskrete, analytische und
probabilistische Methoden

2.1 Erzeugende Funktionen

2.1.1 Erzeugende Funktionen diskreter Zufallsvariablen

Die nun folgenden sowie dariiber hinausgehende Ausfiihrungen finden sich in Flajolet und
Sedgewick [21].

Ist X eine Zufallsvariable auf N mit P(X = k) = p, dann ist die wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion gegeben durch

f(z)= Zpkzk = E(z%).
k=0

Klarerweise ist f(z) fiir |z| < 1 analytisch, wir wollen aber annehmen, dass der Konvergenz-
radius grofer ist. Dann 148t sich der Erwartungswert berechnen durch

E(X) =) kpr=f(1).
k=1

Weiters gilt
E(X?) =) Kpr=f"(1)+ f(1).
k=1

Damit folgt Var(X) = E(X?) — (E(X))%2 = (1) + (1) — (f'(1))%
Die charakteristische Funktion J(u) von X ist gegeben durch

J(u) — EetuX — f(ew) _ Zeiukpk
k=0

und die momentenerzeugende Funktion durch

M(t) = EetX = f(e!) = Zetkpk.
k=0
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Die faktoriellen Momente E(X (X —1)---(X — k + 1)) kénnen durch

dk
EX(X 1) (X —k+1)) = (2)

= (2.1)

z=1

ausgedriickt werden. Zwischen den k-ten Momenten i und den k-ten faktoriellen Momenten
or besteht folgender Zusammenhang:

o =) (1) [ ];]Hj MkZZ{ I; }qu,

J J
wobei [ Z ] und { Z } die Stirling-Zahlen erster und zweiter Art bezeichnen.
Beispiel 2.1.1 Daher ist

SPAIE VI PSSO (S L LA B
Ha =1 2 3 17z dz? dz3  dzt

z=1

2.1.2 Erzeugende Funktionen kombinatorischer Strukturen

Die folgenden Ausfithrungen iiber erzeugende Funktionen folgen Drmota und Soria [18], Fla-
jolet und Sedgewick [21], Vitter und Flajolet [38].

Eine kombinatorische Struktur % ist eine Menge von Objekten o der GroBe |o|, wobei die
Menge 6, = {0 € € : |o|] = n} von Objekten der GréBe n endlich ist. Die dazugehorige
gewOhnliche erzeugende Funktion ist

c(z) = Z zlol = chz”
0€EC n>0
und die exponentiell erzeugende Funktion ist
n

zlol z
é(z) = Z W = cha7

0€? n>0

wobei ¢, = |%,|. Meist verwendet man gewohnliche erzeugende Funktionen fiir unmarkierte
Strukturen und exponentiell erzeugende Funktionen fiir markierte Strukturen.

Die Stérke der erzeugenden Funktionen liegt nun darin, dass sich kombinatorische Operationen
(disjunkte Vereinigung, Produkt, Folgenbildung,...) leicht auf die erzeugenden Funktionen
iibersetzen lassen.

Bei den gewohnlichen erzeugenden Funktionen sind die Grundoperationen die disjunkte Ver-
einigung zweier Strukturen &/ und % - diese wird mit + bezeichnet - und das kartesische
Produkt.

Satz 2.1.1 Scien &/, B,€ kombinatorische Strukturen mit gewdéhnlichen erzeugenden Funk-
tionen a(z), b(z) und c(z). Dann gilt:
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C =9+ B
C = xR
¢ = sequence()

¢ = powerset(<)
€ = multiset(s)

Iy

Dabei bezeichnet sequence(</) die Menge aller endlichen Folgen von Elementen aus <,
powerset(a/) die Potenzmenge von o/ und multiset(</) die Menge aller Multimengen von
. Ab der dritten Aussage setzen wir voraus, dass alle Elemente positive Grdfie haben.

Beweis: Da die Vereinigung disjunkt ist, gilt ¢, = a,, + b, und daher ¢(z) = a(z) + b(z). Fir
das Produkt folgt ¢(z) = a(z)b(z) aus

n
Ccp = E arbn—i-
k=0

Die Menge der endlichen Folgen kénnen wir auch schreiben als
sequence() ={e}+ A + I X I +d X A XA + -+,

wobei € die leere Folge bezeichnet, und damit folgt
1
_ E k _
C(Z) = a(z) = m

k>0

Fiir die Potenzmenge sei .o/ zunéchst endlich. Dann gilt

¢ = powerset(«) = H ({e} +{a})

acd
und daher
e(z) = IT (1+2"1) = TT (1 + 25y,
acd k>1
Durch logarithmieren folgt
(_1)n+lznk
loge(z) = Z ar log(1+ 2%) = Zak Z —
E>1 E>1 n>1 "
_ (="t ok _ N~ (DT
= Z — Z apz" = Z Ta(z ). (2.2)
n>1 k>1 n>1

Fiir den unendlichen Fall definieren wir (™ = > _j=1 €; mit erzeugender Funktion ™ (2)
und analog (™ mit a(™(z). Dann gilt

a(z) = a(m)(z) + T(Zm+1)’ o(z) = c(m)(z) + T(zm+1),

wobei 7(2™*1) eine formale Potenzreihe ist, deren Koeffizienten r; = 0 fiir 0 < i < m sind.
a™(z) und ¢(™)(z) stehen in Beziehung (2.2). Lassen wir nun m gegen unendlich gehen,
so folgt die Behauptung (zwischen zwei formalen Potenzreihen a(z) und b(z) kénnen wir
einen Abstand definieren: d(a,b) = 27%, wobei k der kleinste Index ist, an denen sich die
Koeffizienten von a(z) und b(z) unterscheiden, siehe dazu [21]).

Auf dhnliche Weise erhalten wir die Formel fiir die Klasse der Multimengen, da sie - im Fall,
dass o7 endlich ist - isomorph zu [] . sequence({a}) ist. &
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Beispiel 2.1.2 Wir kénnen diesen Satz auch anwenden, um die Koeffizienten von erzeugen-
den Funktionen zu berechnen. Sei &/ die Menge der ebenen Wurzelbdume, dann gilt

of = {o} x sequence().

Daher erfiillt die entsprechende erzeugende Funktion a(z)
z
CL(Z) = 1_7(1,(2)

Lésen dieser Gleichung liefert die Catalan-Zahlen
1/2n—2
Ay = Cn—l = < >
n\n—1

Fiir die exponientiell erzeugenden Funktionen, die fiir markierte Strukturen eingesetzt werden,
sind die Basisoperationen die Vereinigung und das Partitionsprodukt *. Dieses besteht aus
allen Paaren (a,b) € o x £, die auf alle moglichen Arten derart ummarkiert werden, dass die
Ordung der Markierungen in ¢ und b erhalten bleiben.

Beispiel 2.1.3 a habe die Markierungen (3,1,2) und b (2,1). Dann sind giiltige Markierungen
fiir (a,b) unter anderen (4,2,3;5,1) oder (5,1,4;3,2).

Satz 2.1.2 é'ez'en A, B,€ kombinatorische Strukturen mit exponentiell erzeugenden Funk-
tionen a(z), b(z) und é(z). Dann gilt:

C = +RB —  &z)=a(z) + b(z)
C = B = &(2) = a(2)b(2)

¢ = sequence(s/) = ¢(z) = 17(}1(2)

¢ = multiset(s/) = ¢(z) =exp(a(z))
€ = cycle(H) = ¢(z) =log l—é(z)

Bei den Folgen und den Multimengen ist wieder die richtige Ummarkierung zu beachten, und
cycle() ist die Menge aller Zyklen von Elementen aus <7 .

Beweis: Da die Vereinigung disjunkt ist, gilt ¢,, = a,, + b, und daher ¢(z) = a(z) + b(z). Fir
das Produkt folgt ¢(z) = a(2)b(z) aus

n

Cn = Z <Z> arbp_k,

k=0

da es (Z) Moglichkeiten des Ummarkierens gibt. Die Folgen beweist man analog zu den
gewohnlichen erzeugenden Funktionen. Fiir die erzeugende Funktion der Zyklen sind in der
erzeugenden Funktion fiir die Folgen a(z)* durch a(2)*/k zu ersetzen, da zyklisch vertauschte
Folgen den selben Zyklus ergeben. Ebenso hat man fiir die Multimengen a(z)* durch a(2)*/k!
zu ersetzen. &

Haben wir nun eine Struktur %, und sind wir an einer Charakteristik X (o) interessiert, so
konnen wir die entsprechenden Unterstrukturen von o markieren. Dies fiihrt zur bivariaten
erzeugenden Funktion

c(z,u) = Z Cmn 2" u™

m,n>0
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mit ¢y = {0 € 6, : X(0) = m}|. Offensichtlich gilt ¢, = [2"]c(z,1). Fassen wir X als
Zufallsvariable auf € auf, so ist die Verteilung von X gegeben durch

P(X(o):m‘lo\:n):cm—n.

Cn

Sei X, die Zufallsvariable auf 6,,, fiir die P(X (o) = m) = <22 gilt. Die wahrscheinlichkeitser-
zeugende Funktion von X, ist dann

und es gilt

B(X2) = [ (cun(z,1) + calz, 1)).

Cn

Die charakteristische Funktion von X,, erhalten wir durch

Beispiel 2.1.4 Sei o/ die Menge der gewichteten ebenen Wurzelbdume: Fir jeden ebenen
Wurzelbaum T bezeichne |T| die Anzahl der Knoten von T. Wir weisen T' ein Gewicht

w(T) = H (ka(T)

k>0
zu, wobei g, € N, g > 0 sind und ni(T) die Anzahl der Knoten mit k Nachfolgern ist.
Weiters sei
an = Z w(T).
T: |T|=n
Dann erfillt die erzeugende Funktion a(z) = ano apz" die Gleichung

a(z) = zp(a(z))  mit o) =) eut’.
k>0

Baumfamilien, die solch eine Gleichung erfillen, nennen wir einfach erzeugt. Die entspre-
chende Gleichung fiir die Struktur of lautet

o =V ()
mit
V() =po-{o}Upr-{o} x A Upy-{o} x & xadU---
Sei Xpq(T) nun die Anzahl der Knoten im Abstand d von der Wurzel. Daher markieren wir in

jedem Baum alle Knoten der Ebene d, bezeichne % diese Menge und aq(z,u) die erzeugende

Funktion. Dann gilt
B =V({e} x ).
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Daraus erhalten wir
aq(z,u) = yq(z,ua(z))
mit
Yo(2,u) = u, Yiv1(z,u) = 20(yi(2,u)). (2.3)
Daraus folgen die Beziehungen

P(Xpg=m|T € @,) = W, Jgn(u) = i[z”]yk(z, ei“a(z)).

an n

Weitere Beispiele finden sich in Drmota und Soria [18], Flajolet und Sedgewick [21], Vitter
und Flajolet [38].

2.2 Berechnung der Koeffizienten erzeugender Funktionen

Um aus der erzeugenden Funktion deren Koeffizienten zu erhalten, gibt es zahlreiche Metho-
den. Ist die erzeugende Funktion als Produkt oder Zusammensetzung bekannter erzeugender
Funktionen gegeben, so kann man mithilfe der Regel fiir Taylorentwicklungen und Summen
die Koeffizienten berechnen. Oft sind die erzeugenden Funktionen aber nicht explizit, sondern
implizit durch eine Funktionalgleichung gegeben. Eine Methode dafiir ist die Methode des
unbestimmten Ansatzes der Koeffizienten. Fiir eine bestimmte Art von Funktionalgleichungen
hilft die Inversionsformel von Lagrange und Biirmann weiter:

Satz 2.2.1 (Langrange-Biirmann-Inversionsformel) Sei f(z) implizit definiert durch

f(z) = z¢(f(2))

mit p(0) # 0. Dann gelten fiir g(z) beliebig:

G = ()"
A = M
o) = [ e(w)" ()

Wir wollen uns nun zwei asymptotischen Methoden zuwenden:

2.2.1 Die Sattelpunktmethode

Die folgende Beschreibung der Sattelpunktmethode folgt Flajolet und Sedgewick [21].
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Sattelpunktschranken

Wir betrachten ein Integral einer analytischen Funktion F'(z) der Form
B
I= / F(2)d=.
A
Ist v ein Pfad im Analytizitéitsbreich von F(z), der A und B verbindet, dann gilt bekanntlich

1] < |7l max | F(2)].
v

Der Pfad « ist aber nicht eindeutig bestimmt, sonderen es gibt eine unendliche Klasse I" von
zuldssigen Pfaden. Daher folgt

I < mi : F .
11 < mip Il - max )

Derartige Abschitzungen nennt man Sattelpunktschranken der ersten Art. Liegt der Pfad in
einem beschriankten Gebiet der komplexen Ebene, so ist fiir asymptotische Abschitzungen der
Faktor ||v|| meist uninteressant. Dies fithrt zur Suche des Minimums von

min [maX|F(z)|] :
ver | zey

Daher betrachtet man Sattelpunkte, denn ein Pfad, der A und B verbindet, durch den Sattel-
punkt geht und den steilsten Anstieg dorthin w&hlt, minimiert sicher max,¢, |F'(2)|. Daraus
erhilt man Sattelpunktschranken der zweiten Art

[I] < ||| - max |F'(z)], ~o minimiert max |F'(z)|.
ZEY0 zey

Klarerweise liefern Sattelpunktschranken der ersten Art bessere Abschéitzungen als Schranken
der zweiten Art.

Von besonderem Interesse sind Cauchy-Integrale

L [ g(2)

T omi [ ol

wobei g(z) nichtnegative Koeffizienten hat. Dann gibt es fiir gewthnlich einen Sattelpunkt auf
der reellen Achse. Nehmen wir zusétzlich an, dass fiir g(z) (mit positiven oder unendlichen
Konvergenzradius R) g(x) — +oo fiir x — R~ gilt, so folgt wegen F(07) = F(R™) = +oo,
dass es einen Punkt zg € (0, R) gibt, an dem die Ableitung von F'(z) verschwindet. Wéhlen wir
I" gleich der Klasse der Kreise mit Mittelpunkt 0, so erhalten wir fiir die Sattelpunktschranke
zweiter Art

/
gn < g(xo)7 xo Losung von 9 (2) =n+1.
& g(x)

Beispiel 2.2.1 Wir betrachten die inversen Faktoriellen
1 1 e?

n =

nl "o f T
Die Sattelpunktgleichung liefert sofort o = n + 1 und daher

en+1

K < —.
YT (n+1)n
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Sattelpunktmethode

Die Grundidee ist die folgende: Man versucht einen Integrationsweg v durch Téler und einen
Sattelpunkt zg derart zu wéhlen, dass der Integrand im Sattelpunkt sein Maximum erreicht,
und nur der Beitrag in einer kleinen Umgebung des Sattelpunktes fiir das gesamte Integral von
Bedeutung ist. Ist dies der Fall, kann man mittels Approximation des Integranden in dieser
Umgebung eine asymptotische Abschitzung fiir das Integral erhalten.

Wir setzen nun Fy,(z) = e/*(?). Die Sattelpunktgleichung F’(z) = 0 geht dann iiber in f'(z) =
0.

Im Detail geht man folgendermafien vor: Man teilt v in zwei Teile «; und =9, wobei v den
Sattelpunkt zg enthilt und schétzt die Integrale fw F(z) und fw F(z) seperat ab. Die Wege
~v1 und s sollten wie folgt gewéhlt werden:

(i) Der Beitrag von 7y, sollte vernachlissigbar sein, dh.

/ F2)dz = o / F(2)dz
i

Y2

(ii) Auf v; sollte fiir f(z) die Entwicklung

F(2) = (o) + 5z~ 20" () + Olew) e — 0 fir n — oc

gelten. Ist dies der Fall, so folgt

/F(z)dz ~ ef(20) /e%(ZZOVf”(zO)dZ_

71 ga!

(iii) Ist der Anstieg zum Sattelpunkt steilstmoglich gew#hlt, so ist (z—29)2 f”(2) dort negativ.
Dann sollte gelten:

[ i [ b = |
f"(20)
" —00

Daraus ergeben sich zwei einander widerstrebende Anforderungen an ~;: Um Bedingung (i)
zu erfiillen, muss 7, hinreichend klein gewihlt werden. Andererseits muss ; grofl genug sein,
um Bedingung (ii7) erfiillen zu kénnen.

Bemerkung 2.2.1 Fiir die Wahl der Léange 6 = §(n) von 7 ist oft folgender Ansatz erfolg-
reich:
" (20)8% — 0, f"(20)6% — oo.

Bemerkung 2.2.2 In der Praxis ist es oft schwierig die genaue Lage des Sattelpunktes zu
bestimmen (wenn der Integrand z.B. von Parametern abhingt), oft reichen aber schon Wege,
die in der N#he des Sattelpunktes verlaufen, um gute Abschitzungen zu erreichen.



2.2 Berechnung der Koeffizienten erzeugender Funktionen 22

Beispiel 2.2.2 Wir berachten wieder die inversen Faktoriellen. Als Integrationsweg wdihlen
wir aber nicht den Kreis mit Radius n + 1, sondern mit Radius n (dies liefert gleich gute
Ergebnisse, vereinfacht aber die Notation). Setzen wir z = ne', so erhalten wir

T

K, = 1 /enewinﬁda

" owinn '
-7

Firm>60>0§ >0 ergibt sich wegen

2
cosf <cosd <1-— % +O((54)

™
) ncos o 2
A= 1 enew—inede < € < n—nen—%—l—O(n&l)
© | 2minn - an T
é

Damit der rechte Term im Vergleich zu n™ "™ expn klein wird, muss § < n® mit 0 > ¢ > —1/2
sein.

Nach der obigen Heuristik fiir die Wahl von § sollte gelten

né? — oo, néd> — 0.
Demnach konnen wir 6 = n® mit —1/3 > ¢ > —1/2 wihlen. Nehmen wir z.B. ¢ = —2/5. Dann
ergibt sich fiir hinreichend groffes n

1/5
A<n ",

und fiir den Bereich —§ > 0 > —x gilt die gleiche Abschditzung.
Wegen

, 2 03
ne’a—in9:n<1—92—zz+0(94))

fiir @ — 0 und né®> — 0 gilt

0 0

. / ene=intgpl ~ / e"0/2q9.
2min™ 2mn™
_5 -0
Weiter ist
é 0o 00
1/5
/e_”92/2d6 = / e~ /240 — 2/6_"92/2(19 = \/2—7T -0 <e_n2/> .
n

-6 —00 4

Daher gilt insgesamt
1 e’

n! 2mnnn
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Die Sattelpunktmethode Schritt fiir Schritt durchzurechnen, ist meist sehr mithsam. Man
kann aber - unter gewissen Voraussetzungen - allgemeine Sitze anwenden. Das Uberpriifen
der Voraussetzungen ist meist einfacher als die gesamte Methode durchzurechnen. Dazu seien

£ P I o)
TR =y TR T e

Definition 2.2.1 f(z) habe positiven oder unendlichen Konvergenzradius R und sei positiv
auf einem Teilintervall (Rg, R) von (0, R). Erfiillt f(z) weiters die Bedingungen

a(r) ==

(i) lim, g b(r) = 400,
(ii) Es gibt eine auf (Rp, R) definierte Funktion §(r) nach (0, 7) mit
f(reie) N f(T)eiHa(r)fHQb(r)/2 fiir 7 — R,
gleichméBig in 0| < §(r), und

(iii) GleichméBig in o(r) < |0] <

dann heifit f(z) Hayman-zulissig oder H-zuldssig.
Bemerkung 2.2.3 Diese Definition geht auf Hayman [30] zurtick.

Fiir H-zulédssige Funktionen gilt folgende Asymptotik:
Satz 2.2.2 ([21]) Sei f(z) H-zulissig und ¢ = ((n) die einzige Lisung der Sattelpunktglei-

chung
f(Q)

¢

in (Ro, R). Dann gilt fiir n — oo

mit b(z) = 221" (2) + 2K (2) und h(z) = log f(2).
Weiters sind H-zuldssige Funktionen unter gewissen Operationen abgeschlossen:

Satz 2.2.3 ([21]) Seien f(z) und g(z) zulissig und p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizien-
ten. Dann gilt:

(i) Das Produkt f(z)g(z) ist zuldssig.
(ii) ef?) ist zuldssig.

(iii) Die Summe f(z) + p(z) ist zuldssig. Ist der fihrende Koeffizient von p(z) positiv, dann
sind auch f(z)p(z) und p(f(2)) zulissig.

(iv) Sind fast alle Taylor-Koeffizienten von eP?) positiv, dann ist auch eP® zulissig.
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2.2.2 Singularitidtsanalyse
Eine ausfiihrliche Behandlung der Singularitétsanalyse findet sich in Flajolet und Odlyzko [20]
und Flajolet und Sedgewick [21].

Die Singularitétsanalyse niitzt den Zusammenhang zwischen der lokalen Entwicklung einer
Funktion f(z) um ihre dominante Singularitét und ihren Koeffizienten. Wir setzen im weiteren
voraus, dass f eine einzige dominate Singularitit bei w besitzt und wegen

() =W 0F (D) = g(x) mit £(2) = g(2)

w
sei diese ohne Beschrankung der Allgemeinheit an z = 1.

Eine lokale Entwicklung hat typischerweise die Gestalt
f(z) =g(2) + O(h(2)) mit g(z) > h(z) fir z — 1.
Damit folgt formal
fo=[2"1(2) = [z"]g(2) + [2"]O(h(2)).
Die Singularitdtsanalyse basiert auf zwei Sdulen:

(i) Ein Katalog von asymptotischen Entwicklungen von Koeffizienten in Standardfunktio-
nen.

(ii) Transfer-Sitze, die es erlauben, von Entwicklungen mit Fehlertermen auf das asymptoti-
sche Wachstum der Koeffizienten zu schlieflen, dh. wir sind interessiert an Bedingungen,
unter denen gilt

f(z) = O(W(2)) = fn = O(hn)

und auch analog fiir o, ~.

Die Grundlage dafiir ist die Integralformel von Cauchy mit geeigneten Integrationswegen, die
der Singularitdt sehr nahe kommen. Exemplarisch m6chten wir nun einen Transfer-Satz und
einen Satz iiber die Asymptotik von Koeffizienten in Standardfunktionen beweisen.

Satz 2.2.4 (Transfer-Satz, [20]) Seienn >0, 0< ¢ < 7/2 und
A=A(¢,n) ={z: |2 <1+mn,|arg(z —1)[ = ¢}.
Sei weiters f(z) mit Ausnahme der Singularitit z =1 in A analytisch und es gelte
f(z)=0(1 — 2|%) fir z— 1in A (2.4)

fiir ein o € R. Dann gilt
fn = O(n_a_l)-

Beweis: Da |1 — z|* fiir jede kompakte Teilmenge von A\ {1}, in der f(z) analytisch ist, nach
unten durch eine positive Konstante beschriankt ist, ist (2.4) dquivalent zur Existenz einer
Konstanten K > 0 , soda8 in ganz A\ {1} gilt

[f(2)] < K1 =2 (2.5)
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Abbildung 2.1: Der Bereich A und der Integrationsweg « zu Satz 2.2.4.

Weiters sei n > 2|a| 4+ 4. Nach der Integralformal von Cauchy ist

f(2)
omi | zntl dz
¥

Jn=

mit v =51 Uy U3 Uvg und

1
’yl:{z: ‘z_l‘:n,’arg(Z—l)’Z¢}

1
:{ —<l|z—1,|z| <1 +narg(z—1) = (b}
n
y3=1z: |z =1 =1+4n,|arg(z — 1)| > ¢}
1
’74:’)72:{21 n§|Z—1|,|Z|§1+n7arg(z_1):_¢}‘

Nun werten wir die Integrale separat aus. Zunéchst setzen wir noch

|f(2)]
27[- |Zn+1|d
]

fnj

Mit (2.5) folgen mittels elementarer Abschétzungen fiir n > 4 sofort

Fo <5(En Y und  faz < K(lj_in) (2.6)

Fiir f, substituieren wir z = 1 4 (t¢’*/n) und erhalten
En oo
1 £\° T 1
<— | K|(- — < (Kn Y. — [t~
Juz 2m (n) n < (Kn ) 2 /
1 1

wobei F so gewéhlt ist, dass y; und 3 verbunden werden, also E ist die positive Wurzel von
|1+ Ee| =1+ 7. Um das Integral abzuschiitzen, bemerken wir zunchst

et

e 1 i

1+

ot t
> =1+ —cos¢.
n n

'1+

21+3%<6
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Daraus folgt
et
n

—n—1 o0 —_n
t
dt < /ta (1 + cos¢>> dt =: J,,.
n
1

o
Jn — /to‘e_tcos‘bdt fiir n — oo,
1

sind die J,, durch eine von n unabhéingige Konstante nach oben beschriankt. Weiters ist (1 +
¢/n)~™" fiir ¢ > 0 monoton fallend in n, daher folgt

[e.o]

foo < 208 ot a6 = /ta (1 + tcc;s¢>y dt, (2.7)
1

2

wobel v = 2|af 4 4 ist.
Fiir fn4 erhélt man wegen der Symmetrie die gleiche Abschétzung.

Mit (2.6), (2.7) haben wir somit fiir n > 2|a| 4 4

fn < (Kn_a_l) <5 + J(C:T’ ?) + a Zan)nno“rl) .

Da aber der letzte Term fiir hinreichend grofes n kleiner als 1 wird, folgt
J
Fo < (Kn—oh) <6 + (C:T’ ¢)>

fiir n hinreichend grof. &

Allgemeiner gilt sogar ([21]):

Satz 2.2.5 Seien o, € R und f(z) mit Ausnahme einer Singularitit an z = 1 analytisch in

A und es gelte
1 B
fz) =01 (1—-2)" <log1 ) fir z — 1 in A.
—z

Dann gilt
fn=0(n"tlog?n).

Bemerkung 2.2.4 Analoge Aussagen gelten auch fiir o.

Satz 2.2.6 (Standard-Asymptotik, [20]) Seien o, 5 € C\{0,1,2,...}, und f(z) habe die

Gestalt
1) = 1= 2" (Dlog - )5
z 1—-2=2
Dann gilt
n- " e,(f’ﬁ)
anF( )(IOgn)ﬂ 1+;10gkn
mat
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Abbildung 2.2: Die Integrationswege v und H zu Satz 2.2.6

Beweis: Da f(z) in C\ [1,4o00] analytsich ist, verwenden wir als Integrationsweg fiir das
Cauchy-Integral v = v; U 2 U 3 U 74, wobei

€i9 m™ T
’)/1:{23 ZZl_?’ 96[—2,2}}

t+1

, tE [O,n]}

V3= {z:]z\ = (4—1—7112)1/2, R(z) §2}

V4 = Vo
Der Beitrag von 3 ist exponientiell klein: f,3 = O(27").

")/22{2’2 z=1+

Sei nun fr124 = fn1 + fn2 + fna. Substituieren wir nun z = 1 + t/n, so ergibt sich

nt fri04 = 1 (—t)® <log <—%)>ﬂ <1 + t) o dt.

211 n
H,

H, ist dabei eine offene Schleife im Abstand 1 um [0,n]. Sei Hj jener Teil von Hj, soda8
|t| < log?®n erfiillt ist. Entlang H; \ H| enthilt der Integrand einen Faktor der Form g=clog’n
und ist daher vernachlissigbar. Auf H; verwenden wir die Approximation (1+ (t/n))™" ~e™!

und erhalten
1 B log?
n®H fr1as = / log 72)) et + O ( o8 n) . (2.8)
2 t n
H)

Auf H; gilt weiters logt < logn, und daher kénnen wir wie folgt entwickeln:

() = e (£ (D (5) +o((552)))

Setzen wir dies in (2.8) ein, erhalten wir

log” n o 2mi log nH,
1
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Ersetzen wir nun H{ durch H, wobei H dadurch entsteht, dass wir die geradlinigen Teile von
H{ nach 400 fortsetzen, so folgt, da der Fehler exponentiell klein ist,

n i <B> (—1)h Gt mit G = —— [ (—t)*(log(—t))*e"dt.

log’ n = \k logh n 271

Fiir k = 0 gilt aber Gy = 1/I'(—a), und da Gy, die kte Ableitung von Gg beziiglich « ist, folgt
die Behauptung. =

Bemerkung 2.2.5 Den Integrationsweg H aus diesem Beweis bezeichnet man als Hankel-
Kontur.

2.3 Poissonapproximation

Hier gehen wir nach Arratia und Tavaré [5], [6] vor.

Haben wir eine kombinatorische Struktur %', und sei %,, die Menge der Objekte der Grofie n,
versehen mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf. Der stochastische Vektor

C(n) = (Ci(n),...,Cx(n))

zéhle Unterstrukturen der Grofle 1,...,n. Dessen Komponenten sind klarerweise nicht un-
abhéngig. Da dies beim Rechnen mitunter mit Schierigkeiten verbunden ist, méchte man dies
umgehen. Dazu wihlt man unabhéngige Zufallsvariablen 21, Zs, ..., sodass

P(C(n)=a) =P((Z1,..., Zu)|Tw =n), T,=> iZ,
1=1

gilt. Damit wird also die kombinatorische Verteilung C(n) auf die gemeinsame Verteilung von
Z1, ..., Zn bedingt durch T, zuriickgefithrt. Wir werden die Existenz solcher Zufallsvariablen
Z; zeigen, werden das aber in einem allgemeineren Setting tun.

Dazu sei I eine endliche Indexmenge, und fiir alle o € I seien Funktionen g,: ZT — RT
und eine Gewichtsfunktion w: I — R? gegeben. Weiters existiere fiir Zielfunktionswerte ¢ eine
normierende Konstante f(7,t), sodass

P(C;=a)=1(w-a=1)f(I,t) [ ] galaa) (2.9)
eine Verteilung auf R ist. Dabei ist w = (w(a))acs. Weiters existieren fiir ein 2 > 0 normie-
rende Konstanten c,(z) € (0,00), sodass fiir alle aw € T

P(Zo=k)= COc(J:)ga(k)xw(a)k (2.10)

eine Verteilung auf Z* ist, und sei

T= Z w(a)Zy,.

ael

Dann gilt der folgende Satz ([6)):
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Satz 2.3.1 Z; = (Zy)aer habe unabhingige Koordinaten Z, mit Verteilung (2.10), und Cj
habe Verteilung (2.9). Analog seien Zp,Cp fir B C I definiert. Dann gelten

cr L (z)r=1 (2.11)
Cp £ (Zp|T =1 (2.12)
P(T=t) = f(I,t)"a" []calx) (2.13)

Beweis: Betrachten wir die Verteilung von Z;:

P(ZI = a) = H Ca(x)ga(aa)l:w(a)aa =z"? H Ca Hga(aa)

e} «

fiir a € (Z*)!. Ist w-a = t, dann ist

P(Z; =a) =a'[[ caf(I,t) '"P(C; = a).

Damit kénnen wir nun die bedingte Wahrscheinlichkeit von Z; und T' = ¢ berechnen:

Pz —aT—1) — =W aPZi=a) (I (.07 P(Cr=2a)

P(I'=t) P(T =t)
' ([Tca) f(1,t)""P(Cy = a) _ P(Ci=a)
Y obezry @ ([Tca) fF(L,1)7'P(Cr=b) >, P(C;=b)
= P(C;=a)

&

Bemerkung 2.3.1 Im anfangs betrachteten Fall ist I = {1,...,n}, d = 1 und w(i) = 7 fiir
1el.

Bemerkung 2.3.2 Fiir die Wahl von x schlagen Arratia und Tavaré vor, z nahe dem Maxi-
mum von P(7" = t) zu wihlen. Die Wahl von z ist aber nicht eindeutig ([6]).

Die Methode der Approximation durch unabhéngige Zufallsvariablen ldsst sich insbesondere
auf die folgenden drei unterschiedlichen Klassen von Problemen anwenden:

(i) markierte Objekte: z.B. Permutationen, Partionen von Mengen, Abbildung von {1,...,n}
auf sich selbst

(ii) Multimengen: z.B. Polynome iiber einem endlichen Kérper, Partitionen von ganzen Zah-
len

(iii) Auswahlen: z.B. Partitionen von ganzen Zahl in unterschiedliche Summanden, quadrat-
freie Polynome iiber einem endlichen Korper

Beispiel 2.3.1 Betrachten wir die markierten Objekte: m; bezeichne die Anzahl der markier-
ten Strukturen der Grifie i. Dann gilt
m

n

|{markierte Objekte mit C(n) = a}| = 1(a1 + 2a2 + na, = n)n! H (,');_ ‘
- )"rag
i=1
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wobei m; = (i — 1)! fiir Permutationen, m; = (i — D!(1 +4 +i%/2 4+ --- 4+ i"=1/(i — 1)) fiir
Abbildungen und m; = 1 fiir Partitionen ist. Im obigen Kontext ist hier also

f(],t) = ZTT.L)’

wobei p(n) die Anzahl aller Mdoglichkeiten ist, also p(n) = n! fir Permutationen, p(n) = n"

fiir Abbildungen und p(n) = By, die Bellzahlen fiir Partitionen. Weiters ist

9i(k) = (%)k %

Mit \; = (m;xt) /4! ist
-1

o[ Y gta™)  =e™

k>0

fiir alle x > 0. Daher sind die Z; poissonverteilt mit Mittelwert und Varianz ;. Auflerdem gilt

P(T,=T)= Mm"ef 2

n!

Fiir den Fall der Multimengen sind die Z; negativ binomialverteilt und fiir den Fall der Aus-
wahlen binomialverteilt ([6]).

Eine wichtige Grofle in diesem Zusammenhang ist die Distanz der totalen Variation, die die
Giite der Approximation misst:

Definition 2.3.1 Die Distanz der totalen Variation zweier Zufallsvariablen X,Y auf einem
h6chstens abziahlbaren Raum S ist

dry = %Z P(X = s)— P(Y = 5)|.
seS

Bemerkung 2.3.3 Eine alternative Definiton der Distanz der totalen Variation ist

dry = inf P(X#Y).

Kopplungen

Eine Kopplung zweier Wahrscheinlichkeitsmafle X1, Xo auf einem Raum S ist ein Mafl Y auf
5?2, dessen Randverteilungen X bzw. X» sind.

Satz 2.3.2 Ist S diskret, so gilt
X, 7 x genau dann, wenn dry (Xy, X) — 0.

Fiir den Fall der kombinatorischen Verteilung und seiner Approximation durch unabhéngige
Zufallsvariablen lésst sich dry wie folgt berechnen ([6]):
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Satz 2.3.3 Sei I eine endliche Indexmenge, B C I, Cy, Z, Zufallsvariablen, Z, unabhdngig,
w eine Gewichtsfunktion, T wie oben, t so, dass P(T =t) > 0. Weiters seien

R := Z w(a)Zy, S:= Z w(a)Zy,
a€B a€l\B
sodass T = R+S, R und S unabhingig. Gilt aufserdem (mit den Bezeichnungen aus Satz 2.5.1)
Cr=(Z;/IT =1),

dann ist
dTV(CB7 ZB) = dTV((R|T = t)a R)
Beweis:

2drv(Cp,Zp) = Z |P(Zp =a|T =t) — P(Zp = a)
ac(z+)B

=2 >

r o aw-a=r

ZB—ar+S—t)

P(ZB = a)

_ Z Z ZB_aTETt—)i_S:t)_P(ZB:a)
PR— r+S="T

e

_ Z‘ _T”f D _pr=mn

= Y [P(R=rT =t) - P(R=r)| = 2drv((RIT = 1), R)

&
Bemerkung 2.3.4 Die gebriuchlichste Form fiir die Distanz der totalen Varianz ist die fol-
gende:
1 PR=r)Pr+S=1T)
dry = = —P(R=

TV =5 ; P(T =1) ( r)

In unserem Fall, dass t = n und T = T,, sind, gilt
1 P(S=n—r)
Z P(R —1].
drv(Cp,Zp) = SP(R >n) Z P(T = n) '

Da fiir uns hier nur die markierten Strukturen von Interesse sind halten wir das Additions-
theorem fiir Poissonvariablen fest:

Satz 2.3.4 Seien X;, i = 1,...,n poissonverteilte Zufallsvariablen mit Parameter \;. Dann

gilt
n
> Xi~Pry
=1
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Beispiel 2.3.2 ([5]) Sei Cj(n) die Anzahl der Zyklen der Grofle j einer n-Permutation und
K(n)=7_Cjn)
j=1

die Gesamtzahl aller Zyklen. Wir werden nun skizzieren, wie sich mittels Poissonapprozima-
tion
K, —logn 9

N(0,1
viogn — N0
zetgen ldsst.

Wir fiihren Poissonvariablen Z; mit Parameter 1/j ein und schreiben

K, —logn _ Z}Ll Zj —logn R
Viegn Vdiogn "

mit n
Zj:1(Cj(”) — Zj)
Viogn '
Wegen Satz 2.3.4 ist Z?:l Zj poissonverteilt mit Parameter Z?:1 1/j ~ logn. Daher folgt
sofort

R, =

> j=1Zj —logn 2
Vlogn
Nach Arratia, Barbour und Tavaré [4] folgt, dass es eine Kopplung von (Cj(n))j>1n>1 und
(Zj)j>1 gibt mit

N(0,1).

R > =1 1C5(n) = Zj) 7

" Viogn

fiirn — oo. Da |R,| < R}, folgt die Behauptung mit Satz 1.2.2 .




Kapitel 3

Anwendungen in der Kombinatorik

Sei € eine kombinatorische Struktur und %,, die Menge der Elemente der Grofie n. Fiir o € 6,
seien X,,;(0), j =0...k, k € Z die Anzahl der Unterstrukturen der Grifle gleich oder kleiner
gleich j von o. Versehen wir 4;, mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf, so werden die X,,; =: X,,(j)
zu Zufallsvariablen. Fiir ¢ ¢ Z kénnen wir X,,(t) entweder durch lineare Interpolation

Xn(t) = (LtJ +1- t)Xn(LtJ) + (t - UJ)XR(U/J + 1)

oder durch
Xn(t) = Xu([t])

definieren. Dadurch erhalten wir einen kontinuierlichen stochastischen Prozess mit I = [0, k].
Im ersten Fall hat dieser Prozess stetige Pfade, im zweiten Fall Pfade in D|0, k|. Skaliert man
noch geeignet, kann man das Verhalten dieser Prozesse fiir n — oo untersuchen. Mittels der
vorgestellten Methoden lassen sich funktionale Grenzwertséitze zeigen.

Diese Methoden erlauben es aber nur, die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen
fiir den Stufenprozess zu zeigen. Wegen

Xn<t) - Xn(LtD + (Xn<t) - Xn(LtD)
folgt aber daraus bereits die Konvergenz der Verteilungen fiir den interpolierten Prozess, falls
P
(Xn(t) = Xn([t])) =0 (3.1)
(siehe Satz 1.2.2). Hat man aber die Straffheit fiir den interpolierten Prozess, so folgt daraus

bereits (3.1), vgl. Bemerkung 3.1.2.

3.1 Zufillige Baume

Zufallige Baume finden Anwendung in der Beschreibung von Verzweigungsprozessen (sie-
he [23]) und bieten mehrere interessante Charakteristiken.
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3.1.1 Zufillige Bdume und Verzweigungsprozesse
Galton-Watson-Prozesse

Betrachten wir eine Menge von Teilchen, von denen jedes nach einer festen Zeitspanne Nach-
kommen des gleichen Typs nach folgenden Regeln produziert, dabei bezeichne Z; die Anzahl
der Teilchen der i-ten Generation:

e (Z;)i>o ist eine Markovkette, d.h. Z,41 héngt nur von Z,, ab,

e die Teilchen sind voneinander unabhingig, d.h. die Anzahl der Nachkommen eines Teil-
chens hingt weder von den vergangenen Generationen, noch von den Teilchen derselben
Generation ab.

Ein derartiger stochastischer Prozess (Z,)nen heiit Galton- Watson- Verzweigunsprozess (kurz
Galton-Watson-Prozess). Sei Zy = 1 und pr, = P(Z;) = k. Dann folgt fiir die wahrscheinlich-
keitserzeugenden Funktionen f;(z) von Z;
folz) = 2
foi(2) = F(fal2)).
Wegen E(Z,,) = f (1) = f{(1)" folgt

— 0 falls f{(1)
EZ,¢ =1 falls fi(
— oo falls fi(

Daher unterscheidet man drei Klassen von Prozessen: subkritische (f{(1) < 1), kritische
(f1(1) = 1) und superkritische Prozesse (f](1) > 1).

Die Aussterbewahrscheinlichkeit des Prozesses (Z,,) ist gegeben durch
P(Z,—0)=P(Z,=0,n>ng) = lim f,(0).
n—oo

Satz 3.1.1 Die Aussterbewahrscheinlichkeit ist gleich der kleinsten positiven Ldosung der Glei-
chung z = f1(z).

Bemerkung 3.1.1 1 ist immer Losung der Aussterbegleichung.

Folgerung 3.1.1 Da f(z) — z auf [0, 1] streng monoton fallend fiir subkritische und kritische
Prozesse ist, sterben diese mit Wahrscheinlichkeit 1 aus, wihrend superkritische Prozesse mit
positiver Wahrscheinlichkeit nicht aussterben.

Der Zusammenhang mit Zufallsbiumen

Aus einem Galton-Watson-Prozess mit einem Erzeuger erhalten wir einen Baum, indem wir je-
des Teilchen mit seinen Nachkommen verbinden; sei T' dieser Baum. M6chten wir B&ume einer
festen Grofle n untersuchen, so kénnen wir einen Galton-Watson-Prozess mit der Bedingung

ZZk:n

k>0
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betrachten; einen derartigen Baum bezeichnen wir mit 7,,.

Bezeichnen wir fiir einen Knoten v eines gegebenen Baumes ¢ mit d(v) die Anzahl seiner
Nachfolger und ny(t) die Anzahl aller Knoten in ¢ mit genau k Nachfolgern, so gilt

P(T =t) = [[ paw) = [] ri*"- (3.2)

vEL k>0

Dadurch wird die Verteilung von T, bestimmt, da auf der Menge €,,, der Menge der Baume
der Grofle n P(T = t) proportional zu P(7T,, = t) ist.

Dieselbe Gewichtung der Béume aus §2,, erhélt man auf mittels einfach erzeugter Baumfamilien
(siehe dazu Beispiel 2.1.4): In solch einer Baumfamilie wird jeder Baum ¢ mit

IT e (3.3)

k>0

gewichtet. Wahlt man 7 > 0 derart, dass ¢(7) < 0o, so definiert

eine Verteilung eines bedingten Verzweigungsprozesses. Jeder Prozess dieser Art liefert dieselbe
Verteilung fiir 7;,. Weiters stimmen (3.2) und (3.3) bis auf den Faktor

Alil-1
o(T)l

iiberein. Daher sind bedingte Galton-Watson-Prozesse und einfach erzeugte, gleichverteilte
Zufallsbdume dquivalent.

Die Eigenschaft, dass T ein kritischer Prozess ist, geht bei Zufallsbdumen iiber in die Bedingung
7' (1) = (7).

Eine wichtige Grofle in Zusammenhang mit Bdumen ist

diese kann als Varianz von Z; interpretiert werden.

3.1.2 Profil

Ein Merkmal von B&umen ist ihr Profil: Bezeichne Lp(k) die Anzahl der Knoten im Ab-
stand k& von der Wurzel. Ist T' ein zufilliger Baum mit n Knoten, dann wird Lz(k) zu einer
Zufallsvariablen L, (k). Fiir t ¢ N interpolierten wir linear

Ln(t) = ([t] + 1= 8)La([t]) + (€ = [L]) Ln([t] + 1)

und definieren den skalierten Prozess
1

Ln(t/).

In(t)
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Abbildung 3.1: ein Baum

P NW D
R NWDN

Abbildung 3.2: Das Profil zum Baum aus Abbildung 3.1: definiert iiber die Knoten (links) und
iiber die Blétter (rechts)

Genauso konnen wir auch Blatter im Abstand k& von der Wurzel eines Baumes T betrachten,
diese Anzahl sei mit Ly (k) bezeichnet. Wihlen wir T’ wieder zufillig geméB (3.3), so erhalten
wir die Zufallsvariable Ly, (k). Durch Interpolation und Skalierung erhalten wir analog zu I, (t)
den Prozess I, (t).

Drmota und Gittenberger [16] zeigten

Satz 3.1.2 Sei p(t) die erzeugende Funktion einer Familie zufilliger Biume. W (s) bezeich-
ne die skalierte Brown’sche Exkursion und [(t) die lokale Zeit bei t. p(t) habe einen endlichen
oder unendlichen Konvergenzradius R und ggT{i: ¢; > 0} = 1. Die Gleichung

te'(t) = (1)

habe eine minimale positive Losung T < R. Weiters sei

2.1
)
o(7)
Dann gelten
w O, (0
() 5t (57)
und R 00 . (0
in C[0,00).

Beweisidee: Wir wéhlen einen Zugang iiber erzeugende Funktionen und verwenden dazu
Beispiel 2.1.4. Daraus gewinnen wir eine Integraldarstellung fiir die charakteristischen Funk-
tionen des Prozesses. Der Integrationsweg in dieser Darstellung ist eine Hankel-Kontur. Eine
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entsprechende Darstellung kann fiir die charakteristischen Funktionen der lokalen Zeit der
Brown’schen Exkursion gefunden werden.

Um die Straffheit zu zeigen, reicht es die Intervalle [0, Ay/n] mit A € RT zu betrachten. Dazu
reicht es, eine Abschétzung der Form

P (|La(ov/n) ~ La((p-+ 0)vi)| > evin) < €27 (3.4)

fireina > 1,8 >0und C >0 fir 0 < p < p+60 < A zu zeigen (siehe Satz 1.2.14). In
Analogie zu Satz 1.2.15 ist dafiir ausreichend, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass

E (L, (r) — Ln(r + h))* < Ch®n (3.5)
fur alle n,r,h € N gilt. Dieses Moment berechnen wir mittels geeigneter Darstellung der
faktoriellen Momente und unter Zuhilfenahme des Transfer-Satzes 2.2.4. ez
Beweis: Wir schlieflen an Beispiel 2.1.4 an. Weiters sei

Cdmmn = Z w(T).
Teﬂn,LT(d):m

Dann gilt
P (Ln(d) = m|T € o) = 2dmn.

Gnp

Wegen
ad(Z,U): Z agmnu" 2"

n,m>0

ist die charakteristische Funktion von ﬁLn(k:)

Tinlw) = = ) gl € (2).

n

Ahnlich erhiilt man die charakteristische Funktion von (%Lk(kl), e ﬁLn(kp)):

1 - 4
Jk:1,...,kpn(u17 cee ’up) = ai [Zn] Yk (Z, eml/\/ﬁykz—lﬁ (Z) sy Ykp—kp_1 (Za GWP/\/ECL(Z)) e )) (36)
n
Um aber mittels Cauchyscher Integralformel die Koeffizienten zu berechnen, benétigen wir
mehr Information iiber das Verhalten der Rekursion (2.3) (fiir einen Beweis siehe [16]):

Lemma 3.1.1 Sei 2y der Punkt des Konvergenzkreises von a(z), der auf der positiven rellen
Achse liegt. Weiters seien z = zo(1 + x/n) und o = z¢'(a(2)). Unter den Voraussetzungen
it —a(z)| = O(n='?) und x/n — 0 derart, dass |arg(—z)| < 7 und

- C
1—y/—| <14 —
\/7 =t
gilt
o k
delent) = a2) + (t —a(z))a
—z/n+o(r—t)/TV2 + M*U(T*t)/fﬁak +0 lz|
2\/—:0/71 2\/_95/" "

gleichmdfig fir k = O(y/n).



3.1 Zufillige Bidume 38

Fiir die charakteristischen Funktionen der endlichdimensionalen Verteilungen des Profil-Prozesses
gilt:

Satz 3.1.3 Seien k; = kiv/n, i=1,...,p mit 0 < k1 < -+ < kp. Dann lifit sich
J,.gl’._,ﬁp (Ul, - 7up) = nh—{{olo Jnl,...,fcpn(ub e up)

darstellen als

g

Jﬁl,...,fﬁp (Ul, cee )up) =1 + ’L\/ﬁ / flil,...,l{p,o'(x7 Uy .- ,up)eiwdx
Y

mit
fl‘il,..‘,np,a(xu Uy, - .- 7up) =
= \Ijﬁl,a (J}, iuy + \IIHQ—Hl,O' ( o \Ijnp,l—np,g,a (iL‘, Z.up—l + \Ijnp—np,l,a(xy Zup)) e ))
und
. —koy/—x/2
Uo(x,u) = “ - e . (3.7)
N /2 t% sinh (ko \/—%)
Die Hankel-Kontur v = 1 U~y U s ist gegeben durch
no= {s: [s|=1%R(s) <0}

v = {s: S(s)=1,R(s) > 0} (3.8)
3 = s

Bemerkung 3.1.2 Wir werden diesen Satz nur fiir den Stufenprozess ﬁLn ([tv/n]) zeigen.
Wegen (3.4) folgt aber

C
P (|Ln (pv/n) = Ln (Lov/n])| = evn) < 7~ =0
fiir n — oo. Daher reicht es, den Satz nur fiir den Stufenprozess zu zeigen.

Beweis: Wir werden nur den zweidimensionalen Fall betrachten, der allgemeine Fall folgt
durch iteriertes Anwenden der Vorgehensweise aus dem folgenden Beweis: Seien k, h € N. Aus
(3.6) erhalten wir mittels der Integralformel von Cauchy

Toanaie) = o [ (e, (5, () 02,

2miay,
r
Dabeiist ' =Ty UT'y UT's U Ty mit
r, = {z:z()(l—l—{): Rz <0, ]:1:\:1}
n
Iy = {z:z()(l—i—{): S:U:I,Ogﬂ%xSloan}
n
s = Iy
log?n +i log?n +i
r, = {z ‘Z’_Zol_i_ogn—kz7arg<1+ogn+z>§‘arg(z)’§7r}'
n
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Fir z €4y =T1UT2UT3 sei z = zg(1 +z/n) und s = e®/Vi ynd ¢ = /v, Nun kénnen wir
Lemma 3.1.1 anwenden und erhalten

yn(z,ta(z)) = a(z) + Ru(t, 2)

mit N
Ru(t,2) = (t—1Da(z)a
—a/n+ 2% (r—ta(2)) N \/T/n—%ﬁ(T—ta(z))ah Lo ( 2l )
2\/—:(;/n 2\/—x/n n
und
yk(zv Syh(zv ta(z))) = a(z) + Rk(sv t, Z)
mit

Ry(s,t,2) = (a(2)(s — 1) + sRp(t, 2))a* |
(10t = sale) st )1 - b)) 0 ()

Seien nun v und v fix gewdhlt und seien k = [ky/n] und h = [ny/n]. Wegen (siche [22])

alz) =7 — T;f 1+0<'1z> (3.9)

20 20

um die Singularitit zg = 1/¢(7) folgen fiir n — oo

a(z)(s—1) = W%—O(\/m),

NG n
b = exp[ Q/fff} <1+0(l/7|7)> (3.10)

r—sa(z) = r(1—s) STW\fﬂ)(«’r): iur Mfw(m)

Damit ergeben sich

r v — exp 7&%\/755} (zu + @Rh>
Rk(svta Z) ~ = B
ﬁﬁexp [n%\/q - (zu + th> 7 sinh (n%ﬁ)
r v/ —T exp [—n\%\/—x]
Ry, ~ —&—
\/ﬁ\/—xexp [n%\/—x —wfsmh (n\[\/ >

Fiir z = y + 4 gilt Ri(s,t,2) ~ 1 fiir y — oo und daher ist das Ersetzen von +/ durch v aus
(3.8) nach dem Satz der dominierten Konvergenz gerechtfertigt.
Bemerken wir zunéchst

0

h
D9 yh(3317$2)

= .
z1=2,22=a(z)

Mit Taylorentwicklung folgt daraus

k(2 syn(z,ta(2)) = a(z2) + a(z)ak (s 14t —1Ds+O((t— 1)2))

+O <(s —1+al(t— 1)5)2) .
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Der Term a(z) liefert iiber I' den Beitrag 1, daher miissen wir nur noch den zweiten Term
auf I'y abschiitzen. Da « auf T'y das Maximum fiir z € 4/ N Ty erreicht gilt (3.10) und wegen
Rv—z ~ 1/(2logn) fir z = log?n 4 i gilt o = O(1) fiir z € Ty. Da aber a auf +/ fiir
z = zo(1 — 1/n) minimal wird, folgt

).

Mit |27t ~ e‘log2”| fiir z € T4 und der Bemerkung, dass die Lénge von 4/ ein O(log?n/n)
ist, folgt dass der Beitrag von I'y vernachléssigbar ist:

max
z€ly

ak‘ =0 (min

zey’

dz n

dz —log?n
/Rk(satvz)znﬂ =0 /Rk(87t7z)zn+1 log? 11 &
4 ~!
Wegen a,, ~ (T/v 27702> 25 "n~3/? (siehe abermals [22]) folgt die Behauptung. &

Ebenfalls mit einem Zugang iiber erzeugende Funktionen kann eine entsprechende Darstellung
fiir die charakteristischen Funktionen der lokalen Zeit der Brown’schen Exkursion gezeigt
werden. Eine andere Moglichkeit fiihrt iiber die Exkursions-Theorie (siehe dazu [16]).

Fiir die Straftheit zeigen wir nun (3.5): Da der Koeffizient

anktn = |20 | gy (2, uyn (2, va(2))

die gewichtete Anzahl an Bdumen der Grofle n mit k& Knoten in Ebene r und | Knoten in
Ebene r + h ist, gilt

Aan,

und daher auch

P(L,(r)—Ly(r+h)=m)= L [2"u"™ yr (2, uyh(z,u_la(z))) .

an

Daraus folgt

B (Ln(r) — Ln(r + h)* = —= [z"] Hyn(2)

an

0 0? ok ot ,
Hrh(z) = <8u + 7@ + 6% + au4> Yr (z,uyh(z,u la(z)))

u=1
Um diese Koeflizienten berechnen zu koénnen, benttigen wir eine geeignete Darstellung von
H,p(2). Diese liefert uns

Lemma 3.1.2 Sei a = z¢/'(a(z)) und A = {z: |z| < 20+ n, |arg(z — 20)| > 9} mit n > 0
und 0 < ¥ < w/2. Dann gilt

(1—ah)2 1—ah

Hop(2) = GLn(z)—F5 + Gopn(2) ———= + G30n(2

n(2) 1,h()(1_a)3 2,h()(1_a)2 3.rh(2) 7

wobei die G, 1 < j < 4 gleichmdf$ig beschréinkt fiir z € A und r,h > 0 sind.

)

1
— + G4 Th(z)7
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Beweis: Zunichst gilt wegen y,41(z,u) = zo(yr(2,u))

IYr+1 o Oyr
ou ¥ (yr)%'

Wegen y,(z,a(z)) = a(z) hat diese Rekursion die Losung

%(z,a(z)) =a'.

ou

Darau erhélt man

;uyr (z,uyh(z,ufla(z)))

u=1
Aus (3.9) kann man ableiten
suplal = 1,
zEA
und damit haben wir Gy 4 (2).
Ahnlich erhilt man die anderen Ausdriicke. ez

Aufgrund der Asymptotik fiir a,, reicht es

[2"| Hyn(2) = O (z&”ﬁ%)

gleichméBig fiir r,h > 0 zu zeigen. Wegen H,o(z) = 0, kénnen wir h > 1 voraussetzen. Wir
betrachten den ersten Term von H,p(2):

(1 . Oéh 2 1 h—1 h—1 h—1 Oéi+j 1
Gl,rh(z) 3 Gl,rh('z) o ol = Gl,rh(z) = ( ? >
( —Oé) 1—0(2,:0 7=0 4,7=0 l-a ‘1—Oé|
Wegen
1 ~1/2
11—« 20
kénnen wir Satz 2.2.4 mit o = —1/2 anwenden und erhalten (der Faktor z;" kommt wegen
der Normierung dazu)
1—ah)’
[Zn] leh(z)% =0 (Z()_nh2n_1/2) )
(1-a)
Ahnlich behandelt man die anderen Terme.
Der Beweis fiir [,,(t) verliuft dhnlich. &

3.1.3 Kontur

Sei T' ein Baum, dessen Blitter von links nach rechts nummeriert sind. Die Tiefe hr(x) ei-
nes Knoten x € T ist die Anzahl der Kanten auf dem eindeutig bestimmen Pfad von x
zur Wurzel des Baumes. Mit iLT(m) bezeichnen wir die Tiefe des m-ten Blattes. Die Folge
(hr(1),...,hp(n)) heiBt Kontur des Baumes 7' (mit n Blittern). Wihlen wir 7' aus einer
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Abbildung 3.3: Die Kontur (unskaliert) des Baumes aus Abbildung 3.1

Klasse &/ von Biumen mit n Knoten, dann wird hz(m) eine Zufallsvariable, welche wir mit
H,(m) bezeichnen. Fiir x ¢ N interpolieren wir wieder linear. Der skalierte Prozess

1 -

Xalt) = Z=n(nt), 0551

heif3t Kontur-Prozess.

Gutjahr und Pflug [27] zeigten fiir bindre Biume die Konvergenz des Kontur-Prozesses gegen
die Brown’sche Exkursion:

Satz 3.1.4
X, (t) 5 V8W T (1)

in C[0,1].

Beweisidee: Der Beweis beruht darauf, den Grenzwert der Dichten der endlichdimensiona-
len Verteilungen von X, (t) explizit zu berechnen und eine Markov-Eigenschaft nachzuweisen.
Da auch die Brown’sche Exkursion ein Markov-Prozess ist, und die eindimensionalen sowie
die bedingten Verteilungen iibereinstimmen, folgt die Konvergenz gegen die Brown’sche Ex-
kursion. Die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen stiitzt sich darauf, diese auf
Unterstrukturen eines Baumes zuriickzufiihren: Sei 7' ein Baum und seien 7y, ..., 7; Blatt-
indices mit 79 < --- < 7. Dazu definieren wir Bereiche %;: %; ist jener Teil von T, der
die Blatter 7;,_1,7%-1 + 1,...,7 enthélt und durch den Pfad von 7;_1 nach 7; begrenzt wird.
Durch 79 < -+- < 7 wird ein eingebetteter Baum 7" induziert: 7" besteht aus den Blittern
Top < -+ < 7T und internen Knoten vy, ... vx, wobei v; der Knoten auf dem gemeinsamen Pfad
von 7;_1 und 7; zur Wurzel ist, der maximale Tiefe hat. Der Pfad zum Blatt 7 in 7" entspricht
dem Pfad zum Blatt 7; in T'.

Weiters fiihren wir die Grélen S;; ein: S;; sei die Anzahl der internen Knoten auf der Begren-
zungslinie zwischen %; und %; ohne die beiden &uBlersten Knoten. Damit ist es moglich H;
auf die Groflen S;; zuriickzufiihren:

H; = Z Spq + O(k),

(p,9)

wobei die Summe {iber alle Kanten in 7" verlduft und eine Kante durch die Nummern der
angrenzenden Bereiche représentiert wird. Damit und mit weiteren &hnlichen Konstruktionen
wird die Verteilung der S;; auf H; hochgezogen.

Der Beweis fiir die Straffheit fithrt {iber Satz 1.2.14. &
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Die Vorgehensweise von Gutjahr und Pflug lédsst sich nicht auf allgemeine Bdume iibertragen,
da die Berechnungen auf exakte Formeln gestiitzt sind, die nur fiir den binéren Fall existieren.
Mit erzeugenden Funktionen - verbunden mit einer Idee von Gutjahr und Pflug - bewies
Gittenberger [22] das allgemeinere Resultat

Satz 3.1.5 Sei W (t) die skalierte Brown’sche Exkursion. Weiters habe p(t) positiven oder
unendlichen Konvergenzradius R und ggT{i: ¢; > 0} = 1. Die Gleichung

te'(t) = (1)

habe eine minimale positive Losung T < R. Weiters sei

2.1
()
o(7)
Dann gilt
Xl ——=t ) — —-W™(¢
(1) = 2w
in C[0,1].

3.1.4 Traversierung

Sei nun T ein Baum. An die Wurzel von T' héngen wir einen Knoten an, der als Wurzel des
neuen Baumes 7" dient. Der Traversierungsprozess entsteht durch die Tiefe der Knoten bei
der Preorder-Durchmusterung von 7"

1. Sind wir in einem Knoten v, so wihlen wir den linkesten Nachfolger von v, der noch
nicht durchlaufen wurde. Gibt es keine solchen Nachfolger, so kehren wir zum Vorgénger
von v zuriick.

2. Wir starten in der Wurzel von 77 und wenden (1.) an.

Da wir bei dieser Vorgehensweise jede Kanten zweimal durchlaufen, hat diese Durchmusterung
2n Schritte. Ist v; der Knoten nach ¢ Schritten, so sei hy, (i) = hy/(v;), i =0, ..., 2n. Der Prozess
H, (i) entstehe wieder durch lineare Interpolation aus h, (7).

Abbildung 3.4: Die Traversierung des Baumes aus Abbildung 3.1

Der Traversierungsprozess ist nun der skalierte Prozess

X () = \}ﬁHn@nt), te0,1].

Sehr dhnlich zum Konturprozess zeigte Gittenberger [22]
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Satz 3.1.6 Mit den Voraussetzungen aus Satz 3.1.5 gilt

in C[0,1].

Bemerkung 3.1.3 Dieses Resultat wurde zuvor bereits von Aldous [1] auf probabilistischem
Wege bewiesen.

Ausgehend vom Traversierungsprozess lassen sich weitere Prozesse definieren (siehe [33]): Fiir
1=20,...,n— 1 sei v; der i-te besuchte Knoten bei der Preorder-Durchmusterung, der noch
nicht durchlaufen wurde, und d; = d(v;) sei die Anzahl der Nachfolger des Knoten v;. Der
DFQP (depth first queue process) S, fiir einen Baum 7" mit n Knoten ist definiert durch
Sp(0) =0 und

j—1

Su(i) =D (di—1), 1<j<n
i=1

Der Tiefen-Prozess h,, ist durch
ha(j) = hr(v;), 0<j<n-—1

gegeben. Dabei bezeichnet hr(v;) die Tiefe des Knoten v; in 7.

©
3 3
L ® ©® - 2
@ ® 6 61 1
@ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 3.5: Der Baum aus Abbildung 3.1 mit der Reihenfolge der Knoten bei der Preorder-
Durchmusterung, der DFQP (Mitte) und der Tiefen-Prozess (rechts)

Geben wir eine fixe Anzahl j von Nachfolgern vor, so kénnen wir auch den Prozess betrach-
ten, der aus den Tiefen der Knoten mit j Nachfolgern hervorgeht betrachten. Ein weiterer
Prozess lédsst sich durch die Hohen der Knoten definieren, deren Unterbaum ein vorgegebener
Baum 7" ist. Marckert und Mokkadem [33] zeigten auf probabilistischem Weg, dass all diese
Prozesse (linear interpoliert und geeignet skaliert) in C10, 1] gegen die Brown’sche Exkursion
konvergieren. Der Beweis beruht darauf, die Konvergenz fiir den DFQP zu zeigen, und die
Konvergenz der anderen Prozesse auf diesen bzw. den Tiefen-Prozess zuriickzufiihren.

3.2 Zufallsabbildungen

Sei €2, die Menge aller Abbildungen der Menge {1,...,n} auf sich selbst. Zu einer Abbildung
¢ € (2, sei Gy folgender gerichtete Graph: V = {1,...,n} und E = {(,7) | (i) = j}.
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Beispiel 3.2.1 Sei ¢: {1,...,15} — {1,...,15} mit

(1,...,15) — (4,3,7,8,4,4,3,1,4,15,12,9,9, 12, 1).

Abbildung 3.6: Der Graph zur Abbildung aus Beispiel 3.2.1

Im Zusammenhang mit Zufallsabbildungen lassen sich mehrere Charakteristiken untersuchen:

3.2.1 Zusammenhangskomponenten

Die Zufallsvariable X,,(t) = X,,(¢, ¢) zihle die Zusammenhangskomponenten der Gréfe < n'
von Gy. Dann konvergiert der Prozess

Xn(t) = (t/2)Inn

Yult) = (1/2)Inn

, tel0,1],

gegen die Standard-Brown’sche Bewegung (Hansen [28], [29]).

Beweisidee: Zunichst verwenden wir die Idee der Poissonapproximation, um die Abhéngigkeit
der Zufallsvariablen a4, die die Zahl der Zusammenhangskomponenten der Grofle k zéhlt,
zu umgehen. m,, sei die Anzahl der zusammenhéngenden Abbildungen aus €2,. Wir fiithren
Hilfsraume Q, = {(a1,a2,...) : a; € N} ein, und P, sei das Produktmaf auf 2., sodass die
Verteilung der k-ten Komponente Poisson mit Mittelwert (my,/k!)(z/e)" ist. Weiters sei ¥ eine
Funktion auf €2,, dann erhalten wir daraus eine Funktion ¥, auf (2, wie folgt: Fiir ¢ € Q,
sei U, () = ¥(a1(9), as(@),...,an(9),0,0,...). E, bezeichne den Erwartungswert beziiglich
P. und E,, den Erwartungswert beziiglich P,, (das ist die uniforme Verteilung auf €2,,). Dann
folgt

e"n!

E,(¥,) = ["] S(z/e)E.(P). (3.11)

mit S(z) =Y > (m™/m!)(z)™.

m=0

Anstelle des Prozesses Y, (t) betrachten wir

7o) = Xal) = S mg /K (zn /)"
" (1/2)Inn

, teo,1].

mit geeignten z,. Fiir die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen unterscheiden

wir zwei Fille: Fiir 0 <t < ¢/ < 1 zeigen wir, dass (Y, (¢), Y, (t') — Y, (t)) gegen ((Z(t), Z(t' —
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t)) konvergiert, wobei Z(t) und Z(t' — t) unabhingige normalverteilte Zufallavariablen mit
Mittelwert 0 und Varianz ¢ bzw. ¢’ —t sind. Nach Cramér-Wold (Satz 1.2.8) und der Methode
der Momente (Satz 1.2.7) reicht es fiir a,b € R, r € Z*
lim E,(aY () +b(Y,({t) = Y,(t))" = E(aZ(t)+b(Z({') - Z(t)))" (3.12)
n—oo
zu zeigen. Dazu verwenden wir (3.11). Die dabei auftretenden Erwartungswerte werden unter
Ausniitzung von Eigenschaften der Poissonvariablen abgeschétzt. Fiir 0 < ¢ < ¢’ = 1 berechnen
wir die Dichten explizit. Die Straffheit zeigen wir mittels Satz 1.2.17. ez

Beweis: Mit den obigen Bezeichnungen gilt

B TTEns (3)™ ke b=

Pn(a1:a17-~~aan:an):{ 0 sonst

mit
i

mk:(k—l)!zﬁ.

i=0
Weiters sei v eine Zufallsvariable auf Q, mit v(a1, ag,...) = Y 5o kag. Diese Summe ist P,-f.s.
endlich:

Lemma 3.2.1 Fir0<z<1undn €N gilt

mit S(z) = Y05 (m™ fml) ()™,

Beweis:

B = [[Bt) = [Jow - 07 (2)]

Die letzte Gleichheit gilt wegen

ST (2) “ /e (3.13)

k=1

S(x) ist die exponentiell erzeugende Funktion der Anzahl der Abbildungen der Menge {1, ..., k}
auf sich selbst. A(z) := Y 72 (m,/r!)a" ist die exponentiell erzeugende Funktion der zusam-
menhéngenden Abbildungen von {1,...,r} auf sich selbst. Jede Abbildung ist eine Multimen-
ge von zusammenhéngenden Abbildungen und daher folgt exp(A(x)) = S(x) mit Satz 2.1.2.

Daher ist weiters

Pt =) =) = () S

(&

Daraus folgt mit (3.13) leicht

P.((a1,a2,...)[v=n)=Pylan = a1,...,a, = ay),
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und daher gilt

E.(¥) = E.(Uly =n) = ZP v =n)E,(¥,) +P.(v=0)¥(0)

I
Z::l ZT ) (;:)) * sq(jz(?i)

n

Damit folgt

Z" S(z/e)EL (D).

Um nun unsere Behauptung zu zeigen, sei Y, wie oben. Dabei withlen wir 2, € (0,1) so, dass

" | mye*
Sl - 1)‘ <1.
k!
k=1
Dabher gilt fiir alle ¢ € [0, 1]
nt & nt
my [zZp\F t mye k mpe 1 1 t
> (7)) —gin) < q W‘”‘* A oR| T2 5r g
k=1 k=1 k=1 k=1
n —k
mpe 1
< 2 S
T

Um die rechte Seite abzuschétzen, bemerken wir zunéchst, dass

klk —k

]l

PU + - 4+Ux,<k-1),
7=0

wobei die U; unabhéingige und identisch verteilte Poissonvariablen mit Parameter 1 sind. Mit
dem Satz von Berry-Esseen folgt

mpe F 1 1[5 get 1 8
<

T 2k 9| = 32
BT R 2T W

Daher gilt nun

lim sup p(Yn( ), Yn(-¢)) < lim sup sup [Yn(t,¢) = Yn(t,¢)

T esn 0 $eQ), tel0,1]
n ! kE_
= lim sup |Zk=1(mk/k')(zn/e) (t/2)Inn] _o
"0 te0,1] (1/2)Inn

Es reicht also die Konvergenz von Y, zu zeigen.

Wenden wir uns nun der Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen zu und unter-
scheiden zwei Félle:
1. Fall: Fiir 0 <t <t <1 zeigen wir (3.12). Sei r nun beliebig, aber fest gewéhlt und seien

t t/

FE) e me=3 )

k=1 k>nt

n
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Nach (3.11) gilt

Ba(aVa(t) + 5(Vat) = Val0)) = [(2)") o () B (0¥ t) + BValt)) — V()

Z — fin(2n) und Y. () Z Mn 2n)
=V (1/2)Inn " eV (1/2)Inn
Y, (t) und Y, (#') — Y, (t) unabhingig beziiglich P, auf Q. sind.

Nach Definition sind Z;‘io aj und Z;L;nt a; unabhingige Poissionvariablen mit Parametern
tn(zn) und fin(z,). Da fiir eine Poissonvariable V' mit Parameter A und m € N E(V — \)™ =
fm(\) ist, wobei f,, ein Polynom von héchstens Grad m ist, gilt

B (0¥ u(t) + HTu(t)) — V1)) = Ws () La(zn)
5 nn n
mit

L2 = 32 () a4t ulia D) o (n(2).
k=0

Ly, ist ein Polynom von héchstens Grad 3", (kn!+ (r—k)n'). Daher gibt es fiir n hinreichend
grof ein 0 < T < 1, sodass der Grad von Ly, kleiner als nT ist. Schreiben wir L,(z) =
Zd" b;, nz), wobei d,, der Grad von L, ist, so erhalten wir

En(aYn(t) + b(Vu(t') — Ya(t)) = T Z i _*7 e

(%

Ln(l) < n—j)"ein) >
— L= =

(%lnn)T‘/Q ( T/2 Z Js n ])lnn
= FE+F.

(n— ]'n”

Wir wollen nun zeigen, dass der zweite Term auf der rechten Seite fiir n — oo gegen 0 geht:
Mittels der Stirling-Formel folgt fiir 0 < j < d,, < nt

(n—j)"Jein! n 1 n 1 3
AR I FL i I I 1+-)-1<—2 .
(n—j)nn SVa—ar UM o g i G “ T -1

Gilt Z;-llo |bjn| = O((Inn)"), so ergibt sich

(lnn) r/2
IF| < T )( mUE Zlb],nl ( ) .

Um nun E;‘iio |bjn| = O((Inn)") zu zeigen, definieren wir ein Polynom Ln(z) = Z;‘lio (A)j,nzj
mit den Eigenschaften
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(i) die Koeffizienten von L, sind positiv,
(i) dyp > dy, und

(ifi) [bjn] < bjn fiir 0 < j < dp.

Dann gilt Z?lo bi.n| = O((Inn)"), falls L,(1) = O((Inn)"). Insbesondere definieren wir
A r T . r—ig ~ ~ -
£t = 3 (1) a0 52 s i)
j=0

wobei fz auf f; entsteht, indem alle Koeffizienten durch ihre Absolutbetréige ersetzt werden.
Da auch die Koeffizienten von p, und fi, alle positiv sind, ist (i) erfiillt. Da der Grad von f;
gleich dem Grad von fl ist, gilt auch (47). Fiir 0 < j < d,, kann b;,, geschrieben werden als ein
Polynom in a,b und den Koeffizienten von f;, p, und fi,. lA)j’n ist durch das gleiche Polynom
gegeben, wobei die Variablen durch ihre Absolutbetriige ersetzt worden sind. Daher gilt (7i7)
nach der Dreiecksungleichung.
Da p,(1) ~ (t/2) Inn und fi,(1) ~ ((¢' —¢)/2) Inn, folgt

A r T . o . o
L,(1)= Z (j) laP|b]" 7O ((Inn)?) O ((Inn)"7) = O ((Inn)").

J=0

Also geht F' gegen 0 und daher gilt

_ — — L,(1
lim E,(aY,(t) +b(Y,(t') — Y, (1)) = lim ( )r/2
Nach Definition von f; ist
Ly(1) 1 . <r> byr—k b (e Nk

7 = T ah a’b" " E (Vi — pn(1))" E (Vo — fin(1)

)™ (e 25 ( )
— 1 — fin(1

_ g Ve — i) ’

%lnn %lnn

wobei V,, und Vj, unabhingige Poissonvariablen mit Parametern p,(1) und fi,(1) sind. Die

normierten Variablen (V;, — 11,(1))//in(1) und (Vy, — fin(1))/+/fin(1) konvergieren jeweils
gegen die Standardnormalverteilung. Daher konvergiert der Vektor

(lMDW-Mﬂ)iMDW-M@)

%IHTL Vim(1) %lnn  iin (1)
gegen den Vektor (Z(t), Z(t' — t)). Daraus folgt (3.12).
2. Fall: Fiir 0 <t <t =1 zeigen wir fiir a,b € R

—u?/2(1— q

lim P, (Y,(t) <a,Y,(1) =Y, <b

/ 7u2/2tdu /
wi Fn(nlf) < @ ¥ <= m

du.
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Fiir 0 < e <min(1/2,1 —t), n > 0 gelten

P (Yn(t) <a,YVu(1) =Yn(t) <b) < P (Yu(t) <a,Ya(l—€) = Yu(t) <b+ Ve)

P, (?n(t) <a, Yn(l) _?n(t) < b) > P, (?n(t) < a,?n(l - 6) - ?n(t) <b- %)
- (|?n(1) ~Ya(l-e) > %) .

Um die zweiten Terme abzuschétzen, verwenden wir die Ungleichung von Chebyshev:

E, (Va(1) - V,(1-¢)?
NG .

Nun definieren wir 7§ auf Q, durch v : n(a1,az,...) = > ps,1-c a. Erweitern wir Y,,(1) —

Y (1 — €) zu einer Funktion auf Q. _, so gilt Y,(1) — Y, (1 —¢) = (75 — u(20))/+/(1/2) Inn
mit p15(z) = Y ps - (my/k!)(z/e)¥. Damit folgt ((3.11)

P (IVn(1) = V(1 — )] 2 ¥e) <

nle™

By (Va(1) = V(1 = )" = ()] Z—ps ()5 ()

da 7, eine Poissonvariable auf €2, beziiglich P,, mit Parameter uf, (zy,) ist. Mittels der Stirling
Formel und (my/k!)e " < 1/k erhalten wir

n"Inn

nle”

[(2n)"]

. Zn 2n! " omy (n— k)" Tk
Hi(2n)S (7) n™lnn k! (n—k)!

n"Ilnn e
>’I’L1 €

n—1
lnn Z n—k flnn

<
A 3n/4
= lnn_2k§€+ k>32/4n\/1k‘/n \/>
i 1
< 4 Qelnn—l—% _dr +\/% < e
Inn 33/4@ n

fiir hinreichend groBes n. Daher ist limsup,,_,o, P, (|Yn(1) = Yn(1 — €)| > ¥/€) < 5y/e. Damit
folgt unter Beriicksichtigung des 1. Falls

limsup P, (Y, (t) < a,Yn(1) = Yy(t) <b)

n—oo

7’u/216tdu+5\/7

/ 7u2/2td /
\/277 \/2 1—6—t
und

liminf P, (Yn(t) < a,Y,(1) = Y,(t) <b)

n—oo

—u?/2(1—e— 4 u—5ﬁ

7u2/2td /
v 2t / u\/ (1—e—1t)
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Lassen wir nun € gegen 0 gehen, so erhalten wir das gewiinschte Resultat.

Um die Straffheit zu beweisen, reicht es nach Satz 1.2.17, die Abschitzung
B, (Va(t) ~ Vult1)* (Valta) = Vl0)) < 640(02 — 1)"/2

fir n € ZT und 0 < t; < t < to < 1 zu zeigen. Dies liisst sich mit dhnlichen Ideen wie beim
2. Fall zeigen ([28]). &

3.2.2 Strata

Ein anderes Merkmal einer Abbildung ¢ € €2, sind ihre Strata: Jede Komponente des Graphen
Gy enthdlt genau einen Zylus der Lénge > 1. Jeder Knoten in diesem Zyklus ist die Wurzel
eines markiertes Baums. Fiir jeden Knoten x € G, existiert daher ein eindeutig bestimmter
Pfad zum n#chsten Knoten im Zyklus. Die Lange dieses Pfades wird der Abstand des Knoten
x zum Zyklus genannt. Die Menge aller Punkte mit Abstand r von einem Zyklus heifit das
r-te Stratum von ¢. Sei L, (r) = L, (r, ¢) die Anzahl der Knoten im r-ten Stratum von ¢.

Beispiel 3.2.2 In unserem Beispiel haben wir finf zyklische Punkte, L15(1) =5, L15(2) = 3
und L15(3) = 2.

Fiir ein t ¢ N sei
Ln(t) = ([t] +1 =) La([t]) + (¢ = [£]) Ln([t] +1).

Drmota and Gittenberger [17] zeigten, dass der skalierte Prozess

ln(t) = M? te [07 1]7

vn

schwach in C[0,00) gegen die lokale Zeit I(t) der reflektierten Brown’schen Briicke |B%|

konvergiert:
w 1, [t
l(t)— =l =].
0+ 5(3)

Dies kann mit erzeugenden Funktionen &hnlich zum Profil zufélliger Biume (Drmota und Git-
tenberger [16]) gezeigt werden: Der Graph G ist aus markierten Wurzelbédumen, sogenannten
Cayleybdumen, aufgebaut. Die Menge ® der Graphen lédsst sich schreiben als

® =nmultiset(cycle()), (3.14)

wobei &7 die Menge aller Cayleybdume ist. Die exponentiell erzeugende Funktion a(z) der
Cayleybiiume erfiillt die Gleichung a(z) = ze%?), da &/ = o x multiset(«). Um nun die
Knoten im k-ten Stratum zu zéhlen, markieren wir die Knoten in dieser Ebene. Dies erfolgt
analog zu Beispiel 2.1.4, wir miissen nur ¢; = 1/;! setzen. Mit (3.14) - der gleiche Aufbau gilt
natiirlich auch fiir die Baume mit den markierten Knoten - erhalten wir daher
ma" 1

br(z,u) = Z by, kU i m,
n,m>0
wobei by, die Anzahl der n-Abbildungen mit m Knoten im A-ten Stratum ist und ax(z,u)
wie in Beispiel 2.1.4 ist mit ¢(z) = e*. Daher verlduft der Beweis sehr &hnlich wie dem des
Profilprozesses; auch die Integraldarstellungen der endlichdimensionalen Verteilungen weisen
Ahnlichkeiten auf.



3.3 Zufillige Partitionen einer Menge 52

3.2.3 Kontur

Die Kontur einer zufilligen Abbildung ¢ ist der Prozess, der aus den Tiefen der Knoten
bei der Traversierung des zugehorigen Graphen Gy entsteht. Dabei erweitern wir Gy um
eine Wurzel, an die alle zyklischen Punkte angehéngt werden. Dabei miissen wir aber die
Komponenten des Graphen durch Markierungen voneinander trennen. Weiters beginnen wir
bei der Preorder-Durchmusterung einer Komponente bei jenem zyklischen Knoten, der auf
den zyklischen Knoten, an dem der bisher kleinste nichtdurchlaufene Knoten hiangt, folgt.

Beispiel 3.2.3 Sei ¢ die Abbildung aus Beispiel 3.2.1. Die erste Komponente beginnen wir
bei 4 zu durchlaufen, die zweite bei 7. Die Kontur ist in Abbildung 3.7 dargestellt. Die erste
Komponente lauft von gy bis g1, die zweite von g1 bis gs.

go 9 92

Abbildung 3.7: Die Kontur zur Abbildung aus Beispiel 3.2.1

Aldous und Pitman [3] zeigten die Konvergenz des Konturprozesses gegen die reflektierte
Brown’sche Briicke. Dabei stiitzen sie sich darauf, dass der Kontur-Prozess jeder Komponente
einzeln betrachtet gegen die Brown’sche Exkursion konvergiert. Anschliessend wird gezeigt,
dass der Gesamtprozess mit der reflektieren Brown’sche Briicke iibereinstimmt.

Anstelle der uniformen Verteilung auf 2, kénnen wir auch andere Verteilungen betrachten:
Sei P = (p1,...,pr) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf {1,...,n}, und die Wahrscheinlichkeit
einer Abbildung ¢ sei [[;_; py(s)- Aldous, Miermont und Pitman [2] zeigten die Konvergenz der
Kontur solcher Abbildungen gegen die reflektierte Brown’sche Briicke. Der Beweis stiitzt sich
auf Konvergenzergebnisse fiir Prozesse von zufilligen Bdumen gegen die Brown’sche Exkur-
sion und einer Erweiterung der Joyal-Bijektion zwischen Badumen und Abbildungen zu einer
Transformation zwischen den entsprechenden Prozessen (siehe [2]).

3.3 Zufallige Partitionen einer Menge

Sei €2, die Menge aller Partitionen einer endlichen n-elementigen Menge, versehen mit der
uniformen Verteilung. Dann kénnen wir folgende Zufallsvariablen betrachten: X, die Anzahl
der Blocke der Grofle s einer Partition. Ausgehend davon kénnen wir einen Prozess Y, (1),
t €10,1],

definieren mit

falls t =0
En(t) =< [r+y(t)/r] falls0O<t<1
fallst =1
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wobei y(t) das t-Quantil der Standardnormalverteilung und 7 eine einfache Wurzel der Glei-
chung re” = n ist (siehe [12]). DeLaurentis und Pittel [12] zeigten, dass der zentrierte und
normierte Prozess Z,(t),

Zn(t) = | Ya(t) = > bns / > bne, bps =1"/s),
s=0 s=0

in Bezug auf die endlichdimensionalen Verteilungen gegen die Brown’sche Briicke B% kon-
vergiert,.

~

Beweisidee: Um die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen zu zeigen, zeigen wir
die Konvergenz der entsprechenden momentenerzeugenden Funktionen. Der erste Schritt des
Beweises besteht in der Berechnung von

(e, tm
> ()T,
0 m.

wobei T), = |€,,| die m-te Bellzahl und f,,(x) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

k
fn(x) =E (H fom')
=1

des Vektors By

5
(Aymj)?zl = Z Xms

s=n;_1+1 j=1

mit k> 1,0 =mn9 < ny < --- < ng fest gewdhlt ist. Es gibt zwar keine geeignete Form fiir
fm(x), jedoch ldsst sich zeigen

[e'S) gm k n; 45
Z fm(x)Tm% = exp Z(azj -1) Z o +et—1
m=0 7j=1 s=n;_1+1
und daher folgt
1 m! Lt . dz
fm(X)ZMij{eXP Z(ffj—l) Z §+(e - 1) s
7=1 s=n;_1+1

Dieses Integral wird mit der Sattelpunktmethode berechnet. Setzen wir dann z; = e% fiir
passende uj, so erhalten wir daraus die momentenerzeugende Funktion und wir kénnen die
Konvergenz zeigen. ez

Beweis: Um Y fm(x)Tm% zu berechnen, bendtigen wir die wahrscheinlichkeitserzeugen-

de Funktion l
X'mis
gm(Y) =E (H Ys >
s=1

mit is € N, s =1,...,1. Es gibt zwar keine geeignte Form fiir g,,(y), doch es gilt (siehe auch
Sachkov [36])
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Lemma 3.3.1 l

ths
Dlys =1 +ef -1

00 om
E gm(Y)Tm 1= exp ]
— m! is!

s=1
Beweis: Um dieses Lemma zu beweisen, verwenden wir ein allgemeineres Setting und erhalten
es als Spezialfall: Sei A C Nt und A = (A1,Ag,...), Aj; €N, j =1,2,.... Eine Partition
einer m-elementigen Menge heifit A-A-Partition, falls die Gréflen der Blocke der Partition zu
A gehoren und fiir die Anzahl 3; der Blocke der Grofle j 3; € A; gilt. Falls j ¢ A, setzen wir
A; = {0}. Bezeichne T;,, (51, . . ., Bm; A, A) die Anzahl der A-A-Partitionen mit 3; Blocken der
Grofle j. Ein einfaches Abzdhlargument liefert

! . m .
—m____ falls B; € A; Vg, n —
Tm(ﬁl,...,ﬁm;A,A)—{ I iy 8 By € A Vs e 305 = m
0

sonst

Der Indikator von A-A-Paritionen ist definiert als die blockzdhlende erzeugende Funktion, also
durch

C(zi,...,xm; A A) = Z Tm(ﬁl,...,ﬂm;A,A)xfl-"xfn’". (3.15)
ijﬁj:m

Der Numerator von A-A-Paritionen ist die erzeugende Funktion, die auch die Gesamtgrofie
der Partitionen z&hlt:

o0 tm
F(t;z1,29,...; A A) = ZC(asl, ... ,xm;A,A)%.

Aus (3.15) folgt daher

7\ 1
Ptz 2o, s AN =[] D (;‘ > o
! 1

JEA ,@jel\j

Seien nun A und A fest gew#hlt, und die Menge der A-A-Partitionen sei mit der Gleichver-
teilung versehen. Jeder Block der Grofle k, kK = 1,2, ... einer zufilligen A-A-Partition werde
unabhéngig von anderen Blocken mit Wahrscheinlichkeit py, markiert. Betrachten wir nun den
stochastischen Vektor C,,(A,A) = (C1,...,Cy,), wobei Cy, die Anzahl der markierten Blocke
der Grofle k ist. Mit k = (kq,. .., kp,) folgt

m

P(Cn(A4,A)=k) = T(ilA) Z Ton(B1y -y Bm; A, A) H <£Z>pfl(1 _pi)ﬂrki7
T Y iB=m i=1

wobei T,,(A,A) die Anzahl aller A-A-Partitionen einer m-elementigen Menge ist. Fiir die
erzeugende Funktion f(z1,...,zm; A, A) gilt

f@n,am AN = > Y P(C(A,A) =k)at -

= 76’(}?1{51 + (1 _p1)7 N A (1 _pm);Aa A)
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Daraus folgt
> ¢m \7 1
S TulA Ao AN =TT S <pm pmj!) s
m=0 JEABEN; J

Setzen wir nun A = Nt und A; = N fiir j = 1,2,... und p; = 1 falls j € {i,...,is} und
pj = 0 sonst, so folgt daraus unmittelbar die Behauptung. &

Setzen wir | = ng und
Ys = T fiir nj—1+1<s<n;, 1<s<ny

so gilt fin(X) = gm(y), und es folgt

00 gm k nj 45
D (@) =exp |y (m;-1) Y, S+ -1
m=0 j=1 s=nj_1+1
Daraus kénnen wir f,,(x) mittels der Integralformel von Cauchy berechnen:
k j
1 ml! 2° . dz
j=1 s=nj;_1+1

Betrachten wir nun den Prozess Y, (t), t € [0,1]. Seien 0 = tg < t1--- < t < 1 fest gew&hlt
und n; = kny(t;), 0 < j < k. Dann ist die erzeugende Funktion des Vektors (AYm(tj));?:1
(3.16). Dieses Integral werden wir mithilfe der Sattelpunktmethode berechnen. Wéhlen wir
als Integrationsweg einen Kreis mit Radius R, so folgt mit z = Re’?

. i
j

m! R? .
) = 5t exp [ = 14 Se-n ) E [ explFlio Ro)dp @17
7j=1 s=n;_1+1 “x
mit
) k "y RS
. R is .
F(ip, R, x) = ¥ 76R+Z(:pjfl) Z g(e ?—1) —ime.
7j=1 s=nj_1+1

Um R geeignet zu wihlen, entwickeln wir zunéchst F":
1
F(igp, Ra X) = F(Oa R7 X) + iSDF/(Oa R7 X) - E@QF”(Oa Ra X) + O(|FW(’L', Saa Ra X)‘ |90‘3)

mit ¢ = O(|p|). Explizit ergibt sich (da F(0,R,x) = 0)

R® 1
F(ip, R, x) Ref + Z Z i - m | ip— EQDQ(I(X, R)+o(R,p) (3.18)
s—nJ,1+1 s
mit
k " $2RS
a(x,R) = (R®+ R)e®+ Z(xj —1) Z —
7j=1 s=n; 1+1
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Wegen (3.18) wihlen wir R als positive Wurzel von

k nj s
o R L SR
m = Re —i—Z(x] NN - (3.19)
]:1 s:nj,1+1
Dadurch wird (3.18) zu
1
F(ip,R,x) = —§g02a(x, R) + O(|¢|2R3e®). (3.20)

Fiir a € R™ sei ||a|| die Maximumsnorm von a. Weiters setzen wir

k n; s u s
- Yy - y

By =e VY (-1 Y L Yuy) =y L (3.21)
j=1 s=nj_1+1 s=0

Auflerdem nehmen wir im weiteren an, dass fiir m — oo gilt:
|x —1]| = O(e™"/?). (3.22)
Fiir den weiteren Beweis benéGtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.3.2 Fiir m — oo gelten
(i) A=R—r=0("?),
(ii) v(km(t) +a,r) — t fira € Z,
(iii) R®/s! = r°/s! + o(e"/?) gleichmapig fiir s > 0,
(i) A=—r(r+1)71(B(x,7) — 38(x,7)*) +o(e™").
Beweis: (i), (417) und (iv) konnen auf analytischem Wege gezeigt werden ([12]). Fiir (4¢) fithren

wir eine Poissonvariable n mit Parameter r ein. (n — r)//r konvergiert in Verteilung gegen
die Standardnormalverteilung. Fiir ¢ € (0,1) gilt

km(t)+a

Vkm(t) +a,r) = e =P(n < kn(t) +a)

(]

|
S
s=0

= P((n—1)/Vr < (km(t) +a—r)/Vr)
= P((n—r)/vVr <yt)(1+0(1))).

Daher folgt

1
Hm y(km(t) +a,7) = lim P((n—1)/vr < yt)(1 +o(1))) = oo e v 2qu = t.
m—0o0 m—0o0 T
Ebenso kénnen die Fille t = 0,1 behandelt werden. 0z

Nun schitzen wir das Integral aus (3.17) ab. Dazu teilen wir es in ¢ € [—¢, €] und ¢ € [—e¢, €]¢
auf, die Integral bezeichnen wir mit J; und Jy. Dabei ist € = €(R), welches wir noch wéhlen
werden. Wenden wir uns zunéchst J; zu: Wegen (3.22) gilt

a(x, R) = R%R(1 4 0(1)) (3.23)
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und wegen re” = m und Lemma 3.3.2 (i)
a(x,R) = mr(1+o(1)), m — 0. (3.24)

Setzen wir in J; v = y/ayp folgt wegen (3.20)

1 e 1,
Jy = 7a / exp [—21) (14 O(Re))| do.
—eVa
Daher withlen wir e = R~'7%, § > 0 und wir erhalten, da ey/a — oo ((3.23)) und wegen (3.24)
Ji = /2r/(mr)(1 + o(1)). (3.25)

Gehen wir nun zu Jo. Mit ¢ bezeichnen wir Konstanten, deren Wert nicht von Bedeutung ist.

k iy
RS
. Rcosy _ R o v
|exp[F(ip, R,x)]| < exp |e e —i-QZ]x] 1] Z o
7j=1 s=nj_1+1
[ R R 2 Lk RS
—cRe® _ -
< exp |efi(e 1420z -1 I
L s=1
< exp [—cefle + 2|z — 1[|e”]

< exp —ceR/Q} < exp [—cer/ﬂ .

Die zweite Ungleichung gilt wegen cosz < 1—ca? fiir x € [—7, 7], die letzte wegen Lemma 3.3.2
(i) . Damit folgt nun

|J2| = O <eXp [_Cer/2D

und mit (3.25) Jo = o(Jy) fiir m — oo. Daher haben wir insgesamt

J1+ J2 = /2w /(mr)(1+ o(1)).

Daraus ergibt sich mit der Asymptotik fiir die Bellzahlen

Tm:\};exp [m(r—l—i—i) —1] (1+0(1))

und der Stirlingformel fiir m!

fm(x) = exp [(x,7)] (1 4 o(1)),

mit
k nj RS
Y(x,r) :mln(r/R)+eR—m/r+Z(a:j—l) Z R
7j=1 s=nj;_1+1

Mit (3.19) kénnen wir e eliminieren und erhalten

¥(z,r) = mIn(r/R) + m <]1% - i) + Zk:(xj _1) (Rnf - Rn“) +o(1).

. .
— 7’L]. njfl.
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Wegen Lemma 3.3.2 (i77) und(3.22) gilt

k R™i R™i—1 7 -1
2= (=) =20 (G 5)

= nj— 1 = nj—1:

Aus Lemma 3.3.2 (7) folgen fiir m — oo

mln(r/R) = —mIn(1 + A/r) = —mA/r + o(1),
m(1/R—1/r) = —m(A/r?)(1+ A/r)~t = —mA/r? 4 o(1).

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich mit Lemma 3.3.2 (iv) fiir m — oo

mln(r/R)+m(1/R—1/r) = —mA(r + 1)/7“2 +o(1) =€"(B(x,r) — 1ﬁ(x,r)z) + o(1).

2
Damit ist
k n' ,,,.TLJ‘71 1 9
Poxr) =" S ( =) - 30|+ ot
= nj—1: 2
Mit (3.21) erhalten wir nun insgesamt
i el r$ 1
fro(x) =exp | D (z;—1) Y i §erﬁ(x,r)2 (1+0(1))
j:1 s:nj,1+1

Da wir daraus die momentenerzeugende Funktion erhalten wollen, fahren wir fort, indem wir
zundichst x; = exp(u;), u; = O(e™"/2), 1 < j < k setzen. Mit e — 1 = u+ Su? + O(|u|?) folgt

k
fm(x) = E|exp ZujAY(m)(tj)
j=1
5 s
r

k
= e Y Y S| ew (@) (1+O(ulfe) +o(1))

jil s:nj,1+1

mit
2
k n;—1
r® 1 _ r®
10530 o) LA B0 ol b S
Sinj,1+1 7j=1 s=nj_1
Da |lu| = O(e~"/?), folgt
k nj rs
E | exp Zuj AY(m)(tj)— Z o = exp [®(u,7)] (1 + o(1)).
j=1 s=nj_1+1

Wiéhle nun wj, 1 < j <k fest und setze
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Da nach Lemma 3.3.2 (ii) y(m,r) — 1 gilt, ist u; = O(e™"/?). Mit diesem Lemma erhalten
wir auch fiir m — oo

k nj

k
Do Y 27 = e (mir) > wiy(ng,r) = y(njo1,m) | = | Y wit; — 1)
) =

j=1  s=n;_1+1 j=1
Ebenso
k nj—1 5 2 k 2
e’ 677“271]' Z ; — ij(tj—tj_l)
j=1 §=nj_1 j=1
Daraus ergibt sich nun
1 k k 2
. 2
Jim E (exp[w, AZy]) = exp | 5 ij(tj_tj—l)_ ij(tj—tj—l)
7=1 j=1
k
n; m
AZp = | AYult) = > b / Sbns | b =18
s=nj_1+1 5=0 j=1

Pittel [34] bewies spéter mittels Poissonapproximation folgenden funktionalen Grenzwertsatz:

Satz 3.3.1 Seien
k(1) = | +y(t)y/r] fallst € (0,1/2]
[r+y(t)y/r] fallste (1/2,1)
und ¢(x,t) stetig auf D :=R x (0,1) mit
_ ||
¢($7t) =0 <to‘(1 o t)
fir ein k>0 und o < /2. Weiters sei (ey,) eine Nullfolge mit

lim r*loge,’ = 0.
n—oo

Dann gilt fiir den Prozess

_ Zkgk(t) Xk — Zkgk(t) (r*/k!)

Zn (t) er/2

1—e€n

1
/ HZn(t), 1)t / S(BON0 (1), 1),
0 0

Beweisidee: Seien r die Losung der Gleichung re” = n, Z; Poissonvariablen mit Parameter
77 /4!, und X; die Anzahl der Teilmengen der Gréle j in einer zufilligen Partition. Zuerst zeigt
Pittel, dass die Distanz der totalen Variation zwischen (X;);<;, und (Z;);<;, und zwischen
(X;)j>4o und (Z;);>j, gegen 0 geht, falls r~/2(r — j;) — oo bzw. 7~1/2(jg —r) — co. Daraus
erhilt er Abschétzungen fiir X(j) = >, X). Damit und mit dem obigen Ergebnis zeigt er
schlieflich die Behauptung. &
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3.4 Zufillige Permutationen

Betrachte die Menge S,, der Permutationen auf der Menge {1, ...,n}, versehen mit der Gleich-
verteilung. X,,s = X,5(0) sei die Anzahl der Zyklen der Linge s in der zufélligen Permutation
o. DeLaurentis und Pittel [13] untersuchten die gemeinsame Verteilung von X1, ..., X, Fiir
t €10,1] sei
Xn(t)= > Xns,  Yu(t) = (Xa(t) — tlnn)/Vinn,
1<s<nt

Dann konvergiert die Folge der Prozesse Y,, schwach gegen die Standard-Brown’sche Bewegung
in DJ0, 1].

Beweisidee: Anstelle des Prozesses Y;,(t) betrachten wir den Prozess

v =| ¥ (x.-1)) /v

1<s<nt

Dies ist zuléssig, da } ;.. 1/s —Inv = o(1). Der Beweis fiir die Konvergenz der endlichdi-
mensionalen Verteilungen verlduft dhnlich wie der fir die Partitionen einer Menge: Nach [36],
[13] kénnen die momentenerzeugenden Funktionen des Vektors

) k
(%nj)le - Z an

s=n;_1+1 j=1

mit n; = [n% | fiir 0 =1y < --- < t, = 1 dargestellt werden als

k k nj
1 , z°
M(u) =E | exp E ujZni| | =[2"] T oXP E (e —1) g .
j=1 7=1 s:nj,1+1

Diese Koeffizienten werden mittels Cauchyscher Integralformel und der Sattelpunktmethode
berechnent. Fiir die Straffheit bemerken wir zunéchst, dass fiir t1 < to < t3 <ty

| X ] VErsne v s -viw+ | X 1) /vim
14nt1 <s<n'4 1+nt1 <s<n'4
gilt. Es reicht deswegen - analog zu Bemerkung 1.2.4 - eine Abschitzung der Gestalt
E((Yit+h) -Y )" <ch®  fir h> (Inn)™* (3.26)
zu zeigen. Der Beweis dafiir beruht auf der Schranke
E ((C, — E(Cp))*) < 15E*(C,,) + 13E(Cy,), (3.27)

mit C,, = > 12 X5, 1 < 11 < rg, welche mithilfe von Abschiitzungen fiir die faktoriellen

Ss=r1

Momente hergeleitet wird. ez
Beweis der Straffheit: Wir zeigen (3.26) konkret fiir

E ((Yi(t+h)-Y;(t)") <174h*  fir h > (Inn)~h.
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Seien 1 < r < ry fix gewidhlt und C,, wie oben. Wir werden (3.27) zeigen mit

r1<s<rg
Daraus folgt bereits die Behauptung;:
[n**"]
Yit+h) -Yet) = D (Xns—1/s) /\/lnn = (Cn —E(C))/Vinn
s=[nt]+1

mit 71 = [n!] + 1, ro = [n!T"]. Wegen

T2

Z 1/s —(Inrg —Inry)

s=ri1+1
|(lnrg —Inry) —hlnn| < 1

IA
—

ist
[ntTh]

1
E(C,) = Z 5 <hlnn+2=1Inn(h+2(Inn)"?) < 3hlnn
[n*]+1

fiir b > (Inn)~!. Daher folgt
E (Y (t+h) = Yr(®)") < (135h%In® n + 39hInn)/In? n = 135h* + 39h(Inn) ' < 174h%.
Um nun (3.27) zu beweisen halten wir fest:
T2 ts
> t"E(y“) = exp [Z(y - 1)51 /(1 — 1)
n>0 s=r1
(fiir eine Herleitung siehe [13]). Mit (2.1) folgt

S irm) = (i ’;) /(1 — 1), (3.28)

n>0 §=T1

wobei mg ) das j-te faktorielle Moment von C, ist. Koeffizientenvergleich von ¢ ergibt

j
mi) = Y Hsi (3.29)

s1+-+sj<nv=1 v

hier und im folgenden gilt auch r; < s, < ro. Daraus folgen

i) < (m) =BG, (3.30
i <m) ()" =iz (3.31)

Nun schreiben wir

E ((C, —E(Cn))*) =F1 + By + B3 + By
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mit
2
Ei=m®, By=mm® —4 (m,@) : (3.32)
3
B3 = 6m® — 12m@m® +6 (mgw) , (3.33)
2 4
Ey=m® —amPmD) + 6m 2 (mg)) -3 (mg)) . (3.34)
Fiir F erhalten wir mit (3.30), (3.32)
2
By <3 (m;U) . (3.35)

Fiir E3 folgt aus (3.31), (3.33)

E3=6 (mg’) — mf)mg)) + GmS) ((mg)f — m%2)> < 6m7(11) ((mg))Q —m,,

Weiters ist wegen (3.29)

IN

2 1 1 1 1
(i) m = S-S nm T e T e
e 2
ES

und daher
E3 < 12m!D.

Fiir E4 erhalten wir mit (3.31) und (3.34)

—

n

)
4+ =
52

Ey = (m(4) — m(3)m(1)) +3 (mn1)>2 (mff) - (mg))2> +3mY <m§?)m7(11) - mg’))

< 3m7(11) (mg)mg) — mﬁf’)> = 3m7(11) Z

mit (siehe (3.29))

1 1
Z - Z §18283 B Z 515283

s1+s2<n s1+s2+s3<n
1 1 1 1
= E + +
81+ S2 + 83 \ S152 S183 S983
s1+s2<n
S1+82+s3>n
/ "

1 1 2 1

S X wmte 2 amTlt
s1+s2<n 12 s1+s2<n 123

s1+s2+s3>n s1t+s2+s3>n
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In 3’ kann s3 fiir jedes Paar (sy,s2) hochstens s; + sy Werte annehmen, und daher folgt

/

1 S1 + s9 2 1 2 n 1

<= == — < 2N 2 =opWD
s1ts2<n s1+s2<n s

Ahnlich folgt

"
2

Yo > *Z
n S18
s1<n,s3<n 10

und damit insgesamt

2
Ey <12 <m§}>> . (3.37)
Mit (3.35), (3.36) und (3.37) erhalten wir nun (3.27). &

Bemerkung 3.4.1 Wir haben hier angenommen, dass alle Permutationen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. Man kann aber auch noch unter anderen Wahrscheinlichkeitsmafien die
Konvergenz gegen die Brown’sche Bewegung zeigen, fiir einen Zugang iiber die Poissonappro-
xiamtion siehe Arratia und Tavaré [5].

3.5 Zufillige Matrizen

Sei Q,, = GLy(Fy) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem endlichen Kérper
F,. Xy sei die Zufallsvariable, die einer Matrix A € GL,,(Fy) mit charakteristischem Polynom
p4 die Anzahl der irreduziblen Faktoren mit Grad s von py zuweist. Y, = Zl<j<nt Xp;j sei
die Anzahl der Faktoren mit Grad kleiner oder gleich n'. Goh und Schmutz [25] zeigten, dass

der Prozess
Yo(t) —tlnn

vVinn ’

gegen die Standard-Brown’sche Bewegung in D]0, 1] konvergiert.

Zn(t) = te0,1],

Beweisidee: Anstelle des Prozesses Zy(t) betrachten wir den Prozess Z,(t), der aus Z,(t)
entsteht, indem wir X,,; durch die Zufallsvariable an, die die Anzahl der unterschiedlichen
Faktoren vom Grad j zahlt, ersetzen. Fiir die Konvergenz der endlichdimensionalen Vertei-
lungen seien wieder 0 =ty < 1 < --- < t, = 1 fest gew#hlt und n; = [n' |. Weiters seien

j

Snj = Z an, ?n]‘ = (tj — tj_l) logn

s:nj,1+1

und o, = v/logn. Es ist zu zeigen, dass der Vektor
k

(%)
On j=1

gegen einen GauBl’schen Vektor mit Parametern (0,t; — t;—1) konvergiert. Nach Satz 1.2.8
reicht es zu zeigen, dass

k
e e[S (5 o [ £

Jj=1 Jj=1

—tj-1)

DO \b@M



3.5 Zufillige Matrizen 64

fiir beliebige a = (ay,...,a;) erfiillt ist. Uber den Zyklenzeigers eines Vektorraums (siehe
unten) ist es moglich zu zeigen

k
1 n
E | exp Ziaanj = ,%unﬁ((lu)du, (3.38)

st 27 —u)

wobei gy, (u) im Einheitskreis analytisch ist. Der Integrand wird nahe 1 approximiert, anschlie-
Bend wird das Integral unter Beniitzung des Residuensatzes berechnet und abgeschétzt.
Fiir die Straffheit reicht auch hier eine Abschétzung der Art (3.26) zu zeigen, da

—n(ty —t1) < Zn(t3) — Zn(ta) < Zn(ts) — Zn(tr) + V/nlts — t1)
fir t1 < to < t3 < t4 gilt. &

Um die charakteristischen Funktionen (3.38) zu gewinnen, verwenden Goh und Schmutz Hilfs-
mittel aus der Linearen Algebra: Sei V' ein Vektorraum. Jede Matrix A aus GL, (V) ist dhnlich
zu einer Matrix in Frobenius-Normalform. Diese ist bestimmt durch die Zerlegung des cha-
rakteristischen Polynoms pj4 in irreduzible Faktoren und die Struktur der entsprechenden

Unterrdume: Sei
ka
= H Di (-r)]b )
i=1

wobei die p; irreduzibel und von Grad m; seien. Dann zerfillt V' in A-invariante Unterrdume
U; = ker (pi(A)ji) mit Dimension j;m;. In diesen U; gibt es Vektoren vy, ..., v,,, sodass

d1—1 dr,—1
{vl,Avl,...,A Yo, oy, Ay, AT v”}

eine Basis von U; ist. Die Normalform ist daher durch die normierten irreduziblen Faktoren
des charakteristischen Polynoms p4 und durch die entsprechende Partition von m;j; durch
die d; bestimmt. Ist nun p ein normiertes irreduzibles Polynom b eine Partition, so sei I, ;(A)
gleich 1, falls p ein Teiler von p4 und b die entsprechende Partition ist, andernfalls sei I, ;, = 0.
Damit kénnen wir nun den Zyklenzeiger eines Vektorraums definieren:

1
Zn(q,X) = , ,
090 LN B L

wobei das Produkt iiber alle normierten, irreduziblen Polynome und alle Partitionen lduft. Da
die Koeflizienten eines Monoms genau die Anzahl der Matrizen einer Klasse sind, kénnen wir
Z,(q,x) als wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion auffassen. Setzen wir nun in Z,(q, x)

Tpp = i falls ng_1 < Grad(p) <ng, 1 <d <k,

und bezeichne K, (a) die daraus resultierende Funktion, so gelten

k
K,(a) =E [ exp Zz’aanj

und

k [
exp ij (S”J_S”J> — Z 1a;Sp; Ko(a/on).
On
=1

Jj=1
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Der Schliissel liegt wieder darin, die Funktion

oo
z): =1+ ZZn(q,x 2"
n=1

zu betrachten, da nach der Substitution
Tpp = glaa/om falls ng_1 < Grad(p) <ng, 1 <d <k,
(4,(z,a) bezeichne die aus obiger Substitution gewonnene Funktion)
Kn(a/on) = [2"]9(2, )
gilt. Fiir G4(z) haben wir némlich folgende Identitét (siehe Stong [37]):

Satz 3.5.1 Formal gilt

Go(=) =] (1 + Z a0 )> ,

C
» Grad(p)(b)

wobei das Produkt dber alle normierten, irreduziblen Polynome p(x) # x verliuft und iber alle
Partitionen b summiert wird. Dabei bezeichnet fiir eine Partition b mit by lern, by 2ern usw.

bl =" jb; und

HH("‘dS— @) it Zkbk+szk

seN k=1 k>i

Damit ist es moglich zu zeigen, dass ¢,(z, a) im offenen Einheitskreis analytisch ist, da mithilfe
dieses Satzes eine im Einheitskreis analytische Funktion g,(z) gefunden werden kann, sodass

gn(2)
gq(z, a) = E
gilt. Daraus folgt auch sofort (3.38). Um dieses Integral zu berechnen stellen wir g,(u) =
ehn(WeAn(w) dar, wobei

und A, analytisch fiir [u| < (1 ++/2)/2 =: p ist, und A, (u) — 0 fiir n — oo und gleichmBig
fiir |u| < p. Das Integral kann dann dargestellt werden als

oo 1) 1 o 1)
An(D) | — e 1 il _ 7 4
‘ Res (u”“(l—u)’u ) +2m un (1 — ) “
lul=p
1 Bnw) _ Ann) €
omi (e ¢ ) ur (1 — w) du.
|ul=3

Nun ist aber das Residuum aber gleich —e»(1). Dieser Term liefert den gewiinschten Grenz-
wert, und von den beiden Integralen kann man zeigen, dass sie vernachléssigbar klein sind.

Der Schliissel fiir den Beweis der Straftheit ist wieder eine Abschéitzung der Gestalt
E((yn(t + h) = Yo (1)") < ch?
fiir h > 1/logn.
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3.6 Urnenmodelle

Betrachten wir folgendes Setup: Wir haben m Urnen und wir werfen in diese Bélle entsprechend
gewissen Regeln. Die Bélle werden einzeln und unabhénig voneinander geworfen. Interessiert
sind wir an der Anzahl der Urnen an d Zeitpunkten mit gewissen Eigenschaften, z.B. mit
einer vorgegebenen Anzahl an Billen, oder, wenn wir Béllen mit zwei Farben werfen, mit
einer vorgegebenen Differenz der beiden Ballsorten (siche dazu [14]). Dazu fithren wir fiir jede
Urne U eine additive Bewertung Y (U) ein und sei € eine Teilmenge aller moglichen Werte von
Y (U). Wir sind dann interessiert an der Zufallsvariable X, die jene Urnen z&hlt, die Y (U) € &
erfiillen:

m
X =) 1:(Y(y).
i=1
Die Wiirfe werden wir mittels erzeugender Funktionen beschreiben.

Beispiel 3.6.1 ([14]) Die Urnen haben unbegrenztes Fassungsvermdégen, und wir sind an den
leeren Urnen interessiert, dh. Y (U) ist die Anzahl der Bille in U und € = {0}. Da wir unun-
terscheidbare Bdille und unterscheidbare Urnen haben, verwenden wir erzeugende Funktionen,
die exponentiell in Bezug auf die Bdlle und gewdhnlich in Bezug auf die Urnen sind. Da es
nur eine Mdglichkeit gibt, n Bdlle in m Urnen zu werfen, ist die erzeugene Funktion einer
Urne g(z) = €*, wobei z die Bdille markiert. Die erzeugende Funktion von m Urnen ist e™>.

Markieren wir die leeren Urnen mit x, so erhalten wir
Qy(x,2)=(e"+2x—1)"

und daher
[xkzn]q)l(xa Z)
[z"]®1(1, 2)

Dabei zahlt X (n) die Anzahl der leeren Urnen nach n Wiirfen. Es ist dann

P(Xm(n) = k) =

1 n
EX,,(n) = m (1 - ) ~ me~9
m

o) = w1 (1-2) e (1Y e (1)
~ me (1= (1+0)?),

fir m — oo und n/m — 6 > 0.
Die zweidimensionale erzeugende Funktion fir P(X,,(n1) = k1, zm(n1 + ng) = ko) ist

Dy (w1, w2, 21, 22) = ((e** — 1)e* 4+ x1(e” — 1) + x1229)™.
Drmota, Gardy und Gittenberger [14] zeigten das allgemeine Resultat

Satz 3.6.1 Sei X,,(|mt]), t > 0 der Prozess des Billewerfens in Urnen, sodass die entspre-
chende erzeugende Funktion die Gestalt

Qe a1, -3 Td, 21,5 2d) = Ped(T1, - Td, 215 - - 2a)™
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hat, wobei ¢g 4 einer Rekursion der Form

ded(zr,...,xq,21,...24) = Kapi(z1,...,2q) (3.39)
d
+ Y @Kz, 0) Y bera 1T, T 241, - 2a)
=1 re&
mit ganzen Funktionen K; geniigt. Dabei ist E —r:={y: y+r € E}. Dann gilt

wobei G(t) eine zentrierter Gaujf$-Prozess mit stetigen Pfaden ist. Die Kovarianzfunktion
By, s,t >0, ist gegeben durch

Y (t) =

0?(log Ast(€"1,€e"?))
8U18U2 u1=0,u2=0

Bs,t = Bt,s = (340)

fir s <t und mait

¢£,2 T1,T2, P1, P2
)‘S,t(xlva) == ( s t,Sp P )7
P1P2

wobei p1 = p1(x1, x2,s,t) und pa = p2(x1,x2,s,t) die Sattelpunkte definiert durch

2100g2/021 = Spgo
2000g2/0z0 = (t—s)pe2

sind.

0?(log \s(e%))
Bss = 0%u u=0
mit
Ao(@) = ¢5’1/§f’p )

wobei p = p(x, s) ist der Sattelpunkt gegeben durch
Za(bg,l/az = S¢g71.

Fiir die Varianzen gilt

f f 89/2 pf’ 2
Var X, (n) ~ m; (1 o g (1 * 599" — (s —1)g? <1 - 3f> )) ’

wobei die Funktionen f, g und deren Ableitungen an der Stelle p ausgewertet werden mit p
Lésung der Gleichung zg'(z) = sg(z) mit s = n/m. f(z) ist die erzeugende Funktion der
Anordnungen der Bdlle in einer Urne, und g(z) ist die erzeugende Funktion der Anordnungen
mitY € &.

Beispiel 3.6.2 Im obigen Beispiel ist g(z) = e* und f(z) = 1. Betrachten wir beschrinkte
Urnen mit Fassungsvermdgen 8, so ist g(z) = (1 + 2)°. Werfen wir zwei verschiedene Arten
von Billen, so ist g(z) = €** fiir unbeschrinkte Urnen bzw. g(z) = (1 + 22)° fiir beschrinkte.
Fiir diese und weitere Beispiele siehe [14].
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Das kann mittels erzeugender Funktionen gezeigt werden. Wir beschreiben zunéchst, wie die
Wiirfe mit erzeugenden Funktionen modelliert werden und geben anschliefend die Beweisidee
an ([14]).

Seien f(z) und g(z) wie oben, dann ist die Funktion ®¢ ;(z, z), die die Anordnung der Bille
in m Urnen beschreibt,

Pea(,2) = (9(2) + (x = 1)f(2)™ .

Fiir die mehrdimensionalen Verteilungen definieren wir ¢g 4(z1,...,2q;21,...,24) als die er-
zeugende Funktion der Anordnungen in einer Urne, wobei 21, ..., z4 die geworfenen Balle vor
der Zeit t1, dann zwischen t; und t3 usw. und x1,...,x4 die Urnen U mit Y (U) € £ zu den
Zeiten ty,...,tq markieren. Die erzeugende Funktion fiir m Urnen ist dann ®¢ 4 = ¢¢',.

Fiir ¢¢ 4 stellen wir eine Rekursion wie folgt auf: Sei ¢, der erste Zeitpunkt, zu dem Y(U ye&
gilt, dh. £ = min{i : Y(U,t;) € £}, wobei Y (U, t;) gleich Y(U), ausgewertet zum Zeitpunkt
t;, ist. Die Anordungen bis inklusive ¢, zéhlen wir mit einer Funktion xyK,(z1,...,2). Fir
i > { definieren wir Z;(U) := Y(U,t;) — Y(U,t7). Z;(U) beschreibt also den Wert von Y,
falls die Wiirfe von ty1q bis ¢; in eine leere Urne durchgefiithrt worden wiren. Sei weiters
Y(U,ty) =rmitr € Eund E—r:={y: y+r € £}. Dann gilt Y(U, ;) € £ genau dann, wenn
Z;(U) € €&—r ist. Daher kénnen wir die Wiirfe nach dem Zeitpunkt ¢y unter der Voraussetzung
Y (U,t¢) = r durch die Funktion ¢g_r g—¢(@p41, ..., Td; Z¢+1, - - -, 24) beschreiben. Fiir den Fall,
dass Y(U,t;) ¢ € fur alle i ist, sei K441(21,...,2q) die Funktion, die diese Anordnungen zéhlt.
Damit erfiillt ¢¢ 4 die Rekursion (3.39).

Beispiel 3.6.3 ([14]) Fir den Fall, dass Y (U) die Bille in einer Urne U zdhlt, ist

ni Yz
z z
§ 1 ¢
Kf(zla"'uzf): '”' 1’
ni: Ny
ni,...,Ng
wobei dber alle ny,...,ny summiert wird, fir dieny € €,....n1+---+ny_1 € E und ny +
-4 mny € & gilt. Weiters ist
ni nd
z z
JE— 71 -.-*d
Kgi1(z1,- .0, 2q) = g nl,...,ndm! L’
wobei die Summe tber alle ny,...,ng mitny € E€,...,n1+ - +ng & € lauft.

Beweisidee: Aufgrund der Gestalt der erzeugenden Funktionen folgt die Konvergenz der end-
lichdimensionalen Verteilungen gegen zentrierte Normalverteilungen mit Kovarianzmatrizen
(3.40) nach Bender und Richmond [9]. Die Existenz eines Gaufl’schen Prozesses mit Kovarianz-
funktion (3.40) ist durch Satz 1.1.2 gesichert. Fiir die Stetigkeit verwenden wir das Kriterium
von Kolmogorov (Satz 1.1.1) und zeigen

1
E(G(t) — G(t + 8))4 = g(Bt7t — 2Bt,t+s + Bt+5,t+s)2 = 0(82).

Dazu berechnen wir uns zunéchst By, aus ®¢1(x,r) = g(r) + (z — 1) f(r). Durch geeignete
Darstellung der Funktion @52(1‘1, x9,71,72) als Summe von vier erzeugenden Funktionen lisst
sich By tys = Byt + O(s) zeigen.

Der Beweis der Straftheit erfolgt mittels Satz 1.2.14. Der Schliissel sind Abschitzungen

E(Xy(n) — EXp(n))?
E(Xm(n) — EXp(n))!

Cin

2
CQn )

IN A
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welche unter Zuhilfenahme der faktoriellen Momente und der Sattelpunktmethode gezeigt
werden konnen. 2

Um aber beispielsweise die Grofle von Datenbanken nach bestimmten Operationen und Mo-
delle, bei denen auch Loschvorgédnge erlaubt sind, zu beschreiben, ist dieser Zugang nicht
ausreichend, da hier nur die Gesamtzahl an geworfenen Béllen bekannt ist, nicht aber die Zahl
der einzelnen Typen von Billen (siehe [15]):

Seien T1[X, Y] und T3[X, Z] zwei Tabellen mit zwei Spalten: Der Equijoin von 77 und T ist
das kartesische Produkt 77 x T3, eingeschriankt auf jene Quadrupel (z1,y, z2,2) mit 1 = x9,
der Semijoin von 77 mit T3 sind jene Paare (x,y) € Ti, fiir die es ein Paar (z,z) € Ty gibt.
Dies ldasst sich mit folgender Grundidee mit Urnen modellieren: Wir haben eine Folge von
Urnen, markiert mit den moglichen Werten fiir X. Dann werfen wir ununterscheidbare Bélle
der ersten Farbe fiir jedes Paar (x,y) € T; in die entsprechende Urne x; analog fiir 75 mit
Ballen der zweiten Farbe. Die Anzahl der Bélle der einzelnen Farben entspricht der Gréfie der
beiden Tabellen. Mit Béllen einer dritten Farbe représentieren wir jedes Tupel des Equi- oder
Semijoins. Die Anzahl dieser Bille ist dann die gesuchte Grofle.

Mathematisch lisst sich dieser Vorgang wie folgt beschreiben: Wir betrachten eine Folge von
m Urnen, in die wir nacheinander und unabhéngig Bélle unterschiedlicher Farbe werfen, die
Bille einer Farbe seien ununterscheidbar. Weiters sei f eine Bewertungsfunktion, die jeder
Urne U, die k; Bille der Farbe i,i = 1,2,...,d enthilt, einen Wert f(k1,...,kq) € Z* zuord-
net (im Fall des Euqijoins wére f(k1,k2) = ki1ke, im Fall des Semijoins f(k1, k2) = k1lk,~0)-
Bezeichnen wir mit K;; die Anzahl der Bille der Farbe ¢ in der j-ten Urne, so sind wir in die

Zufallsvariable .

X =Y f(Kyj,..., Kg)

=1

unter der Bedingung Z’anl K;; = n; interessiert. Drmota, Gardy und Gittenberger [15] zeig-
ten mithilfe von erzeugenden Funktionen, dass der normierte Prozess X,, = X,(n1,...,nq)
fiir m — oo, und falls (n1,...,n4)/m gegen einen festen Vektor (¢i,...,t4) geht, gegen ein
Gauf’sches Feld konvergiert. (Ein stochastisches Feld ist ein Prozess mit Parameter t € G C
R<.)
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