Goldstern, 2024-01-13

Wohlordnungen

Definition 1. Sei M eine Menge. Eine (strikte) Wohlordnung von M ist eine
Relation <, die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. < ist areflexiv (Vm € M : —(m < m)) und transitiv.
2. < ist linear (oder ,trichotomisch“): Vx,y e M 1z <y Vy<az Vz=y.

3. < ist wohlfundiert: Fiir alle nichtleeren Teilmengen A C M gibt es ein
»<-minimales“ Element von A, also ein ag € A mit Va € A : —(a < ag).

Sowohl die Relation < als auch die Struktur (M, <) heiflen Wohlordnung. Wenn
die Relation < aus dem Kontext ersichtlich ist, nennen wir auch die Menge eine
Wohlordnung.

Es ist auch {iblich, reflexive Relationen R als Wohlordnung zu bezeichnen,
wenn der nichtreflexive Teil von R (also die Menge R\ {(m,m) : m € M}) eine
strikte Wohlordung ist.

Beispiel: Die natiirlichen Zahlen mit der iiblichen Ordnung. Die natiirlichen
Zahlen mit der Ordnung 0 < 2 <4 <---<1<3<---.

Beispiel: Jede Teilmenge einer Wohlordung ist (mit der eingeschriinkten Ord-
nung) sebst eine WO.

Definition 2. Wenn (L, <) eine beliebige strikte Ordnung ist, a € L, dann
schreiben wir L, oder L, fiir die Menge {x € L : = < a}, oder auch fiir die auf
dieser Menge induzierte WO (L,, (<)), wobei z <’ y &z < y und z,y € L,.

Die Menge L, heifit ,der durch a induzierte Anfangsabschnitt von L*.

Ein Anfangsabschnitt von L ist eine Teilmenge A C L, die nach unten ab-
geschlossen ist, also VaVa : (x <aANa€ A = z € A) erfiillt.

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, schreiben wir A, oder A, fiir die
Menge A selbst. (Als oo stellen wir uns irgendein Element co ¢ A vor, und wir
ordnen AU {oco} so, dass Va € A : a < oo gilt, und die Ordnung auf A weiterhin
verwendet wird.

Lemma 3. Sei (W, <) eine WO. Dann gibt es zu jedem Anfangsabschnitt A C L
ein Element a € L, welches A induziert.

Aquivalent: Fiir jeden Anfangsabschnitt A von W gibt es ein a € W U {oo}
sodass A =Wco.

Beweis: Néamlich a := min((L U o) \ A).

Satz 4 (Transfinite Rekursion, Version mit Zielmenge). Sei (W, <) Wohlord-
nung, B eine Menge, und sei G eine Funktion von P(B) nach B. Dann gibt es
genau eine Funktion f: W — B, die

Vo e W f(w) = G(f[Ws])
erfillt.



Beweisskizze. Wir betrachten die Menge R aller Paare (w, s), sodass w € W U
{0}, 5: Wy — B,und Vo < w : s(x) = G(s[W,]) gilt, sowie die ,,gute“ Menge
Wo aller w € W U {oco} mit 3s: (w,s) € R.

Dann zeigen wir, dass es zu jedem w € Wy genau ein s mit (w,s € R gibt,
und schlieBen ((w, s), (w',s') € R ANw<w')=sC .

Nun zeigen wir, dass Wy = W U {oo} gelten muss, in dem wir die Annahme,
dass w € W \ Wy minimal ist, auf einen Widerspruch fithren: Wir betrachten
alle (z,s) € R mit x < w und vereinigen alle vorkommenden Funktionen s. ..

Aus oo € Wy folgt nun die Behauptung. O

Satz 5 (Transfinite Rekursion, Version ohne Zielmenge). Sei (W, <) Wohlord-
nung (W Menge), und sei G eine Funktion, mdglicherweise eine echte Klasse.
. Dann gibt es eine Menge B und genau eine Funktion f: W — B, die

Ve e W f(w) = G*(f[We])
erfillt, wobei wir G* so definieren:

VO G (C) ::{ G(C) falls G(C) definiert

0 sonst
Beweisskizze. So wie im vorigen Beweis, mit geringfiigigen Modifikationen. Mit
dem Ersetzungsaxiom zeigen wir, dass die Klasse aller vorkommenden s eine
Menge ist. O

Satz 6 (Vergleichbarkeit von Wohlordnungen). Seien (A, <) und (B,C) Wohl-
ordnungen. Dann tritt (genau) einer der folgenden Fille ein: A und B sind
isomorph, A ist isomorph zu einem echten Anfangsabschnitt von B, und umge-
kehrt.

Beweis 1, Skizze. Beweis: Wir konstruieren den gesuchten Isomorphismus f durch
transfinite Rekursion, sodass sein Definitionsbereich ein Anfangsabschnitt von
A ist, und f Folgendes erfiillt:

Ve € dom(f) : f(x) =min(B\ f[4,]) O

Beweis 2, Skizze. Wir definieren R := {(a,b) € A x B : A, ~ By}, und zeigen,
dass R der gesuchte Isomorphismus ist. O



Ordinalzahlen

Definition 7. Eine Menge M heifit transitiv, wenn Va,y: (x €y € M = « €
M) gilt.

(Anmerkung: A transitive set is almost, but not quite, entirely unlike a
transitive relation. Man kann zeigen, dass jede nichtleere transitive Menge M
die Eigenschaft () € M hat. Eine nichtleere transitive Menge ist also niemals
eine zweistellige Relation.)

Lemma 8. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. M ist transitiv.

2. Jedes Element von M ist Teilmenge von M. (Diese Figenschaft wird sehr
oft in Beweisen verwendet.)

3. M C P(M).

4. UM C M. (Statt UM kann man auch \J{y : y € M} oder |J y schrei-
yeM
ben.)

Definition 9. Eine Menge a heifit Ordinalzahl, wenn sie die folgenden Eigen-
schaften hat:

e Die Menge « ist transitiv.
o (a, €) ist eine Wohlordnung.
Beispiele 10. e 0=0,1={0},2={0,1}, w={0,1,... }.
e Wenn A Menge von Ordinalzahlen ist, dann ist auch | J A eine Ordinalzahl.

e Wenn iiberdies A # () gilt, dann ist auch o := (A = ﬂBeAB eine Ordi-
nalzahl, und es gilt a € A.

e Wenn « eine Ordinalzahl ist, dann auch a4+ 1 := a U {a}.

Anmerkung: Wir haben fiir jede Ordinalzahl « eine neue Ordinalzahl o 4 1
definiert. In natiirlicher Weise verallgemeinern wir dies zu o+ 2 := (a+ 1) 4+ 1,
a+3:=---, etc. Aber wir kénnen zB auch a + w := J{o,a+ L,a+2,...}
definieren, danach auch a +w +1, ..., a +w + w, etc.

Die Zahl w + w nennt man auch w - 2. Aber nicht 2 - w, denn dieser Name ist
fir (J{2,2-2=(2+2),2-3=(2+2+2),...} reserviert.

Notation 11. Wir schreiben « € Ord fiir ,,« ist Ordinalzahl®.

Wir werden im Folgenden die griechischen Buchstaben «, 3,7, 4, , k, A, it im-
mer nur fiir Ordinalzahlen verwenden; k, A, ¢ immer nur fiir Kardinalzahlen.
Eine Aussage Va : ... ist also eine Abkiirzung fiir Vo € Ord : ..., oder
ausfiihrlicher Vo : (¢ € Ord = ...).



Lemma 12. Wenn « "Ordinalzahl ist, und B € «, dann ist 8 C «, also auch
wohlgeordnet durch €. Uberdies ist 5 ein Anfangsabschnitt von o und auch tran-
sitiv, also auch Ordinalzahl.

Definition 13. Sei (W, <) eine Wohlordnung. Dann definieren wir die Rang-
funktion p = pw (oder genauer p(w,)) mit Definitionsbereicht W U {oo} so:

Yw € WU {oo} : p(w) = p[Wy]
Den Wert p(co) = p[W] nennen wir den Ordnungstyp von (W, <), kurz otp(W, <
).
Beispiel: Sei W die Wohlordnung a < b < ¢, dann ist p(a) = 0, p(b) =
{p(a)} = {0} = 1, und p(c) = {p(a), p(b)} = {0,1} = 2.
Satz 14. Fir jede Wohlordnung (W, <) gilt:
1. Jeder Wert von pw ist eine Ordinalzahl.

2. Insbesondere ist der Ordnungstyp T von W eine Ordinalzahl.

3. Die Abbildung p (eingeschrinkt auf W) ist ein Isomorphismus von (W, <)
nach (1, €).

4. Wenn « eine Ordinalzahl ist, dann ist p,, einfach die Identitit. (Insbeson-
dere ist jede Ordinalzahl der Ordnungstyp einer Wohlordnung.)

Weiters gilt: Wenn f : W — W' ein Isomorphismus von Wohlordnungen ist,
dann gilt py = pw o f.

In jeder Klasse von isomorphen Wohlordnungen gibt es also genau eine Ordi-
nalzahl; diese wird oft als kanonischer Vertreter ihrer Klasse verwendet. (Ahnlich
wie es in jeder Klasse von gleichméchtigen Mengen genau eine natiirliche Zahl
gibt — die Zahl 3 = {0, 1, 2} ist gleichmiichtig mit allen 3-elementigen Mengen.)

Satz 15. Wenn V und W Wohlordnungen sind, mit Ordnungstypen o und (3,
dann gilt genau einer der folgenden Fille:

o VW, und a = p.
e dacV: VoW, und B €aund 8 C a.
e eW: VW, unda € f und a C B.

Dies kann mal leicht aus dem Satz 6 (zusammen mit Satz 14) folgern. Um-
gekehrt kann man aus Satz 15 leicht Satz 6 erhalten.

Wir wissen schon (Satz ?7?), dass die Relation € (genauer: die Klasse aller
Paare (, 8) € Ord x Ord, die o € 8 erfiillen) eine strikte lineare Ordung ist.
Sie ist aber sogar eine Wohlordnung;:

Satz 16. In jeder nichtleeren Menge (ja sogar in jeder nichtleeren Klasse) C
von Ordinalzahlen gibt es ein kleinstes Element, und zwar den Durchschnitt
NC=Npecca=1{z|VaecC:zeca}.



Beweis: UE.

Die Klasse Ord aller Ordinalzahlen ist also durch € wohlgeordnet. Sie ist
auch transitiv, scheint also alle Eigenschaften einer Ordinalzahl zu haben; sie ist
aber keine Menge, sondern eine echte Klasse. (Wenn Ord eine Menge wire, dann
wiirde Ord € Ord gelten, was nicht nur dem Fundierungsaxiom widerspriche,
sondern bereits der Definition der strikten Ordnung.)

Fiir Ordinalzahlen «, 8 schreibt man auch oft o < 8 statt o € 3, wenn man «
und 3 dhnliche Rollen spielen, insbesondere als Elemente einer wohlgeordneten
Menge oder Klasse A C Ord. Gelegentlich méchte man « und S aber auch in
ihrer Rolle als Teilmengen von Ord betrachten, dass ist die zu « € 8 dquivalente
Formulierung o C 8 praktischer.

Transfinite Rekursion

Satz 17 (Transfinite Rekursion auf Ord). Sei G eine funktionale Klasse mit De-
finitionsbereich Ord. Das heifit, wir betrachten eine Formel v(z,y) und nehmen
Vo € Ord Fy : v(a, y).

Dann gibt es eine funktionale Klasse F (definiert durch eine Formel p(z,vy),
die wir sogar explizit angeben kinnen, in Abhingigkeit von ~y) mit folgender
Eigenschaft:

Va € Ord : f(a) = G(Fa])

Man beachte, dass « auf der linken Seite die Rolle eines Elements von Ord
spielt. Auf der rechten Seite betrachten wir a als Menge von Ordinalzahlen, also
als die Menge aller 8 < «; die Menge F[c] ist ja als {F(8) : < a} definiert,
oder ausfiihrlicher als Menge {y | 38 < a: ¢(8,v)}.

Beweis. Die gesuchte Formel ¢(z,y) soll sagen, dass es einen Anfangsabschnitt
der gesuchten Funktion F' gibt, der bis inklusive x definiert ist, bis inklusive x
alles richtig gemacht hat, und an der Stelle x den Wert y hat:

o(z,y) : x ist Ordinalzahl,
und Js: s ist Funktion mit Definitionsbereich z+1, s(z) = v,
und Vo' <z : s(z') = G(s[z']).

Mit transfiniter Induktion zeigt man nun Vo 3ly : ¢(«, y), daher definiert ¢ eine
auf Ord definierte funktionale Klasse F'. Dass F' die Rekursionsgleichung erfiillt,
ist nun leicht. O



Ordinalzahlarithmetik

e Wir definieren a+0 := o, a+(8+1) = (a+p)+1, und a+6 = Uz_; o+
fiir Limeszahlen 6.
(Anmerkung: o+ ist der Ordnungstyp von ({0} x @)U ({1} x 3), lexikogra-
phisch geordnet. Achtung — nicht kommutativ. ZBist 1 + w = w < w+ 1)

e Wir definieren a-0:=0,a- (B+1)=(a-f)+a,und a-6 =g 08
fiir Limeszahlen §.
(Anmerkung: «-f ist der Ordnungstyp von 8 X «, lexikographisch geordnet.
Achtung! 2 xw=w<w+w=w x 2.)

e Addition und Multiplikation sind assoziativ, und es gilt ein Distributivge-
setzz a- (B+7y)=a-B+a-v. Aber 1+1) wH#wt+w=w-(1+1).

e Fiir a > 0 definieren wir o := 1, ot = o . a, und o = Up<s aP.

Weiters sei 0° = 1 und! 07 = 0 fiir > 0.
Achtung! 2¢ ist eine abzihlbare Ordinalzahl, aber 2%¢ ist eine iiberabzihlbare
Kardinalzahl.

1Dije Gleichung aft!t = af . a gilt also fiir alle «, auch fiir & = 0. Die Gleichung fiir

Limeszahlen muss man zu o = Blimé af modifizieren, damit sie fiir alle Ordinalzahlen gilt.
—



Kardinalzahlen

Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass es auf jeder Menge eine Wohlordnung gibt.
Mit dem Ersetzungsaxiom haben wir gesehen, dass jede solche Wohlordnung zu
einer Ordinalzahl isomorph ist. Daher (mit Satz 16) gibt es zu jeder Menge M
eine kleinste Ordinalzahl o mit M ~ « (d.h. 3f : M — « bijektiv).

Definition 18. Wir nennen eine Wohlordnung (W, <) initiale Wohlordnung,
wenn W zu keinem echten Anfangsabschnitt gleichméchtig ist.

Wir nennen eine Ordinalzahl « initiale Ordinalzahl oder haufiger Kardinal-
zahl, wenn («, €) initiale Wohlordnung ist; dquivalent: wenn V8 < a : 8 % «
gilt.

Fiir jede Menge M definieren wir |M|, die Kardinalitit oder Kardinalzahl
von M als |M| := min{a € Ord | @ =~ M}. (Aus der Definition folgt leicht, dass
| M| tatséichlich eine initiale Ordinalzahl ist.)

Zum Beispiel sind 0,1,2,3,... und auch w = {0,1,2,...} Kardinalzahlen;
w+1 oder w—+w aber nicht, weil diese beiden Mengen gleichméchtig mit w sind.
Mit w; bezeichnen wir die kleinste iiberabzihlbare Ordinalzahl. Jede Ordi-
nalzahl a < w ist also abzihlbar?. Umgekehrt kann eine abzihlbare Ordinalzahl
nicht > w; sein, denn sonst wiirde sie ja wy als iiberabzéhlbare Teilmenge haben.
Die Zahl w; ist also genau die Menge aller hochstens abzihlbaren Ordinalzahlen.
(Analog zu w: das ist die Menge aller endlichen Ordinalzahlen.)

Notation 19. Wenn man iiber die Ordinalzahlen w oder w; in ihrer Rolle als
Kardinalzahlen spricht, nennt man sie iiblicherweise Xy und N;. Analoges gilt
fiir groflere Kardinalzahlen.

Zum Beispiel ist die Ausssage RXg + 1 = R; eine Kurzform der (wahren)

Aussage ,,Wenn A abzéhlbar ist, und = ¢ A, dann ist AU {x} auch abzihlbar.“
Hingegen ist w + 1 = w die falsche Aussage w U {w} = w.
Dasselbe Symbol 4 hat also im Zusammenhang mit Ordinalzahlen und mit
Kardinalzahlen verschiedene Bedeutungen. (,overloading® von Operatoren. So
gilt in manchen Programmiersprachen die Gleichung 2/3 = 0, nicht aber 2./3 =
0.)

Definition 20. Fiir jede Ordinalzahl o definieren wir X, als die kleinste un-
endliche Kardinalzahl, die eine echte obere Schranke der Menge {Ng : f < a}
ist. (Definition durch transfinite Rekursion.)

Ng ist somit die kleinste unendliche Kardinalzahl, N; die néchste, etc. Die
Kardinalzahl X, ist die kleinste Kardinalzahl die (in der Ordnung der unendli-
chen Kardinalzahlen) unendlich viele Vorgéinge hat. Ebenso ist R, die kleinste
Kardinalzahl mit iiberabzéhlbar vielen Vorgéngern.

2Das Wort ,,abzéhlbar® bedeutet hier , héchstens abzihlbar®, oder ausfiihrlicher ,,abzihlbar
unendlich oder endlich“. Oft wird aber ,,abzéhlbar® fiir ,,abz&dhlbar unendlich®“ verwendet, also
»abzihlbar aber nicht endlich®.



Definition 21. Fiir jede unendliche Kardinalzahl k definieren wir I(x), den
Index von k, als den Ordnungstyp der Menge aller unendlichen Kardinalzahlen
< KR!

I(k) = otp{\ | A € Card, Xy < X < k}.

Zum Beispiel ist I(Xg) = otp(@) = 0, und I(X;) = otp{No} = 1.
Lemma 22. 1. Fir alle Ordinalzahlen « gilt I(R,) = a.

2. Fiir alle unendlichen Kardinalzahlen k gilt Ry = k.

Kardinalzahlarithmetik

Definition 23. 1. Fiir beliebige Kardinalzahlen x und A definieren wir die
Kardinalzahl x + A als die Kardinalitidt der Menge (k x {0} U X x {1}.

2. Allgemeiner: Wenn (k; : ¢ € I) eine Familie von Kardinalzahlen ist, dann
definieren wir ), _; #; als die Kardinalitét der Menge | J;o; /i % {7}
(Insbesondere ist >,y oy ki = K1 + K2.)

3. k- X definieren wir als die Kardinalitéit des Produkts k X A = {(z,y) : © €
K,y € A}

4. Allgemeiner: Wenn (k; : i € I) eine Familie von Kardinalzahlen ist, dann
definieren wir [ ], #; als die Kardinalitét des , kartesischen® Produkts der
ki, also als Kardinalitdt der folgenden Menge (die manchmal mit X k;

i€l
genannt wird, oft aber auch [[,., — sorry!):
{f1f:T—= ki VieT: fi) €k}
iel
Insbesondere ist Hie{l,Z} K; = K1 * K2.

5. Ein weiterer Spezialfall verdient eine eigene Notation: Wenn alle x; den
gleichen Wert k haben, und |I| = A, dann schreiben wir *« fiir die Menge
aller Funktionen von A nach &, und &* fiir die Kardinalitit dieser Menge.

(Fiir den Spezialfall Kk = A = 0 haben wir somit 0° := 1 definiert. Das
scheint der Konvention ,,0° ist eine unbestimmte Form® aus der Analysis zu
widersprechen. In Wirklichkeit ist das wiederum ein Fall von Overloading; in
der Analysis geht es um die Funktion (z,y) — 2 fiir reelle oder komplexe z und
y, in der Mengenlehre sind z und y aber Kardinalzahlen. Auf den natiirlichen
Zahlen stimmen die beiden Konventionen iiberein, aufler im Fall 0°.)

Anmerkung 24. Wenn Vi € I : k; > 0 gilt, und [ unendlich ist, dann kann
man leicht beweisen, dass » ., w; = |I| - sup{x; : i € I} gilt.
Die Ungleichung ,,<“ ist hier trivial, fiir die andere Richtung braucht man x-\ =
max(k, A), siehe Satz 25)

Ebenso ist die analoge Ungleichung [[,c;xi < (sup{x; : i € I})m leicht
bweisbar. In der Praxis gilt auch hier oft Gleichheit.



Satz 25. Fiir alle Kardinalzahlen k,\ > Xg und alle n € w\ {0} gilt
1. 1+ k =k und allgemeiner n + Kk = kK
2. 2-Kk =k und allgemeiner n -k = K
3. k+ X =max(k, ).
4. k-Kk =K, und allgemeiner K™ = k.

5. k- A =max(k, \).

Beweis. 1. Es geniigt, k + 1 = k nachzupriifen. Man kann hier w ~ w + 1

verwenden (und den Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen).

2. Es geniigt, 2 - Kk = k nachzupriifen.

e Beweisskizze 1: Wir diirfen (warum?) annehmen, dass k > Ng gilt

und fiir alle unendlichen Kardinalzahlen A < k bereits 2 - A = X\ be-
kannt ist, also auch Vo : (w < a < k) = (|2 X o] = |a| < k).

Wir geben eine Wohlordnung von {0,1} x s an, deren echte An-
fangsabschnitte alle kiirzer als x sind, ndmlich die lexikographische
Ordnung. Daher hat die gesamte Menge hochstens Ordnungstyp «.
(Auch mindestens, das sollte klar sein.)

Beweisskizze 2: Wir betrachten die Menge
{(4,f) : ACk, f: A— A x 2 bijektiv}

und ordnen sie in naiirlicher Weise (komponentenweise C). In die-
ser Ordnung ist jede Kette durch die ,,punktweise” Vereinigung be-
schrinkt — Bijektivitdt nachpriifen! — also gibt es ein maximales Ele-
ment (A*, f*). Die Differenzmenge x \ A* muss endlich sein, sonst
findet man (mit Hilfe von 2. ..Rg = Xy) einen Widerspruch zur Maxi-
malitét. Dann gilt aber (warum?) A* ~ k; zusammen mit A*x2 ~ A*
erhélt man k X 2 = k.

3. Addition und Multiplikation sind offensichtlich (schwach) monoton: Aus

K<k und A< N folgt k + A<k + XN und k- XA < k- N.
SeioBdA k < A. Dannist k + A< A+ A=2- A=\

4. Wiederum diirfen wir annehmen, dass « iiberabzéhlbar ist, und dass fiir

alle unendlichen A < k bereits A - A = \ gilt.

e Beweisskizze 1: Wir geben eine Ordnung auf k X x an, deren echte An-

fangsabschnitte alle < k sind. Diesmal aber nicht die lexikographische
Ordnung. (Warum nicht? Betrachte den durch (1,0) beschrinkten
Anfangsabschnitt von k X k.)

Fiir (o, B), (o, 8") € K x K definieren wir (o, 8) < (o, 8) genau dann,
wenn entweder max(«, 3) < max(o’, 8’) gilt, oder die beiden Maxima



gleich sind und « < o’ gilt, oder wenn nicht nur die beiden Maxima
sondern auch die Werte o, o’ gleich sind und 8 < 3’ gilt.

Kiirzer: Wir definieren eine injektive Abbildung f : Kk Xk — K X K X K
durch f(a, ) = (max(«, B), a, B); die lexikographische Ordnung auf
K X k X Kk induziert nun eine Wohlordnung auf & x x. Man muss nach-
priifen, dass die Anfangsabschnitte alle < x sind. Dazu verwendet
man A< K = A A=\ < k.

Beweisskizze 2: Wir betrachten die Menge {(4, f) : A C k,|4| >
No,f : A - A x A bijektiv} und ordnen sie in naiirlicher Weise.
Wie im vorigen Beweis wenden wir das Lemma von Zorn an, um ein
maximales Paar (A%, f*) zu finden. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall 1: A* ist ,,grof“, genauer: |A*| = k.

Also gibt es eine Bijektion h : kK — A*. Da wir bereits eine Bijektion
f*: A* — A* x A* haben, finden wir durch Kombination von f* und
h eine Bijektion g : Kk — k X k.

Fall 2: Das Komplement von A* ist groB, genauer: |x \ A*| > |A*|.
(Die Félle 1 und 2 sind jetzt nicht disjunkt. Macht nichts.)

Wir finden eine Teilmenge B* C x\ A* mit A* ~ B*, also |B*| = |A*|.
Wegen A* x A* ~ A* sind die vier Mengen

A* x A* B* x A*
A* x B* B* x B*

alle gleichmichtig mit B*, daher gibt es eine Bijektion [’ von B*
auf die Vereinigung der letzten drei Mengen. (3 - A = A!). Wir setzen
A = A* U B*, dann ist A™ x A** die disjunkte Vereinigung der 4
genannten Mengen, und wir kénnen die Funktion f* : A* — A* x A*
zu einer Bijektion f** : A** — A** x A** fortsetzen, ndmlich durch

f** _ f* U f/-

FUSF  A"UB = A*x A* U A*x B* U B* x A* U B* x B*
fortsetzen; das Paar (A**, f**) liefert einen Widerspruch zur Maxi-
malitét.

Fall 3: Weder 1 noch 2. Dann muss |[A*| < k und |x \ A*| < |[A*| < K
gelten. Das ist unmoglich wegen A -2 = . O

Satz 26 (Satz von Konig). Sei I eine beliebige Indexmenge. Weiters seien k =
(ki :t€I) und A= (\; : i € I) Familien von Kardinalzahlen mit Vi : k; < ;.
Dann gilt 37, ; ki < s M-

(Wichtig: hier steht eine strikte <-Relation, nicht blofi <. Aus den Voraus-
setzungen kann recht trivial die schwachen Ungleichungen ), ; ki < > ;A
und J[,c; i < Jl;ep Ai herleiten.)

Beweis. Sei A = |J, A; eine disjunkte Vereinigung von Mengen mit |A4;| = &,
und seien B; Mengen der Grofie A;. Wir zeigen, dass es keine surjektive Funktion
von der Summe A := |J, A; auf das Produkt B := [], B; gibt.
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Genauer: Zu jeder Funktion f : A — B werden wir ein Element b = b; € B
konstruieren, welches nicht im Wertebereich von f liegt.

Fiir jedes j € I sei p; : B — B; die Projektion auf die j-te Koordinate; fiir
¥=(y;:i€I)e B sei also p;(§) = y;.

Wegen |A;| < |B;| kann die Funktion p; o (f[A;) : A; — Bj nicht surjektiv
sein. Daher gibt es ein Element b; € B, das von dieser Funktion nicht getroffen
wird.

Es gilt also Va € A; : p;i(f(a)) # b,

Fiir jedes i € I haben wir so ein b; gefunden; sei b= (b; : i € I). Fiir jedes
j € I zeigen wir nun b ¢ flA;]; daraus folgt dann b¢ flA.

Nach Definition von b; gilt fiir alle a in A;: p;(f(a)) # b;; aber offensichtlich
ist pj(g) = b;. Daher muss f(a) # b gelten. O

Beispiel 27. X, < R0,
Beweis. Konig, mit I = w, k; := N; fiir alle 4, und A\; = X,,. O
Satz 28 (Satz von Cantor). Fiir alle Mengen I gilt |I| < 2111

Beweis. Konig mit k; := 1, \; := 2. O
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