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1 Einleitung und Motivation

1.1 Das Cantor’sche Diagonalverfahren

Wir beginnen mit einem berithmten Satz.

Satz 1.1 (von Cantor). Es gibt keine Bijektion zwischen N und R. Es gibt
keine Bijektion zwischen N und P(N).

Beweis. Wir zeigen: Jede beliebige Fkt. f : N — P(N) ist nicht surjektiv.

Sei f: N — P(N). Wir finden eine Menge Ay € P(N), die nicht im Werte-
bereich von f liegt.
Ap:={neN:né¢ f(n)}

Sei ng beliebig. Wir méchten f(ng) # Ay zeigen.

1. Fall: ng € f(ng) = no ¢ Af = f(ng) # Af
2. Fall: ng ¢ f(no) = no € Af = f(no) # Ay

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Beispiel (Diagonalisierung).

f(0) 0= A _ }
f(1) N= {0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, }
i) = A S )
f(3) = { 1, 4 8, }
Af = { o, 3, }

1.2 Das Russell’sche Paradoxon

Wir betrachten die folgende Menge. Sei
R:={A:A¢ A}

1.Fa: RER=R¢R
2. Fal: R¢ R= RER

Ohne jede Voraussetzung haben wir also einen Widerspruch hergeleitet. Der
Fehler liegt in der Definition von R, diese ist unsinnig. (,,Russell’sches Pa-
radoxon*)

1.3 Das Richard’sche Paradoxon

Welche ist die grofite Zahl, die man mit drei Buchstaben beschreiben kann?
Die Beispiele ,elf*,  bin“ (tiirk.: 1000), ,MMM* (lat.: 3000) zeigen, dass es



offensichtlich auf die Sprache ankommt.

Seing € N die kleinste Zahl, die nicht mit héchstens 10 000 ASCII-Buchstaben
beschrieben werden kann. ng ist jedoch mit weniger als 10 000 Buchstaben
beschreibbar (wie man hier sieht). (,,Richard-Paradoxon*)

Auch hier kommt es auf die Sprache an. Offenbar muss man zwischen mehre-
ren Sprachebenen unterscheiden wie z.B. Objektsprache (Formeln, Variable)
und Metasprache (diese ist eine Ebene hoher, also die Sprache diber die Ob-
jektsprache).

1.4 Induktion und Abschluss

Wir werden im Folgenden 6fters in der Situation sein, dass wir von einer klei-
nen Menge von Objekten (Symbolen, Axiomen, etc.) ausgehen, und durch
wiederholte Anwendung von Operationen (Zusammenfiigen, Anwenden von
Derivationsregeln) zu einer groferen Menge kommen.

Formal l&sst sich dies so beschreiben: Sei S eine Menge, und F eine Funkti-
on. Eine Teilmenge A C S heifit abgeschlossen unter F', wenn fiir alle a € A
auch F(a) € A gilt. Wir nennen B C S den Abschluss unter F', wenn B die
kleinste Obermenge von A ist, die unter F' abgeschlossen ist. Dies bedeutet,
dass jedes Element von B entweder selbst in A ist, oder durch wiederholte
Anwendung von F auf ein Element in A entsteht. Aquivalent dazu kénnte
man den Abschluss B von A auch durch folgendes Induktionsprinzip defi-
nieren:

e Jedes Element von A ist in B
e B ist unter F' abgeschlossen
e Fiir jede Figenschaft F, die

— allen Elementen von A zukommt

— und sich von z auf F(x) vererbt,
gilt: Auch jedes Element von B hat die Eigenschaft E.

Diese Formulierung mag zwar komplizierter erscheinen als jene, in der wir
von ,wiederholter* Anwendung von F' sprechen; sie hat aber den Vorteil,
bereits anwendbar zu sein, ohne dass wir uns iiber den Begriff , endlich“
Gedanken machen miissen.

Oft sind wir in folgender allgemeinerer Situation:

e Statt einer einstelligen Funktion F' betrachten wir eine zweistellige
Funktion F' : S x S — S, oder (seltener) eine Funktion mit 3 oder
mehr Argumenten.



e Statt einer totalen Funktion F' betrachten wir eine Funktion, die nur
partiell ist (also auf einer Teilmenge von S, S x S, etc. definiert)

e Statt einer einzigen Funktion betrachten wir mehrere Funktionen F
G, ... (meist eine kleine Zahl solcher Funktionen, sagen wir 10).

Wenn nun F, G, ... eine Liste von solchen Funktionen ist (sagen wir, F
sei einstellig und G dreistellig), dann heifit eine Menge B C S abgeschlossen
unter F', G, ..., wenn gilt:

1. Fir alle @ € B: Wenn F'(a) definiert ist, dann ist F'(a) € B.
2. Fiir alle a,b,c € B: Wenn G(a, b, ¢) definiert ist, dann ist G(a, b, c) € B.
3. etc. (fiir die anderen Funktionen unserer Liste)

Der Abschluss von A (unter F, G, ...) ist wiederum die kleinste Obermenge
von A, die unter F', GG, ... abgeschlossen ist. Diesen Abschluss von A kann
man wiederum durch ein Induktionsprinzip charakterisieren:

Jede Eigenschaft F, die

e allen Elementen von A zukommt,

e und sich von x auf F(x) (wann immer das definiert ist) vererbt,
e und sich von z,y, z auf G(x,y, z) (wenn definiert) vererbt,

e etc., fiir die anderen Funktionen unserer Liste,

trifft auf alle Elemente des Abschlusses von A zu.



2 Aussagenlogik, Syntax und Semantik

In der Aussagenlogik beschiftigen wir uns mit dem , Wahrheitswert“ von
Aussagen. In der klassischen Logik! lassen wir nur die Wahrheitswerte ,,wahr“
und ,falsch® zu, die wir meistens als die Zahlen 1 und 0O interpretieren.

2.1 Syntax

Vorweg einige Bezeichnungen:
e aussagenlogische Variable: py, pa, p3, ...
e Junktoren: A, V, =, —

e Formeln: p; A p2 heifit ,Konjunktion“ von p; und ps, p1 V po heifit
,Disjunktion“ von p; und ps. Weiters verwenden wir die ,,Implikation*
p2 — p1 und die ,Negation® —p; sowie die Konstanten T (true) und
1 (false)

Aussagenlogische Formeln sind induktiv definiert:

Die Symbole T und L sind aussagenlogische Formeln.

Jede aussagenlogische Variable ist eine aussagenlogische Formel.

Wenn A eine aussagenlogische Formel ist, dann ist auch (—A) eine.

e Wenn A und B aussagenlogische Formeln sind, dann auch (A — B)?
(AVB), (AANB)4

e Das sind alle.

Die Aussage ,,Das sind alle* ldsst sich so formalisieren: Entweder man inter-
pretiert sie als das folgende ,,Induktionsprinzip“:

'Es gibt auch andere Logiken, wie zum Beispiel die , intuitionistische“ Logik, oder
mehrwertige ,,fuzzy“ Logiken (Gédel-Logik, Lukasiewicz-Logik); diese kénnen ebenso wie
die klassische Logik mit mathematischen Mitteln untersucht werden, werden jedoch nur
von wenigen Mathematikern als die der Mathematik zugrunde liegende Logik angesehen.
In dieser Vorlesung werden sie nur in Fufinoten erwahnt.

“Der besseren Lesbarkeit lassen wir manche Klammern oft weg, wenn wir darauf ver-
trauen, dass der Leser®sie wieder richtig einfiigen kann. Z.B. vereinbaren wir, dass ,, A und
V stérker als — binden®, und schreiben dann statt (p1 — (p2 V p3)) kiirzer p1 — p2 V ps.
Weiters vereinbaren wir, dass ,,Implikationen von rechts geklammert werden“: A — B — C
ist also als (A — (B — () zu lesen.

Achtung: Umgangssprachlich wird A — B — C manchmal als (A — B) A (B — ()
verstanden.

3Siehe FuBnote auf Seite 10

4Je nach Geschmack kann man auch noch die Formel A < B hinzunehmen, oder diese
Formel als Abkiirzung fiir (A — B) A (B — A)) interpretieren.



Jede Eigenschaft F, die allen Variablen und den Formeln T und
1 zukommt, und die sich von Formeln A, B auf (—A) und AV B,
.., vererbt, kommt allen Formeln zu.

oder man definiert:

Eine Formel ist jeder String, der durch endlich viele Anwendun-
gen von Konjunktion, Disjunktion etc. aus Aussagenvariablen
und T, L entsteht.

oder man sagt:

Die Menge der Formeln ist die kleinste Menge, die die Variablen

sowie T, L enthélt und die unter Konjunktion, etc. abgeschlossen

ist.
Beachten Sie, dass wir hier die Junktoren A, V, -, — bzw. die Begriffe ,, Kon-
junktion®, ,Disjunktion®, ,Negation“, , Implikation“ in zwei verschiedenen
Rollen verwenden: erstens als einfaches Symbol, und zweitens als Funktion.
Zum Beispiel ist A jene zweistellige Funktion, die zwei beliebigen Formeln
(oder auch Zeichenfolgen (,,Strings*“)) = und y die Formel (bzw. Zeichenfolge)
(x Ay) zuordnet. Zur deutlicheren Unterscheidung markieren wir manchmal
das reine Symbol durch einen Punkt: A; die Funktion schreiben wir manch-
mal als Apunktion-

Eine dritte Rolle der Junktoren sind die einstellige Funktion —p und die
zweistelligen Funktionen Ap, Vg, —p auf der zweielementigen Menge {1, 0},
sogenannte Boolesche Funktionen, die in den folgenden Tabellen definiert
sind:

(z,9) |z Ay |2Vey |z —BY
¢ | ~pz Wy 1 1 1
1] 0 (1,o) || o 1 0
ol 1 0,1) ]| o 1 1
0,00 0 0 1

Schreibweise 2.1. Sei A C {0,1}. Mit Ay A oder inf A bezeichnen wir das
Infimum von A: Ay A =0, wenn 0 € A, und Ay A = 1 sonst. (Insbesondere
gilt A A =1, wenn A die leere Menge ist.)

Mit dieser Schreibweise gilt fiir z,y € {0,1}: 2 Ay = Apg{z, y}.

Analog definieren wir \/; A = sup A.

Bemerkung 2.1. Die Schreibweise ist nicht immer einheitlich. Statt A ver-
wendet man oft auch &, statt — manchmal D, statt -z auch —z, ~z, z¢, 2’
oder Z; im Zusammenhang mit Booleschen Algebren schreibt man manchmal
+ und - statt V und A. Fiir die Symbole T und L gibt es noch viele andere
Varianten — true bzw. wahr bzw. verum und false/falsch/falsum, T und
F bzw. W und F bzw. V und F, 1 und 0, oder Y und A.

Auch fiir <> und/oder < (siehe 2.6 und 2.7) werden manchmal andere Sym-
bole (wie z.B. = oder «) verwendet.



2.2 Semantik

Betrachten wir die folgende Formel: (p1 — p1) A p2. Was ist die Bedeutung
dieser Formel? Im Grunde kommt es auf den Wert von p; nicht an, daher
ist die Formel dquivalent zu der einfachen Formel po.

Definition 2.2 (Belegung). Eine Belegung einer Menge V' von Variablen
ist eine Abbildung b : V' — {1, 0}, die also jeder aussagenlogischen Variablen
einen ,, Wahrheitswert“ zuweist.

Beispiel. b(p1) =1 b(p2) =0

Belegungen kénnen wir in sinnvoller Weise auf Formeln fortsetzen. Da wir 1
als ,,wahr“ und 0 als ,falsch“ interpretieren, ist, ausgehend von der gerade
definierten Belegung b, der einzige sinnvolle Wert fiir die Formel p; A po
der Wert 0 (da die Konjunktion von ,,wahr“ und ,falsch* den Wert , falsch®
ergeben muss).

Definition 2.3 (Wahrheitsfunktion). Sei V' eine Menge von Variablen,
F (V) die Menge aller Formeln, die nur Variable in V' verwenden. Eine Funk-
tion w : F(V) — {1,0} heiBt Wahrheitsfunktion, wenn w ein Homomorphis-
mus von der algebraischen Struktur

(f(v)a /\Funktiony \/Funktionv “Funktion, — Funktion J—v T)

in die zweielementige boolesche Algebra
({17 0}7 AB, VB, 7B, —B, 07 1)

ist.
Mit anderen Worten: w heifit Wahrheitsfunktion, wenn fiir alle Formeln ¢,
1 die folgenden Eigenschaften gelten:

1 falls w(p) =w(y) =1

0 sonst

o w((pAY)) = {

0 falls w(y) =w(y) =0

1 sonst

e w((pV)) = {

0 fallsw(p) =1

1 sonst

Von der Implikation fordern wir natiirlich auch die entsprechende Vertraglichkeit;
deren Formulierung sei aber zur Ubung dem Leser® iiberlassen.

SDer , Leser ist als generisches Maskulinum zu verstehen, d.h. es sind weibliche ebenso
wie méannliche Leser gemeint, sowie auch small furry creatures from Alpha Centauri.

10



Satz 2.4. Sei b eine Belegung der Variablen in V. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Wahrheitsfunktion b mit Definitionsbereich F(V'), die b
fortsetzt.

Beispiel. Sei b die durch

definierte Belegung, und sei A die Formel (p; A (p2 V =p2)). Dann muss b die
Bedingung

b(p1 A (p2V 7p2)) = b(p1) ABb(p2 V =p2) = (b(p1) AB...) = (0AB...) =0
erfiillen, also b(A) = 0.
Satz 2.5. Seien p, 1) Formeln. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Fiir jede Belegung b, die b(p) = 1 erfiillt, gilt auch b(y)) = 1.
2. Fiir jede Belegung b, die b(y)) = 0 erfiillt, gilt auch b(p) = 0.

3. b(p) < b(v) fiir alle Belegungen b. (Wobei < die tibliche Ordung zwi-
schen 0 und 1 ist.)

4. Es gibt keine Belegung b, die b(p) = 1 und b(¢)) = 0 erfiillt.
5. Es gibt keine Belegung b, die b(¢) = 1 und b(—)) = 1 erfillt.
6. Fiir alle Belegungen b gilt b(o A —1)) =0

7. Fiir alle Belegungen b gilt b(p — 1) = 1

Definition 2.6. Seien ¢ und v aussagenlogische Formeln. Wir schreiben
© = 1), wenn eine/alle der oben genannten Eigenschaften gelten.

Man beachte den Unterschied zwischen dem metasprachlichen Zeichen ,,=¢
(welches eine Relation zwischen zwei Formeln beschreibt) und der Funktion
—Funktions welche zwei Formeln ¢ und 1 mit Hilfe des objektsprachlichen
Zeichens ,,—“ zu einer neuen Formel zusammenfiigt. .0 — 1 ist eine For-
mel; o = 1 ist hingegen eine Aussage iiber zwei Formeln.

Definition 2.7 (Aquivalenz von Formeln). Zwei Formeln ¢, v heiien #qui-
valent (in Zeichen: ¢ < 1)), wenn sowohl ¢ = 1) also auch 1) = ¢ gilt, oder
in anderen Worten, wenn fiir alle Belegungen b gilt b(¢) = b(3)).
Offensichtlich ist < eine Aquivalenzrelation.

Beispiel. p1 < (p1 A p1)

11



Definition 2.8 (Bedeutung einer Formel). Die Bedeutung einer Formel ¢
konnen wir auf verschiedene (aber im Wesentlichen dquivalente) Arten de-
finieren:

e Entweder wir sagen, dass zwei Formeln ¢, ¥ dieselbe Bedeutung haben,

wenn ¢ < 1) gilt, und wir definieren die Bedeutung einer Formel ¢ als
die Aquivalenzklasse von ¢ in Bezug auf die Relation ,,<“.

Oder wir definieren die Bedeutung einer Formel ¢ als jene Funktion,
die jeder Belegung b aller Variablen den Wert b(() zuordnet.

(Diese Variante ist offensichtlich zur vorigen dquivalent, da ja die Relation
& via Belegungen definiert ist.)

Oder wir beschranken uns auf eine fixe endliche Menge V' von Varia-
blen (z.B. V = {p1,...,pn}) und betrachten nur jene Formeln, in de-
nen nur Aussagenvariable aus V' vorkommen; die Bedeutung jeder sol-
chen Formel ist dann jene Funktion, die jeder Belegung b : V' — {0, 1}
den Wert b(p) € {0,1} zuordnet.

(Diese Variante scheint komplizierter als die vorige zu sein; sie ist aber ers-
tens zur vorigen fquivalent, weil man zeigen kann, dass b(¢) nur von jenen
Werten b(p) abhéngt, fiir die p in ¢ vorkommt; sie ist zweitens auch prakti-
scher, weil man hier nur endlich viele Belegungen betrachten muss, und nicht
iiberabzéhlbar viele wie in der vorigen Variante.)

Betrachten wir die Formel p; Apo. Die Bedeutung dieser Formel in Bezug auf
die Variablen pq, po ist die gerade beschriebene Funktion Ag; die Bedeutung
der gleichen Formel in Bezug auf die Variablen pi, ps2, ps ist jedoch eine
Funktion

h:{1,0} x {1,0} x {1,0} — {1,0},

die h(z,y,z) = x Ap y erfiillt. Diese héngt zwar nicht von der dritten Varia-
blen ab, dennoch muss man unterscheiden, auf welches System von Variablen
man sich bezieht.

Definition 2.9 (Tautologie). Eine Formel ¢ heifit Tautologie, wenn fiir alle
Belegungen b gilt: b(p) =1

Beispiele. p1 — p1, p1— (p1Ap1), p1V-p

Bemerkung 2.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1.

2.

v ist Tautologie.
T = .
= e

1 = ¢ fiir jede Formel ¢; diese Aussage ,,i folgt aus jeder Formel*
schreibt man manchmal auch =¢.

12



Ebenso sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

1. b(¢) = 0 fiir alle Belegungen b.
2. p= L.
3. = .

4. ¢ = 1 fiir jede Formel 1; diese Aussage ,aus ¢ folgt jede Formel®
schreibt man manchmal auch ¢=-.

5. —p ist Tautologie.

Definition 2.11 (Kontradiktion, Erfiillbarkeit). Wir sagen, dass eine Bele-
gung b eine Formel ¢ erfiillt, wenn b(yp) = 1 gilt. Demnach heifit eine Formel
p erfiillbar, wenn es zumindest eine Belegung b gibt, die ¢ erfiillt.

Eine Formel ¢ heifit Kontradiktion (oder unerfiillbar), wenn es keine Bele-
gung b gibt, die ¢ erfiillt, d.h. wenn fiir alle Belegungen b gilt: b(¢) = 0,
bzw. wenn —¢ eine Tautologie ist.

Wir sagen, dass eine Menge > von aussagenlogischen Formeln erfiillbar ist,
wenn es eine Belegung b gibt, die b(p) = 1 fiir alle ¢ € X erfiillt.

Eine endliche Menge {¢1,...,¢,} ist offenbar genau dann erfiillbar, wenn
die Konjunktion @1 A - -+ A ¢, erfiillbar ist. (Fiir unendliche Mengen siehe
3.19.)

Grob gesprochen gibt es also 3 Arten® von aussagenlogischen Formeln:

e Tautologien (unter jeder Belegung wahr, wie z.B. T, p — p, p V —p,
oder (p — q) V (¢ — p))

e Kontradiktionen (unter jeder Belegung falsch, z.B. L, oder p A —p)

e andere (z.B. p, oder p — q)

Um festzustellen, ob eine Formel ¢ mit n aussagenlogischen Variablen eine
Tautologie ist, konnten wir alle 2" (relevanten) Belegungen ausprobieren.
Da dies zu langwierig ist, muss man sich Methoden bedienen, die besser und
schneller funktionieren.

Wenn wir zum Beispiel die Formel (pA (gVr — s)) — ((gVr — s) Ap)
betrachten, so miissten wir theoretisch 16 Belegungen b ausprobieren; wir
sehen aber schnell, dass es nur auf die Werte von b(p) und b(q V r — s)
ankommt. Genauer: Die vorliegende Formel hat die Struktur (A A B) —
(BAA); wenn wir wissen, dass die Formel (p; Ap2) — (p2/Ap1) eine Tautologie
ist, muss auch die vorliegende (kompliziertere) Formel eine Tautologie sein.

SMit Hilfe der Aquivalenzrelation < kann man auch noch feiner unterscheiden; die
Aquivalenzklassen dieser Relation bilden eine Boolesche Algebra, die ,Lindenbaum-
Algebra®; die Menge der Tautologien ist genau das Einselement dieser Algebra, die Menge
der Kontradiktionen das Nullelement.

13



Allgemeiner kann man sich Folgendes iiberlegen:

Definition 2.12 (Formelhomomorphismus). Eine Abbildung f : F(V) — F(V)
mit den Eigenschaften

L flend) = fle) A fY)

(
2. fleV) = fle)V f(¥)
3. fle =) = fle) = f(¥)
4 f(=p)) =~f(p)
5. f(T)=T
6. f(L)=1

nennt man Formelhomomorphismus.

Bemerkung 2.13. Sei g : V. — F(V). Dann gibt es einen eindeutigen
Formelhomomorphismus h, der g fortsetzt.

Beispiel. Betrachten wir die folgenden Formeln ¢, 1:
$Y:ip1—P1

¥ (prA—p2 = p3V(pr— p2)) — (P A2 — p3V (p1 — p2))
Offensichtlich gibt es einen Formelhomomorphismus f mit f(¢) = 1.

Satz 2.14. Sei ¢ eine Tautologie und f ein Formelhomomorphismus, dann
ist f(¢) ebenfalls Tautologie.

Beweis. Sei b eine Belegung. Zu zeigen ist b(f()) = 1. Wir definieren eine
neue Belegung ¢ durch ¢(p) = b(f(p)) fiir alle (relevanten) aussagenlogischen
Variablen p. Mit Induktion zeigt man nun leicht” &= bo f: Fiir aussagen-
logische Variable p gilt &(p) = c(p) = b(f(p)) schon nach Definition von c¢;
fiir den induktiven Schritt verwendet man die Homomorphieeigenschaft der
Funktionen b, ¢ und f. Da ¢ eine Tautologie ist, gilt ¢() = 1, somit auch

b(f(#)) = 1. B

"Eine genauere Uberlegung, fiir welchen Definitionsbereich diese Gleichung gilt, bleibt
dem Leser®iiberlassen.
8Siehe FuBnote auf Seite 10
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3 Aussagenlogische Resolution

3.1 Konjunktive und disjunktive Normalform

Definition 3.1 (Literal). Unter einem Literal versteht man eine aussagen-
logische Variable, oder eine negierte aussagenlogische Variable.

Definition 3.2 (Klausel). Eine Disjunktion (bzw. Konjunktion) von endlich
vielen Literalen heifit Klausel (bzw. duale Klausel).

Beispiele. p, (p1 V p2)

Bemerkung: Die leere Disjunktion setzen wir mit L fest.

Bemerkung 3.3. Die Nomenklatur ist nicht ganz einheitlich. Auf Englisch
heifit eine Disjunktion von Literalen clause; dies wird im Deutschen oft mit
,Klause“ oder ,,Klausel“ iibersetzt.

Definition 3.4 (Konjunktive Normalform). Eine Formel ¢ ist in konjunk-
tiver Normalform (KNF, manchmal auch CNF), wenn ¢ eine Konjunktion
von Klauseln ist.

Beispiel. p1 A (p1 V —p2) A (p2 V —p3)

Bemerkung: Die leere Konjunktion setzen wir mit T fest. (Anders als die leere
Disjunktion kommt die leere Konjunktion im Zusammenhang mit Resolution aber
so gut wie nie vor.)

Definition 3.5 (Disjunktive Normalform). Eine Formel ¢ ist in disjunkti-
ver Normalform (DNF), wenn ¢ eine Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen ist.

Beispiel. p1 V (p1 A —p2)

Satz 3.6. Zu jeder Formel ¢ gibt es eine Formel P in DNF mit ¢ < .
Die Darstellung ist nicht eindeutig (aufler man verlangt zusdtzlich, dass jede
Variable in jeder Klausel genau einmal vorkommt).

Beispiel (als Beweisskizze). Wir betrachten die Formel

0 :p1 A (p2 — (—p1V —p3))

Fiir die Werte von pi, p2, ps gibt es acht verschiedene Belegungen by, ...,
bg. Wir schreiben diese Belegungen in einer ,, Wahrheitstabelle“ an; in der
i-ten Zeile wird in den ersten drei Spalten die Belegung b; beschrieben, in
den weiteren Spalten stehen ausgesuchte Werte von b;.
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p1 P2 p3 | “p1V w3 | p2 — (-p1Vp3) | prA(p2 — (—p1 VvV ps3))
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 0
0O 1 O 1 1 0
0 O 1 1 1 0
0O 0 O 1 1 0

Nun kann man aus der ersten und letzten Spalte der Tabelle die DNF able-
sen:

@ (pr Apa A=ps) V (p1 A =p2 Aps) V (p1 A —pa A —ps)
Bemerkung 3.7. Der Name ,,Normalform* ist ein wenig irrefiihrend; zwar
gibt es zu jeder Formel ¢ eine #dquivalente Formel ¢” in disjunktiver Nor-
malform; diese Formel o ist aber nicht eindeutig festgelegt, d.h. es kann
durchaus verschiedene Formeln in DNF geben, die zu einander dquivalent
sind.

Satz 3.8 (Gesetze von De Morgan).

1 (mp A=) & =(p V)
2. (mp V) & (e AY)
Satz 3.9. Zu jeder Formel ¢ gibt es eine Formel o in KNF mit ¢ < o,

Beweis. Wir gehen von einer disjunktiven Normalform fiir = aus, und
transformieren diese in eine konjunktive Normalform fiir .

Sei 1 := -, und sei ¥ eine DNF fiir ). Wegen (¥ < ) gilt auch
—p < —pP | daher ¢ < —pP. Es folgt

P = (. ALIV ALYV VL ALL)) =
P = (L AL)AA AL )AL AR A L)) =
P = (.. Vo)A VA )AL A (2 VL)) =t

¢ ist also dquivalent zu einer Konjunktion von Disjunktionen von (negier-
ten) Literalen. Negierte Literale sind entweder von der Form —p (diese sind
wiederum Literale) oder von der Form —(—p) (diese konnen durch p ersetzt
werden, wobei sich die Bedeutung der Formel nicht &ndert). O
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Sei ¢ in DNF. Wie leicht kann man feststellen, ob ¢ Tautologie, erfiillbar
oder gar unerfiillbar ist? Offenbar ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn eine
seiner dualen Klauseln erfiillbar ist oder wenn sie die leere duale Klausel
enthélt. Eine duale Klausel ist unerfiillbar genau dann, wenn mindestens eine
Variable negiert und unnegiert vorkommt. Ob die Formel in DNF Tautologie
ist, ist meist wesentlich schwerer festzustellen.

Sei ¢ nun in KNF. Nun ist ¢ Tautologie genau dann, wenn jede Klausel
Tautologie ist, also genau dann, wenn jede Klausel zumindest eine Variable
zusammen mit ihrer Negation enthélt, oder wenn es gar keine Klauseln gibt.
Ob ¢ erfiilllbar ist, ist meist wesentlich schwerer festzustellen.

Bemerkung 3.10. Die Erzeugung einer zu einer vorgegebenen Formel dqui-
valenten KNF oder DNF kann theoretisch sehr lange dauern; z.B. muss der
obige Algorithmus, der zu einer Formel, in der n Variable vorkommen, eine
dquivalente Formel in KNF oder DNF liefert, alle 2™ Belegungen durchpro-
bieren.

In der Praxis liegen jedoch die Formeln, deren Erfiillbarkeit man {iberpriifen
mochte, oft entweder bereits in KNF vor, oder lassen sich rasch auf KNF
transformieren, wiahrend eine Transformation auf DNF mit Hilfe der Dis-
tributivgesetze erstens exponentiell lange dauern wiirde und zweitens auch
eine exponentiell lange DNF erzeugen wiirde.

(Analog ist es in der Praxis so, dass Formeln, deren Tautologieeigenschaft
man iiberpriifen mochte, meist leicht in DNF transformiert werden kénnen,
nicht aber in KNF'.)

3.2 Resolution

Wir kommen nun zum Resolutionsalgorithmus. Dieser stellt zu jeder Formel
in KNF fest, ob sie erfiillbar oder Kontradiktion ist.

Da die Bedeutung einer Klausel L1V Ly V- - -V L, weder von der Reihenfolge
noch von der Vielfachheit der vorkommenden Literale abhéngt (z.B. ist die
Klausel ¢V—pVq dquivalent zu —pVq), erweist es sich als sinnvoll, Klauseln zu
identifizieren, wenn sie dieselben Literale enthalten. Als praktische Notation
verwenden wir die Mengenschreibweise, d.h. wir ersetzen jede Klausel durch
die Menge der in ihr auftretenden Literale. (Zum Beispiel wird die Klausel
qV —pV q durch {q,—p, q} ersetzt; letztere Menge ist aber gleich der Menge

{-»,q}.)

Klauseln fassen wir also ab jetzt als Mengen auf. Fiir jede Belegung b und
jede Klausel C gilt offenbar b(C') = 1 genau dann, wenn es ein Literal L € C
gibt mit b(L) = 1. Jede Formel in KNF (also jede Konjunktion von Klauseln)
fassen wir ebenfalls als Menge von Klauseln auf. Wenn M so eine Menge
von Klauseln ist, dann gilt b(M) = 1 genau dann, wenn fiir alle C € M die
Beziehung b(C) = 1 gilt; anders ausgedriickt: M ist genau dann erfiillbar,
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wenn es zu jeder Klausel C' € M ein Literal L € C gibt mit b(L) = 1.

Bemerkung 3.11. Die leere Menge (geschrieben () oder {}), aufgefasst als
Klausel, entspricht der leeren Disjunktion, die definitionsgeméf3 die Formel
1 ist. Diese Menge bzw. diese Klausel spielt im Resolutionsalgorithmus ei-
ne wichtige Rolle; erst ihr Auftauchen im Resolutionsalgorithmus schliefit
diesen ab.

Die leere Menge, aufgefasst als Menge von Klauseln, entspricht der leeren
Konjunktion (also der Konjunktion von gar keiner Klausel); sie ist definiti-
onsgeméf gleich der Formel T. Um Missverstdndnisse zu vermeiden, werden
wir im folgenden immer nur nichtleere Klauselmengen betrachten.

Der besseren Lesbarkeit halber werden wir in aufzédhlenden Beschreibungen
von Klauseln die einzelnen Literale mit Beistrichen (Kommata) trennen, in
Klauselmengen die einzelnen Klauseln mit Strichpunkten (Semikola).

Beispiel. ((p1V —p2) A (ps V p1)) = {{p1, p2}; {ps, p1}}
Beispiel. Wir betrachten die Klauselmenge {{p}; {—p, ¢} }. Diese Menge ent-

spricht der KNF-Formel p A (=p V ¢). Man beachte, dass jede Belegung, die
sowohl p als auch —pV ¢ (und somit p — ¢) wahr macht, auch ¢ wahr macht.

Aus der Erfiillbarkeit von {{p}; {—p, ¢} } konnten wir also auf die Erfiillbarkeit
der erweiterte Klauselmenge {{p};{—p,q};{q}} schliefen. Dies bringt uns
zur folgenden

Definition 3.12 (Resolvente). Seien C' und D Klauseln, sodass p € C' und
—p € D. Dann bezeichnen wir die Menge

Resy (€, D) := (C\ {p}) U (D \ {-p})
als die Resolvente von C' und D (entlang von p).

Hilfssatz 3.13. Sei b eine Belegung, sodass b(pV L1V ...V L) = 1 und

b(—-pV Lgy1 V...V L)) =1 (wobei L; Literale sind). Dann muss auch

b(LiV...VL)=1

gelten.
Wenn wir C' und D fir die Klauseln

{p,Ll,...,Lk} bzw. {ﬁp,Lk+1,...,Ll}
schreiben, so gilt: Wenn b(C) = b(D) = 1, dann gilt auch

b(Res,(C,D)) =1
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Beweis. Wir unterscheiden 2 Fille: Wenn b(p) = 1 ist, dann ist b(—p) = 0,
also muss es wegen b(D) = 1 ein Element L € D\ {-p} mit b(L) = 1 geben,
daher ist b(C'\ {p} U D\ {=p}) = 1. Der zweite Fall b(—p) = 1 wird analog
behandelt. O

Beispiel (Resolution).
Res
{p}i{-p. i {ma r}i {r}} —

(o} {=p, a}: {ma v} () {2
{pY: {=p, a}: {mqor}s (g {a) ) 2
ek {-p, as{—a. v} {—r} {a}; {r}; {3}

Definition 3.14 (Abschluss unter Resolution). Sei M Menge von Klauseln.
Die Menge M, die aus M durch wiederholte Anwendung von Resolution
(entlang beliebiger Variablen) entsteht, bezeichnen wir als den Abschluss von
M unter Resolution (oder gleichbedeutend: die kleinste Menge von Klauseln,
die M enthélt und unter Resolution abgeschlossen ist).

Satz 3.15. Sei M eine nichtleere Menge von Klauseln. Wenn b eine Bele-
gung ist, die M erfillt, dann erfillt b auch M.

Beweis. Der Hilfssatz 3.13 sagt gerade, dass sich die Eigenschaft ,wird von
b erfiillt* von zwei Klauseln C, D auf ihre Resolvente vererbt. Das Indukti-
onsprinzip (siche Abschnitt 1.4) besagt also, dass alle Klauseln in M von b
erfiillt werden, sobald nur alle Klauseln in M durch b erfiillt werden. OJ

3.3 Vollstiandigkeit der Resolution

Wir wollen nun zeigen, dass Resolution ,vollstéindig* ist, d.h., dass der Re-
solutionsalgorithmus ausreicht, um alle unerfiillbaren Klauselmengen zu er-
kennen.

Satz 3.16 (Resolution). Sei M eine nichtleere endliche Menge von Klau-
seln.

1. M st erfiillbar < M ist erfiillbar
2. M ist erfillbar < {} ¢ M

Beweis (durch Induktion nach Anzahl n der Variablen).
Die erste Aussage folgt aus Satz 3.15.
Wir zeigen die zweite Aussage:

,="“: Dies ist ist dquivalent zum Schluss

Wenn () € M, dann ist M unerfiillbar.
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Letzteres folgt aus b({}) = 0 fiir alle Belegungen b.

,<“: Sei M eine Menge von Klauseln, die {} nicht enthélt und unter Reso-
lution abgeschlossen ist. Gesucht ist eine Belegung, die M erfiillt.

en=1

Da {} ¢ M und M unter Resolution abgeschlossen ist, kann M nur
eine der folgenden Gestalten besitzen:

M

{pr}} {{-p}} Up. =k {p}r  {{p.—p}i{-p}}

Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass es in jedem Fall eine Belegung
b gibt, die M erfiillt.

en—n+1

Sei nun M eine Klauselmenge, die die Variablen p, p1, ..., p, verwen-
det.

Wir werden die folgenden Hilfssétze verwenden:

1. Wenn K unter Resolution abgeschlossen ist, und L ein Literal ist,
dann sind auch die Mengen {C €e K : Le C} und {C € K : L ¢
C'} unter Resolution abgeschlossen.

2. Wenn K unter Resolution abgeschlossen ist, und L ein Literal ist,
dann ist auch {C'\ {L} : C € K} unter Resolution abgeschlossen.

Die Idee ist nun die folgende: Wenn {—p} in M vorkommt, dann
miissen wir natiirlich b(p) = 0 setzen; danach entfernen wir alle Klau-
seln, die —p enthalten (die sind ohnehin schon erfiillt) und entfernen p
aus allen anderen Klauseln (denn das hilft uns ohnehin nicht bei der
Erfiillbarkeit), und haben das Problem von n + 1 auf n reduziert.

Wir wissen, dass {p} und {-p} nicht beide in M vorkommen kénnen,
da wegen des Abschlusses unter Resolution dann auch die leere Klausel
in M sein miisste.

Wir nehmen also oBdA an, die Klausel {p} komme in M nicht vor.
Dann definieren wir

M ={CeM:—-p¢C}, M"={C\{p}:C e M}

Nach den obigen Hilfssétzen sind M’ und M" unter Resolution abge-
schlossen. Die leere Klausel kann weder in M’ noch in M" vorkommen.
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(Das wiire némlich nur dann méglich, wenn {} € M oder {p} € M.)

In M” kommt die Variable p nicht mehr vor (d.h. weder das Literal p
noch das Literal -p kommt in den Klauseln in M" vor), also kénnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und eine Belegung b” fin-
den, die alle Klauseln in M” erfiillt. Wir setzen b” zu einer Belegung
b fort, die b(p) = 0 erfiillt.

Nun muss b alle Klauseln in M erfiillen. Fiir Klauseln, die das Literal
—p enthalten, ist dies wegen b(p) = 0 klar. Sei nun C eine Klausel, die
—p nicht enthélt, also C' € M’. Dann kommt C'\ {p} in M" vor, wird
also durch b” erfiillt, erst recht also durch b.

O]

Um also festzustellen, ob ¢ Tautologie ist, schreiben wir =@ in KNF als
Menge von Klauseln und wenden den Resolutionsalgorithmus an. Wenn die
leere Klausel entsteht, ist =y unerfiillbar, d.h. ¢ ist Tautologie.

Beispiel. Wir wollen iiberpriifen, ob

¢:(p——q) — (¢ —p)

eine Tautologie ist. Wir betrachten zunichst die Negation der Formel und
formen diese (mittels =(p — q) < (p A =q) sowie (p — q) < (—pV q)) auf
eine dquivalente Formel in KNF um:

< (pV—g) Alg) A(=p)
Nun schreiben wir die Formel in Mengenschreibweise und wenden Resolution
an:

M = {{p,~q}; {g}; {-p}} £

Res
{{p, —~a}: {a}: {-pt: {p}} —
{{p.—a}i {ah; {1 {}} C M
M enthilt die leere Klausel, daher ist ¢ Tautologie.

Bemerkung 3.17. Im Beweis des Satzes 3.16 haben wir also gezeigt, dass
die Aquivalenz

»M unerfiillbar® < ,,() ist mit Resolution aus M erzeugbar®

immer dann gilt, wenn M endlich ist, und sogar dann, wenn M unend-
lich ist, solange in M nur endlich viele Variable vorkommen. Dieser Beweis
reicht noch nicht aus, um obige Aquivalenz auch fiir beliebige unendliche
Mengen M schlieflen zu koénnen. (Der Leser? moge sich selbst ein Beispiel
einer Eigenschaft X konstruieren, sodass die Aquivalenz

9Siehe Fufinote auf Seite 10
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M ist X“ & () ist mit Resolution aus M erzeugbar*

zwar fiir alle endlichen Klauselmengen M, nicht aber fiir unendliche Klau-
selmengen M gilt.)

Tatséchlich gilt aber doch der folgende Satz:

Satz 3.18. Sei M eine beliebige (nicht notwendigerweise endliche) nichtlee-
re Menge von Klauseln, und sei M der Abschluss von M unter Resolution.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. M ist unerfillbar.

2. Es gibt eine endliche nichtleere Teilmenge Mo C M, die unerfillbar
18t.

3. Es g¢ibt eine endliche nichtleere Teilmenge von M, deren Abschluss
(unter Resolution) die leere Menge enthilt.

3’ FEs gibt eine endliche nichtleere Teilmenge von M, aus der man mit
endlich vielen Resolutionsschritten die leere Menge erhalten kann.

4. M enthdlt die leere Menge.
5. M ist unerfiillbar.

Beweis. Die Implikation 2 = 3 ist gerade der Satz 3.16.

Die Bedingung 3 ist offensichtlich zu 3’ dquivalent.

Die Implikation 3’ = 4 ist klar.

Die Implikation 4 = 5 folgt wie die leichte Richtung von 3.16 aus der Tat-
sache, dass b(f)) = 0 fiir alle Belegungen b gilt.

5 =1 ist Satz 3.15.

Zu zeigen ist noch 1 = 2:

e Ein Beweis dieser Implikation wird in den Angaben zur Ubung skiz-
ziert,.

e Ein weiterer Beweis wurde in den Ubungen selbst vorgefiihrt: Die Men-
ge B aller Belegungen kann man als topologischen Raum auffassen,
und zwar als Produktraum des kompakten diskreten Raums {0, 1}.
Daher ist B selbst kompakt, nach dem Satz von Tychonoff. Zu je-
der Klausel C' € M betrachten wir die Menge [C] aller Belegungen
b, die C erfiillen. [C] ist abgeschlossen (wie man leicht nachpriift).
Wenn nun M nicht erfilllbar wére, wire (\oc,[C] = 0, somit kénnte
{[C] : C € M} nicht die endliche Durchschnittseigenschaft haben; dar-
aus gewinnt man leicht eine endliche unerfiillbare Teilmenge von M.

e Schlielich kann man die Implikation 1 = 2 auch als Korollar des
Kompaktheitssatzes der Pradikatenlogik (siehe 8.34) erhalten.
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Die folgenden Aussage nennt man auch ,, Kompaktheitssatz der Aussagenlo-
gik*.
Korollar 3.19. Sei ¥ eine Menge von aussagenlogischen Formeln. Dann ist

3. genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.

Beweis. Wir konnen den Beweis dieses Satzes entweder genauso wie den
Beweis von 1 = 2 in 3.18 fithren, oder wir kénnen diesen Satz auf folgende
Weise als Korollar von 3.18 erhalten:

Wir ersetzen jede Formel ¢ € X durch eine dquivalente Klauselmenge M,
und betrachten die Vereinigung M aller dieser Klauselmengen:

M:= | M,.
peY

Dann tiberlegt man, dass die Belegungen, die M erfiillen, genau jene sind,
die X erfiillen, und dass jede endliche Teilmenge von M aus einer endli-
chen Teilmenge von ¥ entstanden ist. Daher sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. X ist erfiillbar.
2. M ist erfiillbar.
3. Jede endliche Teilmenge von M ist erfiillbar.

4. Jede endliche Teilmenge von X ist erfiillbar.
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4 Pradikatenlogik, Syntax und Semantik

4.1 Syntax
Wir beginnen mit einem Beispiel fiir eine priadikatenlogische Formel:
Ve>0 30 >0 Vo Vy (d(z,y) <d—d(f(z), f(y)) <e)
Man konnte diese Formel auch folgendermafien schreiben:
Ve (e>0—35 (6>0A(...)))

Weitere Moglichkeiten der Darstellung von Formeln sind

— das Baumdiagramm,

— die Préfixnotation (auch ,polnische Notation®)

— und die Postfixnotation (auch UPN oder RPN wie ,,umgekehrte pol-
nische Notation®, ,reverse Polish notation*).

Ein Vorteil von Baumdiagrammen besteht darin, dass man die Struktur einer
Formel aus einem Baumdiagramm besser als aus einer linearen Schreibweise
ablesen kann.

Beispiel (Baumdiagramm). Die Formel

d(z,y) <6 —d(f(x), f(y)) <e€

kann man in einem Baumdiagramm folgendermaflen darstellen:

—

< <
P P

S8
>,
S8
™

T~

Ty I f

Die Préfixnotation erhélt man aus dem Baumdiagramm, indem man zunéchst
die Wurzel anschreibt, und dann (rekursiv) den linken und den rechten Teil-
baum in Préfixnotation darstellt:

= |<(dmat.0) < (atr@) s e) |

Man kann sich iiberlegen, dass die Préfixnotation (anders als die Infixno-
tation) ganz ohne Klammern auskommt, wenn nur die Stelligkeiten der
Funktions- und Relationssymbole bekannt sind: Aus dem String

—<dzryd<dfzfye
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ldsst sich das Baumdiagramm eindeutig rekonstruieren. Die Postfixnotation
erhélt man aus dem Baumdiagramm, indem man zuerst (rekursiv) den linken
und den rechten Teilbaum in Postfixnotation darstellt und dann die Wurzel
anschreibt. Sie kommt auch ohne Klammern aus:

zydd<xfyfde<—.

Die Infixnotation erhilt man aus dem Baumdiagramm, indem man zuerst
(rekursiv) den linken Teilbaum darstellt, dann die Wurzel anschreibt, dann
den rechten Teilbaum.

Zunéchst wollen wir folgende pradikatenlogische Bezeichnungen festsetzen:
e ... priadikatenlogische Sprache
e x.,1y,z... Variable
e c,d... Konstante

e f(-),d(-,-)... Funktionssymbole (mit Stelligkeit)

R(+,-),<,=... Relationssymbole (mit Stelligkeit)
Mit Hilfe dieser Bezeichnungen gelangt man zur folgenden

Definition 4.1 (Term). Als Terme bezeichnet man alle Variablen und Kon-
stanten. Sind weiters ¢y, ..., t; Terme und f ein k-stelliges Funktionssymbol,
dann ist auch f(t1,...,t) ein Term.

Dies sind alle Terme.

Beispiel. 3+4

Es ist manchmal {iblich und praktisch, gewisse Variable (z.B. x,y, z) immer
nur fiir gebundene Variable zu verwenden, und gewisse andere (u,v,w) nur
fiir freie Variable (das heifit: Variable, die nicht an Quantoren gebunden
sind). Wir lassen alle Variable sowohl als freie als auch als gebundene zu.

Definition 4.2 (Formel). Sind ¢1,...,t; Terme, und R ein k-stelliges Rela-
tionssymbol, dann ist R(t1,...,tx) eine Atomformel. Insbesondere ist t; = ty
Atomformel.

Unter einer Formel versteht man

1. jede Atomformel,
2. jeden Ausdruck der Form (¢ A1), wann immer ¢ und 1 Formeln sind

3. analog Ausdriicke der Form (¢ V ), (¢ — ¥), (—¢), sowie T und L,
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4. sowie Ausdriicke der Form Vz ¢ und 3z ¢, wann immer ¢ eine Formel
ist. Um die Rolle der Variablen x in der Formel ¢ hervorzuheben,
schreiben wir manchmal () statt ¢, und Vz p(z) statt Vo p.

Diese Schreibweise erlaubt eine einfache Umbenennung von Variablen.
Wenn wir eine Formel mit ¢(z) bezeichnen, dann meinen wir mit ¢(y)
jene Formel, die aus o(x) entsteht, indem wir alle ungebundenen!®
Vorkommnisse von x durch y ersetzen.

Die Terme und Formeln haben also wiederum eine induktive Struktur; sie
entstehen aus den Atomformeln durch die ,, Abschlussoperationen* (A, B) —
(AV B), etc. Dies wird durch den folgenden Satz unterstrichen, den man
auch als Teil der Definition von Term/Formel sehen kann.

Satz 4.3. Sei E eine Figenschaft, die
1. allen Variablen zukommdt;
2. allen Konstantensymbolen zukommdt;

3. sich von Termen ty,...,t; auf den Term f(t1,...,t;) (fir alle Funk-
tionssymbole f ) vererbt.

Dann haben alle Terme die Figenschaft E.
Analog: Sei E eine Eigenschaft, die

1. allen Atomformeln zukommt;
2. sich von Formeln ¢, ¥ auf (¢ A1), etc. vererbt;
3. sich von Formeln ¢(x) auf Vx o(x) und 3x ¢(x) vererbt.

Dann haben alle Formeln die Figenschaft E.

Beispiel. E := ,hat genau so viele 6ffnende wie schlieende Klammern*

Definition 4.4. Zur Vereinfachung der Schreibweise vereinbaren wir wei-
terhin, dass A und V stirker binden als — und «; weiters'! sollen Quan-
toren noch stirker binden als Junktoren. Die Formel Vx AV B — C ist
also als ((Vz A) V B) — C zu lesen, und die Formel 3z P(x) — P(y) als
(30 P(2)) — P(y).

OWir werden nur ganz selten Formeln betrachten, in denen dieselbe Variable sowohl
frei als auch gebunden vorkommt.
' Achtung! Nicht alle Biicher verwenden diese Konvention.
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4.2 Modelle

Wir betrachten die folgenden Formeln:
p1:Vz Jy(z=1y)

@2 Vo Jy (z # y)
w3y (z #y)

Die Frage, ob diese Formeln wahr sind, kénnen wir nur im Bezug auf ein
,Modell*“ beantworten:

Definition 4.5 (.Z-Struktur, Modell). Sei .Z eine pridikatenlogische Spra-
che. Eine .Z-Struktur (auch: Modell) 9t := (M, I) besteht aus

e cinem Universum M # ()
e und einer Interpretation I; I ist eine Funktion, die ...

— ... jeder Konstanten ¢ € . ein Objekt I(c) € M zuordnet;

— ... jedem k-stelligen Funktionssymbol f eine k-stellige Funktion
(oder ,,Operation®) I(f) : M* — M zuordnet;

— ... jedem k-stelligen Relationssymbol R eine Menge I(R) C M*
zuordnet.

Statt I(c), I(f), I(R) schreiben wir meist ¢™, ™ R™.
Sprechweise: Modell, Struktur.

Bemerkung 4.6. Fiir das zweistellige Symbol = verlangen wir immer, dass
es durch die tatsdchliche Gleichheit interpretiert wird,
d.h. I(=) = {(m,m) :m € M}.

Um die Notation zu vereinfachen, ldsst man in der Definition einer konkreten
Interpretation I die Definition von I(=) oft weg (da sie sich ohnehin zwin-
gend aus der Wahl von M ergibt). Weiters schreiben wir ein Modell nicht
als Paar (M, I) an, sondern wir geben statt I die Liste aller Werte von I an
(in einer Reihenfolge, die meist durch den Kontext klargestellt wird). Wenn
unsere Sprache etwa das zweistellige Funktionssymbol + und das Konstan-
tensymbol 0 enthélt, geben wir ein Modell als Tupel 9 = (M, f,m) an,
wobei f = +™ eine zweistellige Funktion auf M ist, und m € M ist.

Wenn die Grundmenge unseres Modells 9t = (M, I') zum Beispiel die natiir-
lichen Zahlen sind und das Symbol + durch die iibliche Additionsfunktion
interpretiert werden soll und das Symbol 0 durch die Zahl 0, also

(a) M =N
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(b) I(,das Symbol +“) =, die Additionsfunktion®
(c) I(,das Symbol 0“) =, die Zahl Null*

dann kiirzen wir diesen Sachverhalt einfach durch 9t = (N, +,0) ab. Wenn
es notwendig ist, zwischen dem Symbol + und der Funktion + zu unter-
scheiden, markieren wir das Symbol mit einem Punkt: +.

Die Beziehung (b) schreiben wir also z.B. so: +7 = +.

4.3 Giiltigkeit in Modellen

Als néchstes wollen wir uns mit dem Thema ,, Wahrheit® etwas genauer
beschéftigen.

Bemerkung 4.7. Alle unsere priadikatenlogischen Sprachen werden das
zweistellige Relationssymbol = enthalten (ausgenommen jene Sprachen, die
wir im Abschnitt 9 iiber Resolution betrachten). Syntaktisch verhilt sich
dieses Symbol wie alle anderen zweistelligen Relationssymbole; sobald wir
aber Modelle betrachten, wird dieses Symbol eine besondere Rolle spielen.

Bemerkung 4.8. Sei ¢ eine Formel, in der die Variable u vorkommt, und
sei t ein Term. Wir bezeichnen den Vorgang, in dem jedes freie Vorkomm-
nis der Variablen u durch ¢ ersetzt wird, als Substitution. Das Ergebnis der
Substitution kénnen wir als ¢(u/t) anschreiben, aber auch andere Notatio-
nen sind iiblich: p(u < t), ¢y [t] oder auch p(t|u). Es ist auch iiblich, statt
¢ den Ausdruck ¢(u) hinzuschreiben, und dann statt ¢(u/t) den Ausdruck
©(t). Wenn u in ¢ gar nicht frei vorkommt, dann ist ¢(u/t) definitionsgemif
gleich .

Man kann in ¢ auch mehrere Variable (z.B. u,v) durch Terme (z.B. s,t) er-
setzen; wenn wir die Variablen gleichzeitig durch die entsprechenden Terme
ersetzen, schreiben wir fiir das Ergebnis ¢(u/s,v/t); die Hintereinander-
ausfithrung kann ein anderes Ergebnis ¢(u/s)(v/t) liefern (wenn ndmlich im
Term s wiederum die Variable v vorkommt).

Indem man ¢ explizit als ¢(u,v) anschreibt, legt man eine Reihenfolge
der Variablen fest; erst dadurch kann man spéter, ohne Missverstédndnisse
befiirchten zu miissen, ¢(s,t) fiir die Formel ¢(u/s,v/t) schreiben.

Es ist auch moglich, Konstantensymbole durch Terme zu ersetzen; fiir jede
Formel ¢ und jede Konstante ¢ sei ¢(c/t) die Formel, die man erhilt, indem
man alle Vorkommnisse von ¢ durch den Term ¢ ersetzt. Solche Substitutio-
nen sind allerdings uniiblich. (Wir werden so eine Substitution im Beweis
des Generalisierungstheorems verwenden.)

Wenn wir etwas iiber Substitution beweisen wollen, miissen wir den Begriff
der Substitution etwas formaler betrachten:
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Definition 4.9 (Substitution). Sei u eine Variable (oder Konstante), und
sei u ein Term. Dann definieren wir

(a)

(b)

Eine Abbildung s — s(u/t), die jedem Term s einen neuen Term s(u/t)
zuordnet,

sowie eine Abbildung ¢ — ¢(u/t), die jeder Formel ¢ eine neue Formel
©(u/t) zuordnet,

durch folgende Rekursion:

(al)
(a2)

(a3)

(b1)

(b2)

(b3)

(b7)

Wenn s die Variable u ist, dann ist s(u/t) der Term t.

Wenn s eine andere Variable oder Konstante ist, dann ist s(u/t) der
Term s.

Wenn s der Term f(s1,...,sk) ist (wobei f ein k-stelliges Funkti-
onssymbol ist), dann bilden wir zunéchst die Terme s} := s1(u/t),
4 1= so(u/t), etc., und definieren das Resultat s(u/t) als f(s],...,s}).

Wenn ¢ die Atomformel s; = sy ist, dann ist ¢(u/t) die Atomformel
sy = s, wobei s} := s1(u/t) und sf := sa(u/t).

Wenn ¢ die Atomformel R(sy,...,sx) ist, dann ist ¢(u/t) die Atom-
formel R(s,...,s}), wobei s, := s;(u/t) firi=1,... k.

Wenn ¢ die Konjunktion ; A 19 ist, dann definieren wir ¢(u/t) als
P1(u/t) A pa(u/t).

Analog fiir die anderen Junktoren.

Wenn ¢ die Formel Ju ) ist, dann kommt u in ¢ nur gebunden vor.
Wir definieren in diesem Fall ¢(u/t) := .

Wenn ¢ die Formel Jx v ist, wobei die Variable x von der Variablen
u verschieden ist, dann setzen wir ¢ := 1 (u/t) und setzen @(u/t) :=
Jx ).

Kura gesagts (30 ) (u/t) = 30 (o(u/)).

Analog fiir Vz .

Definition 4.10 (Belegung). Sei 9 := (M, I). Eine Belegung b ist eine
Abbildung von allen (freien) Variablen nach M. (Oft betrachten wir auch
,partielle“ Belegungen, die also nur gewissen Variablen Werte zuordnen.)

Wir wenden uns nun der Interpretation von Termen zu.
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Definition und Satz 4.11. Sei MM = (M, 1) eine L-Struktur, und sei b
eine Belegung.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion b mit Wertebereich C M,
die auf allen Termen definiert ist, und die die folgenden Eigenschaften hat:

o b(u) = ™ fiir alle Konstanten c.

e b(u) = b(u) fiir alle Variablen u.

° b(f(tla e atn)) = fim(g(tl)> . '7b(tn))'

Wenn b eine Belegung ist, die nur auf gewissen Variablen, sagen wir allen
u €V definiert ist, dann gilt analog, dass es eine eindeutig bestimmte Funk-
tion b wie oben gibt, die auf allen Termen definiert ist, welche nur Variablen
iV verwenden.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber den Termaufbau. O

In dieser Definition haben wir eine Belegung festgehalten und die Terme va-
riiert; wenn wir nun einen Term festhalten, konnen wir folgendes definieren:

Definition 4.12. Eine Belegung b, die nur auf den Variablen {u1,...,u,}
definiert ist, konnen wir mit dem n-Tupel a}, := (b(u1),...,b(u,)) € M"
identifizieren. Umgekehrt kénnen wir jedem n-Tupel m = (mq,...,m,) €
M™ die Belegung b, zuordnen, die u; auf m; abbildet.

Mit dieser Bezeichnung gilt: Jeder Term ¢, dessen freie Variable in der Menge
{u1,...,u,} enthalten sind, induziert eine Funktion t™ : M™ — M, namlich

t () = by (t).

Sei n nun fest. Die obigen Rechenregeln fiir b iibersetzen sich nun so in die
neue Schreibweise:

e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ ist ¢™ : M™ — M die konstante Abbil-
dung (my,...,my) — ™ € M.

e Fiir jede Variable u; mit i € {1,...,n} ist v : M™ — M die i-te
Projektion: (mq,...,my) — m;.

e Fiir den Term f(ti,...,t) ist f(t1,...,tx)™ : M™ — M die durch
m = (m,...,my) — fREP(m), ..., t7(m)) definierte Abbildung.

Bei der untenstehenden Definition von 9 F Vz - - - werden wir die folgenden
Schreibweise brauchen:

Definition 4.13. Seien b und b’ Belegungen. Wir schreiben b’ =, b, wenn
fiir alle Variablen v mit v # u gilt: ' (v) = b(v), wenn also b und o’ auf allen
Variablen iibereinstimmen — aufler moglicherweise auf der Variablen wu.
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DIE FOLGENDE DEFINITION IST AUSSERST WICHTIG.
Definition 4.14 (Giiltigkeit unter einer Belegung). Fiir

e jede Z-Struktur N,

e jede Formel ¢(uy,...,uy) (mit freien Variablen unter uq, ..., uy)

e und jede Belegung b : {uy,...,up} — M
definieren wir, wann 90 F ¢ [b] gilt.!? Die Definition erfolgt induktiv nach

dem Aufbau der Formel ¢; fiir Atomformeln gilt zunéchst

o ME R(t1,....tx) ] & (@), .., t74id)) € R
(Wir schreiben i, wieder als Abkiirzung fiir (b(u1),...,b(u,)). Da =™
die tatséchliche Gleichheit {(m,m) : m € M} ist, heifit dies insbeson-
dere:
MEt =ts [b] ~ tflm(ﬁb) = tgﬁ(ﬁb)

Seien nun ¢, ¥ Formeln, dann gilt weiters
e M E T [b] gilt immer

e ME L[b] gilt nie

ME (pAY)[0] < ME @b und M E o) 0]

ME (o V)] & ME @[b] oder M & 1) [b]

ME () [b] < ME ©[b].
(Hier verwenden wir die Abkiirzung 9t ¥ ¢ [b] fiir die Negation der
Beziehung 9 F ¢ [b]. Siehe auch Anmerkung 4.20.)

ME (o — ) [b] < ME @b oder M E 1 [b]

Fiir jede Formel ¢:

ME (Vep) ] & VO :Wenn b =, b, dann MFE ¢[V].

Wenn wir also feststellen wollen, ob Va ¢ in 9t unter der Belegung b
gilt, dann interessieren wir uns nicht fiir den Wert von b an der Stelle
x, sondern wir miissen die Wahrheit von ¢ ,fiir alle* x nachpriifen;
das heifit, wir betrachten alle moglichen , Varianten® b’ von b; jede
Variante b’ setzt einen anderen Wert fiir x ein.

e Fiir jede Formel ¢:
METz ) & WV =,bund ME p[V]

12Wir lesen diesen Begriff so: Im Modell MM gilt die Formel ¢ unter der Belegung b.
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Beispiel. Wir betrachten die Formel ¢(u) : 0 < u, die Struktur (N, 0, <),
sowie die Belegungen
by :u—7

by :ur—5
b3 :ur—0

Dann gilt (N,0,<) E ¢ [b1], d.h. die Struktur (N, 0, <) erfiillt die Formel
¢ unter der Belegung b;. Ebenso erkennt man (N,;0,<) E ¢ [ba], sowie
(N7O7<) s 2 [63]

Wir schreiben ¢(u), um darauf hinzuweisen, dass u eine freie Variable ist.
Statt (N,0,<) F ¢ [b1] schreiben wir auch N E ¢ [b1] und statt N F ¢ [b;]
schreiben wir auch N F 0 < 7. (Beachten Sie aber, dass ,0 < 7“ nicht als
Formel der betrachteten Sprache angesehen werden kann; das Element 0 des
Universums N kénnte man zur Not noch als Konstante 0 lesen, aber in der
betrachteten Sprache haben wir kein Konstantensymbol 7.)

Beispiel. Wir betrachten die Formel Vz 0 <z und dieselbe Struktur (N, 0, <)
wie vorhin. Sei b eine beliebige Belegung. Dann gilt (N, 0, <) ¥ Vz (0 < z)[b],
denn es gibt eine Belegung b’ =, b mit (N,0,<) ¥ (0 < z)[b']; wir miissen
nur b'(z) = 0 setzen.

Da die Definition von F so wichtig ist, geben wir eine Variante der Definition
an (die zur urspriinglichen Definition dquivalent ist).

Definition und Satz 4.15. Sei 9 = (M, I) eine £-Struktur, und sei b
eine Belegung.

Dann gibt es erstens (laut 4.11) eine eindeutig bestimmte Funktion b mit
den Figenschaften 1-3, die die Menge aller Terme in die Menge M abbildet,
sowie zweitens eine eindeutig bestimmte Funktion b mit den Eigenschaften
4-8, die jeder Formel ¢ einen Wahrheitswert b(p) € {0,1} zuweist:

1. b(c) = ™ fiir alle Konstantensymbole c.
2. b(u) = b(u) fir alle Variablen u.

3 b(f(tr,...,tn)) = fP(b(t1),...,b(tn)), wenn ti,...,t, Terme sind,
und [ ein n-stelliges Funktionssymbol.
(Bis jetzt haben wir nur 4.11 wiederholt.)

A~

4. b(R(ty,...,tn)) = 1, wenn das n-Tupel (b(ty),...,b(t,)) in R™ liegt,
und b(R(ty, ..., t,)) = 0 sonst (fiir n-stellige Relationssymbole R)
Insbesondere soll fiir 0-stellige Relationssymbole P gelten: B(P) =1
genau dann, wenn P™ das leere Tupel enthilt (also nicht leer ist).

5 b(T)=1, b(L) =0.
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6. b ) = b(p) A3 b(Y), blp — ) = () =B b(¥), ete.
(Insbesondere also: bl — ¥) = 0 genau dann, wenn b(e) = 1 und

b() =0.)

7. b(Vz @) = Ng{V'(9) | V' =2 b}. (Zur Schreibweise Ny siche 2.1.) Diese
Definition liefert also den kleinsten aller Werte b'(¢), wobei b’ alle
Belegungen durchlduft, die b =, b erfiillen. Z)(V:r: ®) ist also genau
dann gleich 1, wenn fiir alle Varianten b’ (mit b/ =, b) die Beziehung
V(p) =1 gilt.

8. b(3z ) = \/5 V' (), wobei b wieder alle Belegungen b =, b durchliuft.
b(ﬂ;r ©) ist also genau darﬁn gleich 1, wenn es mindestens eine Variante
b (mit b =, b) gibt, die b'(p) =1 erfiillt.

Es gilt nun:

ME ob] < b(y)
ME olb] < b(y)

1
0.

Satz 4.16. Seien b,V Belegungen der Variablen wuy,...,u, und b =, b'.

Sei weiters ¢ eine Formel in den freien Variablen w;, ..., u;, , wobei r in
der Menge {i1, ..., i} nicht vorkommt. (D.h. die Variable u, kommt in den
Variablen von ¢ nicht vor.)

Dann gilt:

ME @ [b] & ME p [V]

Das heifit: Wenn man 90t = ¢ [b] iberpriifen will, so sind sind die Werte b(u)
auf Variablen u, die nicht in ¢ vorkommen, irrelevant.

Satz 4.17. Sei o eine geschlossene Formel (d.h. ohne freie Variablen) und
b, b’ Belegungen von uy, ..., u,. Dann gilt

MEo b < MEo [V
In diesem Zusammenhang nennt man o auch einen Satz.

Definition 4.18 (Giiltigkeit in einem Modell).
Sei o ein Satz. Wir sagen ,,o gilt in 9 und schreiben 9 E o, falls

MEo [b] Vb

(Wir haben uns bereits iiberlegt, dass die Beziehung 9t F o [b] ohnehin nicht
von b abhéngt, solange o keine freien Variablen enthélt.)
Sei ¥ eine Menge von Satzen. Wir schreiben 9T F 3, falls

MEo Voel
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Gelegentlich ist es auch praktisch, die Giiltigkeit von Formeln mit freien
Variablen zu definieren.

Definition 4.19. Sei ¢ eine Formel (mit eventuell freien Variablen). Wir
schreiben M F ¢, falls fiir alle Belegungen b (der freien Variablen von ¢) die
Beziehung

ME @ [b]

gilt.
Wenn ¢ etwa eine Formel mit einer einzigen freien Variable u ist, und man

fiir alle b: M E ¢ [b]

tiberpriifen will, muss man nur jene partiellen Belegungen betrachten, die
auf u definiert sind (da es auf die Werte b(v) fiir andere Variablen nicht
ankommt). Genau dasselbe muss man aber machen, wenn man die Wahrheit
von

M EYup
iiberpriifen will. Daher gilt 9 & Vu ¢ genau dann, wenn 91 F ¢ gilt.

Bemerkung 4.20. Achtung! Laut Definition 4.14 gilt zwar
MEE D < ME-@ b
fiir jede Belegung b, im Allgemeinen ist die Beziehung
MEY < IME-p

aber falsch! Sie gilt nur dann, wenn ¢ eine geschlossene Formel ist. Sei
némlich ¢ eine Formel mit freien Variablen:

M E —p bedeutet, dass die Beziehung 9t F () [b] fiir alle!® Belegungen
b gilt, d.h. dass die Beziehung I F ¢ [b] fiir keine Belegung b gilt.

M ¥ ¢ ist jedoch (laut Definition) die Negation der Beziehung 9 F ¢;
das heift, dass M F ¢ [b] nicht fiir alle b gilt, es also zumindest eine
Belegung b gibt, sodass 9 F ¢ [b] nicht gilt.

Um Irrtiimer zu vermeiden, definiert man daher oft die Beziehung 91 E ¢
(ohne Belegung) nur fiir geschlossene Formeln ¢.

Beispiel. Sei M eine Struktur mit mindestens 2 Elementen, 0 ein Konstan-
tensymbol, = eine Variable. Dann gilt weder die Formel z = 0 in 91, noch
ihre Negation —(z = 0) (abgekiirzt = # 0):

MFE =0, denn M ¥ Vz(x = 0);

Mz # 0, denn M ¥ Vo (r #0).

13Fs geniigt, nur solche Belegungen zu betrachten, die auf allen in ¢ vorkommenden
freien Variablen definiert sind.
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4.4 Allgemeingiiltigkeit

Definition 4.21 (Allgemeingiiltigkeit). Sei o ein Satz. Wir sagen ,o ist
allgemeingiiltig®, falls o in allen Modellen 90t gilt, d.h. wenn gilt

v M E o.

Wir schreiben auch kurz F o.
Beispiel. £ 3z ( (3y P(y)) — P(z) )

Beweis. Sei M = (M, P™) cin beliebiges Modell. Wir unterscheiden die
folgenden beiden Fille:

1. P =0, d.h., ME -3z P(x)

Gesucht ist also eine Belegung b, sodass eine/alle der folgenden (dqui-
valenten) Bedingungen gelten:

(a) M= ((Fy Py)) — Pu))[b]
(b) M E ((=3y P(y)) v P(u))[b].
(c) ME (~3y P(y))[b] oder M E P(u) [b].

Die Bedingung 9 E (—3y P(y) )[b] héngt aber gar nicht von b ab und
ist unter jeder beliebigen Belegung b wahr.

2. PPV £ (), also M E Jz P(x).

Sei mg € P™ C M und b : u +— mg. Dann gilt 9 F P(u) [b], woraus
die Behauptung folgt, da die rechte Seite der Implikation fiir diese
Belegung wahr wird.

0

Wir haben das Symbol F bereits in mehreren Rollen kennengelernt: 9t F ¢[b]
in 4.14, M E ¢ in 4.18, E ¢ in 4.21. Diesen letzten Begriff der Allge-
meingiiltigkeit konnen wir nun auf den Begriff der ,,Folgerung* relativieren.

Definition 4.22 (X F ¢, Folgerung).

1. Seien o1, 09 Sétze. Wir schreiben oy F o9 (oder {01} F 02), wenn fiir
alle 9, die M F oy erfiillen, auch M F o9 gilt (oder dquivalent dazu:
wenn F o1 — o9 gilt).

2. Sei o ein Satz und ¥ eine Menge von Sétzen. Wir schreiben ¥ F o,
wenn fiir alle 9, die 9 F X erfiillen, auch M F o gilt.

Wir sagen auch: ,,o9 folgt aus o1“ bzw. ;o folgt aus X“. Das Symbol F wird
in diesem Zusammenhang auch als semantische Folgerung bezeichnet.
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Bemerkung 4.23. Wenn ¥ eine endliche Menge ist, etwa ¥ = {o1,...,0,},
dann schreiben wir statt ¥ F ¢ bzw. {o1,...,0,} F ¢ kiirzer 01,...,0, F ©.
Wenn ¥ = () leer ist, dann gilt 9 £ X fiir alle 9. Daher gilt () F ¢ genau
dann, wenn ¢ allgemeingiiltig ist, d.h. wenn F ¢ gilt.

Definition 4.24 (Erfiillbarkeit, Unerfiillbarkeit). Eine Menge ¥ von ge-
schlossenen Formeln heifit erfiillbar, wenn es ein Modell 9t mit 91 E 3 gibt.
Andernfalls heifit > unerfiillbar.

Bemerkung 4.25. ¥ F | bedeutet nach Definition, dass jedes Modell 9,
welches 9 F 3 erfiillt, auch 9 F L erfiillt. Die Beziehung 91 = L gilt aber
nie. Daher:

> E L gilt genau dann, wenn es kein Modell 99T mit 9T F X gibt,
oder mit anderen Worten, wenn ¥ unerfiillbar ist.

Satz 4.26. Sei Y. eine Menge von geschlossenen Formeln, @ und 1 geschlos-
senen Formeln.

1. X F ¢ gilt genau dann, wenn XU {—p} E L.
2. ¥ E g gilt genau dann, wenn X U {p} E L.
3. LU {p} EY gilt genau dann, wenn ¥ F ¢ — .

Beweis. 1. Wir zeigen, dass die Negationen der beiden Bedingungen dquivalent
sind.

> ¥ ¢ bedeutet, dass es ein Modell 9 gibt, welches zwar X erfiillt, nicht
aber . Da ¢ eine geschlossene Formel ist, bedeutet dies, dass 9 F X U{-p}
erfiillt, also ist ¥ U {—¢} erfiillbar.

Diese Schliisse lassen sich auch umkehren: Jedes Modell, welches XU {—¢} ¥
1 bezeugt, also X U {—¢} erfiillt, ist ein Beleg fiir 3 ¥ .

2. Ahnlich zu 1.

3. Die beiden Aussagen sind zu

SU{p, W} E L bzw. YU{~(p—Y)}EL

dquivalent. Aber jedes Modell, welches ¢ und — erfiillt, erfiillt =(¢ — )},
und umgekehrt. O

Definition 4.27 (Obersprache, Untersprache). Seien .Z und .¢”’ pridikaten-
logische Sprachen und das Alphabet (also alle Variablen, Konstanten, etc.)
von .Z sei eine Teilmenge des Alphabets von .¢’. Dann nennen wir %’ eine
Obersprache von .. .Z heifit Untersprache von ..

Definition 4.28 (Expansion, Redukt). Ist . eine Untersprache von ¢,
dann ist durch die .Z’-Struktur 99V in natiirlicher Weise eine .Z-Struktur
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M = ML definiert (die Interpretationen der Symbole in Z’\ % werden
einfach , vergessen*).

Umgekehrt gibt es zu jeder .Z-Struktur 9 eine (im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmte) Z’-Struktur 9 mit M [.¥ = 9M; die Relations-,
Funktions- und Konstantensymbole in "\ . kann man beliebig definieren.
M’ heiit Expansion von M, M heillt Redukt von N,

Satz 4.29. Sei &' eine Obersprache von £ mit c € L'\ L und p(u) eine
Formel. Dann gilt fir alle £-Strukturen 9:

MEp(u) & MEVE p(z) & VI M=91.Z: M E o(c).
Insbesondere gilt
Fou) & EVz p(z) & FEp(e)

Bemerkung 4.30. Die Definition von ¥ E ¢ hingt eigentlich von der zu-
grunde liegenden Sprache ab. Sei ¥ U {¢} eine Menge von geschlossenen
Formeln in der Sprache .£; C %. Dann miisste man eigentlich zwei Rela-
tionen ¥ =4 ¢ und ¥ =g, unterscheiden:

1. ¥ =4 ¢ bedeutet, dass fiir alle Z-Strukturen 9, die M = X erfiillen,
auch M = ¢ gilt.

2. ¥ g, @ ist analog definiert, quantifiziert aber tiber alle %,-Strukturen
M, die M = ¥ erfiillen.

Wegen des gerade zitierten Satzes (und der Bemerkung davor) sind die bei-
den Aussagen aber dquivalent: jedes Gegenbeispiel 91 ldsst sich zu einem
Gegenbeispiel M’ expandieren, bzw. jedes 9V ldsst sich zu einem M redu-
zieren.

4.5 Aquivalenz

Definition 4.31. Seien ¢ und v Formeln mit freien Variablen unter xi,

.., Tn. Wir sagen, dass ¢ und 9 dquivalent sind, wenn die Formel ¢ <
allgemeingiiltig ist, oder dquivalent: wenn die Formel Vzq - -- Va,, (¢ < )
allgemeingiiltig ist.

Beispiel. Seien z,y, z verschiedene Variable. Die Formel 3z (y = = + ),
interpretiert in den natiirlichen Zahlen, besagt, dass y eine gerade Zahl ist.
Dasselbe wird von der Formel 3z (y = z + z) ausgesagt; man priift leicht
nach, dass die Formeln

J(y=2+2), dr(y =2+ )

tatséchlich dquivalent sind.
Die Formel 3z (2 =  + x) ist hingegen zur ersten Formel nicht dquivalent,
da sie ja besagt, dass z (und nicht etwa y) gerade ist.
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Satz 4.32. Seien ¢ und Y Formeln mit freien Variablen unter xq, ...,
ZTy. Dann sind ¢ und v genau dann dquivalent, wenn fiir alle Belegungen b
(die zumindest auf den Variablen x1, ..., x, definiert sind) die Gleichung

b() = b(w) gilt.
4.6 Bereinigte Formeln

Formeln, in denen dieselbe Variable sowohl gebunden wie auch frei auftritt,
wie zum Beispiel z = 0 — Va (z = 0), sind intuitiv nicht gut erfassbar, daher
ersetzen wir sie gerne durch dquivalente Formeln, die besser lesbar sind (in
diesem Fall: z =0 — Vy(y = 0)).

Satz 4.33. Sei ¢ eine Formel, und u eine Variable, die in @ nicht vorkommdt.
Dann sind die Formeln Yx ¢ und Yu (¢(x/u)) dquivalent.

Definition 4.34. Wir nennen eine Formel ¢ bereinigt, wenn sie die folgen-
den Bedingungen erfiillt:

1. Es gibt keine Variable, die in ¢ sowohl frei als auch gebunden vor-
kommt.

2. Jede in ¢ gebundene Variable wird an genau einer Stelle gebunden;
das heifit, fiir jede gebundene Variable x gibt es genau eine Stelle in
der Formel, wo = hinter einem Quantor steht.

Wir kénnen die Begriffe ,,freie Variable einer Formel“, ,,gebundene Variable
einer Formel®, ,bereinigte Formel“ auch induktiv definieren:

Definition 4.35.

e Sei ¢ eine Atomformel. Die freien Variablen von ¢, Fr(yp) sind al-
le in ¢ vorkommenden Variablen; ¢ hat keine gebundenen Variablen
(Bd(p) = 0), und ¢ ist bereinigt.

e Sei ¢ = ). Dann gilt
Fr(e) =Fr(y),  Bd(p) = Bd(y)

und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn 1 es ist und z nicht in Bd(1))
ist. (Wenn = € Bd(v¢)), dann wére x in ¢ 2 Mal gebunden.)

e Sei p =11 A 1y. Dann gilt
Fr(p) =Fr(¢1)UFr(y2),  Bd(e) = Bd(y1) U Bd(y2),

und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn erstens 1 und 9 bereinigt sind,
und zweitens

Bd(y1) N (Bd(2) U Fr(y2)) = 0 = Bd(y) N (Bd(y1) U Fr(i1))
gilt.
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e Analog fiir ¥; — 19, etc.

e Sei p = Va1 oder ¢ = dr. Dann ist
Fr(p) = Fr(y) \{z}, Bd() = Bd(y) U {z},

und ¢ ist genau dann bereinigt, wenn v es ist.

Der folgende Satz (bzw. sein Beweis) liefert einen Algorithmus, der zu jeder
Formel eine dquivalente bereinigte Formel berechnet:

Satz 4.36. Sei A eine endliche Menge von Variablen. Dann gibt es zu jeder
Formel ¢ eine bereinigte Formel r (), in der iiberdies keine Variable aus
A gebunden ist.

Beweis. Fiir Atomformeln (und sogar allgemein fiir quantorenfreie Formeln)
¢ konnen wir r4(¢) = ¢ wihlen. Weiters definieren wir rekursiv:

o r4(—0) == ~(ra(v))

o r4(Y1 A1) = @bi/\wé, wobei zuerst w’l = rAUBd(¢2)UFT(¢2)(¢1) gewdhlt
wird, dann ¢} := ’I“Augd(wi)uFr(¢’1)(¢2)-
e Analog fiir 11 — 19, etc.

e 74(Vx 1) := Va1, wenn x nicht in A vorkommt. Wenn aber z € A gilt,
dann sei y eine neue Variable, die weder in 1 noch in A vorkommt, sei

= (x/y), und ra(Ve ) = Vy' = Vy(z/y).

(Wir benennen also die gebundene Variable um.)
e Analog fiir r4(3z ).

Induktiv sieht man dann leicht, dass ¢ und r4(¢) dquivalent sind. O

5 Substitution

5.1 Substitution in Termen

Sei s ein Term, = eine Variable, ¢t ein Term. Unter s(x/t) verstehen wir
jenen Term, den man erhélt, wenn man jedes Vorkommnis von x in s durch
t ersetzt.

Beispiel: Sei s = (z+y) * (2 —x), und s der Term x + 1, dann ist s(x/t) der
Term ((z+1)+y) * (2 — (z+1)).

Definition 5.1. Sei b eine Belegung mit Wertemenge C M, x eine Variable,
a € M. Mit b/, bezeichnen wir jene Belegung, die an der Stelle z den Wert
a hat und sonst mit b iibereinstimmt.
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Satz 5.2. Sei M eine Struktur (fir die betrachtete Sprache), sei b eine
Belegung, seien s und t Terme, und x eine Variable.

Sei a := b(t). Dann ist b(s(x/t)) = by/q(s).

In Worten: Statt die Belegung b auf den modifizierten Term anzuwenden,
tberlegen wir uns zundchst, welchen Einfluss diese Modifikation auf die Va-
riable x hat — sie wird ja durch den Termt ersetzt, also miissen wir zundchst
a := b(t) berechnen; nun definieren wir eine neue Belegung, die diesen Wert
an x zuweist, und werten diese auf dem urspringlichen Term s aus.

Beweis. Beweis mit Induktion nach dem Aufbau von s (fiir alle Belegungen
gleichzeitig). Wenn s die Variable z ist, dann ist s(x/t) der Term ¢, und die
linke Seite ist b(t). Nach Definition erfiillt b,/, die Bedingung b, /() = a =
b(t), also ist die rechte Seite auch b(t).

Wenn s eine andere Variable ist, sagen wir y, dann ist s(z/t) = s, also
steht links b(s), und rechts steht b, /q(s) = b/, (y) = b(y) = b(s). Analog
argumentieren wir im Fall, dass s eine Konstante ist.

Sei nun s ein komplizierter Term, sagen wir s = f(s1,...,s;) fiir ein k-
stelliges Funktionssymbol f. Dann ist

s(x/t) = f(si(z/t),..., sp(z/t)).

Auf der linken Seite der behaupteten Gleichung steht also

b(f(si(x/t),. .., sp(x/t)) = [Pb(s1(x/1)),...) = T (bya(s1),...)

Auf der rechten Seite steht

beja(s) = P (buja(s1),- )

Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf die Belegung b, /,) sind die
beiden Ausdriicke also gleich. O

5.2 Substitution in Formeln

Sei ¢ eine Formel, = eine Variable, ¢ ein Term. Unter ¢(z/t) verstehen wir
jene Formel, die man erhélt, wenn man jedes freie Vorkommnis von x in s
durch t ersetzt.

Definition 5.3. Wir sagen, dass die Substitution z/t in ¢ verboten (oder
unsinnig) ist, wenn es (mindestens) eine freie Variable y in ¢ gibt, die durch
die Substitution gebunden wird; das heifit: wenn es eine Variable y in ¢ gibt,
und ein freies Vorkommnis der Variablen x in einer Unterformel von ¢, die
die Form Vy (...) hat.

Alle anderen Substitutionen heifien ,erlaubt“ (oder ,sinnvoll®).
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Formal sollte man diese Definition mit Induktion tiber den Aufbau von ¢
definieren. Zum Beispiel ist die Substitution x/¢ genau dann in ¥ A 1y
erlaubt, wenn sie sowohl in v; als auch in ¥y erlaubt ist. Der kritische Punkt
der induktiven Definition bezieht sich auf Formeln der Form Vy v und Jy 1
und : Hier ist die Substitution z/t genau dann erlaubt, wenn mindestens
eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

e Die Variable  kommt in Yy ¢) bzw. Jy ¢ gar nicht frei vor (das schlieft
den Fall ein, dass die Variable y in Wirklichkeit die Variable x ist).

e Die Substitution x/t ist in der Formel 1 erlaubt, und die Variable y
kommt in ¢ nicht vor.

Beispiel. Seien x,y, z verschiedene Variable. Sei ¢ die Formel Jy (y < x).
Dann sind die Substitutionen /2, z/(x + ), x/z, x/x erlaubt, die Substi-
tutionen z/y und x/(x + y) verboten.
Die Resultate der Substitutionen sind

Jy(y<2), yly<z+tz), y(y<z), yy<z), y(y<y), Wy <zty)
Wir werden ab sofort immer nur erlaubte Substitutionen betrachten.

Bemerkung 5.4. Wie man mit gebundenen Variablen umgeht, wissen wir
bereits aus anderen Gebieten der Mathematik, auch wenn die Bezeichnung
»gebundene Variable* dort nicht erwdhnt wurde:

1. Im Ausdruck Y7 (%) ist ¢ gebunden, und n frei. Es ist sinnvoll, n

durch 7 oder durch n % m? zu ersetzen, nicht aber durch i oder i2.

2. Die Laplace-Transformierte I’ einer Funktion f ist durch

Flx) = / T e p(y) dy

definiert; y ist auf der rechten Seite gebunden und kann durch eine
neue Variable z ersetzt werden:

Flz) = /0 T e () de

In beiden Formeln kénnen wir zum Beispiel « durch r + 2 ersetzen, um
F(r +2) zu erhalten:

F(r+2) = / e_(r+2)yf(y) dy = / e_(r+2)zf(z) dz.
0 0
Die Substitution von x durch r + 2 ist also sinnvoll.

Wenn wir aber F(3y) ausrechnen wollen, diirfen wir y nicht in die
erste Formel einsetzen, das wiirde namlich die falsche Formel F(y) =
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fooo e~ (39 (1)) dy liefern. In dieser Substitution wiirde die ,freie“ Va-
riable y durch die Bindung der Integrationsvariablen auch gebunden
werden.

Stattdessen setzt man 3y fiir  in die zweite Formel ein und erhélt
[e.9]
F3y) = / e B2 £(2) d.
0

5.3 Das Substitutionsaxiom

Satz 5.5. Sei M eine Struktur (fir die betrachtete Sprache), sei b eine
Belegung, sei ¢ Formel, sei t Term, und x eine Variable. Wir nehmen an,
dass die Substitution o(x/t) erlaubt ist.

Dann ist b(p(z/t)) = IE/\a(go) mit a := b(t).

Anders ausgedriickt:

M= p(z/t) ] & ME= @byl

Beweis. Mit Induktion nach dem Aufbau von ¢. Fiir Atomformeln verwen-
den wir Satz 5.2 iiber Termsubstitution.

Die Fille ¢ = @1 A 2, etc., sind leicht zu beweisen.

Wenn ¢ die Form Vz ¢ oder dx 1 hat, dann kommt x in ¢ nirgends frei vor,
es ist also p(z/t) = p; weiters spielt der Wert von b an der Stelle x keine
Rolle, es ist also b(p) = @l(ap)

Sei nun ¢ = Yy (analog fiir 3y 1)), wobei y eine andere Variable ist. Da die
Substitution ¢(x/t) erlaubt ist, kommt y im Term ¢ nicht vor.

Die Formel (Vy)(z/t) ist identisch mit der Formel Yy (¢ (z/t)).

M = p(z/t) [B] & M= Vyy(e/t) b]
& M Y(z/t) V] fiir alle ' =, b
& MEp[(0),)) fir alle b =, b

Die Menge {(b'),/q | b' =, b} ist identisch mit der Menge {b" | b" =, b, .}
(alle Elemente beider Mengen haben den Wert a = b(t) an der Stelle z,
beliebige Werte an der Stelle y, und stimmen sonst mit b {iberein). Daher
gilt:
M = p(z/t) b] < M= b"] fir alle " =, by,
& MEVy o[yl
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Satz 5.6 (Substitutionsaxiom fiir ). Sei ¢ eine Formel, x eine Variable,
und t ein Term, der fir x in @ substituiert werden darf. Dann ist die Formel

Voo — o(z/t)
allgemeingiiltig.

Beweis. Sei 9 eine Struktur, und b eine Belegung. Wir zeigen, dass aus
b(p(x/t)) = 0 folgt, dass auch aus b(Vz ) = 0 ist.

Aus dem vorhergehenden Satz und der Annahme b(¢(z/t)) = 0 schlieflen
wir IZ/\a(go) = 0 mit a := b(t). Insbesondere gilt also b, /, =, b.

Nach der Definition von b(Vz @) gilt also b(Vz @) = 0. O
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6 Aussagenlogik als Fragment der Priadikatenlogik
6.1 Ax Aund A?

Sei A eine Menge. Mit A x A bezeichnen wir die Menge aller geordneten
Paare von Elementen von A:

AxA={(z,y)|z,yec A}

Eine 2-stellige Relation ist eine Teilmenge von A x A.
Manchmal ist es jedoch praktischer, Ax A durch folgende Menge zu ersetzen:

A? :={f| f ist Funktion von {0, 1} nach A}

Es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen A% und A x A, namlich die Ab-
bildung, die jeder Funktion f € A? das Paar (f(0), f(1)) zuordnet. Oft
identifizieren wir (etwa aus notationellen Griinden) die Menge A? mit der
Menge A x A, das heiBt: wir sprechen von der Menge A? oder einem ih-
rer Elemente f, meinen aber die Menge A x A bzw. eines ihrer Elemente
(f(0), f(1)), oder umgekehrt.

6.2 A" fiirn>1
Ebenso kénnen wir die Menge A% auf 2 Arten betrachten:
e entweder als Menge aller Funktionen von {0, 1,2} nach A;
e oder als Menge aller geordneten Tripel (z,y, z) mit z,y,z € A.

In Analogie dazu ist die Menge A' die Menge aller Funktionen f von {0}
nach A. Jede solche Funktion identifizieren wir mit ihrem einzigen Wert; wir
identifizieren dadurch die Menge A' mit der Menge A selbst. Ein ,, 1-Tupel®
konnten wir als ,,(a)“ mit a € A schreiben, oder einfach nur als ,,a*.

6.3 A

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist also A™ die Menge aller n-Tupel, oder
dquivalent: die Menge aller Funktionen von der Menge {k € N | k < n}
nach A. Wenn wir fiir n = 0 dieselbe Definition verwenden, erhalten wir,
dass A" die Menge aller Funktionen f von der leeren Menge nach A ist. Nun
gibt es genau eine Funktion mit leerem Definitionsbereich, nédmlich die leere
Menge (); als ,,0-Tupel“ aufgefasst, konnten wir dieses Objekt auch mit ,, ()
bezeichnen.

AY hat also genau ein Element. Wenn A zum Beispiel 5 Elemente hat, dann
besteht A? aus 25 = 5% Elementen, A' hat 5 = 5! Elemente, und A° hat
1 = 5° Elemente.
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6.4 k-stellige Relationen, fiir £ > 0

Jede Teilmenge von A* heifit k-stellige Relation auf A. Wenn A 5 Elemente
hat, gibt es also 2%° zweistellige Relationen auf A, 25 = 32 einstellige, und
genau 2 nullstellige. Die eine nullstellige Relation trifft auf das leere 0-Tupel
() zu, die andere nicht.

Beispiel. Sei £ eine Sprache, die nur die O-stelligen Relationssymbole P
und P enthélt. Dann gibt es 4 Arten von Modellen: Erstens jene Modelle
(M, 1), in denen sowohl I(P;) als auch I(Ps) leer sind (also das 0-Tupel nicht
enthalten); zweitens jene, in denen I(P)) leer ist, aber I(P;) nicht; drittens
und viertens jene, in denen /(P;) nicht leer ist.

6.5 Aussagenlogik

Definition 6.1. Sei .Z eine Sprache, deren nichtlogische Zeichen nur die
nullstelligen Relationssymbole P;, P, ... sind. Eine ,, aussagenlogische For-
mel“ ist eine Formel dieser Sprache, in der weder Variable noch Quantoren
vorkommen.

Beispiel.
PAINPy, (P — P)V(P,— Pr)

Die Formeln dieser Sprache lassen sich nun als aussagenlogische Formeln
deuten, wobei man die folgenden Ubersetzungen vornehmen muss:

Aussagenlogik in Kap. 2 ‘ Fragment der Pradikatenlogik
aussagenlogische Variable p1, pa2, ... | nullstellige Rel.symbole P, Ps ...
aussagenlogische Belegung p; — b(p;) | Interpretation P; — an}

b(pi) €{0,1} P e {0,{0}}

Eine aussagenlogische Formel ist genau dann allgemeingiiltig, wenn sie in
jedem einelementigen Modell gilt.
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7 Priadikatenlogik: Beweisbarkeit

7.1 Formale Beweise

Wir suchen nun eine Methode, die entscheidet, ob eine Formel allgemeingiiltig
ist, oder nicht. Wir werden zeigen: Es gibt ein ,,einfaches“ System von Axio-
men (siehe Seite 47), aus dem wir in ,,einfacher® Weise alle allgemeingiiltigen
Formeln generieren kénnen. (Weiters behaupten wir, und versuchen dies im
Kapitel iiber Mengenlehre zu belegen, dass im Prinzip alle mathematischen
Argumente auf das Feststellen von Allgemeingiiltigkeit hinauslaufen.)

Definition 7.1 (Modus Ponens; MP). Seien ¢1, @2, ¢3 Formeln. Wir sagen,
dass @3 aus ¢1 und g durch Modus Ponens hervorgeht, wenn ¢ die Form
2 — g hat.

Anders ausgedriickt: Modus Ponens ist eine partielle Funktion MP, die auf
gewissen Paaren von Formeln definiert ist:

MP((p = ¥), ¢) = 9
(und MP(A, B) ist undefiniert, wenn A nicht die Form B — 1) hat).
Satz 7.2 (Modus Ponens; MP).

1. Sei M ein Modell, b eine Belegung der freien Variablen von o — 7.

Es gelte M E (o0 — 1) [b] und M E o [b]. Dann folgt M E 7 [b].
2. Wenn M E o — 7 und ME o gilt, dann gilt auch M = 7.
3. Es gelte X F o — 7 und X F o. Dann folgt ¥ F 7.

Das heifit, die in M giiltigen Formeln sind unter MP abgeschlossen; ebenso
st die Menge aller Formeln, die aus 3 folgen, unter MP abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage. MM F (o — 7) [b] bedeutet M ¥ o [b]
oder M E 7 [b]. Die erste Moglichkeit kommt laut Voraussetzung nicht in
Frage, daher gilt 9 F 7 [b].

Die zweite und dritte Aussage folgen leicht aus der ersten. O

Definition 7.3 (Tautologie). Sei A eine Tautologie in einer aussagenlogi-
schen Sprache, und sei h eine Abbildung, die jeder aussagenlogischen Varia-
ble eine préadikatenlogische Formel zuweist. h ldsst sich in natiirlicher Wei-
se zu einem Homomorphismus von den aussagenlogischen Formeln in die
pradikatenlogischen Formeln fortsetzen. Sei nun ¢ eine pridikatenlogische
Formel. Wir nennen ¢ Tautologie genau dann, wenn es eine aussagenlogische
Tautologie A und eine Abbildung h gibt, sodass h(A4) = ¢.

Beispiel. ¢ : Yax P(x) — Vz P(x) ist Tautologie, denn A : p — p und
h(p) = Vz P(z) erfiillen die gewiinschte Bedingung.
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Axiome unseres Kalkiils

Wir geben zunéchst die Liste der ,,reinen* Axiome an, und definieren dann die
Menge der Axiome als die kleinste Menge von Formeln die erstens alle reinen
Axiome enthélt und zweitens mit jeder Formel ¢ auch alle Formeln der Form
Vz ¢ enthilt.

Tautologieaxiome Jede Tautologie ist ein reines Axiom.

Distributivititsaxiome. Dies sind die Formeln der Form

Vo (p — 1) — (Vop — Vo).

Substitutionsaxiome. Sei = eine Variable, sei ¢ eine beliebige Formel
(meist mit der freien Variablen z), sei ¢ ein beliebiger Term, der fiir z in
p substituiert werden darf. Dann ist

(Vz ) — p(z/t)
ein Substitutionsaxiom.

Existenzaxiome. Jx p(z) — —Vz—p(z) und —Vz—-p(z) — Jzp(x)
sind Axiome.

Alternativ konnten wir sagen, dass der Quantor 3 in unserer Sprache nicht vor-
kommt. Wenn wir ihn doch hinschreiben, ist mit der Formel 3 ¢ eine Abkiirzung
fiir die Formel —Vz —¢ gemeint.

Generalisierungsaxiome. Dies sind die Formeln der Form
p — Vo,
wobei ¢ eine beliebige Formel ist, in der x nicht vorkommt.

Gleichheitsaxiome. Dies sind die Formeln die eine der Formen u = u,
u=v—v=u, (u=vAv=w)— u=w haben, wobei u, v, w beliebige
Variable (nicht notwendigerweise verschieden) sind.

Leibnizaxiome. Dies sind die Formeln der Form
(up =V A ANup =v,) — flur,...,uy) = f(vr,...,0,)

haben (wobei f ein n-stelliges Relationssymbol ist, und die u; und v; be-
liebige (nicht notwendigerweise verschiedene) Variable sind, sowie Axio-
me der Form

(up =v1 A ANup =v,) — (R(ug,...,up) < R(v1,...,0p)),

wobei R ein n-stelliges Relationssymbol ist.
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Satz 7.4. Sei ¢ eine Tautologie. Dann gilt E o, d.h. Tautologien sind all-
gemeingiltig.

Beweis. (Dieser Beweis ist dem Beweis von 2.14 sehr dhnlich.)

Sei ¢ = h(A), wobei A aussagenlogische Tautologie ist, und h Homomor-
phismus. Sei b eine (pridikatenlogische) Belegung (die zumindest auf allen
in in ¢ vorkommenden Variablen definiert ist). Daraus konnen wir eine aus-
sagenlogische Belegung'® by generieren, nimlich b (p) = b(h(p)) fiir alle
aussagenlogischen Variablen p, die in A vorkommen.

(Dies bedeutet, dass b;(p) = 1 genau dann gilt, wenn 9 = h(p) [0].)

Da sowohl by als auch b mit den Junktoren vertraglich sind, sieht man leicht
(genauer: induktiv)

bi(B) = b(h(B))

fiir alle aussagenlogischen Formeln, insbesondere bi(A) = b(h(A)), daher
b(h(A)) =1, somit M = h(A) [b]. O

Bemerkung 7.5. Nicht alle allgemeingiiltigen Formeln sind Tautologien.!®

Zum Beispiel ist Vo P(z) — Vy P(y) allgemeingiiltig, aber keine Tautologie.

Definition 7.6 (formaler Beweis). Ein formaler Beweis (ohne Vorausset-
zungen) ist eine endliche Folge o1, ..., ¢, von Formeln, sodass Vi =1,...,n
entweder

e o, ist logisches Axiom (siehe Seite 47), oder
e Jj1,72 <1, sodass ¢; durch MP aus ¢j,, ¢, hervorgeht
erfiillt ist.

Sei 3 eine Menge von Formeln (die nicht notwendigerweise geschlossen sind).
Ein formaler Beweis aus ¥ ist eine endliche Folge 1, ..., ¢, von Formeln,
sodass Vi = 1,...,n entweder

e (; ist logisches Axiom, oder
e Jji,j2 < i, sodass ¢; durch MP aus ¢j,, ¢, hervorgeht, oder
® p;EX

erfiillt ist.

oder, in der Notation des vorigen Abschnitts, eine Interpretation der nullstelligen
Préadikatensymbole unserer aussagenlogischen Sprache

15 Allerdings wird das Wort , Tautologie“ in der Literatur hiufig auch als Synonym fiir
»allgemeingiiltige Formel“ verwendet; Tautologien in unserem Sinn heiflen dann ,aussa-
genlogische Tautologien®, oder ,,homomorphe Bilder aussagenlogischer Tautologien, etc.
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Definition 7.7 (Beweisbarkeit, Variante 1). Eine Formel ¢ heifit beweisbar,
wenn es einen formalen Beweis gibt, in dem ¢ vorkommt. Wir schreiben

Fo

Fine Formel ¢ heiit beweisbar aus einer Menge 3 von Formeln, wenn es
einen formalen Beweis aus X gibt, in dem ¢ vorkommt. Wir schreiben

Yk
Die Menge der beweisbaren Formeln ist unter Modus Ponens abgeschlossen.

Bemerkung 7.8. Statt ,beweisbar sagt man auch ,ableitbar“. Formale
Beweise bezeichnet man auch als ,,Derivationen® oder ,, Ableitungen“. Die
Relation  bezeichnet man manchmal auch als ,syntaktische Folgerung*.
(,,syntaktisch“ sind jene Begriffe, die sich nur auf Formeln beziehen, die man
auf ihre Struktur als endliche Zeichenfolgen untersuchen muss; ,,semantisch*
sind jene Begriffe, zu deren Verstdndnis man sich mit [oft unendlichen] Mo-
dellen beschéftigen muss.)

Die folgende alternative Definition vermeidet es, explizit den Begriff der
endlichen Folge“ zu erwédhnen, und verwendet stattdessen ein Induktions-
prinzip:

Definition 7.9 (Beweisbarkeit, Variante 2). Wir definieren induktiv, was
eine beweisbare Formel ist:

1. Jedes logische Axiom ist beweisbar.
2. Wenn A und A — B beweisbar sind, dann auch B.
3. Das sind alle.

Wie schon frither erwidhnt, bedeutet dies: Jede Eigenschaft, die von allen
Axiomen erfiillt wird und sich von A und A — B auf B vererbt, kommt
allen beweisbaren Formeln zu. (Ein relevantes Beispiel so einer Eigenschaft
ist die Allgemeingiiltigkeit, siehe ,,Soundness* 7.12.)

Beispiel (formaler Beweis). Wir beweisen Schritt fiir Schritt die Aussage
= (Ve P(x)) — (Vy P(y))

Der formale Beweis ist eine Folge von 7 Formeln; der Ubersichtlichkeit hal-
ber schreiben wir jede dieser Formeln in eine eigene Zeile, und erwdhnen
neben der Formel, ob sie ein Axiom ist (bzw. welches Axiom sie ist) bzw.
aus welchen fritheren Formeln sie durch MP hervorgeht. Weiters fithren wir
an geeigneten Stellen Abkiirzungen ein, um deutlich zu machen, welche aus-
sagenlogischen Tautologien wir verwenden.

49



1. Yy (Vo P(x) — P(y)) (Substitutionsaxiom)
2. Yy (Vz P(x) — P(y)) — (Vy Vo P(x) — Yy P(y)) (Dist.axiom)

3. Vy Vo P(z) — Yy P(y) (MP(1,2))
T/ T

4. FVz P(x) — Yy Vz P(z) (Generalisierung)
—— —_———
A B
52.F(A—=B)—=((B—=C)—(A—C)) (Tautologie)

6. F(B—-C)— (A—C) (MP(4,5))
7. FA—C (MP(3,6))

Satz 7.10. Sei ¢ eine Formel, x und y Variable, und sei die Substitution
o(x/y) sinnvoll. Dann gilt = Vx ¢ — Yy o(z/y).

Beweis. Das vorige Beispiel war ein Spezialfall mit der Atomformel ¢ :=

P(x). Der Beweis aus dem vorigen Beispiel ldsst sich leicht verallgemeinern.
O

Bemerkung 7.11. Welche Formeln logische Axiome sind, héingt offenbar
von der zugrunde liegenden Sprache ab. Daher miisste man bei der Defi-
nition der Beweisbarkeit - eigentlich immer die zugrunde liegende Sprache
erwdhnen: . Man kann aber zeigen, dass die Beziehung > F ¢ entweder in
allen Sprachen .Z gilt, die die Formeln in ¥ U{¢} enthalten, oder in keiner.
Daher schreibt man meist nur F statt -¢. (Siehe 4.30 fiir den analogen Satz
fiir die semantische Folgerung F.)

7.2 Soundness
Satz 7.12 (Soundness, Korrektheit).
1. Aus F ¢ folgt E ¢.

2. Aus X F ¢ folgt X F ¢,

insbesondere gilt also:
wenn X F L, dann X F L, bzw.:
wenn L L, dann X ¥ 1.

(Dies gilt deshalb, weil erstens alle logischen Axiome allgemeingiiltig sind
und zweitens die Anwendung von MP auf allgemeingiiltige Formeln im-
mer nur allgemeingiiltige Formeln produziert.) Das zentrale Ergebnis des
néchsten Kapitels — der Vollstdndigkeitssatz — besagt nun, dass im vori-
gen Satz jeweils auch die Umkehrung gilt:
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Satz 7.13 (Vollstandigkeitssatz). Sei X eine Menge von geschlossen For-
meln und ¢ eine Formel. Wenn ¥ F ¢ gilt, dann auch ¥+ .

7.3 Kiirzere Beweise

Wir sammeln nun einige Hilfmittel fiir den Beweis des Vollstéandigkeitssatzes.
Zunéchst kommen wir zu einer Methode, die es erlaubt, Beweise abzukiirzen.
Wie obiges Beispiel zeigt, ist dies sinnvoll, da bereits recht einfache Aussagen
relativ komplizierte formale Beweise erfordern.

Definition 7.14 (abgekiirzter Beweis). Sei ¢ eine Formel. Ein abgekiirzter
(oder , halbformaler*) Beweis von ¢ (ohne Voraussetzung oder aus ¥.) ist eine
endliche Folge von Formeln ¢1, ..., p,, aus der man in mechanischer Weise,
wie im Folgenden beschrieben, einen formalen Beweis generieren kann. Dies
kann z.B. mit Hilfe der folgenden beiden Theoreme geschehen.

Satz 7.15 (Deduktionstheorem). Sei X eine Menge von Formeln und seien
v, Formeln. Dann gilt

EU{(p}F'Iﬂ S YhEp—y

Die Richtung ,,<=“ folgt leicht mit Hilfe von Modus Ponens. Daher wird auch
oft nur die Richtung ,,=* als Deduktionstheorem bezeichnet. In gewissem
Sinn ist das Deduktionstheorem eine Umkehrung von Modus Ponens.

Beweis. Wir geben einen Algorithmus an, der jeden formalen Beweis von
Y U{p} F 9 in einen formalen Beweis von ¥ - ¢ — ¢ iiberfithrt. Sei also
Y1, ..., 1, ein formaler Beweis von X U{} F 1. Wir ersetzen jede Formel v;
durch drei Formeln wl-l, w? , w§ und stellen sicher, dass die neue Folge wieder
ein formaler Beweis ist. Der neue Beweis verwendet nur Axiome aus X, nicht
jedoch die Voraussetzung . Die 1; werden folgendermafien ermittelt:

1.Fall: ; ist logisches Axiom oder v; € Y. Setze
e ! :=; (Axiom oder VS.)
o ¢7 :=; — (¢ — ;) (Tautologie)
o ¢} 1= — 1 (MP).
2.Fall: ; = ¢. Setze 1} := 2 := 3 := p — 1); (Tautologie)

3.Fall: ¢; (=: B) folgt durch MP aus v¢;, (=: A — B) und v, (= A).
Dann gilt ¢§?1 =¢ — (A — B) und w% = — A. Setze
o ¥ =lp— (A= B)] = [(¢ = A) = (¢ — B)] (Tautologie)
o U7 :=[(p = 4) = (¢ = B)] (MP)
o ¥} ==y — B (MP)
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Die neue Folge von Formeln ist nun ein Beweis aus den Axiomen 3, und
fiir jede Formel v; im alten Beweis kommt die Formel ¢ — ); als Formel
3 im neuen Beweis vor, insbesondere kommt auch ¢ — 1) im neuen Beweis
vor. 0

Bemerkung 7.16. Es gibt viele andere Beweissysteme (d.h. Arten, den
Begriff ,,formaler Beweis“ zu definieren). Viele Beweissysteme gehen auch
von ,Axiomen“ aus und verwenden ,Regeln® (bei uns ist Modus Ponens
die einzige Regel), um aus bisher Bewiesenem weitere Formeln zu beweisen.
Im System des ,natiirlichen Schlielens“ wird zum Beispiel das Dedukti-
onstheorem eine Ableitungsregel; ebenso gibt es Systeme, in denen unser
Generalisierungstheorem eine eigene Regel ist. Umgekehrt gibt es auch Sys-
teme mit schwicheren Axiomen; statt wie wir alle Tautologien zu verwenden,
kann man sich auf die drei Tautologien

(1) ¢ = (¥ =),

2) o= @—=0)=lg—=9)—(p—0),

(3) (mp = ) = (¥ — )
beschréanken; daraus lassen sich bereits mit MP alle Tautologien beweisen,
die nur —, = enthalten. (Frege-Lukasiewicz Axiome).
Der Gentzensche Sequenzkalkiil lédsst als Axiome nur die allereinfachsten
Tautologien zu, ndmlich Formeln der Form ¢ — ¢, und verwendet dann
eine Vielzahl von Regeln (wie unsere , Einfithrung des Existenzquantors® in
7.21) um weitere Formeln abzuleiten.
Die Resolutionsmethode im Abschnitt 9 kann ebenfalls als ein formales Sys-
tem gesehen werden; im Resolutionskalkiil interessiert man sich zwar nicht
fiir den Beweis von allgemeingiiltige Formeln sondern fiir die Widerlegung
von unerfiillbaren Formeln. Der Resolutionskalkiil ist aber auch in dem Sinn
zu unserem Kalkiil dquivalent, dass die Widerlegung einer Formel —¢ (bzw.

ihrer Skolemisierung, siehe 9.8) rein mechanisch in einen formalen Beweis
von ¢ in unserem Kalkiil iibersetzt werden kann, und umgekehrt.

Im Satz 4.26 haben wir gesehen, dass die Aussagen ¥ F ¢ und SU{—¢} F L
dquivalent sind. Parallel dazu konnen wir jetzt die Methode des indirekten
Beweises einfiihren:

Satz 7.17 (indirekter Beweis). Sei ¥ eine Menge von geschlossenen For-
meln. Dann gilt
Yo & ZU{-p}FL

Beweis. Wenn ¥ F ¢, dann gilt auch XU{—p} F ¢. Weiters gilt trivialerweise
auch YU{—-¢} F —¢. Mit Hilfe der Tautologie ¢ — (¢ — L) und MP erhélt
man X U {—-p} F L. Wenn umgekehrt ¥ U {—p} = L gilt, so erhidlt man
mit dem Deduktionstheorem ¥ - = — 1, und daraus mit der Tautologie
F (¢ — L) — ¢ auch X+ . O
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Satz 7.18 (Generalisierungstheorem). Sei ¥ eine Menge von Sitzen (For-
meln ohne freie Variable), ¢ Formel, ¢ eine neue Konstante (die also weder
in ¥ noch in ¢ vorkommt) und x eine Variable. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. ¥FVz p
2. Yk
3. L (x/c)

Beweis.
1 — 2: Sei ¢1,..., ¢, ein formaler Beweis von X - V& ¢(z). Dann ist

Ol on, (Yzp) =@, @

ein Beweis von ¢. Die vorletzte Formel in diesem Beweis ist ein Substituti-
onsaxiom, die letzte folgt mit MP.

1 — 3: analog

2 — 3: Wir betrachten einen Beweis von ¢ aus . In jeder Zeile dieses Be-
weises ersetzen wir jedes freie Vorkommnis der Variablen x durch die neue
Konstante ¢; die Uberlegung, dass dadurch tatsichlich ein neuer formaler
Beweis entsteht, iiberlassen wir dem Leser'® und begniigen uns mit dem
Hinweis darauf, dass nichtlogische Axiome in diesem Beweis die Variable x
nicht frei enthalten konnen. Fiir jedes solche nichtlogische Axiom o € X ist
also o(x/c) = o.

3 — 1: Sei @1, ..., ¢, ein formaler Beweis von ¥ - ¢(x/c). Wir wiirden gerne
daraus einen Beweis konstruieren, in dem die Formeln Vx ¢;(c/z) vorkom-
men, also insbesondere auch die Formel Yz o(x/c)(c/x), die ja die Formel
Yz @ ist. Dies konnte zu Schwierigkeiten fithren, wenn eine der Substitutio-
nen ¢;(c/x) nicht erlaubt ist. Daher konstruieren wir zunéchst einen Beweis,
in dem die Formeln Yy p;(c/y) (fiir eine neue Variable y) alle vorkommen;
damit haben wir Yy ¢, (c/y) und somit Vy ¢(x/y) bewiesen. Diesen Beweis
koénnen wir nun leicht zu einem Beweis von Vz ¢ vervollstidndigen.

Sei also y eine Variable, die im Beweis ¢1, ..., ¢, nicht vorkommt (weder
frei noch gebunden).

Wir ersetzen jede Formel ¢; durch eine endliche Folge von Formeln, an deren
Ende die Formel Yy ¢;(c/y) steht, und stellen sicher, dass die neue Folge
wieder ein formaler Beweis (aus X) ist. Somit erhalten wir einen Beweis von
Yy pn(c/y), also von der Formel Vy o(z/y).

1. Fall: ¢; € X. ¢ kommt also in ¢; gar nicht vor. Es ist also ¢;(c/y) dasselbe
wie die Formel ¢;, und y kommt in dieser Formel nicht vor. Dann
ersetzen wir ¢; durch

168iehe FuBnote auf Seite 10
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e ©; — Yy p; (Generalisierungsaxiom),
e ; (nichtlogisches Axiom),
o Vyyp; (MP).

2. Fall: ¢; ist logisches Axiom. Dann sind auch ¢;(c/y) und Yy ¢;(c/y)
logische Axiome. (Leicht nachzupriifen.)

3. Fall: ¢; folgt durch MP aus ¢;, und ¢j,. ;, ist dann von der Form A —
B, wobei A = ¢, und ¢; = B ist. In unserem transformierten Beweis
kommen also bereits die Formeln Vy ((4 — B)(c/y)) und Yy (A(c/y))

Dann ersetzen wir ¢; durch
o Vy (A(c/y) — B(c/y)) — (Vy Alc/y) — Vy B(c/y)) (Dist.Axiom),
o Vy A(c/y) — Vy B(c/y) (MP),
e Vy B(c/y) (MP).

Somit haben wir einen Beweis von Yy ¢(z/y) gefunden. Kein Vorkommnis
von y ist in ¢(z/y) durch einen Quantor Vz gebunden, weil ja nur freie
Vorkommnisse von z ersetzt wurden. Daher ist die Substitution ¢(x/y)(y/x)
sinnvoll, und liefert . Aus Satz 7.10 erhalten wir einen Beweis von

Yy p(x/y) — Vo o;

zusammen mit dem Beweis von

=Yy o(x/y)

und MP erhalten wir einen formalen Beweis von Vz ¢. 0

Die Version 2 = 1 des Generalisierungstheorems formalisiert den folgenden
informellen Schluss:

Wir haben aus den Voraussetzungen ¥ die Eigenschaft ¢(x) be-
wiesen; iiber x haben wir aber dabei nichts vorausgesetzt, daher

gilt Va ().
Die Version 3 = 1 ist eine Variante von 2 = 1:

Um Vz ¢(x) zu beweisen, wihlen wir ein beliebiges  — nennen
wir es ¢ — und beweisen ¢(c).

Bemerkung 7.19. Ist beim Generalisierungstheorem die Voraussetzung der
Geschlossenheit der Formeln aus X verletzt, so ist der Schluss 2 = 1 im
Allgemeinen nicht giiltig.
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Beispiel (halbformaler Beweis). Wir betrachten wieder die Formel, die wir
bereits formal bewiesen haben. Statt - Vo P(z) — Vy P(y) zeigen wir
{Vax P(x)} F Yy P(y) (Deduktionstheorem) und statt {Vz P(z)} - Vy P(y)
zeigen wir {Vz P(z)} F P(u) (Generalisierungstheorem).

1. {Vx P(x)} FVx P(x) — P(u) (Substitutionsaxiom)
2. {Vx P(xz)} F Vz P(z) (nichtlogisches Axiom, Voraussetzung)
(

3. {Vz P(2)} F Pu) (MP(1,2))

Wir kénnen auch die folgende Verschiarfung des Generalisierungstheorems
beweisen.

Satz 7.20 (Generalisierungstheorem, Variante). Seien X eine Menge von
Formeln und ¢ eine Formel, wobei die Variable x mdglicherweise frei in 3
und/oder ¢ vorkommt. Sei weiters ¢ eine neue Konstante. Dann gilt:

1. ¥F ¢ = X(x/c)F p(z/c).
2. X(z/c) Fo(x/c) = Tk .

3. Wenn tiberdies x nicht frei in den Formeln in X vorkommt, dann kann
man aus X F @ auf ¥ - Voo schliefen.

Beweis. Fiir den Beweis von 1. verwenden wir das Generalisierungstheorem
in seiner urspriinglichen Variante. Da dieses nur fiir geschlossene Formeln
gilt, gehen wir folgendermafien vor: Sei g C ¥ endlich, sodass ¢ - ¢, also
z.B. Yo = {¢1,...,¢¥n}. Es gilt also

{¢1,ﬂ/)n}"s0
{¢1,...,¢n_1}Fwn—>gp

Fiyp— ... =Y, —

Nun kénnen wir das Generalisierungstheorem anwenden:

Fir(z/e) — ... = dp(z/c) — ¢(x/c)

{1(z/c), ... n(z/c)} F o(x/c)  n Mal MP und Ded.thm

Der Beweis der Schlussfolgerung 3. ist nun leicht: Wieder diirfen wir an-
nehmen, dass 3 endlich ist. Wir ersetzen alle freie Variable y1,...,y, (z
kommt hier nicht vor) in ¥ durch neue Konstante ¢y, ..., ¢,. Aus ¥ F ¢
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schlieBen wir also X(7/¢) F ¢(7/€). In den Formeln der Menge X(y/¢)
gibt es nun keine freien Variablen. Nach dem Generalisierungstheorem gilt
Y(y/¢) k- Vx p(y/c), und wegen Punkt 2 erhalten wir ¥ F Vz o.

(Alternativer Beweis: Man wiederhole den Beweis des Generalisierungstheo-
rems und beachte, dass die Voraussetzung ,,alle Formeln in ¥ sind geschlos-
sen‘ nur insofern eingeht, als wir verwenden, dass x in keiner dieser Formeln

frei ist.) O
Wir bringen ein weiteres Beispiel fiir einen (halb-)formalen Beweis.

Satz 7.21 (Einfiihrung des 3-Quantors und des V-Quantors). Sei ¥ eine
Menge von Formeln und seien ¢, v Formeln, wobei die Variable x weder in
> noch in v frei vorkommt. Dann gilt:

Wenn X+ — ¢, dann X+ (Y — Yz p).
sowie
Wenn ¥ F ¢ — 1, dann X+ (3x @) — 1.

Einfihrung des Allquantors. Wir nehmen ¥ F ¢ — o(u) an.

Es gilt daher auch ¥ U {¢)} I ¢(u). Nach der Variante des Generalisierungs-
theorems erhalten wir ¥ U{¢} F Vx ¢(x), und mit dem Deduktionstheorem
Yk (¢ — Vo p(z)). O

Ezistenzquantor. Aus ¥ F ¢(u) — 1 schlieBen wir mit Hilfe von Tautolo-
gien ¥ F =1 — —p(u), daraus mit der gerade bewiesenen , Einfithrung des
Allquantors“ X F =) — Vz —p(z). Wiederum mit Hilfe von Tautologien
erhalten wir ¥ F —Vz —¢(x) — v, und mit einem 3-Axiom und weiteren
Tautologien dann ¥ - 3z p(z) — 1. O

Bemerkung 7.22. Seien ¢ und v beliebige Formeln. Wenn ¥ - ¢ — 1,
dann gilt auch Vr ¢ — 1.
Wenn ¥ - ¢ — ¢, dann auch X F ¢ — Jz .

Beweis. Die erste Behautung folgt leicht aus dem Substitionsaxiom V¢ —
w. Fiir die zweite verwenden wir das Substitutionaxiom Vax = — - sowie
Tautologien und das Existenzaxiom, um F ¢ — Jdz ¢ zu zeigen. O

Auf der néchsten Seite fassen wir einige Hilfsmittel, sogenannte ,,abgeleitete
Regeln* zusammen, die Abkiirzungen von Beweisen erlauben. Der waag-
rechte Strich bedeutet immer: Aus formalen Beweisen der obenstehenden
Behauptungen kann man in offensichtlicher!” Weise formale Beweise fiir die
untenstehenden Formeln generieren.

17 Jedenfalls mit dem Wissen, das wir bereits haben — mit Deduktionstheorem, Gene-
ralisierungstheorem und moéglicherweise auch mit Hilfe von Tautogien.
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Zum Beispiel bedeutet , dass man aus formalen Beweisen

von ¢ und g aus den Axiomen ¥ einen formalen Beweis fiir 1 A 2 gewin-
nen kann, ndmlich indem man die Beweise hintereinander anschreibt und
durch die Tautologie 1 — (w2 — @1 A p2), gefolgt von zwei Anwendungen
von MP, vervollstiandigt.

Die hier angegebene Liste von Regeln ist nicht kanonisch. Statt der genann-
ten Regel

E - ®1 2 |— ©2
o1 Aps

konnten wir auch eine Regel

S — o1 XEY— @
XY —p1Apr

angeben — wegen des Deduktionstheorems und der Regeln

YEop SET =
YET — o YFo

koénnten wir die eine aus der anderen gewinnen.

8 Préadikatenlogik: Der Vollstindigkeitssatz

Satz 8.1 (Vollsténdigkeitssatz, Version 1). Sei ¥ eine Menge von geschlos-
sen Formeln und ¢ eine Formel. Wenn X E ¢ qilt, dann auch %+ .

Bemerkung 8.2. ¥ F ¢ gilt genau dann, wenn X F Vz ¢; dies folgt leicht
aus der Definition von F. Man kann aber auch zeigen (Generalisierungstheo-
rem, Satz 7.18), dass ¥ F ¢ zu ¥ F Vz ¢ dquivalent ist. Wir diirfen daher
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ eine geschlossene
Formel ist.

8.1 Umformulierungen

Wenn wir den Vollstédndigkeitssatz in der beschriebenen Form direkt bewei-
sen wollten, miissten wir auf Grundlage der Tatsache 3. F ¢ einen Beweis
von @ aus den Axiomen 3 konstruieren. Wir haben aber schon gesehen,
dass formale Beweise oft schwierig zu finden sind, wir formulieren daher
den Vollstéandigkeitssatz in eine ,modelltheoretische“ Version um; um die-
se modelltheoretische Version zu beweisen, miissen wir statt eines formalen
Beweises ein Modell konstruieren.

Zunéchst betrachten wir den Spezialfall, dass ¢ die Formel L ist:

Satz 8.3 (Vollsténdigkeitssatz, Version 2). Sei ¥ eine Menge von geschlos-
sen Formeln. Wenn X E L gilt, dann auch X F L.
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Starkere Annahmen:

Modus Ponens:

Deduktion:

Konjunktion:

Disjunktion:

Indirekter Beweis:

Generalisierung:

V-Einfiihrung (schwer):

V-Einfiihrung (leicht):

F-Einfiihrung (schwer):

F-Einfiithrung (leicht):

YFo
DI

Skp 1w ko

SF

SU{p} 9
El—(p—>¢

E"(pl El—tpg

YFE 1 Apr

o1 — 9

Yy —

YEp1 Vs =

EU{—mp}l—J_
ko

R
YEVroe

Yo —
Yy —=Vry

SEp(x/t) —

YEVre —

Yo —
YFdzp -

Y@ —(x/t)

YFe— dzvw

o8

wenn Y C ¥/

wenn z nicht frei in X

wenn z nicht frei in ¥ U {¢}

wenn ¢(z/t) sinnvoll ist

wenn z nicht frei in X U {¢}

wenn ¢(z/t) sinnvoll ist



Wir kénnen leicht zeigen (als Folgerung aus dem Deduktionstheorem, Satz
7.15 bzw. 7.17), dass dieser Spezialfall des Vollstindigkeitssatzes ausreicht,
um auch Version 1 zu beweisen:
SEe F NU{-plELl "B NU{-plFL Z S

In 4.24 haben wir die (geschlossenen) Formeln in ,erfiillbare“ und ,un-
erfiillbare® eingeteilt. Die Unerfiillbarkeit ist ein semantischer Begriff (der
sich also auf die Bedeutung von Formeln bezieht). Das syntaktische Pendant
dazu ist die Inkonsistenz.

Definition 8.4 (Konsistenz, Inkonsistenz). Eine Menge ¥ von Formeln
heifit inkonsistent, wenn sich daraus L ableiten lidsst. Andernfalls heiflt die
Menge ¥ konsistent.

Man beachte, dass Konsistenz bzw. Inkonsistenz , finitdre“ Eigenschaften
sind. Das heifit, wenn eine Formelmenge 3 inkonsistent ist, dann gibt es eine
endliche Teilmenge von ¥, die bereits inkonsistent ist; ein formaler Beweis
von | aus ¥ kann ndmlich nur endlich viele nichtlogische Axiome verwendet
haben.

Satz 8.5. Sei X eine Menge von Sdtzen mit 3+ L.
Dann gilt X = o fiir beliebiges .

Beweis. Die Aussage folgt aus der Anwendung des Modus Ponens zusammen
mit der Tautologie ¥+ 1L — . O

(Manchmal wird auch die Eigenschaft, dass aus ¥ alle Formeln beweisbar
sind, als Definition!'® der Inkonsistenz verwendet.)
Mit diesem neuen Vokabular besagt also die Version 2:

Satz 8.6 (Vollstéindigkeitssatz, Version 2’). Jede unerfiillbare Menge von
(geschlossenen) Formeln ist inkonsistent.

Diese Form des Vollsténdigkeitssatzes verlangt noch immer, dass wir einen
formalen Beweis (von L aus der unerfiillbaren Menge ¥) konstruieren. Sie
lasst sich aber leicht modelltheoretisch umformulieren:

Satz 8.7 (Vollsténdigkeitssatz, Version 3). Jede konsistente Menge von (ge-
schlossenen) Formeln ist erfiillbar.

Um Version 3 zu beweisen, miissen wir also fiir jede konsistente Menge 3. ein
Modell finden, in welchem alle Formeln ¢ € ¥ gelten. Aus der Version 3 folgt
leicht die Version 2, und aus dieser mit dem Deduktionstheorem auch Versi-
on 1. Als Hilfsmittel fiir den Beweis des Vollstédndigkeitssatzes benttigen wir
noch die Begriffe der ,,vollstéindigen Theorie* und der , Henkin-Theorie®.

18Fs gibt logische Systeme (schwicher als unseres), in welchen nicht alle Tautologien
beweisbar sind. In einem System, in dem 1 — 1) nicht fiir alle Formeln beweisbar ist,
heifit eine Menge X, die X - 9 fiir alle 4 erfiillt, ,inkonsistent®; eine Menge 3, die ¥ F+ L
erfiillt, ohne inkonsistent zu sein, heifit , parakonsistent®.
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8.2 Vollstandige Theorien

Definition 8.8 (Theorie). Sei ¥ eine Menge von geschlossenen Formeln.
Dann heifit ¥ auch Theorie.

Definition 8.9 (vollstindige Theorie). Sei 3 eine konsistente!® Theorie und
Z eine pridikatenlogische Sprache. Dann heifit 3 vollstéindig (bzgl. .£),
wenn fiir alle geschlossenen Formeln ¢ € £ entweder ¥ F ¢ oder ¥ F —¢p
gilt.

Bemerkung 8.10. Wenn 3 eine vollsténdige konsistente Theorie ist, dann
gilt fiir alle geschlossenen Formeln ¢ und :

e Y ¢ A1 genau dann, wenn X F ¢ und X F .
e 3 ¢ V1 genau dann, wenn X - ¢ oder X - 1.
e > F —p genau dann, wenn X ¥ .

Bemerkung 8.11. Die 3 Aquivalenzen in 8.10 lassen sich in der Form von
6 Implikationen schreiben; der Leser?® moge sich selbst iiberlegen, welche
dieser 6 Implikationen

o fiir alle Theorien > gelten,
e bzw. fiir alle konsistenten Theorien Y gelten.
(Es sind 3 bzw 4 Implikationen.)

Definition 8.12 (informative Theorie). Sei ¥ eine Theorie und £ eine
priadikatenlogische Sprache. Dann heifit ¥ informativ (bzgl. .£’), wenn fiir je
zwei Konstanten ¢, d € .Z entweder X - ¢ = d oder ¥ F ¢ # d gilt.

¢

(,Informativ* ist also eine schwichere Eigenschaft als Vollsténdigkeit. Der
Name ,informativ* wird in der Literatur nicht verwendet; wir brauchen
ihn nur fiir eine Ubungsaufgabe: Jede informative Henkin-Theorie ist voll-
sténdig.)

Definition 8.13 (deduktiver Abschluss). Sei ¥ eine Theorie in der Spra-
che Z. Als deduktiven Abschluss von X bezeichnen wir die Menge

ci-(X) = {p € Z : ¢ geschlossen, ¥ F ¢}

YEine inkonsistente Theorie ¥ kann man insofern als vollstindig bezeichnen, als ja
> F ¢ fiir alle Formeln gilt, erst recht also die schwichere Bedingung, dass ¥ F ¢ oder
3 F —p gelten soll. Allerdings trifft z.B. die fiir vollstdndige Theorien charakteristische
Eigenschaft ,¥ ¥ ¢ genau dann, wenn ¥ F —p® nicht zu. Wir ignorieren die Frage,
ob inkonsistente Theorien als vollstdndig zu bezeichnen sind, indem wir das Begriffspaar
,vollstindig/unvollstéindig® immer nur auf konsistente Theorien anwenden.

20Giehe Fufinote auf Seite 10
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Bemerkung 8.14. Fiir den deduktiven Abschluss gilt cli-(cl- (X)) = cl-(X).
Satz 8.15. Sei X eine Theorie in der Sprache £ . Dann gilt
1L & 1€ CZF(E) & 1Le CZF(CZ)_(E)) = ch(E) L,

also
Y konsistent < cl-(X) konsistent .

Weiters gilt
Y erfillbar < cl-(X) erfillbar ,

denn jedes Modell von ¥ ist auch Modell von cli-(%).

Bemerkung 8.16. Manchmal wird eine konsistente Theorie ¥ nur dann als
vollsténdig bezeichnet, wenn fiir alle geschlossenen Formeln ¢ gilt: ¢ € X
oder —p € ¥. Wir nennen dies ,vollstindig im engeren Sinn“. Eine kon-
sistente Theorie ¥ ist genau dann vollstdndig im weiteren Sinn (d.h., in
unserem Sinn), wenn ¢l (X) im engeren Sinn vollsténdig ist.

Zwischen ,vollstindig im engeren Sinne“ und ,vollstdndig im weiteren Sin-
ne“ wird nicht immer scharf unterschieden; das macht meistens nichts, weil
wir meistens nicht zwischen Theorien ¥ und ¥/, fiir die cli-(X) = - (¥)
gilt, unterscheiden miissen; zum Beispiel ist ¥ genau dann konsistent, wenn
¥ konsistent ist, ebenso ist jede Struktur 9, die M F X erfiillt, auch ein
Modell der Sétze in Y.

Satz 8.17. Sei X eine konsistente Theorie, die im engeren Sinne vollstindig
ist. Dann gilt

Y =cl (%), also peX & Yk o

Beweis. Sei ¢ eine geschlossene Formel und es gelte ¢ € ¢l (). Dann gilt
also X F ¢ und weil X konsistent ist, ist ~¢ € X unmoglich. Da > auch
vollsténdig ist, folgt ¢ € 3. Die andere Richtung ist klar. O

Hilfssatz 8.18. Sei X eine konsistente Theorie, o eine geschlossene Formel.
Dann ist zumindest eine der Theorien XU {c}, ¥ U {—c} konsistent.
Anders ausgedriickt: Wenn ¥ U {o} und ¥ U {—c} beide inkonsistent sind,
dann ist auch X inkonsistent.

Beweis. Aus ¥ U {—o} F L folgt laut 7.17:
Yo

Analog kann man aus ¥ U {o} I L folgern, dass
Y+ —o.

Wenn also XU{—c} und XU{c} beide inkonsistent sind, dann kann man aus
> sowohl o also auch —¢ ableiten; daraus folgt leicht, dass ¥ inkonsistent
ist. (o — (0 — L) ist némlich Tautologie.) O

61



Satz 8.19. Sei X eine konsistente Theorie einer abzihlbaren Sprache £ .
Dann gibt es eine vollstandige konsistente Theorie ¥ O 3.

Beweis. Seien 01,09, ... alle Sétze aus .Z. Wir definieren induktiv
20 =X

5 YoU{opt1}  falls ¥, U {041} konsistent
nrh Y, U{-ons1} falls ¥, U{op41} inkonsistent

Falls ¥, konsistent ist, so muss nach dem Hilfssatz 8.18 auch ¥,, 1 konsistent
sein.
Nun definiert man

S:ZUZ"

neN

Nach Konstruktion ist ¥ vollstéindig. Weiters ist 3 konsistent, denn ange-
nommen es gelte ¥ L. Dann gibt es also bereits endlich viele inkonsistente
Formeln 1, ..., ¢, € ¥ und demnach ein & € N mit {©1,...,0m} C 3 —
im Widerspruch zur Konsistenz von . ]

Bemerkung 8.20. Der Beweis ist nicht effektiv. Es gibt nédmlich keinen
Algorithmus, der von jeder Formel ¢ feststellt, ob sie (mit ¥) konsistent ist
oder nicht.

Bemerkung 8.21. Dieser Satz gilt auch fiir iiberabzéhlbare Sprachen, d.h.:
Sei ¥ eine konsistente Theorie in einer beliebigen Sprache. Dann gibt es eine
vollstéindige konsistente Theorie ¥ C .

Fiir den Beweis dieses Satzes in seiner allgemeinen Form kann man eine
Wohlordnung aller Formeln verwenden. Alternativ kann man den Satz ver-
wenden, dass es auf jeder Booleschen Algebra einen Ultrafilter gibt (siehe
Ubungen); letzter ist mit dem Lemma von Zorn beweisbar. Das Lemma von
Zorn kann man auch direkt einsetzen: man zeigt, dass es eine (beziiglich
C) maximale konsistente Obermenge von ¥ gibt, und dass jede maximale
konsistente Theorie auch vollstindig sein muss.

8.3 Henkin-Theorien

Definition 8.22 (Henkin-Theorie). Sei ¥ eine Theorie in der Sprache .Z.
Dann heifit ¥ Henkin-Theorie, wenn es fiir alle geschlossenen Formeln der
Form Jz p(z) ein Konstantensymbol ¢ € £ mit ¥ F Sz p(z) — ¢(c))
gibt.2!

21Zur Erinnerung: in 4.4 haben wir vereinbart, dass die Formel 3z ¢(z) — ¢(c) als
Bz o(x)) — ¢(c) zu lesen ist.

62



Definition 8.23 (schwache Henkin-Theorie). Sei ¥ eine Theorie in der
Sprache .Z. Dann heifit 3 schwache Henkin-Theorie, wenn es fiir alle ge-
schlossenen Formeln der Form Jx ¢(x), die aus ¥ beweisbar sind, ein Kon-
stantensymbol ¢ € £ gibt, sodass ¥ F ¢(c).

Wir sagen in so einem Fall, dass ¢ die Formel 3z ¢(x) bezeugt, und wir
nennen c einen Zeugen fiir 3z p(x). Jede Henkin-Theorie ist auch schwache
Henkin-Theorie.

(Eigentlich interessieren uns schwache Henkin-Theorien, aber die schwache Henkin-
FEigenschaft vererbt sich nicht von einer Theorie auf ihre Vervollstindigung; die
starke Henkin-Eigenschaft hingegen schon.)

Definition 8.24. Seien %) C £ pradikatenlogische Sprachen und sei wei-
ters 3 eine Theorie in .. Dann heifit 3 Henkin-Theorie beziiglich .4, wenn
es zu jeder Formel der Form 3z p(x) in % ein Konstantensymbol ¢ € £
gibt, sodass ¥ - 3z o(z) — @(c).

Satz 8.25. Seien X1, Y9 Theorien in der Sprache £ und es gelte 31 C Yo.
Wenn X1 Henkin-Theorie ist, dann ist auch Yo Henkin-Theorie.

Satz 8.26. Sei Xy eine konsistente Theorie in der Sprache £y. Dann gibt
es

1. eine Sprache 4 O % und darin eine konsistente Theorie X1 D X,
sodass X1 Henkin-Theorie beziiglich £y ist.

2. eine Sprache Ly O %y und darin eine konsistente Theorie Xy O X,
sodass X g Henkin-Theorie ist.

Bewess.
(1.) Sei ¥y konsistente Theorie in .%j. Fiir jede geschlossene Formel der Form
Jx p(x) definieren wir eine neue Konstante ¢, und setzen

LA =L U{cep Tz p(x) € L}

Y=Y U{Bzp(x) = pcy) : Tz p(z) € L}

Dann ist 1 Henkin-Theorie beziiglich .%; die Henkin-Eigenschaft folgt aus
der Konstruktion, aber wir miissen auch zeigen, dass ¥ konsistent ist.

Es gentigt zu zeigen, dass aus einer konsistenten Theorie 3 durch Hinzufiigen
einer einzigen Henkinformel 3z ¢(x) — ¢(cz,,) (mit einer neuen Konstan-
ten ¢, ) keine Inkonsistenz entstehen kann. Dann kann so eine Inkonsistenz
namlich auch nicht durch Hinzufiigen einer beliebigen endlichen Menge von
Henkinformeln entstehen, und somit auch nicht durch Hinzufiigen einer be-
liebigen Menge von Henkinformeln (da ja jede inkonsistente Menge eine
endliche inkonsistente Teilmenge enthilt).
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Sei also ¥ eine konsistente Theorie, 3z ¢(x) eine geschlossene Formel, und ¢
eine neue Konstante. Wir behaupten, dass ¥ U {3z p(z) — ¢(c)} konsistent
ist. Wire dies nicht der Fall, wiirde folgen

YU{Fze(x) — )} F L
Y F =(EFze(x) —elc) (DT)

Y F Jze(x)
Y F —pe)
Yk Vzop(z) (GT)

Aus der dritten und letzten Ableitung wiirde sofort ¥ F 1 folgen, im Wi-
derspruch zur Annahme, dass ¥ konsistent war.

(2.) Wir wiederholen die Konstruktion aus (1.) und finden fiir alle n € N
induktiv Sprachen .%,, und konsistente Theorien >, sodass ¥,.+1 2 ¥, und
Yn+1 Henkin-Theorie beziiglich %, ist. Wir definieren

zH::Uzn

neN
L= %
neN
Dann ist Xy konsistent und Henkin-Theorie in % . ]

8.4 Nochmals Substitution

Im Beweis des Vollstandigkeitssatzes werden wir die folgenden beiden Lem-
mata brauchen:

Satz 8.27. Sei s ein Term, x© Variable, und sei t ein Term. Sei 9 eine
Struktur fir die betrachtete Sprache, und sei b eine Belegung (aller relevan-
ten Variablen,).

Wenn b(x) = b(t) ist, dann ist b(s(z/t)) = b(s).

Satz 8.28. Sei ¢ Formel, x Variable, und sei t ein Term, sodass die Substi-
tution @(x/t) sinnvoll ist. Sei M eine Struktur fir die betrachtete Sprache,
und sei b eine Belegung (aller relevanten Variablen).

Wenn b(x) = b(t) ist, dann gilt M |= o(x/t)[b] genau dann, wenn M = p[b)].

8.5 Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Zusammen mit den vorigen Sétzen kénnen wir damit einen weiteren wichti-
gen Satz folgern, der fiir den Beweis des Vollsténdigkeitssatzes mafigeblich
ist:

Satz 8.29. Sei X eine konsistente Theorie in der Sprache £. Dann gibt es
eine Sprache £* O £ und darin eine konsistente Theorie ¥* O X, sodass
>* Henkin-Theorie und vollstindig ist.
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Beweis. Wir finden zunéchst eine Sprache .£* und eine Henkin-Theorie X
in dieser Sprache (sodass Xy konsistent ist und ¥ enthélt). Dann finden
wir (weiterhin in der Sprache £*) eine vollstindige konsistente Theorie
X* D Yy ¥F ist noch immer Henkin-Theorie. ]

Fiir den Beweis des Vollsténdigkeitssatzes (in der Version 3, siehe 8.7) miissen
wir zu jeder konsistenten Theorie ein Modell konstruieren. Der gerade be-
wiesene Satz zeigt, dass es geniigt, dass jede konsistente vollstéindige Henkin-
Theorie ein Modell hat.

Satz 8.30. Sei X* eine konsistente und vollstindige Henkin-Theorie in der
Sprache £*. Dann existiert ein Modell M* = (M, ), welches ¥* erfiillt.

Beweis. Es sei T die Menge aller geschlossenen Terme (d.h., Terme ohne freie
Variablen) in .Z*. (Solche Terme gibt es, da es wegen der Henkineigenschaft
zumindest ein Konstantensymbol in unserer Sprache gibt.)

Es gilt T # 0. Fiir t1,t> € T definieren wir die Aquivalenzrelation ~s+ durch

t1 ~yx tg & DI (tl = tg)

Es sei t/~y+ die Aquivalenzklasse von t. Als unser gesuchtes Universum
definieren wir

M =T /~s5-

Aus der Henkin FEigenschaft der Theorie 3* kann man folgern, dass es zu
jedem geschlossenen Term ¢ eine Konstante ¢; gibt, sodass t ~s« ¢.

[Warum? Sei ¢ ein geschlossener Term, und x eine neue Variable. Dann ist 3zt = x
eine geschlossene Formel, also gibt es wegen der Henkineigenschaft eine Konstante
¢, sodass Jrt =2 — t =cin 3 ist; wegen - Jrt =z gilt X+t = ¢

Wir miissen nun noch angeben, wie die Konstanten, Funktionen und Rela-

tionen durch das Modell 91" interpretiert werden. Dazu setzen wir

- = C/NE*

i fm*(tl/NZ*7 S 7tn/NE*) = f(tla s >tn)/NE*'
(Beachten Sie, dass das f auf der linken Seite ein Funktionssymbol ist.
P st die Interpretation, die wir definieren, also eine Funktion. Auf
der rechten Seite ist f(t1,...,t,) ein Term unserer Sprache.)

® C

o (t1/~sr, ... ty/~s) € R & S F R(ty,. .., 1)

Aus den Leibnizaxiomen (siehe Seite 47) ergibt sich, dass diese Definitionen
nicht von der Auswahl der Reprisentanten der Aquivalenzklassen abhingen,
also wohldefiniert sind. Ist ¢ ein beliebiger geschlossener Term, so ergibt sich
nun induktiv 7% = t/~ge.
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Es bleibt zu zeigen, dass 9" E X* gilt. Wir werden zeigen, dass fiir alle
geschlossenen Formeln ¢ € £~ gilt

(%) M Ep & X Fop
Wir zeigen dies zuniichst fiir Atomformeln.
e M E(t1 =t2) & X*F (t1 =t9)
e M E R(ty,...,tn) & X*F R(t1,...,tn)
Die erste Aussage beweist man so:
ME (=12 & tflm* = tgﬁ* & ty/rvge = tyf/vse &
&t~ bty & X E () = to)

Die zweite Aussage erhélt man durch einen &hnlichen Beweis.

Wir haben (%), nun fiir alle geschlossenen Atomformeln bewiesen. Mit In-
duktion iiber den Formelaufbau wollen wir zeigen, dass (), fiir alle ¢ gilt.
Dazu betrachten wir nun den Induktionsschritt , Junktoren“: Wenn (),
und (x),, gilt, dann wollen wir zeigen, dass die folgenden Aussagen gelten:

e M EFE Y1 ANpa & X' F 1 Ao
e M EF Y1 Vs & X'F 1V
e ME—-p & X'F =

Im Beweis verwenden wir Bemerkung 8.10. Wir zeigen nur die erste und die
dritte Aussage:

M EPpI APy & MEP; und MEE <
&S YR und YRy & X1 Ap

ME-p & MEPp & X'Fep & XF-p

Schliellich betrachten wir noch den Induktionsschritt ,, Quantoren®. Wir wol-
len zeigen: Wenn ¢ Formel mit (hochstens) einer freien Variablen z ist, und
(*)p(z/c) fiir alle Konstanten ¢ gilt??, dann gelten auch (*)yy;, und (¥)3; .
Gestiitzt auf unsere Induktionsannahme

(a) (*)p(z/c) gilt fiir alle Konstanten c
beweisen wir nun Folgendes:

(b) (*)-p(a/c fiir alle Konstanten c.

(c) M Edrp(r) & X*F Jzp(x)

(d) M* E Tz —p(x) & X*F Jz—p(x)

(e) M EVe p(x) & X*F Vo ¢(x)

*?Beachte, dass die Substitution o(z/c) immer sinnvoll ist, und dass ¢(x/c) eine ge-
schlossene Formel ist.
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Beweis von (b)

Siehe obigen Induktionsschritt ,, Junktoren*.

Beweis von (c)

Die eine Richtung folgt aus der Definition unseres Modells, fiir die zweite
verwenden wir die Henkin-Eigenschaft von ¥*:

e Wenn M* E Jx ¢(x), dann gibt es eine Belegung b (der Variablen x),
sodass IMM* = ¢ [b]. b(x) ist eine Klasse t/~x+, wobei ¢ ein geschlossener
Term ist. (Nach einer oben gemachten Bemerkung diirfen wir sogar
annehmen, dass t ein Konstantensymbol ist.)

Es gilt also M* E @ [b]. Nun ist b(x) = t/~x+ = t7F = b(t), also gilt
nach Satz 8.28: M* & p(x/t)[b], somit:

m* E p(x/t)
Nach Induktionsvoraussetzung also: ¥* - ¢(z/t)*, daher ¥* - 3z .

e Nehmen wir nun 3z ¢ € X* an. Wegen der (schwachen) Henkin-Eigen-
schaft der Theorie ¥* kénnen wir ein Konstantensymbol ¢ finden, so-
dass 3z ¢ — ¢(x/c) aus X* beweisbar ist. Daher ist auch ¢(z/c) aus
¥ beweisbar.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also 9 F ¢(z/c). Da die Implika-
tion ¢(x/c) — Tz ¢ allgemeingiiltig ist, muss auch M F Jx ¢ gelten.
Beweis von (d)

Analog zu (c).

Beweis von (e)

Wir verwenden die Allgemeingiiltigkeit der Formel Vx ¢ <« —-Jdzr-p. Es
gilt also M E V¢ genau dann, wenn I E —Jx —p; weiters gilt X* - (Va ¢)
genau dann, wenn ¥* b (=3z —p). Nun gilt:

ME -z~ & METz-p <O TF¥ (Tz-p) & Tk (=32 )
O

Satz 8.31 (Vollstindigkeitssatz, Zusammenfassung). Sei 3 eine Theorie in
einer hdchstens abzihlbaren prdidikatenlogischen Sprache £ und sei ¢ eine
Formel. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:

1. YXFp & Yk

2. 3 unerfillbar < % inkonsistent
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3. X erfillbar < X konsistent
Links steht immer ein semantische Begriff, rechts ein syntaktischer.

Beweis. Nach dem bisher Erwéhnten reicht es zu zeigen, dass jede konsis-
tente Theorie ein Modell hat. Dies ist mit Hilfe der vorigen Sétze nun nicht
mehr schwer. Sei also Y eine konsistente Theorie in der pradikatenlogischen
Sprache .Z. Die Vorgangsweise ist die folgende:

1. Wir finden eine Sprache .Z* O .Z und darin eine konsistente, vollstdndige
Henkin-Theorie ¥* D 3.

2. Wir finden ein Modell 991", welches die Theorie >* erfiillt.

3. Wir zeigen, dass auch Y durch ein Modell 9 erfiillt wird, welches aus
M* durch Reduktion hervorgeht.

Punkt 1 und 2 sind schon erledigt, Punkt 3 folgt aus der Implikation
MEX DY = MZLEXD
O

Bemerkung 8.32. Die Voraussetzung der Abzihlbarkeit der Sprache .Z
ist nicht notwendig, aber fiir unsere Beweisfithrung niitzlich.

Bemerkung 8.33. Fiir abzihlbare Sprachen erhalten wir aus dem Beweis
des Vollstéandigkeitssatzes das folgende Korollar:

Sei ¥ eine konsistente Theorie. Dann hat X ein Modell, welches endlich oder
abzahlbar unendlich ist.

Als Anwendung des Vollstandigkeitssatzes beweisen wir den ,, Kompaktheits-
satz:

Satz 8.34. Sei Y eine Menge von Sdtzen. Dann sind die folgenden Aussagen
daquivalent:

(syn) ¥ ist konsistent.

(syn-e) Jede endliche Teilmenge von ¥ ist konsistent.
(sem) X ist erfillbar.

(sem-e) Jede endliche Teilmenge von ¥ ist erfillbar.

Die Implikation (sem-e) = (sem) heifit , Kompaktheitssatz* der Pradikaten-
logik. Der Beweis ist nun leicht:

e . (sem) = (sem-e)“ ist trivial.

13

e . (sem-e) = (syn-e)“ ist einfach ,, Soundness*.
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e .(syn-e) = (syn)“ gilt, weil jeder formale Beweis von L aus ¥ nur
endlich viele Formeln aus 3 verwendet.

43

e . (syn) = (sem)“ ist der Vollstandigkeitssatz.

Als Anwendung des Kompaktheitssatzes beweisen wir die Existenz von ,, Non-
standardmodellen®.

Definition 8.35. Wir betrachten die Sprache .Z mit den Symbolen +,-, <,
0, 1 (oder bei Bedarf auch noch mit Symbolen fiir weitere Funktionen auf
den natiirlichen Zahlen, wie Exponentiation, modulo, etc.). Mit

N = (N)+7'7§)O71)

bezeichnen wir die Struktur der natiirlichen Zahlen mit den iiblichen Funk-
tionen. Sei ¥ = T'h(N) die Theorie dieses Modells, d.h. ¥ sei die Menge aller
geschlossenen Formeln ¢, die in N gelten.

Satz 8.36. Es gibt eine (sogar abzihlbare) Struktur M, die M E Th(N)
erfillt, die nicht isomorph zu N ist. (Jede solche Struktur nennen wir ein
,Nonstandardmodell“ der natirlichen Zahlen.)

Beweis. Wir betrachten in einer um ein Konstantensymbol ¢ erweiterten
Sprache die Theorie ¥ : =X U{0#c¢,1#¢c,1+1#c¢,1+1+1#¢,...}.
Diese Theorie ist erfiillbar, weil jede endliche Teiltheorie erfiillbar ist. (End-
liche Teiltheorien lassen sich sogar in einer Expansion des Standardmodells
N realisieren, indem man die Interpretation von ¢ einfach grofi genug wihlt.)
Sei nun 9’ ein Modell von ¥/, und sei M die Reduktion von M’ auf die alte
Sprache (ohne ¢). Offensichtlich erfiillt 9t die Theorie 3.

M und M haben dasselbe Universum; sei m* := ¢™ . Dieses Element liegt
also im Universum 91, kann aber nicht im Wertebereich eines Homomor-
phismus A : N — 91 liegen, da so ein Homomorphismus ja 0 € N auf
0 = 0™ = ™ abbilden muss, 1 € N auf 17 = 17, etc., und keines dieser
Elemente ist gleich ¢™ . Daher gibt es keinen Isomorphismus zwischen N
und 1. O

Bemerkung 8.37. Das Modell 9 erfiillt alle geschlossenen Formeln die in
N gelten, insbesondere auch alle Induktionsaxiome und alle Verlaufsinduk-
tionsaxiome.

Eine Eigenschaft, die die Theorie der natiirlichen Zahlen nicht hat, ist also
folgende:

Definition 8.38 (kategorische Theorie). Eine konsistente Theorie 3 heifit
kategorisch, wenn alle Modelle von ¥ zueinander isomorph sind.

69



Satz 8.39. Sei X eine Theorie in der pridikatenlogischen Sprache £. Wenn
Y ein unendliches Modell hat, dann ist ¥ nicht kategorisch. 23

8.6 Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Axiomatisierbarkeit

Wir betrachten eine fixes endliches ,, Alphabet* von Zeichen; mit STRING
bezeichnen wir die Menge aller endlichen Zeichenfolgen iiber diesem Alpha-
bet. (Wenn das Alphabet nur aus einem Zeichen besteht, dann ist STRING
in kanonischer Weise zu den natiirlichen Zahlen dquivalent.)

Definition 8.40 (Berechenbarkeit). Eine Funktion f : N — N (oder alter-
nativ: f: STRING — STRING, oder f: STRING — N) heifit berechenbar,
wenn es einen Algorithmus gibt, der f in endlicher Zeit berechnet. (D.h., der
Algorithmus bekommt als Eingabe eine natiirliche Zahl oder einen String =,
und gibt nach endlich vielen Schritten den Wert f(z) aus.)

Berechenbare Funktionen heiien auch rekursive Funktionen.24

(Dies ist eine informelle Definition, die aber auch prézisiert werden kann —
Genaueres findet man unter den Stichworten primitiv rekursive Funktion,
p-rekursive Funktion, Turing-Maschine.)

Definition 8.41 (Entscheidbarkeit). Eine Menge A C N (oder alternativ:
A C STRING) heifit entscheidbar, wenn ihre charakteristische Funkion x4
berechenbar ist.

Beispiele. Die Mengen aller Formeln, aller logischen Axiome oder aller for-
malen Beweise (as (}) sind entscheidbar. Jede endliche Menge ist entscheid-
bar.

Die Familie der entscheidbaren Mengen bildet eine Boolesche Unteralgebra
der Potenzmenge von N bzw. der Potenzmenge von STRING. Da es aber
nur abzéhlbar viele Algorithmen gibt, gibt es auch nur abzihlbar viele ent-
scheidbare Mengen.

Definition 8.42 (Berechenbarkeit partieller Funktionen). Eine (moglicher-
weise partielle) Funktion f : N — N (oder alternativ: f : STRING —
STRING oder f : STRING — N) heifit berechenbar?®, wenn es einen Al-
gorithmus gibt, der f(x) berechnet, falls f(x) definiert ist, und sonst nicht
terminiert. (Das heifit: Fiir jede Eingabe x gilt: Wenn f(x) definiert ist,

23Da es also in diesem Sinne keine kategorischen Theorien gibt, die unendliche Mo-
delle haben, liegt eine verfeinerte Version dieses Begriffes nahe. Eine Theorie heiffit No-
kategorisch, wenn alle abzidhlbaren Modelle der Theorie isomorph sind; &hnlich definiert
man k-Kategorizitdt fiir andere unendliche Kardinalzahlen k.
Nach Satz 8.36 folgt, dass T'h(N) nicht einmal No-kategorisch ist.

24Der Name rithrt daher, dass berechenbare Funktionen mit Hilfe von rekursiven Defi-
nition aus einfacheren berechenbaren Funktionen aufgebaut werden kénnen.

258olche Funktionen nennt man auch partiell rekursive Funktionen (statt genauer , par-
tielle Funktionen, die rekursiv=berechenbar sind*).
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dann liefert der Algorithmus diesen Wert nach endlicher Zeit. Wenn z eine
natiirliche Zahl bzw. ein String ist, der bzw. die nicht im Definitionsbereich
von f liegt, dann hélt der Algorithmus nicht.)

Definition 8.43 (Semi-Entscheidbarkeit). Eine Menge A C N (oder alter-
nativ: A C STRING) heifit semi-entscheidbar (oder auch ,rekursiv aufzéhl-
bar“26), wenn ihre ,,partielle charakteristische Funktion ¥ 4“ berechenbar ist,
wobei wir Y4 so definieren:

~ . 1 falls z € A
‘ undef  sonst

Beispiel. Die Menge {¢ : F ¢} ist semi-entscheidbar. Wir kénnen namlich
einen Algorithmus angeben, der bei Eingabe ¢ systematisch alle méglichen
Beweise daraufthin absucht, ob ¢ in ihnen auftaucht, und in diesem Fall 1
ausgibt. Bei Eingabe einer beweisbaren Formel gibt dieser Algorithmus si-
cher 1 aus, bei Eingabe einer unbeweisbaren Formel hilt dieser Algorithmus
nicht.

Man kann aber zeigen, dass die Menge {¢ : F ¢} nicht entscheidbar ist
(wenn die zugrunde liegende Sprache zumindest ein zweistelliges Relations-
symbol abgesehen von der Gleichheit enthélt).

Ohne Beweis geben wir die folgenden Sétze an, die die Beziehung zwischen
den Begriffen ,,berechenbar®, ,entscheidbar®* und ,semi-entscheidbar“ be-
leuchten.

Satz 8.44. A C N ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl A als auch
N\ A semi-entscheidbar sind.
(Analoges gilt fir A C STRING.)

Satz 8.45. Fliir eine Menge A C N sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. A st semi-entscheidbar.

2. Es gibt eine partiell berechenbare Funktion f : N — N, sodass A der
Definitionsbereich von f ist.

3. Es gibt eine entscheidbare Menge B C N x N, sodass A die Projektion
von B ist: A={n:3k(n,k) € B}.

4. FEs gibt eine entscheidbare Menge B C N und eine berechenbare (totale)
Funktion f: N — N, sodass A = f[B].

5. A =10 oder es gibt eine berechenbare (totale) Funktion f: N — N, so-
dass A = f|N]. (Diese Figenschaft motiviert den Namen ,aufzihlbar*,
weil f eben eine Aufzihlung von A ist.)

2 . . . .
Sauf Englisch ,recursively enumerable® oder oft nur ,r.e., in neuerer Zeit auch ,,com-
putationally enumerable® oder ,c.e.”
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8.7 Axiomensysteme

Definition 8.46 (Axiomensystem). Ein Axiomensystem in der prédikaten-
logischen Sprache .Z ist eine entscheidbare Menge von geschlossenen For-
meln.

Diese Definition ist nicht kanonisch. Manchmal werden auch beliebige Men-
gen von geschlossenen Formeln als Axiomensystem bezeichnet; in diesem Fall
wiére ein Axiomensystem dann einfach das, was wir als ,, Theorie* bezeichnet
haben. (Allerdings gibt es auch hier einen zumindest psychologischen Un-
terschied: Theorien identifiziert man gerne mit ihrem deduktiven Abschluss,
wihrend es bei Axiomensysteme wirklich auf die Menge selbst ankommt, die
man auch gerne klein hélt, am liebsten endlich.)

Oft verlangt man von einem Axiomensystem auch explizit Konsistenz.

Wir nennen ein Axiomensystem redundant, wenn sich eines der Axiome aus
den anderen beweisen ldsst. Fiir jedes endliche Axiomensystem A ldsst sich
offensichtlich ein Untersystem A’ C A finden, welches nicht redundant ist,
aber den selben deduktiven Abschluss hat (indem man einfach eine mini-
male Teilmenge mit dem selben Abschluss findet); dies ist fiir unendliche
Axiomensysteme nicht immer moglich.27

Informell unterscheiden wir 2 Arten von Axiomensystemen: ,Klassische®
Axiomensysteme versuchen, eine vorgegebene Struktur — wie die Punkte
der Ebene, die natiirlichen Zahlen, oder alle Mengen — zu beschreiben.?®
»2Moderne“ Axiomensysteme beschreiben eine ganze Klasse von Strukturen
(Gruppen, Kérper, etc.).

Beispiele.
e klassische Axiomensysteme: eukl. Geometrie, Peano-Axiome, ZFC
e moderne Axiomensysteme: Gruppenaxiome, Vektorraumaxiome

Um die Bedeutung des Vollsténdigkeitssatzes ,;- ¢ < F ¢“ zu betonen,
konstrastieren wir die Relation F mit einer Variante; fiir diese Variante kann
es keinen Vollstandigkeitssatz geben.

Wir betrachten eine beliebige Sprache £, in der es zumindest ein zweistel-
liges Relationssymbol gibt.

Definition 8.47 (endliche Giiltigkeit). Eine Formel ¢ heifit endlich giiltig,
wenn fiir alle endlichen Modelle 9t gilt: 9 E . Wir schreiben in diesem
Fall auch F. ¢.

2"Man kann aber ein Axiomensystem {¥1,%2, ...} durch das dquivalente Axiomensys-
tem {1, 11 — 2,1 Aha — 13, ...} ersetzen; letzteres ldsst sich zu einem irredundanten
System ausdiinnen.

28Wegen Satz 8.39 reicht aber ein Axiomensystem in der erststufigen Logik nie aus, um
eine einzige (unendliche) Struktur bis auf Isomorphie zu charakterisieren.
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Satz 8.48 (Satz von Trakhtenbrot). Die Menge E~ := {¢ : . ¢} ist semi-
entscheidbar, die Menge Et := {p : F¢ ¢} aber nicht.

Beweis. Wir skizzieren nur einen Beweis fiir den (viel leichteren) ersten Teil
dieses Satzes, indem wir einen Algorithmus angeben, der yg- berechnet:

Wir betrachten die Eingabe . Wir gehen systematisch alle endlichen .Z-
Strukturen durch: Es gibt (bis auf Isomorphie) nur endliche viele Strukturen
mit 1 Element, endliche viele mit 2 Elementen, etc. Fiir jede dieser Struk-
turen 91 {iberlegen wir, ob 91 F ¢ gilt; dazu miissen wir nur endlich viele
Félle tiberpriifen. Wenn wir ein 91 finden, wo 91 F ¢ nicht gilt, gibt der
Algorithmus 1 aus, sonst lauft er weiter. O

Die folgende Definition beschreibt eine abstrakte Eigenschaft unseres Ablei-
tungsbegriffs .

Definition 8.49 (Ableitungsbegriff). Wir betrachten Strings iiber einem
fixen (endlichen) Alphabet.
Ein (berechenbarer) Ableitungsbegriff |~ besteht aus

1. einer (entscheidbaren) Menge von ,, Axiomen*;

2. einer (endlichen) Menge von ,Regeln“, das sind (berechenbare) par-
tielle Funktionen (beliebiger endlicher Stelligkeit) von den Strings in
die Strings.

(Beispiel: die logischen Axiome, und die einzige zweistellige partielle Funk-
tion MP.)

Definition 8.50. Sei |~ ein Ableitungsbegriff, 3 eine Menge von Strings.
Eine formale Ableitung aus X ist eine endliche Folge von Strings, in der jeder
vorkommende String entweder?? ein Axiom ist, oder in ¥ vorkommt, oder
sich durch Anwendung einer Regel auf frither vorkommende Strings erhalten
lasst.

Ein String ¢ heifit ,aus 3 ableitbar®, wenn er in einer formalen Ableitung
aus X vorkommt; wir schreiben in diesem Fall 3 |~ ¢. Statt () |~ ¢ schreiben
wir nur v ¢.

Satz 8.51. Sei |~ ein berechenbarer Ableitungsbegriff. Dann ist die Menge
{v: e}

semi-entscheidbar.

Aus diesem Satz, zusammen mit dem Satz von Trakhtenbrot folgt nun, dass
es keinen berechenbaren Ableitungsbegriff |~ gibt, der die Relation F. be-
schreibt.

In diesem Sinne gilt also: Fiir F, gibt es keinen Vollstéandigkeitssatz.

29Entweder—oder wird hier im nichtausschlieBenden Sinn verstanden.
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Definition 8.52 (unendliche Giiltigkeit). Eine Formel ¢ heifit unendlich
giiltig, wenn fiir alle unendlichen Modelle 9t gilt: M E . Wir schreiben in
diesem Fall auch F, ¢.

Definition 8.53 (Axiomatisierbarkeit). Eine Theorie ¥ heifit axiomatisier-
bar, wenn es ein Axiomensystem Y gibt, sodass gilt

c-(X) = el-(Xo)

Beispiele. Die Menge {¢ : F. @} ist nicht axiomatisierbar. Die Menge
{¢: Fu ¢} ist jedoch axiomatisierbar.

Man kann zeigen, dass eine Theorie ¥ genau dann axiomatisierbar ist, wenn
die Menge cly(3) semi-entscheidbar ist.

9 Préadikatenlogische Resolution

Sei ¥ U ¢ eine Menge von geschlossenen Formeln. Wie kénnen wir entschei-
den, ob X F ¢ gilt? Der Vollstandigkeitssatz, der Kompaktheitssatz und
das Deduktionstheorem liefern uns verschiedene Antworten auf diese Frage.
Letzteres besagt, dass

YEp & dog,...,o0p €L E(01A...Nop) = ¢

gilt. Daher wére es praktisch zu wissen, wann eine Formel ¢ allgemeingiiltig
ist, bzw. wann deren Negation ¢ unerfiillbar ist. Diese Uberlegungen mo-
tivieren eine Methode, die wir bereits aus der Aussagenlogik kennen — die
Resolutionsmethode.

Bemerkung 9.1. Wir treffen fiir das gesamte Kapitel die Vereinbarung,
dass die Gleichheitsrelation nicht zugelassen ist. Dies vereinfacht einige Be-
weisfithrungen.

9.1 Pranexform

Definition 9.2 (Prinexform). Wir definieren induktiv den Begriff der Pri-
nexform fiir Formeln:

1. Jede quantorenfreie Formel ist in Prinexform.
2. Ist ¢ in Pranexform, so sind auch Vz ¢ und Jz ¢ in Pranexform.

3. Das sind alle.?9

39Dies beschreibt wieder ein Induktionsprinzip.
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Beispiele.
Vay Jzg Jxs Yoy (...) ist in Pranexform.
~—~—

»Matrix“

Vx P(x) — Vx P(zx) ist nicht in Prinexform.

Stellt man sich eine Préanexformel in einem Baumdiagramm vor, so ist also
oben im Diagramm der pradikatenlogische Teil mit Quantoren zu finden,
wéahrend darunter der aussagenlogische Teil mit diversen Junktoren folgt.

Satz 9.3. Fir jede Formel ¢ (mit den freien Variablen uy, ..., u,) existiert
eine Formel ¥ in Prinexform sodass gilt:

Eo ool das heifst:

EVzy.. Vo, (p(z1,...,20) & @ (@1, .. 20))

Beispiel (als Beweisskizze). Wir wandeln die Formel ¢ := Vo P(z) —
Yy P(y) Schritt fiir Schritt in Préanexform um:

¢ =Vz P(x) —Vy P(y) <
—Vx P(x)VVy P(y)
Jz-P(x) VVy P(y)
Ja (~P(x) VVy P(y))
3z Wy (—P(x) v P(y)) = ¢"

=
=
=

Die letzten beiden Zeilen folgen aus den Aquivalenzen
(Jz A(z)) VB < Jx(A(z)V B)

(Vo A(z)) VB < Vz (A(xz)V B)

(analog fiir Konjunktionen3!), die immer dann gelten, wenn x in B nicht vor-
kommt. Man kann also die Pranexform einer Formel durch einen expliziten
Algorithmus finden.

Definition 9.4 (Grundinstanz). Sei ¢ eine Formel in Prénexform in den Va-
riablen x1, ..., x,, die nur Allquantoren enthélt. Unter einer Grundinstanz
von ¢ versteht man jede Formel der Form ¢'(t1,...,t,), wobei t1,...,t,
geschlossene Terme sind und ¢’ der quantorenfreie Teil von ¢ ist.

31 Achtung: Jz A(z) — B ist zu 3z (A(z) — B) im Allgemeinen nicht #quivalent!
Jx A(z) — B ist zu (-3z A(x)) V B &dquivalent, somit zu Vz—-A(z) V B bzw. zu
V& [~A(z) V B] bzw. Yz [A(z) — B]. Hier sehen wir auch, warum Implikation ein kompli-
zierterer Begriff als Konjunktion und Disjunktion ist; sie ldsst sich ndmlich als eine Formel
mit einer versteckten Negation auffassen.
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Beispiel. Wir betrachten die Formel ¢

Vo Vy (P(x) A=P(f(y)))

Dann sind

Grundinstanzen von .

Sei nun G(p) die Menge aller Grundinstanzen einer Formel ¢ in Prénexform.
Darin kommen hochstens abzihlbar viele geschlossene Atomformeln vor (wo-
bei wir an dieser Stelle daran erinnern, dass die Gleichheitsrelation in die-
sem Kapitel nicht betrachtet wird). Fasst man nun die Atomformeln als
aussagenlogische Variable pi,po,... auf, so erhilt man eine Menge G(¢p),
die mit aussagenlogischer Resolution behandelt werden kann. Die Idee der
pradikatenlogischen Resolution liegt nun nahe und wird durch den folgenden
Satz charakterisiert, der jedoch nur den Spezialfall von F-quantorenfreien
Formeln behandelt. Die anderen Fille konnen jedoch mit einigen Hilfsiiber-
legungen auf den Satz von Herbrand zuriickgefithrt werden.

Satz 9.5 (von Herbrand, einfache Version3?). Sei ¢ eine prédikatenlogische
Formel in Prdanexform, die keine 3-Quantoren enthdlt. Dann gilt

¢ (pridikatenlogisch) erfiillbar < G(p) (aussagenlogisch) erfiillbar

Beweis. 33 ,=“: Es gelte M £ ¢, d.h. ¢ sei erfiillbar. Dann gilt auch 9 £
7, fiir alle Grundinstanzen v € G(g). Gesucht ist eine aussagenlogische
Belegung b, sodass b(y) = 1 fiir alle v € G(y) gilt. Fiir jede Atomformel
R(ty,...,ty) definieren wir b(R(t1,...,t,)) durch

b(R(t1,. ..

1 falls ME R(ty,...,tn)
7tn)) -
0 sonst

Dann gilt ME A = b(A) = 1 fiir jede geschlossene quantorenfreie Formel
A, was man mit Induktion nach Formelaufbau beweisen kann; insbesondere
gilt b(y) =1 fir alle v € G(p).

,<“: Bs sei G(p) im aussagenlogischen Sinne erfiillbar und sei b eine pas-
sende Belegung. Wir miissen ein Modell 9t = (M, I) finden, sodass M F ¢

32(Ublicherweise wird erst der Satz 9.9 als der Satz von Herbrand bezeichnet

33Der Beweis dieses Satzes wird iiblicherweise mit beweistheoretischen Mitteln gefiihrt,
in dem eine pradikatenlogische Inkonsistenz direkt in eine aussagenlogische transformiert
wird. Wir folgen hier dem Geschmack des Vortragenden und wihlen einen modelltheore-
tischen Zugang.
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gilt. Fiir das Universum M wéhlen wir die Menge aller geschlossenen Terme
und die Interpretation von Funktionen und Relationen definieren wir durch

o [ty .. tg) = ftr,... t) 3
o RM.— {(tl, e ,tk) s b(R(ty, ... ,tk)) = 1}

wobei k € N die jeweilige Stelligkeit angibt. Dann gilt 9 E ¢, denn sei o0BdA
© = V...V, ¢(x1,...,2,), so liefert das Einsetzen von Elementen fiir
x1,...,T, genau die Grundinstanzen von (. ]

9.2 Skolemisierung, Erfiillungsiquivalenz

Wir haben also das priadikatenlogische Problem, ob eine Formel ¢ unerfiillbar
ist, zumindest fiir den Spezialfall von Formeln in Pranexform, die keine 3-
Quantoren enthalten, auf ein aussagenlogisches Problem zuriickgefiithrt. Um
auch den allgemeinen Fall abzudecken, miissen wir noch einige Hilfsiiber-
legungen treffen.

Bemerkung 9.6. 3-quantorenfreie Formeln in Pranexform nennt man auch
Formeln in Skolemform oder skolemisierte Formeln.

Definition 9.7 (Erfiilllungsidquivalenz). Seien ¢, Formeln. Wir nennen
p, 1 erfiilllungséquivalent, wenn entweder beide erfiillbar oder beide un-
erfiillbar sind (im Fall der Unerfiillbarkeit sind sie sogar dquivalent) und
schreiben

© ~E Y

Die Uberlegung ist nun die folgende: Wenn wir zu jeder Formel ¢ eine
erfiillungsiquivalente Formel ¢° in Skolemform finden kénnen, so kénnen
wir auf diese den Satz von Herbrand (9.5) anwenden. Die Existenz sichert
der folgende

Satz 9.8. Zu jeder geschlossenen Formel ¢ in Prdnexform kann man expli-
2it® eine Formel p° (in einer maglicherweise erweiterten Sprache) finden,
sodass ©° in Skolemform ist (d.h. in Prinexform und 3-quantorenfrei) und
es gilt

P~

34 Auf der linken Seite dieser Definition steht der Wert, den man erhilt, wenn man die
E-stellige Funktion f™ auf das k-Tupel (t1,...,tx) von Termen anwendet. Auf der rechten
Seite steht ein einziger Term; diesen erhélt man aus den Termen t1, ..., tx, indem man
das Symbol [ davorschreibt.

35Jede Formel ist entweder erfiillbar oder unerfiillbar, also trivialerweise zu T oder zu L
erfiillungséquivalent. Der Witz besteht aber darin, dass man durch den Skolemisierungsal-
gorithmus, also durch rein syntaktische Umformungen, eine erfiillungséquivalente Formel
finden kann, ohne schon a priori zu wissen, ob die vorliegende Formel erfiillbar ist.
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Beispiel (als Beweisskizze).

L Jz¢'(z) ~= ¢'(c),

wobei ¢ eine neue Konstante ist. Dieses Beispiel deckt jene Fille ab,
in denen die 3-Quantoren vorne stehen.

2. Vz Jy¢'(x,y) ~e Yz oz, f(x)),

wobei f ein neues Funktionssymbol ist. Gilt ndmlich 9 F Vo Jy ¢’ (2, y)
und ist 9 = (M, I') oBdA abzihlbar (dies ergibt sich aus dem Beweis
des Vollstiandigkeitssatzes), so kann man M als Teilmenge von N auf-
fassen. Fiir ein passendes Modell 91 mit 9 [ £ = M definiert man
nun f(m) := min{a € N : M E ¢'(m,a)} fir m € M. Dann gilt
NE (2, f(x))

3. Va1 Voo Jy ¢/ (x1,0,y) ~e Yoy Voo ¢(x1, 22, f(21,22)),

Analog.

Damit sind auch jene Fille abgedeckt, in denen V-Quantoren vor 3-Quantoren
stehen.

Zusammenfassend:

Satz 9.9 (von Herbrand). Sei ¢ eine geschlossene Formel; dann kann man
(effektiv) eine Formel o angeben, die zu ¢ = = erfiillungsiquivalent ist,
und in Skolemform vorliegt (Prdnexform ohne Existenzquantoren). Die fol-
genden Aussagen sind dann dquivalent:

o ) (bzw. —p) ist allgemeingiiltig (=gilt in allen Modellen)
e o ist unerfillbar (=gilt in keinem Modell)
o o ist unerfiillbar

o G(p), die Menge der Grundinstanzen von o, ist aussagenlogisch
unerfillbar (atomare Formeln werden als aussagenlogische Variable be-
trachtet)

o Aus G(o") ist — nach Umformung auf KNF — durch aussagenlogi-
sche Resolution ein Widerspruch (d.h., die leere Klausel) herleitbar

Wir kénnen nun pridikatenlogische Resolution auf beliebige Formeln anwen-
den. Um die abstrakt beschriebene Vorgangsweise zu verdeutlichen, geben
wir einige

78



Beispiele. 1. Wir wollen iiberpriifen, ob die Formel ¢ := 3z (3y P(y) —
P(x)) allgemeingiiltig ist. Stattdessen priifen wir, ob deren Negation
unerfiillbar ist:

= =-3x (I Py — P) &
Ve =(3y P(y) — P(z)) <
Ve (3y P(y) A —P(x)) <
Va Jy (P(y) A —P(x)) ~&
Va (P(f(x)) A=P(z)) =: ¢°

Daraus erhalten wir durch z — a und z — f(a) die Grundinstanzen

{P(f(a)) N=P(a), P(f(f(a))) A =P(f(a))} € G(p)
—_——— ——

-~

p1 —p2 p3 —p1

Fassen wir nun die Atomformeln, wie angedeutet, als aussagenlogische
Variable auf, so konnen wir Resolution anwenden.

G(o) 2 {{p1}s {=ma); (oads {on ) 22 (o }s {=pa)s {pa}: (= }s ()

Die letzte Menge enthiilt die leere Klausel, daher ist —¢ unerfiillbar,
also ¢ allgemeingiiltig.

Meist bildet man gar nicht die Grundinstanzen, sondern fiihrt die Re-
solution schon mit Instanzen von Klauseln durch, die noch Variable
enthalten: Die Matrix der allquantifizierten Formel ¥ ist die KNF-
Formel P(fx) A =P(z), die aus den beiden Klauseln {P(f(x))} und
{=P(z)} besteht. Durch Substitution bekommt man aus der zweiten
Klausel {=P(f(z))}, daraus dann mit Resolution die leere Klausel.

Man beachte, dass man jede Klausel beliebig oft (mit beliebigen Sub-
stitutionen) verwenden kann.

Y = 3JxVy P(x,y) — Yy Iz P(z,y)
Y =@ =-(3xVy P(z,y) — Yy Iz P(z,y)) «
JzVy P(x,y) AN —Vy Jx P
JzVy P(x,y) A JyVe - P
JxVy P(z,y) Ay Vo' —P(2',y) <
o 3y Yy Va' P(x,y) NP2, y) ~
Yy Vo' P(a,y) A —~P(z',b) == ¢°

(z,y) <
(

r,y) <
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{P(a,b) A\=P(a,b)} S G(p) (y+— b2’ a)

(o1} {oi 1 25 (o) ks (0}
Daher ist ¢ allgemeingiiltig.

b= Vo 3y (P(2) — ~P(y)) — % ~P()
Y =-p=Vr Iy (-P(x)VvV-Ply)) A\Vz P(z) <
Vo JyVz (~P(x) V-P(y)) A P(z) ~g
Ve ¥z (<P(2) v ~P(f(@))) A P(2) = ¢

{=P(a) vV =P(f(a)), P(a), P(f(a))} € G(¥)

{{=p1, ~po}; {p1 }; {p2}} 2

{{p1, pa}i {p1 }: {pa}s {-pa}} B

{1, =paki Ao} {p2 ks {2} {1}
Daher ist v allgemeingiiltig.

Hier eine verkiirzte Version: Die Matrix von ¢ ist

{{=P(z),~P(f(z))}; {P(2)} }.

Durch Substitution erhélt aus der zweiten Klausel die Klauseln { P(x)}
und {P(f(z))}. Nach zweimaliger Resolution mit der ersten Klausel
erhélt man die leere Klausel.

10 Mengenlehre

10.1 Pradikatenlogik 2. Stufe

Wir wollen hier die Priadikatenlogik zweiter Stufe nicht ausfiihrlich behan-
deln, sondern nur motivieren.
In der Pradikatenlogik erster Stufe kénnen wir (in einer Sprache .Z)

(A) mit Hilfe einer geschlossenen Formel ¢ aus allen .Z-Strukturen die
Modelle von ¢ aussondern
(z.B. definiert die Konjunktion der Gruppenaxiome genau die Grup-

pen);

(B) mit Hilfe einer Formel ¢(u) auf einer vorgegebenen .Z-Struktur eine
Teilmenge definieren (oder allgemeiner eine n-stellige Relation mit Hil-
fe einer Formel ¢(uy, ..., uy))

(z.B. definiert die Formel Vo x * u = u * x das Zentrum einer Gruppe).
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Allerdings findet man sehr bald Klassen von Strukturen, oder Teilmengen
von Strukturen, die man zwar explizit definieren kann, fiir die sich aber
keine Definition in der Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe anbietet,
weil in dieser Sprache nur iiber Elemente der Struktur quantifiziert werden
kann, nicht aber iiber Teilmengen der Struktur, natiirliche Zahlen, Folgen
von Elementen, etc.

Sei (G, .,1,71) eine Gruppe; das Zentrum von G definieren wir als Z(G) :=
{u € G : Yy uy = y.u}. Die Menge Z(G) lisst sich offenbar durch ei-
ne priadikatenlogische Formel 1. Stufe formalisieren. Das dies nicht immer
der Fall sein muss, zeigt die Untergruppe G’ C G, die von den Elementen
zy.x ty~l x,y € G erzeugt wird.

Ahnliches sieht man bei geschlossenen Formeln. Die Klasse aller abelschen
Gruppen lédsst sich leicht durch die geschlossene Formel VaVyzxy = yx
(gemeinsam mit der Konjunktion der Gruppenaxiome) beschreiben. Fiir
die Klasse der einfachen Gruppen bietet sich aber keine Formel in der
Pridikatenlogik erster Stufe an, die diese Klasse beschreibt (und tatséchlich
gibt es auch keine).

Um auch solche Mengen formalisieren zu kénnen, benétigt man also ,,méch-
tigere* Sprachen.

Eine pradikatenlogische Sprache 2. Stufe enthélt neben den bereits bekann-
ten Objektvariablen, Funktions- und Relationssymbolen auch sogenannte
Relationsvariablen X,Y, Z. Wiahrend Terme wie in 1. Stufe definiert wer-
den, nehmen Atomformeln die Form R(t1,...,t,) an, wobei R nun auch fiir
eine Relationsvariable stehen kann.

Beispiel. Wir geben ein Beispiel fiir eine priadikatenlogische Formel 2. Stufe,
welche die Existenz einer transitiven zweistelligen Relation beschreibt:

DX VizViyViz X(z,y) AN X(y,z) — X(z, 2)

Die Indizes an den Quantoren sollen daran erinnern, dass in einem Fall iiber
Objekte ,zweiter Stufe* (Teilmengen und Relationen) quantifiziert wird, im
anderen nur iiber Objekte erster Stufe (Elemente der betrachteten Struktur).
Modelle, Belegungen und Giiltigkeitsbegriff kann man analog zur 1. Stufe
erklaren. Zum Beispiel ist die gerade angefiihrte Formel allgemeingiiltig, d.h.
sie gilt in jeder Struktur. (Z.B. ist die Allrelation immer transitiv, ebenso
wie die leere Relation oder die Identitét.)

Fiir eine Sprache 2. Stufe liasst sich aber kein sinnvoller Beweisbegriff defi-
nieren, d.h. es gilt der folgende

Satz 10.1. Die Menge {p : Fo @} ist nicht semi-entscheidbar.
Daher gibt es keinen berechenbaren Ableitungsbegriff ~, sodass

My & Fop

fir alle ¢ gilt.
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Die ZFC-Axiome sind eine Theorie 1. Stufe. Riickblickend3® kann man die
Mengenlehre als einen Versuch interpretieren, Logik zweiter und hoherer
Stufe durch eine Theorie erster Stufe zu simulieren, indem man einfach (ge-
wisse; allerdings nicht alle) Teilmengen und Relationen der Modellelemente
wiederum zu Modellelementen macht.

10.2 Allgemeines

Die Sprache der Mengenlehre enthélt als einziges nichtlogisches Zeichen das
zweistellige Symbol €. Wir stellen uns darunter zwar die konkrete Relation
€ vor, miissen aber doch auch beliebige Strukturen (M, E) betrachten, in
denen E eine beliebige zweistellige Relation sein kann.

Um auf den Unterschied zwischen objektsprachlichen Variablen (die beim
Aufbau von Formeln beteiligt sind) und metasprachlichen Variablen (die wir
verwenden, wenn wir z.B. iiber Modelle sprechen) aufmerksam zu machen,
verwenden wir ab jetzt einen eigenene Schriftsatz fiir objektsprachliche Va-
riable: x,y,x1,2Z,.. ..

Wir beginnen mit einem Beispiel fiir ein mengentheoretisches Modell: Seien
a,b zwei beliebige (verschiedene) Objekte.

M:= (M,E) mit M :={a,b}, E:=e"= {(a,b)}

Offenbar gilt
M E IxVy —(y € x)

denn das Element a erfiillt die gewiinschte Beziehung ((a,a) ¢ E, (b,a) ¢
E). Die Grundlage unserer Mengenlehre bilden die ZFC-Axiome (siche An-
hang C). Erwidhnenswert ist noch das Singleton-Axiom, das im Anhang nicht
vorkommt. Es besagt, dass es zu jedem Element eine Menge gibt, die nur
jenes Element (und sonst nichts) enthélt, also

Vx 3{x} bzw.

Vx 3S(x € SAVy (yeS — y =x)) bzw.
Vx 38 (Vy (y €S < y =x))

Das Singleton-Axiom ist aus dem Paarmengenaxiom ableitbar (und daher
im Anhang nicht erwihnt):

Bewets.

PMA FVy dpVz (zep—z=uVz=y) (Subst.Ax. + MP)

PMA F JpVz (zep—z=uVz=u) (Subst.Ax. + MP)

PMA I 3pVz (zep < z=u) (allgemeingiiltige Aquivalenz)

PMA FVx dpVz (zep«—z=x) (Gen.Th.) O

36Historisch gesehen lief es eher umgekehrt. Als Zermelo 1908 seine Axiome formulierte,
war die Unterscheidung ,, Logik erster /hoherer Stufe noch nicht so klar. Zermelo wollte die
Formeln in seinem Aussonderungsaxiom aber nicht auf Formeln erster Stufe beschréinken,
sondern , beliebige“ Eigenschaften zulassen.
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Aus dem Vereinigungsmengenaxiom und dem Paarmengenaxiom l&sst sich
die bekannte mengentheoretische Vereinigung zweier Mengen herleiten, also

VMA,PMA VAVB 3CVz(zeC < zecAV zeB)

Definition 10.2 (induktive Menge). Eine Menge heifit induktiv, wenn sie
die leere Menge enthilt und mit jedem Element x auch dessen Nachfolger

S(z) ==z U{z}.

Dieser Begriff fithrt zur von Neumann’schen Definition der natiirlichen Zah-
len:

0:=0

1:={0}
2:={0,1}

Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen werden wir in Zukunft
mit w bezeichnen. Sie ist die kleinste induktive Menge.

Das Unendlichkeitsaxiom behauptet, dass es eine induktive Menge gibt, oder
dquivalent dazu: dass es eine kleinste induktive Menge gibt. Aus ,,xg induk-
tiv¢ kann man ndmlich (mit dem Aussonderungsaxiom) erstens schlieflen,
dass es eine Menge M gibt, die genau aus jenen Elementen von xg besteht,
die in jeder induktiven Menge enthalten sind:

ZF U{xo induktiv} F IMVz[zeM < zexAVi(i induktiv — z € 7)]

zweitens (mit Extensionalitétsaxiom), dass so ein M eindeutig bestimmt ist,
drittens, dass M iiberhaupt alle Elemente enthélt, die in jeder induktiven
Menge vorkommen:

ZF U{xo induktiv} F IMVz(zeM « Vi(i induktiv — z € i)

und viertens, dass so ein M selbst induktiv sein muss, also kleinste induktive
Menge ist:

ZF F xg induktiv — 9dM M ist kleinste induktive Menge

Mit 3-Einfithrung kénnen wir also aus der Existenz einer induktiven Menge
auf die Existenz einer kleinsten induktiven Menge schlieflen.
Einige weitere wichtige Bezeichnungen und Schreibweisen sind die folgenden:

— Wir fithren die abkiirzende Schreibweise z = {x,y} fiir
Vt: tezeot=xVt=y

ein.
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— Die Menge {{x}, {x,y}} =: (x,y) bezeichnet man als geordnetes Paar.
Formal fithren wir die abkiirzende Formel z = (x,y) fiir

PIz={P,Q} AP ={xx} AQ = {x,7}
ein, wobei z = {P,Q} selbst wiederum eine Abkiirzung ist.
Das geordnete Paar erfiillt die charakteristische Eigenschaft
(z,y) = (@"y) —w=a"ny=y,

d.h. diese Eigenschaft ist auch in ZFC beweisbar.

Sobald wir den Begriff des geordneten Paares haben, kénnen wir auch
definieren, was eine Relation bzw. eine Funktion ist, und wir verwenden
abkiirzende Schreibweisen wie f(x) = y fiir ,f ist Funktion3?, und
(x,y) e £“. (x,y) € £ ist wiederum als Ipp € £ Ap = (x,y) zu lesen.

— Die Produktmenge zweier Mengen X, Y sei definiert als

XxY ={(xyy):xeX,yeY}={z:IxeX JyeY :2=(x,5)}

— Fiir eine Funktion f : X — Y gilt f C X x Y. Wir schreiben statt
f(x) = y auch (x,y) € £. Eine Funktion ist also eine spezielle Form
einer Relation.

— Die Definition einer Funktion f nach dem Schema

f(0) = ao, f(n+1)=h(f(n))
nennt man induktiv.
— Das Bild einer Menge A unter einer Abbildung f bezeichnen wir mit
F1A] == {f(a) : a € A}.
Definition 10.3 (h-induktive Relation). Sei A eine Menge und h: A — A
eine Funktion. Eine Relation R C w x A heifit h-induktiv, wenn gilt
1. (0,a0) € R, fiir ein ap € A
2.VnewVa€eA: (nja) e R— (n+1,h(a)) € R

Beispiele. Die Relation w x A ist offenbar h-induktiv. Im folgenden Satz
suchen wir eine kleinste h-induktive Relation.

37 Achtung! Unsere Sprache enthélt weiterhin nur ein einziges Relationssymbol, und
weder Konstanten- noch Funktionssymbole. Insbesondere ist £ hier kein Funktionssymbol
sondern einfach eine Variable.
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Satz 10.4 (Rekursion). Sei A eine Menge, h : A — A eine Funktion und
ap € A. Dann existiert genau eine Funktion g : w — A mit

9(0) = ao, g(n+1)=h(g(n))

In der naiven Mengenlehre ist dieser Satz klar: g(n) := f((ag). Wir wol-
len diesen Satz aber in der formalen Mengenlehre definieren und mit ZFC
beweisen. Die Formulierung als Satz der Form

VA Vh Vag (Wennh:A — A, ..., dann Jlg:...)

iiberlassen wir dem Leser.

Beweisskizze. Gesucht ist eine Formel ¢(n, a) (die ag und h verwenden darf),
die den Graphen der gesuchten Funktion aus der Menge A x A aussondert.
Wir definieren ¢(n, a) so:

newAaeAAVR (Rist h-induktiv — (n,a) € R)

Es lisst sich dann (mit ZFC!) zeigen, dass eine Relation M C w x A existiert,
sodass gilt
VnewVaeA: (n,a) €M« ¢(n,a)

Weiters lésst sich zeigen, dass M dann eine Funktion ist, die die Bedingungen
erfiillt, also ist M das gewiinschte g. O

Familien

Eine ,,Familie* ist formal dasselbe wie eine Funktion; der Unterschied be-
steht in der Betrachtungsweise: Bei einer Funktion geht es um die Beziehung
zwischen Elementen des Definitionsbereich und des Wertebereichs, wihrend
es bei einer Familie vor allem um die Elemente des Wertebereichs geht (die
dann oft auch einfach ,,Elemente der Familie“ heiflen, was eine sprachliche
Ungenauigkeit darstellt, da die ,,Elemente“ einer Funktion/Familie formal
korrekt eigentlich Paare (i, z;) sind).

Weiters sind bei einer Funktion die Elemente des Bildbereichs als ,,Objekte*
bzw. Elemente einer Struktur interessant, wihrend die Elemente einer Fa-
milie oft als Mengen interessant sind (d.h. wir interessieren uns auch fiir ihre
Elemente). Eine Familie, deren Elemente als Objekte interessant sind (also
nicht als Mengen) nennen wir auch Tupel. Ein Tupel mit Definitionsbereich
I nennen wir auch I-Tupel. Wenn [ eine natiirliche Zahl n ist, sagen wir
statt n-Tupel auch , Folge der Lange n“.

Beispiel. Sei f:{0,1,2} — R durch f(0) =3, f(1) =1, f(2) = 4 definiert.
Die Definitionsmenge = Indexmenge von f ist die Menge {0, 1,2}, die wir 3
nennen; f ist also ein ,,3-Tupel®.
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Abkiirzend kénnen wir f auch als (3,1, 4) anschreiben. 3%

Beispiel. Sei g : {0,1,2} — PB(R) durch f(0) =N, f(1) = Z, f(2) =R
definiert. Da die ,,Elemente® dieser Familie nicht einfach ,,Zahlen“ sondern
Mengen von Zahlen sind, nennt man g eher ,,Familie“ statt ,, Tupel®.
Abkiirzend kénnen wir g auch als (N, Z, R) anschreiben.

Beispiel. Das 2-Tupel {(0,x), (1,y)} kann man abgekiirzt als (z,y) anschrei-
ben. Formal ist das etwas ganz anderes als das geordnete Paar (x,y). Tat-
séchlich ist der Unterschied oft vernachléssigbar, weil auch (x,y) die cha-
rakteristische Eigenschaft des geordneten Paars hat.

Den Definitionsbereich einer Familie nennt man tiblicherweise Indexmenge.
Wenn [ die Indexmenge der Familie .% ist, sagen wir auch, dass % ,,mit [
indiziert ist“. Eine mit I indizierte Familie .# schreibt man auch gerne als
F = (X;:i€l)oder F = (X;);er an, wobei X; eine andere Schreibweise
fiir .7 (i) ist.

Aus dsthetischen Griinden spricht man statt von einer ,Menge von Mengen“
oft lieber von einer ,,Familie von Mengen“. Dies ist insofern gerechtfertigt,
als man jeder Menge X in natiirlicher Weise eine Familie (oder ein X-Tupel)
zuordnen kann, namlich die Familie (a; : i € X)), wobei wir a; := i setzen.
Formal ist diese Familie die Identitdtsfunktion auf der Menge X; da es uns
aber bei Familien besonders auf die Elemente des Wertebereichs ankommt,
ist diese Familie ,,im Wesentlichen“ dasselbe wie die Menge X selbst.

Operationen auf Familien

Sei (X : i € I) eine Familie von Mengen. Mit | J;c; X; bezeichnen wir die
Menge {y : 3i € Iy € X;}. Dies ist also genau die Menge |JY, wobei
Y ={X; :i € I} der Wertebereich der gegebenen Familie ist.

Analog ist (;c; X; definiert. Dies ist allerdings nur dann erlaubt, wenn I
nicht leer ist.3?

Sei (X; : i € I) eine Familie von Mengen. Mit [[,.; X; bezeichnen wir die
Menge aller I-Tupel (z; : i € I), die Vi z; € X; erfiillen. Formal ist dies
also die Familie aller Funktionen f, die auf I definiert sind, Wertebereich
C U, X erfiillen, und weiters die Eigenschaft Vi € I f(i) € X; haben.

Beispiel. Sei (X; : i € I) eine Familie von Mengen, die alle 3 € X erfiillen.
Dann ist die konstante Funktion mit Wert 3 (formal also die Menge I x {3})
ein Element von [], X;.

380ft werden fiir endliche Folgen auch runde Klammern verwendet, statt (3,1,4)
schreibt man dann (3,1,4). Umgekehrt wird fiir das geordnete Paar {{z},{z,y}} statt
(z,y) manchmal auch die Schreibweise (z,y) verwendet.

39Die definitorische Abkiirzung = € ﬂiel X; < Vi € Ix € X; ist zwar auch dann
moglich, wenn I leer ist; dann trifft 2 € (,c; X; fiir alle & zu, daher gibt es keine Menge
Z, die alle solchen z enthilt. Fiir leeres I gilt also ~3ZVx (z € Z < (.., X;), also kurz
gesagt ,,der leere Durchschnitt existiert nicht*, bzw ,ist keine Menge“.

icl
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Beispiel. Sei I = (). Dann gibt es genau ein I-Tupel, nimlich die leere Menge
(die in diesem Zusammenhang auch 0-Tupel genannt wird).

Die leere Menge ist ndmlich eine Funktion, deren Definitionsbereich leer ist.
Beispiel. Sei I = {0}, Xo := {4,8}. Dann ist die Funktion {(0,{4,8})}
eine mit [ indizierte Familie, die wir auch als (X; : ¢ € I) anschreiben
konnen. Das Produkt [[;.; X; besteht aus den beiden Funktionen {(0,4)}
und {(0,8)}; in Tupelschreibweise konnen wir die beiden Elemente dieses
Produkts als (4) und (8) anschreiben; wir sehen hier, dass ein Produkt mit
einem einzigen Faktor im Wesentlichen dasselbe wie dieser Faktor ist.

10.3 Endliche und unendliche Mengen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Begriff ,,endlich® zu definieren. In
der modernen Mengenlehre verwendet man iiblicherweise die folgende Defi-
nition:

Definition 10.5. Eine Menge A heifit endlich, wenn es eine natiirliche Zahl
n € w und eine Bijektion f :n — A gibt.
A heif3it unendlich, wenn A nicht endlich ist.

Dies lasst sich leicht in der Sprache von ZFC formalisieren. Wir schreiben
oft informell |A| < oo bzw. |A| = cc.

Allgemeiner definieren wir A ~ B (gelesen: A und B sind gleichméchtig) als
Abkiirzung fiir 9f : A — B, f Bijektion.

Gelegentlich trifft man auch die folgende Definition:

Definition 10.6. A heifit Dedekind-unendlich, wenn A mit einer echten
Teilmenge gleichméchtig ist.

Mit den bisher betrachteten Axiomen kann man folgendes zeigen:
Satz 10.7. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist mit einer echten Teilmenge gleichmdchtig.
(b) Es gibt ein a € A, sodass A mit A\ {a} gleichmdchtig ist.

(c) Es gibt eine injektive Abbildung von w nach A.

Beweis von (¢)—(b): Sei f : w — A injektiv. Sei B die um die Wertemenge
von f verminderte Menge A: B := A\ f[w]. Sei g := {(b,0) : b € B} U
{(f(n),f(n+1)) :n € w}. Dann ist g: A — A\ {f(0)} eine Bijektion.

Im né#chsten Abschnitt werden wir die Beziehung von (a), (b), (¢) zu folgen-
der Aussage betrachten:

(d) A ist unendlich.

Mit Induktion kann man leicht zeigen, dass kein n € w Dedekind-unendlich
ist, ebenso keine zu n gleichméchtige Menge. Daher sind endliche Mengen
jedenfalls Dedekind-endlich.
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10.4 Das Auswahlaxiom

Wir behaupten, dass umgekehrt jede Dedekind-endliche Menge auch endlich
ist, also jede unendliche Menge Dedekind-unendlich sein muss.

Satz 10.8. Jede unendliche Menge A enthdlt eine Kopie der natiirlichen
Zahlen; in Zeichen:

VA:|Al=cc = Jg:w — A, g injektiv
Beweis. Der Beweis scheint offensichlich zu sein:

9(0) :==ap € A, g(n+1):=any1 € A\ {g(0),9(1),...,9(n)}
0

Nicht auf der Hand liegt die Tatsache, dass dieser Beweis nicht mit den ZF-
Axiomen gefiihrt werden kann, man benétigt zusédtzlich das Auswahlaxiom.

Definition 10.9 (Auswahlaxiom). Das Auswahlaxiom besagt
VX 3f:PX)\ {0} - X: VACX: f(A)e A

Ist ndmlich f eine solche Auswahlfunktion, so kann man die im obigen Satz
gesuchte Funktion g definieren durch

9(0) == f(X), g(n+1):= f(X\{9(0),9(1),...,9(n)})

Genauer konnen wir g als Teilmenge von w x X durch eine geeignete For-
mel ¢ aussondern. ¢(n,z) besagt, informell, dass es eine Funktion ¢’ gibt,
die auf {0,...,n} definiert ist, an der Stelle n den Wert z annimmt, und
zwischendurch einer Rekursionsformel gehorcht:

on,z):= mewAhzeX)A EIg’<g’:(n+1)—>X A gm) =z A

AN VEk<n:g (k)= f(X\gl[k'D>

Man beachte, dass im Ausdruck ¢'[k] die Menge aller Werte ¢'(7) mit i < k
gemeint ist: ¢'[k] = {¢'(1) i € k} ={d'(1) : i <k} ={4'(0),...,¢'(k—1)}.

Eine Variante des Auswahlaxioms bildet das Auswahlaxiom in Familienver-
sion:

Definition 10.10 (Auswahlaxiom, Familienversion). Fiir jede Mengenfa-
milie (A; : i € I) von nichtleeren Mengen gibt es eine Auswahlfunktion,
d.h.
EIf:IHUAZ-: Viel: f(i) € A;
i€l
Kurz gesagt: Wenn Vi A; # () gilt, dann ist auch [];.; A; nicht leer.
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Wir zeigen, dass die beiden Versionen des Auswahlaxioms dquivalent sind.
Dazu setzen wir zunéchst die Standardversion voraus und folgern die Fami-
lienversion:

Beweis. Sei also (A; : i € I) eine Mengenfamilie mit A; # 0 Vi € I. Wir
definieren X := [J;c; A;. Laut Voraussetzung existiert also eine Auswahl-
funktion g auf der Menge P(X) \ {0}, sodass g(4) € A VA C X. Die durch
f:1—X,i— g(4;) € A; definierte Funktion ist dann die gesuchte Aus-
wahlfunktion fiir Familien.

Sei umgekehrt die Familienversion vorausgesetzt und A # () eine Menge. Wir
setzen I := P(A)\ {0} und A; := i. Dann existiert also laut Voraussetzung
eine Auswahlfunktion f : P(A) \ {0} — A mit f(i) € A; = i. Diese erfiillt
die gewiinschten Bedingungen. O

Die endliche Variante des Auswahlaxioms in Familienversion kann man auch
in ZF beweisen. Ist (A4; : i € I) eine Mengenfamilie mit A; # () Vi € I und
I endlich, dann folgt [],.; A; # 0. Der Beweis erfolgt induktiv (d.h. wir
verwenden die Definition von w als kleinster induktiver Menge).

Als Aufwérmiibung zeigen wir zunéichst A#0® A B# () — A x B # |

Die Formela € A AN b€ B — (a,b) € A x B folgt mehr oder weniger aus
der Definition von A x B. Die Formel (a,b) € A x B ist ndmlich Abkiirzung
fir 32 3C 2z = (a,b) Nz € C NC = A x B. Hier ist C' = A x B Abkiirzung
fiir Vu (u € C <> dp € Adqg € Bu = (p,q)).

Aus den Axiomen C' = A x B,a € A,b € B,z = (a,b) folgt also ,nach
Definition“ z € C. Damit erhalten wir mit Deduktionstheorem:
ZFCFac€ A N beB— (a,b)e Ax B

ZFCFacANbeEB—32:2€ AxB (3-Einfithrung rechts)
ZFCrdr:z2€ ANbeEB—-3z:2€ AxB (3-Einfiihrung links)
ZFCHdyde:x € A NyeB—3dz:2€ AxB (3-Einfithrung links)

Nun betrachten wir die Menge
R:={necw:P(n)}
wobei P(n) die folgende Formel ist:

Fiir jede Familie (X; : ¢ < n) von nichtleeren Mengen ist [[,_, X;

nicht leer.

<n

R ist nach dem Aussonderungsaxiom wohldefiniert. Wir wollen zeigen, dass
R induktiv ist. P(0) gilt, weil das leere Produkt nicht leer ist (es enthélt das
leere 0-Tupel).

Fiir den Induktionsschritt beweisen wir nun Folgendes:

felxi nyeXxe — fu{myte I] X

i<n i<n+1
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Der Beweis dafiir ist dhnlich wie der obige Beweis von (a,b) € A x B,
man muss nur die Definitionen auspacken. Insbesondere muss man aus dem
Axiom g = f U {(n,y)} schliefen, dass g eine Funktion ist.

Durch Einfithrung des Existenzquantors rechts erhélt man nun zunéchst

fellxinyexn — J[ Xi#0,
i<n i<n+1
und durch Einfithrung des Existenzquantors links (2 Mal) erhélt man
[[xi#0n X020 — ] Xi#0.
i<n i<n+1
Damit hat man in ZF bewiesen, dass R induktiv ist, daher ist R = w.

Man sieht leicht, dass aus der Aussage: ,Das Produkt einer mit n indi-
zierten Familie von nichtleeren Mengen ist nichtleer” die Aussage ,, Fiir alle
n-elementigen Indexmengen I gilt: Das Produkt einer mit I indizierten Fa-
milie von nichtleeren Mengen ist nichtleer” folgt.

Daher gilt:

Satz 10.11. In ZF ist beweisbar: Das Produkt einer endlichen Familie von
nichtleeren Mengen ist nie leer.

10.5 Das Lemma von Zorn

In diesem Abschnitt kommen wir zu drei zum Auswahlaxiom dquivalenten
Sétzen. Zunéchst aber noch einige Definitionen:

Definition 10.12 (Halbordnung). Sei P eine Menge und < eine binére
Relation. Dann heifit (P, <) Halbordnung, wenn die Relation < die folgenden
Eigenschaften hat:

o Reflexivitit: a < a Va € P
e Antisymmetrie: a < bAb<a—a=0b VYa,be P
e Transitivitit: a <bAb<c—a<c Va,b,ce P

Definition 10.13 (Kette). Sei (P, <) eine Halbordnung und C' C P. C
heifit Kette, wenn fiir alle ¢1, co € C' gilt:

cg < Ve <o

Definition 10.14 (maximales Element). Sei P eine Menge. Dann heifit
m € P maximales Element, wenn gilt

VpeP:m<p—-m=p
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Wir kommen nun zum beriihmten

Satz 10.15 (Lemma von Zorn). Sei (P, <) eine Halbordnung. Wenn jede
Kette C C P beschrinkt ist, dann existiert ein maximales Element in P.

Satz 10.16 (Lemma von Hausdorff). Sei (Q, <) eine Halbordnung. Dann
gibt es eine mazrimale Kette K*, d.h.

VK CQ: K Kette N K CK - K*=K

Definition 10.17 (Familie von endlichem Charakter). Sei .# eine Menge
von Mengen. .# heifit Familie von endlichem Charakter, wenn gilt

VX:XeF - (VECX:FEendlich— FEec.%)

d.h. eine Menge X liegt genau dann in .%, wenn alle ihre endlichen Teilmen-
gen in . liegen.

Beispiele. e Sei X beliebig. Dann ist PB(X) von endlichem Charakter.

e Sei X unendlich. Dann ist die Menge {B C X : B endlich} nicht von
endlichem Charakter.

e Sei @ eine partielle Ordung. Dann ist die Menge { K C @ : K ist Kette}
von endlichem Charakter.

e Seien A, B Mengen. Dann ist die Menge aller partiellen Funktionen
von A nach B von endlichem Charakter.

e Seien A, B Mengen. Dann ist die Menge aller partiellen injektiven
Funktionen von A nach B von endlichem Charakter.
Mit dieser Definition gelangen wir zum dritten

Satz 10.18 (von Teichmiiller/Tukey). Jede Familie von endlichem Charak-
ter hat ein mazimales Element (bzgl. C).

Wir zeigen, dass die drei genannten Sétze dquivalent sind:

Beweis. Zorn — Teichmiiller /Tukey: Sei .# eine Familie von endlichem Cha-
rakter. Man fasst (.#, C) als Halbordnung auf. Sie erfiillt die Voraussetzun-
gen des Lemma von Zorn, denn ist K C % eine Kette, dann ist

S = UXE?
XeK

sicher eine obere Schranke in Bezug auf die Relation C. Wir behaupten
dariiber hinaus, dass S auch in der betrachteten Halbordnung liegt, dass
also S € .. Dazu miissen wir nur zeigen, dass jede endliche Teilmenge
E C Sin % liegt.

91



Ist ndmlich E := {ej, eq,...,e,} eine solche endliche Teilmenge, dann gilt
e € X 1€ K

QQEXQGK

en € Xy, €K
Es gilt dann oBdA X; C Xy € % Vi=1,...,n,also K € %.

Teichmiiller / Tukey — Hausdorff folgt aus dem zweiten Beispiel einer Familie
endlichen Charakters {K C @ : K ist Kette}.

Hausdorfl — Zorn ist leicht: Jede obere Schranke einer maximalen Kette
muss bereits ein maximales Element sein. O

Aus dem Satz von Teichmiiller/Tukey folgt der Vergleichbarkeitssatz:
Satz 10.19 (Vergleichbarkeitssatz). Seien A, B Mengen. Dann gilt
Al < [B| Vv |B| < |A]

Es existiert also entweder eine injektive Funktion von A nach B oder von B
nach A.

Beweis. Wir definieren
f:={g:dom(g) C A,ran(g) C B, g injektiv}

f ist eine Familie von endlichem Charakter, man kann also Teichmiiller/Tukey
anwenden und erhélt ein maximales Element g* € f. Es muss gelten

dom(g*) = A V ran(¢*) =B

(denn sonst wére g* nicht maximal).
Wenn g* total ist, dann ist g* injektive Abbildung von A nach B. Im anderen
Fall liefert ¢* eine injektive Abbildung von B nach A. O

Definition 10.20 (Wohlordnung). Sei W eine Menge und < eine binére Re-
lation. Dann heifit (P, <) Wohlordnung, wenn die Relation < die folgenden
Eigenschaften hat:

e Reflexivitit: a < a VYa e W
e Transitivitit: a <bAb<c—a<c Va,bce W
e Vergleichbarkeit: a <bVa=0Vb<a Va,be W

e Existenz des Minimums: VA C W : A # () — Imin(A).
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Beispiel.
({-1, —%, —%, ..., 0}, <) ist Wohlordnung, jedoch nicht zu w isomorph.

Satz 10.21. Aus dem Auswahlaxiom (genauer: aus ZFC) folgt das Lemma
von Zorn.

Wir beenden das Kapitel mit einem iiberraschenden Ergebnis.

Satz 10.22 (Wohlordnungssatz). Sei A eine Menge. Dann existiert eine
Relation R, sodass (A, R) eine Wohlordnung ist.
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