Mengenlehre: Hierarchie der Unendlichkeiten

Martin Goldstern

Mengenlehre ist ein Teilgebiet der mathematischen Logik. Wie die Logik
iiberhaupt spielt die Mengenlehre mehrere Rollen: Man kann sie als philoso-
phisches , Fundament® der Mathematik auffassen, man kann die Sprache der
Mengenlehre als universelle Sprache der Mathematik benutzen (letztendlich
sprechen Gruppentheoretiker, Funktionalanalytiker, Kombinatoriker etc. alle
von Strukturen, die aus Mengen aufgebaut sind), und man kann die Mengen-
lehre einfach als eines von vielen mathematischen Gebieten sehen, auf wel-
chem mit rein mathematischen (also nicht etwa philosophischen) Methoden
Strukturen analysiert werden. Wie in jedem Gebiet der reinen Mathematik
gibt es hier Definitionen, Sétze, und Beweise.

Auf diesen ,innermathematischen Aspekt der Mengenlehre mochte ich
mich hier konzentrieren. Was ist nun das Objekt der mengentheoretischen
Forschung?

Aktuell oder potentiell ?

Die Aufgabe der Mengenlehre ist es, das Unendliche mit mathematischen
Mitteln zu erforschen.

Was man unter dem ,,Unendlichen* versteht, ist in der Mathematik nicht
kanonisch festgelegt. Die Mathematiker nehmen hier einen pragmatischen
Standpunkt ein: erlaubt ist das, was praktisch ist. Einige Beispiele:

1. In der elementaren Zahlentheorie zum Beispiel spielt dieser Begriff
iiberhaupt keine Rolle. Wenn iiberhaupt, so iibernimmt die Zahl 0 die
Rolle von oo, denn 0 ist im Teilerverband (also in der partiellen Ord-
nung, die durch die Teilbarkeitsrelation der natiirlichen Zahlen gegeben
wird — wir definieren m < k < m ist ein Teiler von k), das grofite
Element.



2. In der projektiven ebenen Geometrie versteht man unter ,unendlich®
einfach eine willkiirlich gewéhlte Gerade, deren Punkte man als ,,un-
endlich ferne Punkte“ oder ,,Richtungen® interpretiert.

3. In der reellen Analysis gibt es zwei ,,unendlich grofle“ Objekte, ndmlich
+o0o und —oo. Der Begriff ,unendlich“ wird hier exakt durch die Defi-
nition des Grenzwertes formalisiert.

4. In der komplexen Analysis erweist es sich meistens als sinnvoll (und oft
als moglich), mit nur einem Wert ,,unendlich zu rechnen.

In den ersten beiden Beispielen ist das Unendliche (in der jeweiligen In-
terpretation) , aktuell unendlich“ — das Unendliche wird hier als Objekt der
Theorie selbst betrachtet, in den anderen beiden Beispielen steht das ,,po-
tentiell Unendliche® im Vordergrund, das Unendliche als Umschreibung fiir
einen unendlichen Prozess.

In der Mengenlehre untersuchen wir einen Begriff des Aktual-Unendlichen.
Die Geburtsstunde der Mengenlehre schlug in jenem Moment, als Georg Can-
tor entdeckte, dass es es verschiedene ,,Groflen von unendlichen Mengen
gibt.

Die Begriffe ,,abzéhlbar“ und , iiberabzéhlbar® sind den Lesern wohl schon
bekannt, das ist aber noch ldngst nicht alles. Es gibt eine unendliche Skala
von unendlichen , Kardinalitdten*, und diese Skala ist nicht nur unendlich
lang, sondern sogar iiberabzéhlbar — wie lang genau, das kann hier noch
nicht formuliert werden, dazu miissen wir erst eine eigene Sprache schaffen.

Gleichmaéichtigkeit

Die grundlegende Definition, die es erlaubt, unendliche Mengen nach ihrer
GroBe zu unterscheiden, ist folgende:

Definition . A ~ B, in Worten: A ist gleichméchtig mit B“, genau dann,
wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Wenn A endlich ist, dann bedeutet A ~ B: ,, B hat genau so viele Elemente
wie A“. Der Begriff ,, gleichméchtig” verallgemeinert also den Begriff ,,gleich
viele Elemente®, den wir aus der Welt der endlichen Mengen kennen.



ACHTUNG! Bei unendlichen Mengen kann es durchaus vorkommen (tat-
séichlich kommt es immer vor'), dass eine Menge A zu einer echten Teilmenge
B C A gleichméchtig ist. Zum Beispiel sind die Mengen A = {0,1,2,3...}
und B = {1,2,3...} gleichméchtig, weil die Abbildung n — n + 1 eine
Bijektion ist. 2

Dies kann bei endlichen Mengen natiirlich nicht auftreten.

Fiir unendliche Mengen treten aber noch viel seltsamere Situationen auf:
Es kann vorkommen, dass eine Menge A gleichméchtig mit A x A = {(z,y) :
x,y € A} ist. (Tatsdchlich tritt dies sogar immer auf)

Ich iiberlasse es dem Leser, nachzurechnen, dass die Abbildung (m,n) —
2" . (2k + 1) — 1 eine Bijektion von N x N nach N ist. Man kann auch eine
explizite Bijektion von R x R nach R angeben, also:

Die Ebene ist gleichméchtig mit der Geraden!

Die angefiihrte Definition der Gleichméchtigkeit liefert auch gleich eine
mogliche formale Definition des Begriffs , unendliche Menge“. Wenn man
davon ausgeht, dass die natiirlichen Zahlen ein bereits bekannter Begriff sind,
kann man definieren:

Definition . Eine Menge A heifit endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n € N
gibt, sodass A und {k € N : 1 < k < n} gleichméchtig sind. Andernfalls
heifit die Menge A unendlich.

Man kann das Begriffspaar endlich/unendlich aber auch ohne Riickgriff die
natiirlichen Zahlen definieren. Man definiert zB eine Menge A als T-endlich?®, wenn
ihre Potenzmenge &?(A) die folgende Eigenschaft hat:

Jede nichtleere Teilmenge % C Z?(A) hat ein (beziiglich der Inklusion
C) maximales Element.

Endliche Mengen (im oben definierten Sinn) sind sicher T-endlich, denn jede nicht-
leere Menge 4 C &(A) hat mindestens ein Element C, welches beziiglich seiner
Kardinalitat grofftmoglich ist, dieses C muss dann auch beziiglich C maximal sein.

'Bei meinem Vortrag iiber dieses Thema im Rahmen eines ,, Didaktiktags® an der Uni-
versitdt Wien wurde ich auch iiber die Rolle des Auswahlaxioms befragt. Da es sich bei
dem vorliegenden Artikel nur um eine recht oberflachliche Einfithrung in Ideen der Men-
genlehre handelt, méchte ich auf das Thema Auswahlaxiom hier nicht néher eingehen. Als
Markierung fiir den Eingeweihten werde ich aber bei jedem Satz, der das Auswahlaxiom
zum Beweis braucht, einen speziellen Zeichensatz verwenden.

2An dieser Stelle hért man in der einen oder anderen Form immer wieder die Frage:
Ja, aber was passiert am Ende? Wohin wird das letzte Element von A abgebildet?

3Diese Definition geht auf Alfred Tarski zuriick



Umgekehrt ist jede T-endliche Menge A wirklich endlich. Sei ndmlich & C
P(A) die Menge aller endlichen Teilmengen von A. Da A T-endlich ist, hat &
ein maximales Element A’. A’ ist also endlich, und es muss A’ = A gelten, sonst
bekommt man leicht einen Widerspruch zur Maximalitit von A’.

Die beiden angefiihrten scheinbar verschiedenen Definitionen von ,,endlich®“ und
,, T-endlich* fiithren also auf denselben Begriff.

Satz von Cantor

Die Relation ~ ist natiirlich eine Aquivalenzrelation (reflexiv, symmetrisch,
transitiv). Die Aufgabe

Erforsche das Unendliche (mit mathematischen Mitteln)!
kann man nun folgendermaflen prézisieren:
Untersuche die Aquivalenzklassen der Relation ,,gleichméchtig®!

Zunéchst gibt es fiir jede natiirliche Zahl n die Klasse der Mengen, die
genau n Elemente enthalten. Diese Klassen, die also nur endliche Mengen
enthalten, wollen wir im Folgenden beiseite lassen.

Interessant wird die Gleichméchtigkeitsrelation mit folgendem Satz:

Satz von Cantor, schwache Form . Es gibt zwei unendliche Mengen A und
B, sodass A % B.

In Anbetracht des oben zitierten Satzes (die Ebene hat , genau so viele*
Elemente wie die Gerade), ist es zunéchst nicht offensichtlich, wie man zwei
,verschieden grofie“ Mengen konstruieren kann.*

Beweis des Satzes von Cantor

Sei Z(N) die Potenzmenge von N, also die Menge aller Teilmengen von N.
Wir zeigen, dass eine Abbildung f : N — Z(N) niemals surjektiv sein kann.
Daher ist N % Z(N).

Sei also eine Abbildung f : N — Z(N) gegeben. [Objekte von der Form
f(n) sind also immer Teilmengen von N] Um zu zeigen, dass f nicht surjektiv

4Achtung! Wenn man von einer Menge B weif}, dass sie gleichméchtig mit einer echten
Teilmenge von A ist, dann hat man NOCH NICHT bewiesen, dass A % B. Es geniigt
nicht, zu zeigen, dass es irgendeine nicht-Bijektion von A nach B gibt, man muss zeigen,
dass es keine Bijektion gibt.



sein kann, werden wir eine Menge A € #(N) (also A C N) finden, die nicht
im Wertebereich von f liegt.
Wir werden zeigen, dass die Menge

Ar:={neN:n¢ f(n)}

sicher nicht im Wertebereich von f liegen kann.® Um zum Beispiel zu zeigen,
dass Ay # f(23) ist, geniigt es, eine einzige natiirliche Zahl z = zpq3 zu
finden, die zwar Element von A; ist, aber nicht von f(23). Es wiirde auch
geniigen, eine einzige Zahl 2z zu finden, die die umgekehrte Bedingung erfiillt,
also: z ¢ Ay aber z € f(23).

Es stellt sich heraus, dass die Zahl z = 23 eine der beiden Anforderungen
erfiillt, also entweder in Ay \ f(23) oder in f(23) \ Ay liegt. Wenn nédmlich
23 € f(23), dann ist (nach Definition von As) 23 ¢ A;. Wenn aber 23 ¢
f(23), dann ist (wiederum nach Definition von Af) 23 € Ay.

Diese Argumentation funktioniert aber fiir jede andere Zahl k an der Stelle
von 23 auch — A kann also nicht von der Form f(k) sein. Also ist f nicht
surjektiv. Damit ist der Beweis abgeschlossen. [Man kénnte nun hoffen, dass
Ay vielleicht die einzige Menge ist, die nicht im Bild von f auftritt, und statt der
Funktion f die Funktion g mit g(0) = Ay, g(1) = £(0), g(2) = f(1), etc, betrachten
— der Wertebereich der Funktion g umfasst den gesamten Wertebereich von f,
und er enthélt iiberdies noch die Menge Ay. — Das hilft aber nichts: auch zur
Funktion g kann man (wie ja zu jeder Funktion von N nach &?(N)) eine Menge
A, konstruieren, die nicht im Wertebereich von g vorkommt.|

Zur Illustration dieses Beweises betrachen wir als Beispiel die folgende
Abbildung f, die zB der Zahl 0 die Menge aller natiirlichen Zahlen zuordnet,
dann der Zahl 1 die leere Menge, dann die ungeraden Zahlen, die Primzahlen,
usw.

f0)=1{0,1,2 3,4,5,6,7,8,...}
F1)=A )
f@={ 1, 3 5 17, ..}
f3)=A{ 2,3, 5 7, ...}
f4)y={0, 2, 4, 6, 8, ..}

Eine Menge A, die sicher nicht im Wertebereich von f liegt, bekommt
man, nun, wenn man in obigem Diagramm entlang der Diagonale geht:

5An dieser Stelle empfehle ich dem Leser, selbst zu zeigen, dass die Annahme
Ay = f(k) auf einen Widerspruch fithrt — einen selbstgefundenen Beweis versteht er/sie
moglicherweise besser als den in den folgenden Absétzen prisentierten.



F(0)=1{0,1,2 3,4,56,7,8, ...}
m={ - )
f(2)=H{ e e A
fi3)=A{ 2,3 5 7, ...}
f4)={o0, 2, 4, 6, 8 ..}
und das Komplement bildet, aus {0, 3,4,...} entsteht A={ 1,2, ...},

und sicherlich ist A # f(0) (weil ja 0 € f(0), aber 0 ¢ A). Ebenso erhilt
man A # f(1), etc.

Dieser Beweis, den man aus offensichtlichen Griinden auch als ,,Diagona-
lisierung* bezeichnet, ist also ganz analog zum Beweis, dass die Menge der
reellen Zahlen {iberabzahlbar ist.

Dieser Beweis zeigt aber noch viel mehr als die oben genannte schwache
Form:

Satz von Cantor, starke Version . Fiir jede Menge A gilt: A % Z(A).

Anmerkung: Der oben gegebene Beweis ist natiirlich nur fiir unendliche
Mengen A interessant. Fiir endliche Mengen A funktioniert er zwar auch,
doch liefert eine kombinatorische Uberlegung viel mehr Information: Wenn
A n Elemente hat, dann hat Z(A) 2" Elemente.

Vergleich von Michtigkeiten

Die Kardinalitit oder Mdchtigkeit einer Menge A ist die Aquivalenzklasse der
Menge A beziiglich der Relation =. Zum Beispiel ist die Kardinalitét einer
Einermenge {a} die Klasse aller Einermengen.

Da es unhandlich ist, mit so groflen Klassen zu rechnen, verwenden wir
stattdessen , Kardinalzahlen*: Aus jeder Kardinalitdt wahlen wir einen ka-
nonischen Représentanten. ZB wéhlen wir aus der Klasse der Einermengen
die Menge {0} als Représentanten aus, aus der Klasse der Zweiermengen die
Menge {0, 1}.

Diese Reprisentanten nennen wir dann Kardinalzahlen.

Fiir jede Menge A schreiben wir |A]| fiir die Kardinalzahl (manchmal auch

fiir die Kardinalitat) von A. Es gilt also:

A ~ B genau dann, wenn |A| = |B|.

Wir wollen nun die Struktur der Klasse aller Kardinalzahlen untersuchen.



Definition . A < B (B ist méchtiger als A, A ist schmichtiger als B) ist
definiert durch:

Es gibt eine injektive Abbildung f: A — B

oder dquivalent: A ist gleichméchtig mit einer Teilmenge von B (nicht not-
wendigerweise mit einer echten Teilmenge).

Beispiel . Es gilt stets: A < Z(A), denn die Abbildung f : A — Z(A),
a€ A — {a} € Z(A) ist offensichtlich injektiv.

Es ist klar, dass < eine transitive Relation ist. Weiters ist klar, dass die
Beziehung < nur von den ~-Aquivalenzklassen abhingt, d.h.: Wenn A ~ A’
B~ B’, dann ist A < B mit A’ < B’ dquivalent.

Es ist nicht ganz offensichtlich (aber doch beweisbar), dass < (modulo
der Relation &) antisymmetrisch ist, d.h.:

Satz von Cantor, Schrider und Bernstein . Wenn A < B und B < A, dann
A =~ B. [Mit anderen Worten: Wenn es injektive Abbildungen f : A — B und
g : B — A gibt, dann gibt es eine Bijektion h : A — B. h lisst sich sogar mehr
oder weniger explizit aus f und g konstruieren.]

Daher werden die Kardinalitdten (bzw die Kardinalzahlen) durch die Re-
lation < partiell geordnet. Statt A < B schreiben wir daher auch |[A] < |B].

Aber es gilt noch mehr:

Satz tber die Vergleichbarkeit . Fiir alle Mengen A, B gilt: A < B oder
B < A.

,Oder* ist hier (wie in der Mathematik iiblich) im einschlieBenden Sinne
zu verstehen. Nach dem Satz von Cantor, Schroder und Bernstein kénnen
die beiden Alternativen nur dann gleichzeitig auftreten, wenn A ~ B.
Wenn nur die Alternative A < B gilt (also B £ A oder dquivalent: B % A),
dann schreiben wir |A| < |B].

Dabher induziert die Relation ~ auf den Kardinalitdten oder Kardinalzah-
len eine lineare Ordnung. Diese Ordnung hat iiberdies noch die Figenschaft,
dass jedes ihrer Elemente k einen direkten Nachfolger k* hat.

Abzihlbare Mengen

Den Anfang der Ordnung der Kardinalitdten kennen wir: 0 = die Kardinal-
zahl der leeren Menge, 1 = 0" ist die Kardinalzahl jeder Einermenge, etc.

7



Mit Ng (,Aleph 0%) oder auch Jy (,,Beth® 0%) bezeichnen wir die Kardi-
nalzahl von N, oder die Kardinalitdt jeder abzédhlbaren Menge. (Eine Menge
A heifit abzéhlbar, wenn es eine Bijektion f: N — A gibt.)

Statt ,Kardinalitdt (Kardinalzahl) der Menge der ... sagen wir auch
informell ,,Anzahl der ... “. ZB gilt |Q| = W, d.h., es gibt eine Bijektion von
N nach Q.7 Diesen Sachverhalt beschreiben wir durch die Worte

Die Kardinalitdt der Menge der rationalen Zahlen ist N.
oder:
Es gibt Xy viele (= ,,abzdhlbar viele*) rationale Zahlen.

Ebenso kann man leicht zeigen: Es gibt nur Xy viele endliche Teilmengen
von N: Sei & die Menge der endlichen Teilmengen von N, dann miissen wir wir
eine injektive Abbildung von & nach N angeben. Sei pg < p1 < ps <p3 < ---
eine unendliche Folge von Primzahlen, dann ist es leicht zu sehen, dass die
Abbildung F' : & — N, definiert durch

F(E) =[] fir £ € &

el

injektiv ist.

Abzihlbare Mengen kommen iiberall in der Mathematik vor. Rg = J; ist
nicht nur die Anzahl der natiirlichen Zahlen, der Primzahlen, der rationalen
Zahlen, der algebraischen Zahlen, der Polynome mit rationalen Koeffizienten,
der 7 x 7-Matrizen iiber @, sondern auch die Kardinalitdt vieler endlich
erzeugter Objekte, wie zB der freien Gruppe mit 1104 Erzeugenden, oder der
Menge aller Computerprogramme. Weiters tritt 8 oft als Kardinalitét einer
(in gewissem Sinn) ,erzeugenden* Teilmenge von grofleren Strukturen auf:
die reellen Zahlen und viele andere interessante topologische Rdume haben
eine abzihlbare dichte Teilmenge, viele interessante Hilbertrdume haben eine
abzéhlbare Hilbertbasis, etc.

6X und 3 sind die ersten beiden Buchstaben des hebriiischen Alphabets. X ist iiberdies
der erste Buchstabe des hebriischen Ausdrucks ,,ein sof*, was ,,es gibt kein Ende“ bedeutet.

"Mit den bis jetzt zitierten Sitzen lisst sich dies auch einfach beweisen: N < Q ist
trivial, ebenso Q@ S N x N~ N. Also N < Q <N, daher Q ~ N. Man kann aber auch eine
explizite Bijektion angeben.



Die reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzihlbar® (d.h., unendlich aber nicht
abzihlbar.) Wieviele reelle Zahlen gibt es? Diese Frage beantwortet der fol-
genden Satz nur zum Teil:

Satz . Die folgenden Mengen haben alle dieselbe Michtigkeit:

1. R, die Menge der reellen Zahlen

2. (0,1), das offene reelle Einheitsintervall

3. [0, 1], das abgeschlossene reelle Einheitsintervall

4. NN, die Menge aller Folgen natiirlicher Zahlen

5. {0,1}", die Menge aller {0, 1}-Folgen

6. Z(N), die Menge aller Mengen natiirlicher Zahlen

7. Z+(N), die Menge aller unendlichen Mengen natiirlicher Zahlen
8. Die Menge aller Borelmengen der reellen Zahlen.

9. Die Menge aller Funktionen von N nach R.
10. Die Menge aller Funktionen von Q nach R.
11. Die Menge aller gleichméBig stetigen Funktionen von QN [0, 1] nach R.

12. Die Menge aller stetigen Funktionen von R nach R.

8 Achtung: Unter jeder sinnvollen Definition des Wortes , definierbar“ gibt es nur
abz#hlbar viele definierbare reelle Zahlen (weil es nur abzéhlbar viele Definitionen gibt
— eine Definition muf} ja durch einen endliche Zeichenkette in irgendeinem endlichen Al-
phabet beschrieben werden). Daher gibt es jedenfalls auch ,,undefinierbare“ reelle Zahlen.
Das mag paradox erscheinen — wie kann man beweisen, dass es etwas gibt, dessen Existenz
man nicht ,,explizit* belegen kann?

Auf philosophische Antworten auf diese ontologische Frage mdochte ich hier nicht einge-
hen; in der (klassischen) mathematischen Logik erledigt sich diese Frage durch die ,rich-
tige“ (oder jedenfalls , praktische®) Verwendung des Begriffs ,es gibt*.



Partieller Beweis:
272
{0, 1} ~ 2 (N) beweist man mit Hilfe von charakteristischen Funktionen.

{0,1} < R kann man der Dezimalbruchentwicklung zeigen, genauer: die

Funktion
Qa;

0,1} —
(aovab )G{,} = - 10¢

ist injektiv. Mit Hilfe der Bindrentwicklung kann man eine injektive Funktion
von (0, 1) nach {0,1}" finden.

{0, 1} < NN ist klar, und NN < R liisst sich zB mit Hilfe von Kettenbruch-
entwicklungen zeigen.

Nach Anwendung des Satzes von Cantor, Schroder und Bernstein sind da-
mit die Gleichméchtigkeiten der unter 1-6 genannten Mengen nachgewiesen.
Der Rest ist eine Spur komplizierter und wird dem ambitionierten Leser
iiberlassen.

Wir schreiben J;, manchmal auch 2% [, zwei hoch aleph 0“] oder ¢ [, Frak-
tur ¢, , Kontinuum*| fiir die Kardinalitdt aller dieser Mengen. Also

IR| = 1[0, 1} = (0, ) = --- = [Z(N)| = 2

Wir haben also |N| = 3y, |#(N)| = J;, und nach dem Satz von Cantor
ist :0 < 1.

Viele unendliche Strukturen, die in der Mathematik vorkommen, haben
Kardinalitéat ¢: Natiirlich die reellen oder komplexen Zahlen (R, C), ebenso
R™ oder C™ und {iberhaupt alle separablen Banachriaume (die mehr als ein
Element haben), sowie die oben unter 1-12 genannten Mengen.

Die J-Hierarchie

Wir kennen bereits Jy = g = |[N| und 3; = [Z(N)| = |R].

Ebenso definieren wir nun 3y = | Z2(Z(N))| = |Z(R)|.

3y ist zum Beispiel die Kardinalitidt von #(R), von Z(Z(N)), oder von
NU Z(N)U Z(#(N)). J, ist auch die Anzahl aller Funktionen von R nach
R, oder auch nur der Riemann-integrierbaren Funktionen.
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Allgemein definieren wir J,, als die Kardinalitit jener Menge, die man
erhélt, wenn man den Potenzmengenoperator n Mal auf die Menge N anwen-
det.

Man kann zeigen, dass man so eine unendliche streng wachsende Folge
von Kardinalzahlen bekommt: 3y < 3; < - --.

Es gibt aber noch viel groflere Mengen! Betrachten wir die Menge

B:= NUZ(N)UP(PN)U--

Mit 3, bezeichnen wir die Kardinalitiat dieser Menge B.

Offensichtlich ist N < B, Z(N) < B, ...

Daher auch Jy = |N| < |Z(N)| = 3; < |B|, also 3y < 3. Ebenso erhalten
wir J; < 3, etc.

Es stellt sich heraus, dass 3, die kleinste Kardinalzahl ist, die groer als
alle 3, ist.

Mit 3, ist es aber noch lange nicht aus. J,,; ist die Kardinalitit der Po-
tenzmenge &?(B) der oben betrachteten Menge B, davon kénnen wir wieder
die Potenzmenge bilden (deren Kardinalitéit heifit dann 3,4, etc.

Bis jetzt haben wir also abzdhlbar viele Kardinalzahlen kennengelernt.
Tatséchlich gibt es aber viel mehr: Es gibt mindestens J; viele Kardinal-
zahlen, also sicher iiberabzédhlbar viele. (D.h. formal: es gibt eine injektive
Abbildung f, deren Definitionsbereich die Menge R oder sonst eine Men-
ge mit Kardinalitdt J; ist, und deren Funktionswerte lauter Kardinalzahlen
sind.)

Ebenso gilt: Es gibt mehr als 3y viele Kardinalzahlen. Sogar mehr als 3,
viele, etc.!

Die N-Skala

Wir wissen bereits:
Satz von Cantor . A < P(A) gilt fiir alle Mengen A.

Daher gilt: Zu jeder Kardinalitdt gibt es eine groflere. Man kann sogar
Folgendes zeigen:

Satz . Zu jeder Kardinalitit (Kardinalzahl) gibt es einen ,Nachfolger®, d.h.
eine ,nadchstgréBere”. Weiters gilt: Jede Menge von Kardinalzahlen hat eine
kleinste obere Schranke.
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Die erste unendliche Kardinalzahl bezeichnen wir mit Xy. Die nédchstgrofere
mit Xy, die ndchstgrofere mit Ny, etc.

N, hat also die Eigenschaft, genau zwei Vorgédnger zu haben, d.h.: es gibt
genau zwei unendliche Kardinalzahlen, die kleiner als Ny sind.

Mit X, beweichnen wir die erste Kardinalzahl, die grofier als alle W, ist.
Aquivalent kénnte man auch definieren:

N, ist die erste Kardinalzahl, die unendliche viele Vorgédnger hat.

Charakterisierung der Ns

Die Kardinalzahl R, lasst sich als kleinste unendliche Kardinalzahl auch so
charakterisieren:

Fiir eine Menge A ist |A| = Xy genau dann, wenn folgendes gilt:
e A ist unendlich
e Fiir alle B C A gilt: Entweder B ist endlich, oder B ~ A.

Ahnlich lisst sich Ny als kleinste iiberabzihlbare Kardinalzahl so cha-
rakterisieren:

Fiir eine Menge A ist |A| = Ny genau dann, wenn folgendes gilt:
e A ist unendlich und nicht abzédhlbar

e Fiir alle B C A gilt: Entweder B ist hichstens abzédhlbar
(d.h., endlich oder abzéhlbar unendlich), oder B ~ A.

Vergleich von J und X

Wir wissen bereits, dass 3; > Jg = Ny. Daher ist J; > N;.
Ist J; = N;? Dies ist mit den iiblichen Axiomen der Mengenlehre nicht
entscheidbar. Das heif3t:

(1) Es gibt keinen Beweis dafiir, dass J; = N; ist.

(2) Es gibt keinen Beweis dafiir, dass J; > N; ist.

(Diese beiden Aussagen, d.h. (1) und (2), sind allerdings sehr wohl beweisbar,
aber nicht trivial.)
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Kontinuumshypothese

Die oben aufgetauchte Frage ,Ist 3; = N;?¢ lisst sich auch so umschreiben
und prézisieren:

e Gibt es Kardinalitéiten, die zwischen Jy und J; liegen?

e Wenn ja, wie viele? Eine? (Das hiele Jy = Rg < Ny < 8y = Ty) Oder
vielleicht zwei? (Dann wire Jy = Ny < Ny < Ny < 83 = Jy) Oder 20007
Oder abzéhlbar viele? 3; viele? (Jedenfalls nicht mehr als 3; viele!)

Die folgenden Fragen haben alle dieselbe Antwort:
1. Gibt es eine Kardinalitiit, die zwischen Jy und J; liegt?

2. Gibt es eine Menge A C R, die zwar iiberabzéhlbar ist, aber noch nicht
A ~ R erfiillt?

3. Ist 31 > Nl ?

Die Kontinuumshypothese (abgekiirzt: CH) sagt, dass die Antwort ,,nein®
lautet.

Wir seh’n betroffen ...

Wie schon erwéhnt, ist CH ist nicht beweisbar. D.h., es gibt keine explizite
Bijektion von einer Menge der Gréfle Ny auf R.

CH ist auch nicht widerlegbar. D.h., es gibt keine explizit beschreibbare
Menge A C R, die zwar iiberabzéahlbar aber noch < R ist.

Es gibt also ganz konkrete Fragen, die (mit Hilfe der iiblichen mengen-
theoretischen Axiome) nicht beantwortet werden kénnen.

(So wie auch etwa das Parallelenaxiom nicht mit Hilfe der iibrigen Axiome der
euklidischen Geometrie beweisbar oder widerlegbar ist.)

Im Hinblick auf den Godelschen Unvollstindigkeitssatz ist das aber nicht
verwunderlich:
Jedes mathematische System? ist ,,unvollstéindig“, d.h. es wird immer (im
betrachteten System formulierbare) Fragen geben, die (im betrachteten Sy-
stem) nicht beantwortet werden kénnen!

9das gewisse Minimalanforderungen erfiillt — als Schlagworte seien hier nur die Ent-
scheidbarkeit des Axiomensystems und die Reprisentierbarkeit der Arithmetik genannt
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Quellengepliatscher

Die angefiihrten Ideen, Definitionen und Sétze sollen nur als Appetitanreger
fiir weitere Lektiire dienen. Wo findet man nun weiterfiihrende Lehrbiicher?

P. Halmos ist beriihmt fiir seine allgemeinversténdlichen Lehrbiicher.
Sein Buch Naiwe Mengenlehre ist fiir den Anfanger leicht zu lesen, erzdhlt
aber nur wenig iiber die eigentlichen Sétze und Probleme der Mengenlehre,
sondern begniigt sich damit, zu erkldren, wie die mengentheoretische Spra-
che in der mathematischen Wirklichkeit angewendet werden kann. (Auswahl-
axiom und Ordinalzahlen kommen allerdings schon vor.) Begleitend dazu
empfiehlt sich das Buch FEzxercises in Set Theory von L.E.Sigler, in dem
Ubungsaufgaben gestellt und auch gelést werden.

Das Buch Mengenlehre I von J. Schmidt erklirt recht breit und ver-
sténdlich die grundlegenden mengentheoretischen Konzepte.

Das Buch Basic Set Theory von A. Levy ist trotz seines bescheidenen
Titels wohl zu umfangreich fiir den Anfanger. Hochinteressant (aber noch
schwieriger) finde ich das Buch Foundations of Set Theory, wo die Autoren
Y. Bar-Hillel, A. Fraenkel und A. Levy auch auf die Antinomien und
auf philosophische Probleme eingehen.

Die erste Hélfte des Buchs Intermediate Set Theory von F.R. Drake und
D. Singh halte ich auch fiir Anfanger recht lesbar.

Der Umfang des ausgezeichneten Buchs Set theory: An introduction to in-
dependence proofs von K. Kunen liegt um viele Gré8enordungen iiber dem,
was hier prasentiert wurde. Dennoch wiirde ich dem ambitionierten Leser
zumindest das Vorwort und das erste Kapitel dieses Buchs sehr empfehlen.

14



