Beziehungen der Konvexgeometrie zu anderen
Gebieten'

1 Einfithrung

Die Konvexgeometrie ist zwischen Analysis, Geometrie und diskreter Mathematik
angesiedelt. Sie hat zahlreiche Verbindungen zu anderen Gebieten der Mathema-
tik, darunter zu folgenden:

Differentialgeometrie, insbesondere affine Differentialgeometrie,

Riemannsche Geometrie,

Variationsrechnung,

Kontrolltheorie,

gewoOhnliche und partielle Differentialgleichungen,

Mathematische Physik,

Funktionalanalysis, speziell Theorie der normierten Rédume,

Kugelfunktionen,

geometrische Maf3theorie,

Ungleichungen,

Algebraische Geometrie,

Zahlentheorie, speziell Geometrie der Zahlen, aber auch algebraische
Zahlentheorie

Graphentheorie,

Optimierung,

Kodierungstheorie,

Kristallographie.

Die Beziehungen zu diesen Gebieten sind umfangreich und von systematischer
Natur. Daneben kennt man aber auch Beziehungen mit sporadischem Charakter,
zum Beispiel zu folgenden Gebieten:

Funktionentheorie von einer oder mehreren komplexen Variablen,
Potentialtheorie,
Funktionalgleichungen.

Im Folgenden sollen einige dieser Beziehungen anhand von Beispielen darge-
stellt werden.

2 Kennzeichnung der Gammafunktion

Eine Menge in einem linearen Raum, z.B. im d-dimensionalen euklidischen Raum
E? heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke

Dieser Artikel ist die Ubersetzung eines Vortrags, den der Autor am 14.1.2004 in Modena
fiir Professoren von Lyzeen gehalten hat.



enthélt. Beispiele: Vollkugel, Tetraeder. Ist C' konvex, dann nennt man eine Funk-
tion f: C' — R konvex, falls gilt

=N+ y) < (1 =XN)f(z)+ Af(y) fir z,y € C,0 < A< 1.

D.h., zieht man eine beliebige Sehne zwischen zwei Punkten des Graphen von f,
so liegt der Teil des Graphen zwischen den Endpunkten unter der Sehne. Beispiel:
flz) =2* xR

Der Begriff der Konvexitdat dient manchmal zur Beschreibung einer Situati-
on, manchmal ist er eine passende Voraussetzung fiir ein Resultat, wie bei der
folgenden Kennzeichnung der Gammafunktion.

Die Gammafunktion I kann durch

+00
[(x) = / e~ " tdt fiir x > 0
0

definiert werden. Man zeigt leicht, dass sie folgende Eigenschaften hat:

) =1,
I(z+1)=2D(x) fir z > 0.
Speziell gilt also
'n+1)=nl(n)=---=nlfirn=12,...
Wir betrachten nun das Problem, die Gammafunktion zu kennzeichnen. Die
Funktionen f : RT — R* mit
(1) f)y=1,f(n+1)=nf(n) firn=1,2,...,

sind genau die Funktionen f : R™ — R*, die man in der Form f(z) = I'(z) +g(z)
fir z > 0 darstellen kann, wobei h : RT™ — RT eine beliebige Funktion mit
Nullstellen an den Stellen x = 1,2,... Zu einer Kennzeichnung mufl man also
mehr verlangen als in (1). Die Funktionen f : RT — R* mit

(2) f)=1Lfz+1)=xzf(z) firz >0

sind genau die Funktionen f : R — R*, die man in der Form f(z) = I'(x)h(z)
fir # > 0 darstellen kann, wobei h : RT™ — RT eine beliebige Funktion mit
h(1) = 1 und der Periode 1 ist. Es reicht also auch (2) noch nicht zu einer

Kennzeichnung. Eine Kennzeichnung stellt aber der folgende beriihmte Satz von
Bohr und Mollerup [5] dar:

Satz 1. Es sei f: Rt — R* eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

f) =1,
flz+1) =z f(z) firz>0,
log f ist konvex.

Dann ist f =T.



Fiir einen eleganten Beweis, der auf Artin zuriickgeht, sowie weitere einschligige
Resultate, siche Webster [26].

3 Sandhaufen von maximalem Volumen

Resultate der Konvexgeometrie erweisen sich oft als hilfreich fiir Untersuchungen
in ganz anderen Gebieten. Ein Beispiel iiber Sandhaufen wird hier behandelt, ein
weiteres Beispiel, der Satz von Wulff aus der Kristallographie, nidchsten Abschnitt
besprochen.

Leavitt und Ungar [17] haben folgendes Resultat gezeigt:

Satz 2. Unter allen Sandhaufen auf einem kompakten Bereich D der Ebene von
vorgelegtem Fldacheninhalt haben diejenigen mazximales Volumen, bei denen D ein
Kreis ist.

Beweis. Fiir x € D sei 6(x) der Abstand von z vom Rand 0D von D. Ist a der
Gleitwinkel des Sandes, so kann der Sandhaufen auf D an der Stelle x hochstens
die Hohe tan o §(x) haben. Fiir das Volumen V' des Sandhaufens gilt also

(1) V< tana/é(x)dx.

Es sei p > 0 der grofite Abstand, den ein Punkt von D von 0D haben kann. Fiir
0 <0 < p sei der innere Parallelbereich von D im Abstand § definiert durch

(2) Ds={reD:§(x)>6={reD:x+5B>C D}.

Dabei ist o + 6B? die Kreisscheibe mit Radius § und Mittelpunkt z. D_; ist
kompakt und es gilt

D_;+6B°= |J {z+6B’} CDfir 0< 6 <p.

zeD_5

Der zweidimensionale Fall der Ungleichung von Brunn—Minkowsk:, einem der
zentralen Resultate der Konvexgeometrie, besagt nun Folgendes, wobei A den
Flécheninhalt bezeichnet:

N =

A(D_s)? + A(6B?) < A(D)?,
oder
(3) A(D_s) < (A(D)2 — 672) fiir 0 < 6 < 0.

Wendet man auf das Integral in (1) den Satz von Fubini an (man schneidet den
Sandhaufen in horizontale Schichten), so folgt mit (2) und (3)



V< tana/5(x)dx = tana/A({x €D :d(x)>6})dd

0 0
= tana/A(D_(;)d(S < tanoz/(A(D)é — 57T%)2d5
0 0
tan o 1 1,410
= —+(A(D)z — o72)?
4D — ot
= R A - orh) + 2R AD)E < SR AD)}
3ma 3m2 3m2

In der letzten auftretenden Ungleichung tritt Gleichheit genau dann auf, wenn
A(D)% — onz ist, d.h. genau dann, wenn D mit dem grofiten eingeschriebenen
Kreis iibereinstimmt. Wir haben damit Folgendes gezeigt: Fiir das Volumen eines
Sandhaufens auf D gilt

tan o

1
Iz

(4) V < A(D):

und Gleichheit, wenn sie iberhaupt eintritt, bewirkt, dass D ein Kreis vom Radius

1
L
T2
ist. Eine einfache Rechnung zeigt, ist D ein Kreis von diesem Radius, dann gilt
fir das Volumen V' des kegelformigen Sandhaufens mit Steigungswinkel « in (4)
Gleichheit.
Damit ist bewiesen, dass bei vorgelegtem Flicheninhalt von D das Volumen

seinen Maximalwert ;
an o
~A(D)?
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genau fiir kegelformige Sandhaufen mit Steigungswinkel o annimmt. U

4 Kristalle und der Satz von Wulff

Warum haben Kristalle die bekannten, schonen Formen? Seit Ende des 18. Jahr-
hunderts waren viele Kristallographen der Meinung, dass jedem Kristall ein Punkt-
gitter zugrunde liegt, das viele Eigenschaften des Kristalls bedingt. Der experi-
mentelle Nachweis dieser Hypothese erfolgte erst Anfang der 20. Jahrhunderts
durch von Laue und Vater und Sohn Bragg, wofiir alle drei den Nobelpreis er-
hielten.

Eine Seitenflache eines Kristalls liegt immer in einer Gitterebene. Nach Gibbs,
P. Curie und Wulff sind reale Kristalle unter allen konvexen Polytopen, deren
Seitenflichen in Gitterebenen liegen und vorgelegtes Volumen haben, dadurch



klein

Abbildung 1: Gitterebenen mit kleiner und grofler Oberflichenenergie

ausgezeichnet, dass ihre Oberflichenenergie minimal ist. Die Oberflichenenergie
pro Fldcheneinheit in einer Gitterebene ist klein, wenn die Gitterebene stark mit
Gitterpunkten besetzt ist, grof§ andernfalls. Es werden also bei realen Kristallen
nur wenige Normalenrichtungen von Seitenflichen auftreten. Im folgenden Gesetz
von Wulff [27] werden Kristalle ndher beschrieben:

Satz 3. Es seien uy, ..., u, Einheitsvektoren im E? (die Normalvektoren der Kri-
stallflichen), so dass gilt, B3> = {aju; + -+ + apu, : a; > 0}. Ferner seien
€1,...,En positive Zahlen (die Oberflichenenergien pro Flicheneinheit der Kri-
stallseitenflichen normal zu uy, ..., u,). Es sei K das Polytop

K={zeck 2 u<¢g,i=1,...,n}

(der Kristall). Unter allen konvezen Polytopen von gleichem Volumen wie K,
bei denen die Normalvektoren der Seitenfidchen zu {us,...,u,} gehiren, haben
genau K und seine Translate minimale Oberflichenenergie.

Ein erster, etwas obskurer Beweis dieses Satzes stammt von Dinghas [6]. Wesent-
liches Hilfsmittel ist wieder die Ungleichung von Brunn—Minkowski. Im Grunde
ist das Gesetz von Wulff eine Aussage aus dem isoperimetrischen Problemkreis.
Es ordnet sich in ein modernes Teilgebiet der Konvexgeometrie ein, das sich mit
verallgemeinerten Oberflichenbegriffen beschéftigt.

5 Eine Kennzeichnung der Kugel durch ihr Gra-

vitationsfeld
Manche Probleme in anderen Gebieten der Mathematik, z.B. in der Mechanik,

der MaBtheorie oder der Potentialtheorie, haben als Losungen spezielle konvexe
Korper wie Kugeln, Ellipsoide, Simplexe oder Zonoide.



Unter einer Vielzahl von Kugelkennzeichnungen geometrischer und analyti-
scher Natur, sei eine aus der Potentialtheorie angegeben. Sie stammt von Aha-
ronov, Schiffer und Zaleman [1], ein Sonderfall wurde frither von Novikov [20]
behandelt.

Satz 4. Es sei C ein Kérper im E3, d.h. C ist der Abschluss seines Inneren, so
dass E3\C' zusammenhdngend ist. Ist C mit Masse konstanter Dichte belegt und
stimmt sein Gravitationsfeld in E3\C mit dem eines passenden Massenpunktes
tberein, dann ist C' eine Vollkugel.

Man kann also aus dem Gravitationsfeld einer homogenen Massenverteilung dar-
auf schlieflen, ob sie kugelférmig ist oder nicht.

Zum Beweis dieses Satzes werden tiefer liegende Hilfsmittel der Potentialtheo-
rie und der Maftheorie herangezogen.

6 Nullstellen von Polynomen

Zwischen Polynomen und konvexen Polytopen (in der Ebene: Polygonen) gibt
es zahlreiche Beziehungen. Zuerst einige Erkldarungen: Die konvexe Hiille einer
Menge im E? ist die kleinste konvexe Menge, welche die gegebene Menge enthilt.
Ein konvezes Polytop (in der Ebene: Polygon) ist die konvexe Hiille von endlich
vielen Punkten. Sind py,...,p, diese Punkte, dann besteht das davon erzeugte
konvexe Polytop genau aus den Konvexkombinationen dieser Punkte, d.h. genau
aus den Punkten der Form

Apr+ o+ Ap, mit A, o A, > 0und A+ -+ A, =1L

Ein altes Resultat von Gauss [8] gibt Information iiber die Lage der Nullstellen
der Ableitung eines komplexen Polynoms, falls man die Nullstellen des urspriing-
lichen Polynoms kennt. Das Gauss’sche Resultat ist in einem handschriftlichen
Zusatz zu seinem dritten Beweis des Fundamentalsatzes enthalten, der in seinen
Werken abgedruckt ist.

Satz 5. Die Nullstellen der Ableitung eines komplexen Polynoms liegen in der
konvexen Hiille der Nullstellen des urspringlichen Polynoms.

Beweis. Es seien zq, .. ., z, € C die Nullstellen eines komplexen Polynoms p, wobei
jede so oft angeschrieben ist, wie es ihrer Vielfachheit entspricht. Dann lasst sich
p in folgender Form darstellen:

p(z)=alz —z1)(z—22) -+ (2 — z,) fiir z€ C

mit einer passenden Zahl a € C. Ist z # z1,..., z,, dann sieht man leicht, dass
gilt

'(z 1 1 Z—Z Z—Zn
(5) p(): 4+ = 12 e

p(z) z—2z z2—2zp |z— 2| |z — 2|
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Es sei nun z eine Nullstelle von p/(z). Wir miissen zeigen, z ist eine Konvexkom-
bination von zi, ..., z,. Stimmt z mit einer der Nullstellen z1, ..., z, iiberein, ist
das trivial. Andernfalls folgt aus (5),

1 1
_ apA Tt Tt

1 1
z1]? + + |z2—2n

lz2—

z ist also eine Konvexkombination von zq, ..., z,. O

7 Newtonpolytope und Irreduzibilitit von Po-
lynomen

Einem reellen oder komplexen Polynom in zwei oder mehr Variablen kann man
ein konvexes Polytop zuordnen, das Newtonpolytop des Polynoms, so dass zwi-
schen geometrischen Eigenschaften des Polytops und algebraischen Eigenschaften
des Polynoms enge Beziehungen bestehen. Newton hat 1669 die Frage der Rei-
henentwicklung algebraischer Funktionen mit Hilfe von Polygonen, sogenannten
Newtondiagrammen, behandelt, siehe auch Arnold [2]. Das hat dann zu dem hier
betrachteten Begriff von Newtonpolygonen bzw. Newtonpolytopen gefiihrt. Wir
werden in diesem Abschnitt das Problem der Irreduzibilitéit eines Polynoms be-
handeln, im Folgenden Nullstellen von algebraischen Gleichungssystemen.

Es sei Z? das Gitter in E? das aus allen Punkten mit ganzzahligen Koordi-
naten besteht, das so genannte ganzzahlige Gitter. Ein konvexes Gitterpolygon
ist die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge von Z2. Insbesondere sind seine
Eckpunkte Punkte des Gitters Z2. Sind P und Q konvexe Gitterpolygone, dann
ist ihre Minkowskisumme

P+Q={z+y:zePycQt=|J{z+Q}

zeP

wieder ein konvexes Gitterpolygon.
Ein Gitterpolygon P nennt man irreduzibel (im geometrischen Sinn), wenn es
nicht dargestellt werden kann in der Form

P=Q+R,

wobei () und R konvexe Gitterpolygone sind die beide nicht nur aus einem Punkt
bestehen. Alle diese Begriffe lassen sich sofort auf hohere Dimensionen iibertragen.

Ist p = p(z,y) ein reelles oder komplexes Polynom in zwei Variablen, dann
betrachten wir alle Monome az'y?, a # 0, von p und ordnen az’y’ den Gitterpunkt
(i,7) € Z* zu. Die konvexe Hiille der so erhaltenen Gitterpunkte nennt man das
Newtonpolygon von p. Ein Polynom p = p(z, y) heifit irreduzibel (im algebraischen
Sinn), wenn es nicht in der Form

p(z,y) = q(z,y)r(z,y)
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Abbildung 2: Addition von Gitterpolygonen

dargestellt werden kann, wobei ¢ und r Polynome sind, die beide nicht nur aus
einem Monom bestehen. Auch diese Begriffe lassen sich leicht auf hohere Dimen-
sionen iibertragen.

Sind p, ¢ zwei Polynome und P, () ihre Newtonpolygone, dann hat, wie man
leicht zeigt, das Polynom pq das Newtonpolygon P + (). Daraus ergibt sich der
folgende einfache, aber interessante und anwendungstréchtige Satz von Ostrowski
[21]):

Satz 6. Es seip = p(z,y) ein Polynom und P sein Newtonpolygon. Ist P irredu-
zibel (im geometrischen Sinne), dann ist p irreduzibel (im algebraischen Sinne).

Da es in vielen Féllen einfach ist, festzustellen, ob P irreduzibel ist, stellt dieser
Satz ein wirkungsvolles Irreduzibilitatskriterium fiir Polynome in zwei Variablen
dar; Verallgemeinerungen auf mehr als zwei Variablen liegen auf der Hand. So

erhdlt man leicht das folgende Irreduzibilititskriterium von Stepanov [24] und
Schmidt [22):

Satz 7. Es set
plo,y) = ax™ +by" + Y aya'y’
i,j>0
ein reelles oder komplexes Polynom. Sind m und n teilerfremd und liegt das New-
tonpolygon von p im Dreieck mit den Eckpunkten o,(m,0),(0,n), dann ist p ir-
reduzibel.

Siehe auch die Arbeit von Gao [9].



8 Newtonpolytope und Lésungen algebraischer
Gleichungssysteme

Eine weitere Beziehung, die tief ins 19. Jahrhundert zuriickreicht, ist die zwi-
schen der Anzahl der Losungen eines algebraischen Gleichungssystems und den
Newtonpolytopen der auftretenden Polynome.

Zuerst ein Hilfsmittel, der Satz von Minkowski [19] iber gemischte Volumina:
Sind C4, ..., C, n konvere Korper im E¢, d.h. kompakte und konvexe Teilmengen
des EZ, und sind \q,...,\, > 0, ist auch

)\101+---+)\n0n:{)\11’1+"‘+)‘nxn5751'601'}

ein konvexer Korper. Sein Volumen ist ein homogenes Polynom vom Grad d in
den Variablen Ay, ..., A\,:

V(/\101+—|—/\n0n) — Z V(C“,,Cld))\“/\ld

B1yeeyig=1

Dabei héngt der Koeffizient V (Cy,, ..., C,

iy) von \; -\, nur von den konve-

xen Kérpern Cj,,...,C;, ab. Er heifit das gemischte Volumen von C; ,...,C;,.
Gemischte Volumina sind genau untersucht und man weifl auch, wie man sie
berechnen kann, wenigstens im Falle, wenn die konvexen Korper Polytope sind.
Minding [18] (d = 2) und Bernstein [4] haben folgendes schone Resultat ge-

zeigt:

Satz 8. FEs set

ein allgemeines System von d komplexen Polynomgleichungen in d Variablen mit
p1(0),...,pa(0) # 0. Es seien Py, ..., Py die zugehirigen Newtonpolytope. Dann
ist die Anzahl der Losungen dieses Gleichungssystems gleich d!'V (P, ..., Py).

Dieses Resultat ist ein iiberraschender Briickenschlag von der Konvexgeometrie
zur algebraischen Geometrie. Generell sind die Beziehungen zwischen beiden Ge-
bieten in den letzten Jahrzehnten deutlich stérker geworden.

Zum Satz von Minding-Bernstein siche auch Sturmfels [25].

9 Minimaldistorsion eines Kodierers

Wir betrachten folgendes, einfach scheinende Problem: Es sei C' eine Teilmenge
des EZ. Man bestimme den Ausdruck

min ‘min {||z — ¢|*}du,
n

{c1,en}CEE | i=1,.,
c



ferner die n-Tupel {cy,...,c,}, fiir die das Minimum angenommen wird. Dieses
Problem und Verallgemeinerungen davon sind unabhéngig voneinander in den
vergangenen 60 Jahren in folgenden Gebieten aufgetreten:

diskrete Geometrie,
Dateniibertragung,
numerische Integration,
Wahrscheinlichkeitstheorie,
Approximationstheorie,
Konvexgeometrie.

Wir besprechen das Problem im Zusammenhang mit der Dateniibertragung und
geben im néchsten Abschnitt eine Anwendung auf das isoperimetrische Problem
fiir Polytope an.

Ein Datentibertragungssystem hat folgendes Schema:

. c c .
x — Codierer — Kanal — Decodierer — 2.

Eine Quelle erzeugt ein Signal z. Im Codierer wird das Signal in ein Codewort
¢ iibersetzt, das einem Codebuch entnommen wird, welches aus endlich vielen
Codewortern besteht. ¢ wird dann in einem fehlerbehafteten Kanal iibertragen.
Das Ergebnis ist ein Wort ¢, moglicherweise verschieden von c¢. Im Decodierer
wird ¢’ in ein Signal 2’ iibersetzt. Die Frage, wie man aus dem Wort ¢ das
Codewort ¢ zuriickgewinnen kann, hat mit fehlerkorrigierenden Codes zu tun.
Wir betrachten hier eine andere Frage, ndmlich das Problem, die Qualitéit eines
Codierers in einem praxisrelevanten Spezialfall zu beurteilen.

Die Menge der Signale sei eine Menge C' des E?. Der Codierer besteht aus
n Mengen C4,...,C,, die eine Zerlegung von C bilden, und aus n Punkten
C1,.-.,Cn, den Codewdrtern. Der Codierer funktioniere so, dafl er einem Signal
x € C das Codewort ¢; zuordnet, falls gilt, x € C;. Der Informationsverlust, der
entsteht, wenn man z durch ¢; ersetzt hat mit dem Abstand ||z — ¢;|| von = und
¢; zu tun. In vielen Féllen ist eine Grofle der Form

flz = all)

ein gutes MaB fiir den Informationsverlust, wobei f : [0,400) — [0,400) ei-
ne monoton wachsende Funktion ist. Ein typischer Praxisfall ist f(t) = t?. Die
GroBe f(||z—c;||) heit Distorsion von . Die durchschnittliche Distorsion unseres
Codierers ist definiert als

> [ e - cldo.

Sie ist ein Mafl fiir die Qualitdt des Codierers. Es ergeben sich nun folgende
Probleme: Erstens, das Minimum der durchschnittlichen Distorsion, d.h. die Mi-
nimaldistorsion zu bestimmen oder wenigstens abzuschétzen, und zweitens, das
minimierende Codebuch {c,...,¢,} anzugeben, oder wenigstens eine ungefihre
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Beschreibung zu geben. Die zugehérige Zerlegung C, . . ., C), von C'ist dann leicht
zu finden. Die Minimaldistorsion kann man wie folgt ausdriicken:

min min {f(||z — ¢l|)}dz.

{Cl,‘..,cn}CEd lil,...
C

In der Dateniibertragungstheorie von Shannon [23] untersucht man die Minimal-
distorsion fiir festes n wenn d grof§ wird, in der Dateniibertragungstheorie von
Zador [28] fiir festes d wenn n grof wird. Zador hat fiir f(t) = t* eine asymptoti-
sche Formel fiir die Minimaldistorsion fiir n — oo angegeben. Eine Verallgemei-
nerung davon stammt vom Autor [14]:

Satz 9. Es geniige f : [0,+00) — [0,400) einer bestimmten, natirlichen Vor-
aussetzung. Dann gilt fiir die Minimaldistorsion,

a+d

min /fnyn{fqpp-qnndxﬁudqucn(if(
C

) bei n — oo.
{61,...,cn}CEd

3
ul =

Hier ist div > 0 eine von d und f und o > 0 eine von f abhdingige Konstante.

Das zweite der genannten Problem ist ab der Dimension d = 3 offen. Fiir d = 2
hat der Autor [12] gezeigt, dass die minimierenden Codebiicher {cy,...,c,} fiir
grofles n in einem asymptotischen Sinn ein iiber C' gebreitetes, regulér hexagonales
Muster bilden. Damit wird eine Vermutung von Gersho [10] fiir d = 2 bestétigt.
Ein genauerer Bericht tiber die angeschnittenen Probleme bei Gruber [13].

10 Ein isoperimetrisches Problem fiir Polytope

Unter den zahlreichen isoperimetrischen Problemen geometrischer und analyti-
scher Natur, findet sich auch die folgende Frage: Ist P ein konvexes Polytop im
E?, dann versteht man unter seinem isoperimetrischen Quotienten den Ausdruck

A(P)?
V(P)d-1’
wobei A(P) den Fliacheninhalt seines Randes bezeichnet. Es erheben sich wieder
zwei Fragen: Erstens, unter allen Polytopen P mit n Seitenflichen das Minimum
des isoperimetrischen Quotienten zu bestimmen oder abzuschétzen, und die Poly-
tope P, zu beschreiben, fiir die dieses Minimum angenommen wird. Eine genaue

Beantwortung dieser Probleme steht auflerhalb der derzeitigen Moglichkeiten der
Mathematik, man kann aber Folgendes zeigen, siehe den Autor [14]:

A(P,)?

V(P,)+ !
Hier ist B? die d-dimensionale Einheitskugel. Fiir d = 3 sind die Seitenflichen
von P, in einem asymptotischen Sinne reguldre Sechsecke derselben Kantenlénge.

Der Beweis dieser beiden Aussagen erfolgt unter wesentlicher Benutzung der im
vorherigen Abschnitt angefiihrten Resultate.

d
1
~ dV(B%) + g div A(BY) ™1 — bei n — o.

nd-1

11



Bemerkung

Die angegebenen Beispiele zeigen die in den letzten Jahrzehnten deutlich starker
gewordene Verflechtung der Konvexgeometrie mit dem Gesamtbereich der Ma-
thematik.

An einfithrender Literatur zur Konvexgeometrie seien die Biicher von Eggeston

[7], Webster [26] und Barvinok [3], sowie der Artikel [11] genannt. Ein Buch
des Autors [15] mit zahlreichen Anwendungen, befindet sich in Vorbereitung.
Standardwerke auf diesem Gebiet sind das Handbuch der Konvexgeometrie [16]
und die Biicher der roten Reihe bei Cambridge University Press.
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