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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit wurde im WS$2021/22 an der Technischen Universitit Wien verfasst und basiert grofS-
tenteils auf Kapitel 8 des Buches ’Applied Proof Theory’ von Ulrich Kohlenbach [Koh08§], sowie dem Artikel
[SK07].

Hauptthema ist die Ubersetzung von Beweisen in Peano-Arithmetik in intuitionistische Logik, und Anwen-
dung von Gédels Dialectica Interpretation, um Zeugen fiir existenzquantifizierte Variablen zu erhalten.



Kapitel 2

Schwach extensionale Heyting
Arithmetik

Ziel dieses Abschnitts ist es mit der Schwach extensionalen Heyting Arithmetik eine spezielle Form der intui-
tionistischen Logik zu definieren und einige Eigenschaften zu beweisen, die niitzlich fiir den Soundness Beweis
der Dialectica-Interpretation Satz 3.4 sind.

2.1 Sprachen
Definition 2.1. Die Menge aller Typen T ist induktiv definiert als die kleinste Menge mit

0eT
p7€ET = (r— p)eT.

Die Menge aller puren Typen P C T ist definiert als die kleinste Menge mit

0€eP
pEP=(0—> p)€P.

Bemerkung 2.2. Wir fithren die folgenden Abkiirzungsregeln ein: Seien gy, ... p, Typen.

* Falls nicht anders angegeben werden ungeklammerte Ketten stets rechtsbiindig geklammert: o, — p, -+ —

P, bedeutet (o, = (o, = ... (0,1 = p,) ).
e Statt p; — p, -+ — p, schreiben wir manchmal auch (p, ..., p,_1) = p,.

* Der String p; — p, -+ — p, kann auch durch g’ ersetzt werden. Dies ist fiir sich alleine kein Typ,
£ = 7= (p1, s pu_1) = pn jedoch schon.

Definition 2.3. Sei 7" C T eine Menge von Typen, C eine Menge an Konstantensymbolen, P eine héchstens
abzihlbare Menge an Pridikatensymbolen, s UP : C — T, ¢ : P — T~ die Abbildungen die jedem Konstan-
tensymbol seinen Typen, bzw. jedem Pridikatensymbol sein Typentupel zuordnen , und Q C 7. Wir definieren
die Sprache (T, C, Q,¢) (mitz : CUP — T UT", t|, = tc und ¢], = #p) wie folgt:

Terme

1. Fiiralle ¢ € Cist 9 ein Term vom Typ £(c).



2. Fir alle Variablensymbole x und Typen p € T ist #* ein Term vom Typ p.
3. Istz ein Term vom Typ p, und £ ein Term vom Typ (p — 7), soist f(¢) ein Term vom Typ 7.

Wir bezeichnen weiters mit FV(z) die Menge der freien Variablen im Term ¢. Ist FV(2) = @, so heif3t ¢ geschlossen.
Wir fihren die folgende Abkiirzungsregel ein:

* Sind 4, ..., 2, Terme von Typen py, ... p,, und ist £ vom Typ (py,..., p,) — 7, so schreiben wir statt
f(#) ...(z,) auch £ (z, ..., ,), bzw. £ (7).
Formeln
1. L isteine (Atom-)Formel

2. Sind ¢, ..., ¢, Terme von Typen py, ..., p, und ist R ein Pridikatensymbol mit Typententupel #(R) =
(1> -5 y)> SO ISER(y, ..., 2,) eine (Atom-)Formel.

3. Sind 4, B Formeln, so sind auch (4 A B), (4 V B) und (4 D B) Formeln.
4. Ist A eine Formel, x eine Variable, und p € Q, so sind (Vx*4) und (3x”A4) Formeln.

Wir fithren die folgenden Abkiirzungsregeln ein:
e =4 beschreibt 4 D 1

* A = Bbeschreibt (4 D B) A (B D A)

* Bei weggelassenen Klammern binden Negation und Quantoren stirker als \/, A, und V, A binden stirker
als D, =.

* Sind die Typen (bzw. ihre Beziehung) von Variablen- und Konstantensymbolen aus dem Zusammenhang
erkennbar, so kdnnen sie weggelassen werden.

Weiters giltin der gesamten Arbeit die Konvention, dass jede Variable in allen Vorkommnissen einer Formel, stets
denselben Typ hat. Dadurch muss der Typ einer Variable in einer Formel stets nur einmal deklariert werden.
Beispiel: In

f09) ==
hat £ Typ (0,0) — 0, und z Typ 0.
Definition 2.4. Im weiteren Text sei

* Pyp = Z(P, {OO,SO_’O} U {f0—>0 | /N — N primitiv rekursiv} , {0}, {zo}) mit =, wie oben, die
Sprache der Heyting-Arithmetik.

¢ Lrune = Z(T, {00, SO_’O} U C, T, {=y}) mit = wie oben, und
— —7=p s (((9,0)>7),(p—9).0) =7
€= {IYJ‘J:T ﬁ’%,_p,rﬁ | 35ﬁ: TE T}

die Sprache der extensionalen Heyting Arithmetik. Es heiflen die Symbole 17, . Projektoren, 2; , . Kombi-

OSAFO=p)-AF 0N =01 | | e N € {1, .

; .,/e},jal,...,/akeT,ﬁ’ZJol—>...—>Jok}

natoren, und ]_Qﬁl = {(Rl)ﬁ’? s (Rk)ﬁ,} (simultane) Rekursoren.

oder Variablen, so bezeichnet i
g(f(x))
den Term

g(h(x); ., 1,(x))



2.2 Ableitungsregeln
Bemerkung 2.6. Wir fithren die folgenden Abkiirzungsregeln ein:
* Sind £ alle freien Variablen in 4, und 7 ein Tupel von Termen passender Typen, so steht A4(#) fiir 4[7/x]

* Das Gleichheitssymbol fiir hohere Typen: s =, £ mit s, £ vom Typ p = (py, ..., ) — 0 steht fiir

V)ff’,...,yf"‘(s(ﬁ/) = £(§))
Ist klar, dass s oder £ vom Typ p ist, so kann auch s = ¢ statt s = -, geschrieben werden.

(0,0,((0,0)—0))—0

¢ Der Rekursor vom Typ null Ry, ist definiert als (R, ),

Definition 2.7. Die Axiome und Ableitungsregeln der Schwach Extensionalen Heyting-Arithmetik (unter Ver-
wendung der Sprache Z y,~) sind folgendermafien gegeben:

Axiome von HA:

(H1) A4v 4> 4,4> AN A4 (Kontraktionsaxiome)

(H2) 4 D> A4V B, AN B D A (Abschwichungsaxiome)

(H3) AV B DBV A, ANB DB A A (Permutationsaxiome)
(H4) L D A (ex falso quodlibet)

(Hs)

HS5) VxA D A[t/x], wobei ¢ frei fiir x in 4, und A[#/x] durch Ersetzen jedes Vorkommnisses von x in 4
durch 7 entsteht.

(He6) A[z/x] D IxA mit den gleichen Bedingungen wie in .

Regeln von WE-HA”
1. Regeln der intuitionistischen Logik

(a) Modus Ponens und Syllogismus:

A ADB ADB BDC
5 MP VEI

(b) Exportation und Importation:

AANBDC A>(BOC)

FEIETIRR PIVEIA
(c) Expansion:
cvisevs B
(d) Quantorenregeln:
224 ) A2E
B D VxA dx4 DB , wobei x nicht frei in B ist.



2. Gleichheitsaxiome

(@) x=x
(b) x=yDy=x
() x=yAy=2zDx=z

3. Regeln der Schwach Existensionalen Heyting Arithmetik

(a) Schwache (quantorenfreie) Existensionalititsaxiome:

AyDs =,
Ay D rls/x"] =, rlt]/+]

ee . 7
fiir quantorenfreie Formeln 4, und s*, #*, »* Terme von & 1.

(b) Extensionalititsregeln héherer Typen:

k
E}: : vzﬁ>xf1,)ffl3""x:k,)’/:k [\l(x" =, yl) D z(x) =, z()_/)
mit p = (py,...,0) = 0
(c) Nachfolgeraxiome: S(x) # 0, S(x) =¢ S(y) D x =, »;

(d) Induktionsschema:
IA :A(0) A Va"(A(x) D A(S(x))) D Va4 (x)

fiir jede Formel A(x") € Ly

(e) Axiome fiir 11, ., % -, und Rﬁ:

(D) 11, (x,9) =, «
(2) : 55, (6,2,2) =, ¥(z,)())

R0 =,
(R) : { (RI);t(S(xO)’}_/’g) :_,0,» Zl,(Rﬁt(x’}_/’é),x) flir/ = 1,...,16

o - s _  (F0)-p (0=

mit g :fl—>...—>ﬁk,y:yf1,..., AN Y B *
Bemerkung 2.8. Es ist, zumindest auf dem ersten Blick nicht klar, wie aus =Vx.4 die Formel 3x—.4 geschlossen
werden kann. Tatsichlich ist dies im Allgemeinen nicht mdéglich. Intuitiv ldsst sich eine existenzquantifizierte
Formel 3x5(x) nur beweisen, wenn bereits ein Term ¢ konstruiert wurde, sodass B (¢) wahr ist. Diese Eigenschaft
erlaubt es mit Gédels Dialectica Interpretation Zeugen fiir Existenzquantoren zu extrahieren.

2.3 Bemerkungen zur Induktion

2.3.1 FEin Deduktionstheorem

Das vorgestellte System an Axiomen und Regeln wurde von Gédel zum Beweis des von Satz @ vorgeschlagen.
Darin direkt Beweise zu fiihren ist allerdings eher unintuitiv. Um das zu vereinfachen hilft das folgende abge-
schwichte Deduktionstheorem fiir WE-HA”.

(Vgl. [Tro73, 1.1.5, Satz 1.1.10])



Satz 2.9 (Abgeschwichtes Deduktionstheorem fiir WE-HA®). Es bezeichne \-p; die Beweisbarkeit in WE-HA”
obne Verwendung der Extensionalititsaxiome. Es gilt

IAtyB=Tt, ADB

Bemerkung 2.10. Schwach extensionale Heyting-Arithmetik erfiillt das Deduktionstheorem nicht - vgl. [Koh08,
Theorem 9.11].

Um den Satz zu beweisen werden einige Aussagen aus dem folgenden Lemma benétigt.
Lemma 2.11. Es gelten in WE-HA” die folgenden Regeln

(a) FyAD 4

(b) Fy ANBDB,BDAVE

() ADC,BDCHyAVBDC
(d) 4D0B,ADCr+y; ADBAC
() By ADB

(f) 4, By ANB

(g 42B,ADBDOC)FyADC

)
)
() ADB,ADCryAD (BAC)
k) ADBDC),AD(CDD)Fy AD(BDD)
) ADBDOCO)FyBD(ADO)
(m) FgADCO)ABDC)D(AVBDC)
(n) FFBD2((ADC)DUADBACQCY)
(0) ADBA(CDOD)FypAD(BD(CDD))
(p) ADBD(CDD))FyAD(BA(CDD))
(@ ADBD2C)FzAD((DVB)D(DVQ))
ADANA ANADA
Beweis.  (a) AD 4
(H3)4ABD>BAA [H2)BAADB (H2)B>Bv4 [H3|BVvADAVE
(b) ANBOB ®) und BSAVE )
(c)
A(Exp)
cvA>CvC [HiJcvcoc S
BOC (b (H3J4vCcoCcva CvAsSC o ®)
AvBoAve P AVCOC
AVBDC
(d)
alBACo>BAC

(E)

ADB BD(CDOBACQ) ()

AD(CDOBACQ)

(H3JcAhdd4anC VUEY IS
CNADBANC (E) )
ADC COADBACQ) )
AD(ADBAC)
(Hij4> 44 arassac Y
ADBAC S)



(e) Wir haben von B N 4 D B. Mit Exportation folgt B O (4 D B), und mit Modus Ponens die
gewiinschte Regel.

(f) ) 5
TO4 TDB
T TOANE \py
ANB

\ad 1 ( )

A5 ANE ar55c W

(S)

ADC
(h) Wir schreiben B = (4 D (BD C)) A (4D B)und 4 = (B A A).

(H2]4 > B @BD(ADB)
[b)4 >4 A'D(ADB)@ @ADA (H2)[H2)(5) 4 > (4 D BDC))@
ADB AD(BDC)@
4A4>C
426 (g
BD>(ADC)
ADBDC)D((ADB)D(A4DQ))

(E)

(i) MtD=(ADB)D(ADC)undE=(DANA)AB

[l 50 [Blpouso
[H2). [b)(5) ED 4 ED(4DC) & )

EDC (E)
DANAD(BDCQC) (E)
DD>(AD(BDQ))

ADB ADC
(ADB)A(ADC) () (UDB)A(ADC)D(ADBAC)
ADBAC

(MP)

AD(BDC) A>(C>D)
(ADB)D(4>DC) (&}, aup) (ADC)D(A4DD) [0, (mp)

(ADB)D (A4 DD)
AD (BDD) (i} (vp)

AD(BOC) 0
(H3)BAADAANB AANBDC
BANADC )
(E)

BD>(ADC)



(m) MitD=(ADC)ABDC),E=AVBDC
(H2]p> (4> C) (b > (B> C) .
AD(D D0 33@36)6)
A\/BD(DDC) =
DOE

(n) MitD=BA(ADC)undE=D A A
[b] E > 4 ,,(S)ED(ADB)@ (b]E> 4 ,@,(S)ED(ADC)@

EDB EDC
EDBANC @

DD>(ADBAC) (E) )
BDO((ADC)D(ADBANQ))

(o) Wir zeigen zuerst (A AB) AC D AN (B A C).Mitd =(AAB)ACundB = (BAC)ist
(H2)[b)(5) 4> B [b]d>C i
(H2)[H2),(5) 4 > 4 ADB i
ADANB

AD@ACDD”D
(ANBYACDANBACQC) AAwAQDDﬁ)
(AA&ACDD(D
ANBD(CDD)
AD@D@DD»()

(p) Wie@:WirzeigenzuerstA ABAC)D(AAB)YACmitd= AN (BAC):
(H2)4> 4 [b}{H2)(S) 4> B 0
A> (AAB) [b){b}(s)4 > C i

AD(ANB)AC

und fiihren den Beweis aus @ in die andere Richtung

AD@D@DD»@
ANBD(CDD)
ANBANC)DANB)NC (AA&ACDD(Q
ANBAC)DD

ADBANCDD) (E)
(q MitE= (DVC),F=(B>E),G=(DDE),undH = (B> C)
faJrom
#rgsc Y @CDE()
HABDOE
ion _ HE2
ADG ADF@
AD(G/\F) (m|GAF>(DVBDE)

A>(DVBOE) )



Beweis. (Deduktionstheorem). Wir zeigen mit Induktion tiber die Linge des Beweises, dass ein Beweis von B aus
I' U {4} zu einem Beweis von 4 D B aus I' umgewandelt werden kann.
Basis Hat der Beweis Linge 1, so ist entweder B € I', oder B = A4, oder B ist ein Axiom.

1. Ist B € I',sogilt I - B, daher, mitf 4 ADB.
2. Ist B = 4, so folgt aus (H2) B D A, und mit Modus Ponens 4. Mit folgt B D A.

3. Esgilt ebenfalls mit 4 B DB.

Induktionsschritt Es sei ein Beweis mit 4, ..., 4,, B Linge £+ 1 gegeben, und nach Induktionsannahme gelte
furalles € {1,..,k},dass I', 4 -y A D A;. Wir machen eine Fallunterscheidung anhand der angewandten
Regel zur Deduktion von B. Ist B ein Axiom, so gelten die gleichen Argumente wie in der Induktionsbasis.
Wourde eine Regel angewandt, unterscheiden wir die folgenden Fille:

4, A4,DB
Modus Ponens: Wurde B verwendet, gilt nach Induktionshypothese
Iy AD A4, und I'ty AD (4, DB)

woraus mit Lemma I g (4; D B) D (4 D B) folgt, also mit nochmaliger Anwendung von MP
Ity ADB.

Syllogismus Es seien 4, = (C D D), 4, = (D D E),und B = (C D E). Wir haben nachIH I+, (4 D
(C > D))und It (4D (D D E). Mit Lemma folgt I' =y A D (C D E).
Exportation und Importation Mit Lemma Lemma .

Expansion Mit Lemma .

Quantorenregeln Angenommen " - A O (C D B), wobeil und 4 beide x nicht frei enthalten. Wir erhalten

AD(CDB)

AACDB()
A/\CDVxB(
A D (CDVxB)

Fur die Existenzquantoreneinfithrung gelte I' -, 4 D (B D (). Mit zweimaliger Anwendung von Lem-

ma erhalten wir
AD(BDC)

BD>ADCQ)
3xB D (4 D C)
AD@AxBDC)

13)

Das folgende Resultat erweist sich im Beweis von Satz 3.4 als duf8erst praktisch:

Korollar 2.12. Man kann im der Definition von WE-HA” das Induktionsschema durch die Induktionsregel

A0) AV (A(x) D A(S(x)))
VA (x)

(IR)

ersetzen.

10



Beweis. Die Indktionsregel folgt aus dem Induktionsschema mit Modus Ponens. In die andere Richtung gilt

mit B = Vx(A(x) D A(S(x)) und C(x) = (A4(0) A B) D A(x)

C(0) C(x) D C(S(x))
C(x)
(A4(0) A B) D VxA(x)

(IR)
(Iv)

Die Formel C(0) folgt aus . Es bleibt zu zeigen, dass = C(x) D C(S(x)). Es gilt

AONB_C) o (H5)B > (4(x) D 4(S(x))) B
A(x) A(x) D A(S(x)) (MP)
A(S(x)) ,

(MP)

also C(x), (4(0) A B) 5 A(S(x)). Mit zweimaliger Anwendung des Deduktionstheorems Satz @ folgt
C(x) D C(S(x)).
O

Die Projektoren und Rekursoren von WE-HA” ermdglichen mit der Lambda Abstraktion eine wesentlich in-
tuitivere Art (funktionale) Terme zu definieren.

2.3.2 Lambda Abstraktion und Primitiv Rekursive Funktionen

Definition 2.13 (Lambda Abstraktion). Fiir jeden Term ¢[x]” = £'(s5) in Ly 35 sei

Ax.x = Z(IYJo,oﬁW]Yﬁ,o)
Ax.t = IYJQ’O(t), falls x ¢ FV (2),
Axt' (s) == Z((Ax.t'), (Ax.s)), falls x € FV(£'(5)).

Lemma 2.14. Sei t[x"]" ein Term in Ly yyp0. Der Term Ax” t[x] hat Typ p — 7 mit FV(Ax” £[x]) = FV(¢[x])\ {x}
und
WE-HA” - (Ax”.£[x]) (") =, t[s/x]

Bewets. Da
(A" x) () = 2(I, o, ,, I, 0, 5°)
gilt
WE-HA® - (A %) () =, I, (", 11,0, ")
= 5.
P

Genauso gilt, falls x ¢ FV(¢), dass # = #[s/x] und

WE-HA” - (x".2) () =, ¢.

11



Istx € FV(¢),t = £'(r), so ist

Q' (7)) = Z((Axt), Qx.r))

daher
WE-HA” - (.2 () (s") =, (Ax.t') (5, Axr) ()
= (t) (s 7l f))
— A e/s1Cle/sD)
und

£ [x/s)(rlx/s]) = tlx/s]

O

Bemerkung 2.15. Statt Ax; ... Ax,,.t schreiben wir oft Ax; ... x,. Die dufleren Klammern um (Ax.z[x]) kénnen
weggelassen werden, falls die Klammerung aus dem Zusammenhang ersichtlich ist.

Weiters verwenden wir gelegentlich O als Platzhalter fiir einen beliebigen Term passenden Typs. Beispielsweise
lieRe sich ©° := 0 und 67 := 1x".6” definieren.

Bemerkung 2.16. Mit Hilfe von R und Lambda Abstraktion lassen sich alle primitiv rekursiven Funktionen in
WE-HA” konstruieren.

Definition 2.17. Die Funktionen +, -, sg, pd, =, |- — | seien primitiv rekursiv definiert durch
x+0=x, x+S@y) =Sx+y)
x-0=0, x-S()=x-y+x
sg(0) =1, sg(S() =0
pd(0) = 0, pd(S(x)) = »
x—0 = x, x=S(y) = pd(x—y)

[x =] = (=) + (=)

Proposition 2.18. Die Formeln

(a) S(x)=S(y) = x—y

(b) S(x)=x = 5(0)

(c) x—=x=0

(d) x =0V x = S(pd(x))

(¢) x #0=x=S(pd(x)),x = 5(z) D x = S(pd(x))

(f) sglx) =0=x+0

sind in WE-HA® ableitbar.

Beweis.  (a) S(x)=S(0) = pd(S(x)—0) = pd(S(x)) = x = x—0. Angenommen S (x) =S (y) = x—y. Dann
ist S(x)=S(S(y)) = pd(S(x)=S(y)) = pd(x—y) = x—=S(y). Mit Induktion folgt S(x)=S(y) = x—y.

(b) S(0)=0 = 5(0), S(S(x))=S(x) = S(x)—x = S(0) (mit @ und Induktionshypothese). Also gilt mit
Induktion S(x)—x = S(0).

(€) x—x = S(x)=S(x) = pd(S(x)=x) = pd(5(0)) = 0 (mit[a), [b))

(d) Mit Induktion. Der Fall x = 0 ist klar. Fur S(x) ist S(pd(S(x))) = S(x), und die Formel ist wahr fiir
S(x).

12



(e) Aus dem Nachfolgeraxiom S(x) # 0 folgt direkt x = S(pd(x)) D x # 0 die anderen Implikationen
folgen aus @ und S(pd(S(x))) = S(x).

(f) Wie vorhin mit @

O
2.3.3 Doppelte Induktion
In WE-HA” ist auch die folgende doppelte Induktionsregel beweisbar
Vgl. [TDsg]
Proposition 2.19 (doppelte Induktion). 7z WE-HA” gilt A(x,0), A(0, y), A(x,y) D ):S() = Az, 1)
Proposition 2.20. Fiir alle Terme 000 z‘g s ti) giltin WE-HA® die Regel

A(0,9), A(x, £(x,7)) D A(S(x), ) = A(t, 17).
Beweis. Angenommen, es gilt A4(0, y) und A4(x, £(x, y)) D A(S(x), y). Definiere eine Rekursion ¢ vermdge
¥(0) = £, ¥(S(z)) = (=S5 (2), ¥ (2))-
Ist £)—S(2) = S(x), so ist £, —S(z) = pd(,—S(2)) = pd(S(x)) = x, also
S(x) = t5=S(2) D (A(t,=5(2), ¥(5(2))) D A(ty==2,¥(2))).
Da auf8erdem A4(0, ¥ (2)) gilt,
0= ty=2 D (A(1,=S(2), ¥(S(2))) D A(ty=2,¥(2)))
und daher mit der speziellen Induktionsregel 4(0), 4(x) D A(S(x)) - A(z)
fhy—2=1t,—2D (A(tO;S(z),gk(S(z)) ) A(t();z;k(z)))
und mit dem Axiom #, —z = £, — 2
A(1y=58(2), ¥ (S(2)) D A(ty—2y(2))
Aus dem Deduktionstheorem Satz @ folgtleicht B D C  (C D D) D (B D D), und damit
(A(to;z,;k(z)) D A(tO’tl)) 2 (A(fo;S(Z)’¢(S(Z))) ) A(fo’ﬁ))
Auflerdem gilt nach Definition von y
A, —0,¢¥(0) D A(%,4)
und nach Induktion
A(ty=ty, ¥ (1)) D A(ty, 11)
und mit der Annahme 4(0, y) gilt
A4, 1).
O

Beweis (doppelte Induktion). Angenommen - A(x,0), 4(0,), A(x,y) D A(S(x),S(y)). Nach gilt
y=S5(z) D S(pd(y)) = », und daher

¥ =58(z) D (A(x,pd(y)) D A(S(x),)) und auch
y=0D (A(x,pd(y)) D A(S(x), %)), da A(S(x), 0) eine Annahme ist

Da wir aus der Induktionsregel auch 4(0), 4(S(x)) - A(z) ableiten kénnen gilt

y=y2 (A(xpd(y)) D A(S(x),y))
Mit dem Axiom y = y und Proposition folgt die gewiinschte Aussage. O
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2.4 Termumwandlungen

Eine im Beweis von Satz @ oft verwendete Eigenschaft von WE-HA” ist die Maglichkeit konstruktiv Formeln
durch dquivalente funktionale Terme zu reprisentieren. zu konstruieren.

Proposition 2.21. Sei A\(x) eine guantorenfreie Formel von Ly yyp» mit freien Variablen x. Dann kann man
einen geschlossenen Term t konstruieren, sodass

WE-HA” | Vi(t(x) =, 0 = 4,(x))
Hieraus folgt unmittelbar

Korollar 2.22. Fiir quantorenfreie Formeln Ay € Ly yp» gilt der Satz vom ausgeschlossenen Dritten auch in
WE-HA”:
WE-HA” - A4, \V =4,
und insbesondere
WE-HA” - =4, D 4,.
Um die Proposition zu beweisen ist das folgende Lemma hilfreich:
Lemma 2.23. WE-HA” beweist die  folgenden elementaren Eigenschaften:
(@) x+y=0=x=0Ay=0
(b) x-y=0=x=0VvVy=0
(c) sg(x)  y=0=(x=0Dy=0)
(d) sg(x) =0=x+#0
(e) ‘x—y| =0=x=y
Beweis. Mit doppelter Induktion, Proposition . Nur folgt aus . O

Beweis (Proposition). Atomformeln von ¥y~ haben die Form # = 5,und WE-HA” ¢t = s = |t — 5| = 0,
womit £ := Ats. |t — s| geeignet ist. Die Aussage fiir alle weiteren Formeln folgt direkt aus Lemma . O

Proposition 2.24. Fiir jeden Typ p € T gibt es einen geschlossenen Term t (der nur den Rekursor Ry vom Typ 0
nutzt), sodass

WE-HA” 1= Ve, 37,5 (v =0 0D tenn) =, 1) A (2 %0 0D t(onn) =, 1))
Beweis. Definiere
2, 0592) = Ry, yy, An"m 9,)

und arbeite in WE-HA”. Dann ist

2(0.195) = 7
und

2(8@),21527) =0 n°m° 3,) (Ro (1, 3), %)

=0 )2-

Dax #, 0 D x =, S(pd(x)), gilt
x F9 0D x(x15%,) =0 2

Fir p = ((p, ..., o) — 0) seien vfl, s v:" verschiedene Variablen. Dann leistet

t 1= A"y 7y (.31 (0), 3, (9))

das Gewiinschte.
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Kapitel 3

Godels Dialectica Interpretation

Die konstruktive Natur der intuitionistischen Logik ermdglicht es, bei Vorhandensein eines Beweises, Zeugen
fiir Existenzquantoren zu extrahieren. Eine Mdglichkeit dies zu bewerkstelligen ist die Godel’sche Dialectica
Interpretation.

Definition 3.1. Wir bilden jede Formel 4 () in &y 4 mit freien Variablen 4 auf ihre Dialectica-Interpretation
AP (i) ab. Diese hat die Form
AP (d) = 32V5dp (%|14)
wobei A, (%|9|4) quantorenfrei ist. Die freien Variablen von A4y, (4) sind genau 4.
|”

Bemerkung 3.2. Die Nutzung von Pipes ,,|” zwischen den Variablen von 4y, dient zur besseren Lesbarkeit und

trennt immer drei Tupel. Die in AP
. existenzquantiﬁzierten,
* allquantifizierten, und
e freien Variablen.
Die Definition erfolgt induktiv folgendermafSen:
* Fiir Atomformeln 4 () ist A(d) = AP (4) = Ap(]|4)
* Fir A”(4,,4,) = 32V5dp (%|| 4y, dy), B (dy, 45) = i, 368y, (1] 6| 4y, ds) definiere mit 4 = dy, dy, 43,
zb = a:
1. (A A B)P(a) = 3%, V9, b (Ap (8|7 4y, 45) A Bp(i2]|dy, 43))
2. (AV B)P(4) = 3, %,4¥9, 5 (z = 0 D Ay (%]7]4,,4,)) A (z # 0 D By (o] dy, 43))
3. (Vz2d(z,b))° = 3XVz, § Ap(X(2)]7]4)
4. (F2d(2,0))° = 3z, 7§ Ay (]7]4)
5. (4 D B)P(4) = 30,YV%,i (A (2|Y (%,0) |4y, &) D Bp(U(%)|6|dy, 45))

Unsere Notation erlaubt auch die folgende, manchmal etwas einfachere, Darstellung:

2. (4 \/B)D(ZOJ@QU’_”}M) =(=0D A_D(ﬂﬂdpdz)) A (z # 0D Bp(|o|ay, a3))
3. (V2d(2))p (X2 71b) = 4p(X(2)|5]2,0)
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4. (324(2))p (2, |7|b) = Ap(E|j|2, b)
5. (4 D B)p(U,Y|%,0]a) = Ap (%Y (%,0) |4y, 4,) D Bp(U(x)|5]|a,, 43)
Bemerkung 3.3. Aus 1.und 5. folgt mit 7.4 = (4 D L), dass (~(4(2)))P = Vx4, (2|7 (%) |4)

Satz 3.4. Sei P C Lryqp eine Menge von Formeln der Form N&° By(%), wobei By quantorenfvei ist, und A(a)
eine Formel die nur a frei enthiilt. Dann impliziert

WE-HA® + P + A(a),

dass
WE-HA” + P Vydp(E(a)|y|a)

wobei t ein Tupel an Termen in L, (IL) ist, welches aus dem Beweis der Annabme extrabiert werden kann.

Beweis. Wir verwenden Induktion tiber die Linge des Beweises von 4 ().
Logische Axiome und Regeln:

1. 4 =A4(d) = A(d) D A(4) A A(a): Da
(A A A)@) = 3%, V5, 5(Ap(x|714) A Ap(il7]a)
ist (4 N A)p (%, 4|y, 0|a) = Ao(ﬁzl)"ld)/\ﬂo(ﬁly'ld) und
(4 DA/\A)D(‘) =
U, YV, o(Ap (2|Y (%,0)|4) D (A A A)p(U(%)|5]4)
A0, Uy, YV, 0y, 6 (Ap (XY (%,6,,65) |4) D Ap (U (% |U1|ﬂ) /\AD U (%) |0 |2)

indem wir U}, U, mit U und 9;, , mit v identifizieren.

Also ist
Ap (O, Uy, Y |5, 0y, 0y |d) = Ap(RIY (%, 01, 6,)|4) D Ap (U (2)|6y12) A Ap(Us(%)]5,]2)

Nach Proposition gibt es einen geschlossenen Term #, , sodass WE- HA” ty,(@|x]y) = 0 =
Ap(%|y]4). Nach Proposition .24 gibt es ein Tupel 7 geschlossener Terme ¢; (fiir Jedes Elementvon Y
einen), fur die alle gilt

i I S }_’p falls tAD (‘i’&j’l) #0

WE-HA™ b= 77(4, %, 51, 9) = { D, falls 2, (4,%,5) =0

Damit erfiillen 7;; := #; := lax.x und #y die funktionale Interpretation von 4 > 4 N\ 4. Mity =
%, 0y, 0, ist ndimlich mit in WE-HA”

‘E

Ap(ia
AD<rU1< >,rl-,2<a>,f?<d> ld) =

Ap((07.9), 028, F(@)]51d) =
Al (6,751, 52)14) D Ap(QEDE)3,14) A Ap((25.5) (D) ]5,)) =
|27(4, %, 01, 0) |4) D Ap(%]o1]2) N Ap(x]2,]4)
Da 4, quantorenfrei ist, gilt WE-HA” + A, V = 4p, und eine Fallunterscheidung liefert WE-HA”
Vi Ap ((a)|512)
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2.

N A

ANV ADA:
(AV AD AP =30,YV% (A V A)p(£|Y (% 5)|2) D Ap(U(%)|5|4))
= 30,)7 Vz s Xq5 %y, U
(((z =0D AD(’EI |)}1(Z’3213922! 5)|ﬂ-)) A ( #: o AD(x2|Y(z’x11x23 )l‘z)))
D Ap( (z,xl,x2)|v|ﬂ))

Durch Unifikation erhalten wir fiir U, )71, )-3 passende Terme 5, ty,» ty, mit

% falls  z2=0

WE-HA" & 15(4, 2, %, %) = { X, sonst.

ty, 1= Adzx %00

ty, 1= Adzx;%0.0,

die das Gewiinschte leisten.

.ADAVB:

(4D 4V B)P(ab) = 30U, YV, 5 (4 (Y (%,5)|2) D (4 V B),(U(%)|5] b))
= HZ,UI,UZ,YVx, U150y
(dp (F|Y (&, 3y, 8,)|4) D (Z(%) = 0 D Ap (T (R)]314)) A (Z(F) # 0D By(T5(%)[3,1)))

Setzen wir £, = 2ab%.0°, so kénnen wir ty, beliebig wihlen ty, = Labx.0, und die restlichen Terme

unifizieren tg, = Aabx.x, ty == Aabx, vy, ,.0;.

. A N B D A: Analog zu den obigen Schritten

. AV B D B\ 4: Analog

. AABD B A 4: Analog

. LD 4: (LD AP =30Vz,d(L D Ay(U(%)|5]4)). Wihle z; = 24%.0.

. Vzd D Al[t/z]: Es seien 4 alle freien Variablen von A[t/z]. Da (Vzd)p () = Ap(X(2)|yz|4) (wobei z

hier zu den allquantifizierten Variablen in (Vz.4)" gehért), ist
(Vzd D Alt/2])p = U, YV, o((Ved)p (%] (,0), 2|4 (A[t/Z]) (U(x)]5,2]4))
=30,Y,2VX, i(A4n(X(Z(X, 0)) |Y' (X, 0)Z(X, 0) |4) D Ap(U(X)|5,£(d)|a))
Nun sei t, = 1iX0.t(d), ty = 1aX X (t(d)), ty = daxo.o.
Alt]2] D Fzd:

|4) D (32d)p (U (%) |02]4))
1(@)]4) > Ap(U(2)]5, Z(3)|4))

Nun seien t, = Aax.t(4), t;; = Aax.%, ty = laxv.p.
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10. Modus Ponens: Gegeben
V3dp (5 (2,0) 712,0) (3.1)
und
V&, 5(A D B)p(5(d, by ), ,(d, b, 0) | %, 5|4, b, ) (3.2)
=V%, i(Ap (%54, b, &, %,8)|4,b) D Bp(£(4, b, ¢, %) |5]b, ¢))
konstruieren wir einen Term #,, sodass WE-HA® |- VB, (,(b, &) |3|b, &) wie folgt:
Wir unifizieren (@) mit der linken Seite der Implikation in (@) Setzen wir in (@) %= #,(4b), s0 gilt
Vi(dp (7,(d)|5(4, b, ¢ 7,(a),8) |4, b) D By (5,(4, b, 6,7, (4)) 515, 6))
Mit j == 4 (4, b, é, £, (d, b), 5) in (B.1]) gilt
Ay (5,(4,b)|5(4 b, 6, (4, b), 5)| 4, b).
Daher ist mit Modus Ponens auch
By (55(d, b, 6, () |5]4,.))

beweisbar. Esseinunz, := Abé.i[b, ¢], wobei£[b, ] gleich dem Resultat des Ersetzens von zin (4, b, ¢, £, (4))
durch beliebige Terme geeigneten Typs ist. Es folgt VoBy, (2, (6, ¢) |95, ¢).

11. Syllogismus: Gegeben die Formeln

VQE’Z;(AD(’HEI(“Z”E! Z-’)|‘Z) ) BD(fz(éﬂ?)WM’))
VLZ,LZ)(BD(LH%(&{,, 7’23 Lb)"il) 2 CD(Z/;(”Z””Z)'lZ)ldl))

mita=4,4",4 = dy, 4, bendtigen wir Terme £, £, sodass
Vi, 0(Ap (x| 55(4, %, 0) |4) D Cp(2(a, %) |0]4,))

gilt.

Setzen wir o = £(4,4,(4, %), ), so erhalten wir
Vi, w(dp (x|4 (4, x,%(a,tz(a %), w))|4) D Bp (5 (4, x) |t_3(d,t_2(d',5c),121)|d’))
und mit # = £,(a, ) erhalten wir
Vi, 5By (5@ )i (@ 5 (6 2), )|2) D Coiy(d iy (d, 2) ).
Also erfiillen & := Aaxw.fy (4, %, (a4, 5 (4, %), w)), und ¢, := lax.i,(d, (4, %)) das Gewiinschte.

12. Importation, Exportation: Jede Lésung von (4 A B D C )? ist auch eine von (4 D (B D C))? und
umgekehrt.
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13.

14.

Expansionsregel: Sei cP) = IpVY4Cy(p|g|4). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Termtupel 4, £,
mit
WE-HA” + Vx, 5(dp (2|4 (4, %, 0)|4,) D Bp (4 (4, %) |0]4,)), (3.3)
wobei d = 4,,4,.
Nun ist
(CVvADCVBP(4,4,4) =
30, 793, 5((C V A)p (I (G 9|y d) D (CV B)p(U(a)|3ldvs) =
3Z, 0, Uy, 1, 1Y%, 0((2 = 0 D Gy (3|1 (%, 9) | 4,))
Az # 0D Ap (5| V(2 %1, %, 0) | 4,))
D(Z(x) = 0D G (U (%) |91]44))
A Z(x) # 0 D By(Uh(x)]5,145)))
mit X = 2, %, % und o = 0y, .
Wihle

t, = lax.z, ty, v= Adx.%y, ty, = Aax.b(ay, ds, %)
Z)-,l = Aaxv.oy, t_}-,z = Aaxv.ty(ay, dz, %y, 0y)
Damit reduziert sich die zu verifizierende Formel auf
VE,5((z = 0D Cp(%]3;]4y))
Az # 0D Ap (5|4 (2y, a3, %1, 1) | 2,))
O(z =02 Cp(x|01]4y))
Az # 0 D By (5(4y, 3, %) 8,143))).-

Diese ist nach Induktionshypothese beweisbar.
Quantorenregeln: Betrachten wir die Regel

BDA
B D VzA4,

wobei z nicht frei in B ist. Seien & = 4, 4, alle freien Variablen in B D Vz4. Nach Induktionshypothese
gibt es geschlossene Terme #;, £,, sodass

WE-HA” + P + Vzit, y(Bp (i2| (4, 2, i, 3) |4,) D Ap(5,(4, 2, %)|7]4,))
Da (Y24) (X2, j|4,) = 4y (X (2)|74,), ist

Mit z; := dauz.t, (4, z, %) und t; = Aauzv.t (4, 2, %, y) gilt das Gewlinschte.

Axiome fiir =y, 8,11, 2, R:
Sind nur allquantifiziert, daher identisch zu ihrer Dialectica Interpretation.
Die guantoren frezlm Extensionalititsaxiome
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Auch hier sind sowohl Voraussetzung als auch Schluss rein allquantifiziert.
Die allguantifizierten Axiome von P

Folgen genau der gleichen Argumentation.

Das Induktionsschema

Nach Korollar ist das Induktionsschema dquivalent zur Regel

B(0) A Vx*(B(x) D B(S(x)))
VxB(x)

Sei (B (yo))D = VB, (i|9|y, 4). Angenommen wir haben bereits gezeigt, dass

VB, (7, (4)|5]0, 2) und
Vit, (B (il (0 s @) |9, 4) D By (B (o) |5y + 1, ).

Dann definiere # durch simultane primitive Rekursion vermage
(3,0) = (@)
Ha,y + 1) = 5(y, 4, (a4, y)

Es gilt (nach Substitution von # mit £(4, y))

VB, (£(4,0)]5]0,4) und
VYo (By (i, 9)|15,(y, 4, 8(d, y), @) |y, 2) D Bp(#(a,y + 1)|wly + 1,4)),

und weiter
(V9V3By (£, ) |89, @) > (VB (E(d,y + 1) o]y + 1,4)).

Insgesamt gilt also nach Induktionsregel

VyViBy (7(d,7) 15, 914).
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Kapitel 4

Negationsiibersetzungen

Thema dieses Abschnitts sind Einbettungen Beweise klassischer Logik in intuitionistische Systeme. Konkret
wird her als System in klassicher Logik die schwach extensionale Peanoarithmetik und als intuitionistische Sys-
tem die schwach extensionale Heytingarithmetik verwendet.

Definition 4.1 (Schwach extensionale Peanoarithmetik). Die schwach extensionale Peanoarithmetik WE-PA”
verwendet die Sprache und alle Regeln von WE-HA”, sowie das Axiom tertium non datur AN —A.

4.1 Doppelte Negation in intuitionistischer Logik

Zum besseren Verstindnis der Negationsiibersetzungen folgen ein paar Resultate Gber doppelte Negation in
intuitionistische Logik. Obwohl sie hier der Einfachheit halber in WE-HA® formuliert sind, gelten sie allgemein.

Lemma 4.2. (vgl. [Dall3][Lemma 6.2.1, 6.2.2]) Fiir alle Ly 1 p»-Formeln A, B gilt

(a) Fy 4D -4

(b) Fy (AA-4)D L

(c) g -4 = -4

(d) by (A4 V B) = A4 A B

(©) g (4 v ~4)

(f) Fy (4D B)D (B D-4)

(8) s (A V B) D (4D B)

(h) 4 (4 A-B) D (4D B)

() by (AANB)=A4D-B

() I—HAD—lB B D 4.

(k) Fy (4 D B) = (-4 D -B)
() =y (A DB)=(4D-B)

(m) gy (4D -B) = (-4 D -B)

(n) gy Vx14(x) = VaA4(x)

( ) Vx4 = -3IxA

n
o

Beweis. Wir verwenden mehrmals das Deduktionstheorem Satz @

(2) Mit Modus Ponens folgt WE-HA®, 4, (4 D 1) +, L. Die Formel 4 D =4 folgt durch zweimalige
Anwendung des Deduktionstheorems

(b) Aufgrund der Abschwichungsaxiome 4 A =4 - A und A A 74\ =4 kann direke [a) angewendet
werden.
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Aus (a) folgt direkt -z 74 D =4, Fiir die Umkehrung bemerken wir, dass 4, 7174 5 1, und
daher 774 -, 4.

(d) Aus (4 V B) D 1,4 Fy L (mit dem Abschwichungsaxiom) folgt die eine Implikation. Die andere

folgt,da A N =B, 4y L,alsom A AN-B -y AD 1Lund -4 A B 5 B D 1 mit Lemma .

(e) Aus(c)erhalten wir -5 (74 A 7—14). Dies ist mit @ dquivalent zu 7 (4 V 14).

(f) Mit der Syllogismusregel folgt 4 D B,B D 1 4 A4 D 1, und mit zweimaliger Anwendung des

(g

Dedutionstheorems die gewiinschte Formel.

Mit @ und Lemma folgt direkt 74 \V B, 14,8 = 1, (da (24, VB) = -4 A -B). Mit
(a) erhalten wir .4 \/ B, 4 Fy B.

(h) DadA-B,AD By L,giltAN-B gy ~(4DB).

(i) Die Implikation 7(4 A B) D A4 D B folgt direkt, da 7(4 A B), 4, B ;; L. Die andere Richtung

erhalten wir,da 4 D =B, (4 A B) -y 7B A B.

(j) Folgt direkt mit (i) und der Symmetrie der Konjunktion.

(k)

(m)

(n)

Mit E angewendet auf erhalten wir -, 7=(4 D B) D (4 A 7B), und damit
(4 D B),A,7B ty L.

Dabher gilt ==(4 D B), 7B - 7.4 und
=(4 D B), "4 5 B,

also (4 D B) by 714 D B
Fur die Umkehrung bemerken wir mit @, @ und @, dass -, (4 D B) D (=74 A ~B), und daher
=(4 D B),~—4 DB g L. Wir folgern -4 DB g -=(4 D B).

Mit (k) und [a) erhalten wir 2=(4 D B), 4 +— —-B. Fir die andere Richtung zeigen wir, dass 4 D
B,7(ADB) by L. Mit@ angewendet auf|g) kann man aus 7(4 D B) die Formel 7(=.4V B) schlie-
en. Diese ist laut [d) dquivalent zu =4 A =1B. Es geniigt also zu zeigen, dass 7(4 D B), 114,28

1.
—|—|(A DB) o
—|B D-=B B D4
B D4 -B
A ——A
Y/

1

Die Implikation (-+=4 D =B) 4 (4 D —B) folgt direkt mit @ Die andere Implikation erhalten wir,
indem wir Item (j) auf 4 D =B anwenden. Es folgt 4 D =B, =4, B I L.

Die Implikation Vx—1.4 D ==Vx--14 folgt direkt aus [2). Fiir die andere Richtung wenden wir (k) auf
das Axiom Vx4 D =4 an, und erhalten mit [c) die dquivalente Formel ==Vx=.4 D =-4.

WAANB),ANBFy L
(4 A B),B gy 4

(A AB),"mAAN-B,By L
(A NB),7AN-7B |y 1B
WA AB),mAN-B 4 L,

L A
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und daher =~4 A 7—B (2 -=(4 A B).

(0) Ausdem Axiom 4 D 3xA4 und|a)folgt 4 D =~13xA. Diese Formel ist mit m iquivalent zu ~3x4 D 4.
Mit dem Axiom =4 D Vx4 und [f) erhalten wir °Vx—4 D ——3xA4.
Fir die anrere Richtung wenden wir @ auf das Axiom Vx4 O =4 an, um A D Vx4 zu erhalten.
Die Quantorenregel (I3) liefert Ix4 O ~Vx-.4. Mit [a) folgt 7—~3xA4 D Vx4,

O

4.2 Krivines Negationsiibersetzung

Die erste Negationsiibersetzung von Formeln der Peano-Arithmetik in (klassisch) dquivalente, stirkere Formeln
der Heyting-Arithmetik, die Beweisbarkeit bewahrt, geht in gleichem Maf8e auf Kurt Gédel (vgl. [G6d33]) und
Gerhard Gentzen zuriick.

Wier fithren hier eine etwas effizientere Ubersetzung nach Jean-Louis Krivine ein.

Definition 4.3. Diese Negationsiibersetzung wurde von J.L. Krivine in [Kri90] eingefithrt, und von T. Streicher
und U. Kohlenbach in [SR98] wie folgt erweitert 4" = =.4" einer Formel 4 ist induktiv definiert wie folgt
(K1) P* = P, falls P atomar ist,
(K2) (AANB)"=4"V B,
(K3) (AV B)=4"N\B",
(K4) (ADB)* =4 AB,
(KS) (3xA)* = —3xAd'.
(K6) (Vxd)" = Ix4",

Lemma 4.4. Krivines Negationsiibersetzung hat in WE-HA” die folgenden Eigenschaften:

(a) Ist A quantorentrei, gilt A = A '
(b) (ANB) =A NB
(¢) (AV B) =-~(4'VB)
(d) (ADB) =4 D8
(¢) (Vxd) =-Vxd'
Beweis.  (a) Klassische Logik beweist 4 = A4', und fiir quantorenfreie Formeln gilt 4 V =4 (Korollar )
(b) Mit Lemmaft.2.(d) (4 AB)' = (4" VvV B") = 4' AB.
(c) Mit Lemma ,, und

(AVB) =~(A"AB)=(4A"DB)= (4" DB)=~(~4 AN-B)=-~(4 Vv B).

(d) Auch mit Lemma[t.2.(i] (4 D B) = ~(4' AB*) =4 DB
(e) Mit Lemma ,@ (Vxd)' = =3xA" = ===3xA" = =~Vx~B* = =~VxB'.

Satz 4.5. Falls WE-PA” eine Formel A beweist, beweist WE-HA® die Formel A'.
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Beweis. Induktion {iber die Beweisstruktur von A:

Axiome von HA und Gleichbeitsaiome

Mit .4 und Lemma , , erhalten wir - 4" = ==(B) oder — 4 = B fiir alle Axiome A, wobei B
immer eine Instanz desselben Axioms ist.

Tertium non datur

Die Ubersetzung von 4 V =14 ist mit Lemma iquivalent zu ==(4 V —4), was nach Lemma
ableitbar ist.

Regeln von WE-HA”

4 ADB
(a) Modus Ponens B : Nach Induktionshypothese haben wir 4" und (4 D B)'. Mit Lemma

. / ! . . ! .
erhalten wir 4 D B, worauf wir Modus Ponens anwenden kénnen um B° zu schliefien.

ADB BDOC
Syllogismus ADC : Wie oben kénnen wir 4 D B',B' O C’ folgern und die Syllogismusregel
anwenden.
ANBDC AD(BDC)

(b) Exportation 4 O (B D C), Importation 4 A B D C . Wir bemerken wieder, dass die Negationstiber-
setzung (bis auf intuitionistische Aquivalenz) mit D und A kommutiert und wir auf die iquivalenten
Formeln die jeweilige Regel anwenden kénnen.

AD8B
(c) Expansion CV 4 D C V B: Die Negationsiibersetzung von (C V 4) D (C V B) ist mit intuitionis-
tisch dquivalent zu (C* D A4') D (C* D B'). Diese Formel kann mit dem Dedkutionstheorem Satz @
bewiesen werden, da A’ D B',C* D A', Cx ot B

ADB
(d) Quantorenregeln: 3x4 D B ist mit der Ubersetzung vertriglich, da mit Lemma (3x4 D B)' =
—=3xA4' D B' = Ix4’ D B. Diese Formel lisst sich mit (I3) schlieRen.

ADB
A D VxB bleibt ebenfalls erhalten, da mit (I13) und dem Deduktionsthorem - B" D =3xB* und (VxB)' =
=3xB".

Die quantorenfreien Extensionalititsaxiome sind abgehandelt, da die Ubersetzung bis auf Aquivalenz mit D
kommutiert.

Extensionalitatsregeln hoberer Typen (E ﬁ)' = - F - Axiome fiir S, 11,2, R Sind atomar, und daher dquivalent
zu ihrer Negationsiibersetzung.

Das Induktionsschema

Wir verwenden die nach Korollar dquivalente Regel

B(0) A Vx"(B(x) D B(S(x)))
VxB(x)

Nach Induktionshypothese haben wir
B(0)" A m1Vxn(B'(x) D B'(S(x)))
Mit Lemma und erhalten wir ==18"(x) D ==B'(S(x)). Anwendung der Induktionsregel liefert

(VxB(x))'".
O
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4.3 Shoenfields Kombination

Die folgende Funktionalinterpretation wurde am =\ V-Fragment von J. Shoenfield in [Sho05] eingefiihrt. Diese
Erweiterung beruht auf [SK07]:

Definition 4.6. Die Shoenfield-Interpretation einer Formel 4 ist induktiv definiert als A5 = Vadi Ay (i) %),
wobei 4g quantorenfrei ist, wie folgt:
(S1) P° = P = P fiir Atomformeln P
(S2) (A A B)S =Vz, %3y, i(z = 0 D As(£]7)) A (z # 0 D Bg(i2]9))
(S3) (4 V B)S = Vz,3,i(Ag(%|) V Bg(i|5))
(S4) (4 D B)® = VX, 53y, 2dy (5|1 X (5)) D Bg(3|2)
(SS) (3zd)® = V¥3z, XAg(Y (2, X)| X (Y (2, X)) |2)
(S6) (VzA)S = Vaz,i3xd,(i|%|2)

Bemerkung 4.7. (nd)S = VFi(~As (| F(i))),

Tatsichlich besteht, wie in [SK07] gezeigt, ein sehr enger Zusammenhang ziwschen der Shoenfield-Interpretation
auf der einen, sowie Krivines Negationsiibersetzung und Gédels Dialectica-Interpretation auf der anderen Seite.
Fiir die Shoenfield-Interpretation gilt tatsichlich (vgl. [SK07])

Satz 4.8. Fiir alle Formeln A gilt in WE-HA" 4, (]E|1/2) = Ay (d|f(z2))

Bemerkung 4.9. Dies ist insofern bemerkenswert, da die Shoenfield Ubersetzung keine weiteren Negationen
einfihrt. Trotzdem lisst sie sich zerlegen in eine Negationsiibersetzung und die Dialectica-Interpretation.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Aussage fiir eine Formel 4 gilt, falls 47, (%|x) = -4 (#|%). Es ist nimlich

(~A)P = Hf-V;Z(ﬁAD(;ﬂf(i/Z))), und damit 4y, = ~4;, (i |f(12)) Mit Korollar gilt dann also

(A")p = ds(fli) = Ag(fli).
(S1) Gilt mit Korollar .

(S2) Wir verwenden wieder die Qantorenfreiheit von gy, bzw @s.

(A A B)) (2, %, 1l 5, 0) = (A" BY) (2, b, | §, 0)

= (2 =02 4p(x]7)) A (z # 0 D By (x2))
(2= 0D 24g(%]y) A (2 # 0D 2Bs(u[2))
(== 0 A 4s(x]7)) V (2 # 0 A 2B (4]2)))
(= =02 Ag(x7)) A (2 # 0 D Bs(x]0)))
(4 A B)g (2, %, | 7, )

(83)

(A V B)p(%,i|y,0) = (A" A B")p (2, %, 1|y, 0)

= (dp(x|y) A Bp (o))
(A (x[y) N ~Bg(a]0))
(Ag(x]y) Vv Bg(a|0))
= (4 V B)g(x, 4|y, )
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(S4) Wir verwenden, dass (4 D B)' = A" D B'. Dies ist der Fall, da
(ADB) ==(4 AB*), —(4 ANB*), A +y B, undsomit (4 D B)' D (4 D B).

Die andere Richtung gilt, da 4" D B, 4" A B* L, und somit

(42 B),(U,Y|X,5|) = (4 2 B)p(U,Y|X,5|)
= A, (X|Y(X,2)]) D B,(U(X)|d])
= A;(Y(X,9) | X(Y(X,9))|) D Bs(8|U(X,9)|)
= (4 D (X, 0¥ (X,0),U(x,0)])
(Ss)
(324);(Y]2, X) = (=324")p (Y ]2, X)

=(324)p (2, X|Y (2, X))
A (XY (2, X)|2)

= 4 (Y (2, X) | X (¥ (2, X)) |2)
= =(32d)4(Y |2, X)

(S6) Funktioniert dhnlich wie oben:

(Vzd) (2, %]y) = (F2d")p (2, )
= Ap(%y]2)
= 4y (xy]2)
= (Vzd);(z x]y)

Wir erhalten daher die Hauptaussage dieser Arbeit:

Korollar 4.10. Ezlls WE-PA® — A, dann gibt es ein Termtupel ¢, sodass WE-HA” Vids(712(5)).
Beweis.
WE-PA” - 4
= WE-HA” - 4’
= esexistiert F WE-HA” - V54, (7]7)
= esexistiert  WE-HA” - Vj4g(5|£(7))
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