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Vorwort

Dieses Skriptum begleitet die an der TU Wien im WS 2020/21 gehaltene Vorlesung Diskrete
und geometrische Algorithmen. Bis auf einzelne geringfiigige Korrekturen ist es identisch mit
der wiahrend des Semester Einheit fiir Einheit erstellten Version.

Bei dieser Vorlesung handelt es sich um eine Einfiihrung in den Entwurf und die Analyse von
Algorithmen fiir Studenten der Mathematik. Die Struktur der Vorlesung orientiert sich dabei
weitgehend an den zentralen Designprinzipien fiir Algorithmen, wie etwa teile-und-herrsche,
dynamische Programmierung, oder gierige Algorithmen. Zum Zweck einer ausgewogenen Dar-
stellung des Gebiets spielen auch die Graphentheorie sowie fundamentale Datenstrukturen eine
wichtige Rolle als Querschnittsthemen. Die mathematischen Grundlagen diskreter Algorithmen,
wie etwa elementare Kombinatorik oder Rekursionsgleichungen, werden, soweit es fiir die Vor-
lesung sinnvoll ist, griindlich besprochen. Bei der Auswahl konkreter Algorithmen wurden, wo
moglich, mathematische Fragestellungen gewihlt wie z.B. Matrixmultiplikation, lineare Opti-
mierung, geometrische Probleme, etc.

Als ergéinzende Literatur konnen zum Thema der Vorlesung die englischsprachigen Lehrbiicher
[2, 5, 3] sowie die deutschsprachigen Lehrbiicher [6, 7] empfohlen werden. Zur vertiefenden
Lektiire kann zur Analyse von Algorithmen [3], zur Kryptographie [1], zur linearen Optimie-
rung [9] sowie zu geometrischen Algorithmen [1] empfohlen werden.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Berechnungsprobleme und Algorithmen

Definition 1.1. Ein Berechnungsproblem ist eine Relation der Form P C X x Y so dass fiir
alle x € X ein y € Y existiert mit (z,y) € P.

Dabei stellen wir uns X als Menge der méglichen Eingaben vor, Y als Menge der moglichen
Ausgaben und (x,y) € P als die Aussage “bei Eingabe x ist y eine korrekte Ausgabe”. Oft
werden wir statt Berechnungsproblem einfach nur Problem sagen. Ein Berechnungsproblem ist
aber zu unterscheiden von einem mathematischen Problem, bei welchem es sich (iiblicherweise)
um eine Frage der Form “Ist die Aussage ... wahr?” handelt. Beispiele fiir Berechnungsprobleme
sind:

Bestimmung des ggT

Eingabe: positive ganze Zahlen n; und ng

Ausgabe: der grofite gemeinsame Teiler von ny und no

Sortierproblem

Eingabe: eine endliche Folge ganzer Zahlen (aq,...,a,)

Ausgabe: eine Permutation (ar(1), .., r(n)) 50 dass arqy < -+ < arep)
Linearisierung

Eingabe: eine endliche partiell geordnete Menge (A, <)

Ausgabe: eine totale Ordnung ay,...,a, der Elemente von A so dass
a; < aj = 1<)

Wie man am dritten der obigen Beispiele sehen kann, muss ein Berechnungsproblem nicht
unbedingt eine eindeutige Losung haben. Falls P C X x Y ein Problem ist, dann heifit jedes
x € X Instanz von P, beispielsweise ist (3,7,2,5,8) eine Instanz des Sortierproblems.

Definition 1.2. Ein Algorithmus ist eine wohldefinierte Rechenvorschrift.
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Wir geben hier keine prézisere Definition des Begriffs Algorithmus. Dies zu tun wiirde im We-
sentlichen auf die Definition einer Programmiersprache hinauslaufen und damit am Thema
dieser Vorlesung vorbeigehen. Wir werden konkrete Algorithmen in Pseudocode angeben, d.h.
in einer der Situation angepassten Mischung aus natiirlicher Sprache und {iblichen Anweisungen
und Kontrollstrukturen einer Programmiersprache wie Schleifen, Verzweigungen, usw. Wir ver-
langen auch nicht formell dass jeder Algorithmus terminiert, d.h. dass er fiir jede Eingabe nach
endlicher Zeit stoppt. Allerdings werden wir in dieser Vorlesung fast ausschliefflich terminierende
Algorithmen betrachten.

Wir kennen bereits viele Algorithmen, zum Beispiel Algorithmen zur Addition und Multiplika-
tion zweier natiirlicher Zahlen in Dezimaldarstellung, wie sie in der Volksschule gelehrt werden,
den Algorithmus zur Division mit Rest von Polynomen, den euklidischen Algorithmus zur Be-
stimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen, das gaufische Eliminationsverfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme, usw. Algorithmen sind aus der Mathematik nicht weg-
zudenken. Anders als bisher werden wir in dieser Vorlesung ein systematisches Studium von
Algorithmen betreiben. Dieses beschrankt sich nicht auf die bloBe Definition und Verwendung
von Algorithmen, sondern untersucht Fragen wie z.B. “Wie effizient ist dieser Algorithmus?”
“Wie ist das Verhiltnis zwischen zwei Algorithmen?” “Welche Ansétze zur Entwicklung gu-
ter Algorithmen gibt es?” “Ist dieser Algorithmus der beste zur Losung dieses Problems? In
welchem Sinn ist er das?” usw. Algorithmen werden also von einem Mittel zur Loésung von
Problemen zu einem Objekt unserer Untersuchungen.

Oft operieren Algorithmen auf umfangreichen Daten. Ein wichtiger Aspekt ist dann die Frage
in welcher Form bzw. Struktur die Daten gespeichert werden. Man spricht in diesem Zusam-
menhang auch von Datenstrukturen. In dieser Vorlesung werden wir eine Reihe niitzlicher und
effizienter Datenstrukturen kennenlernen. Eine der einfachsten und gleichzeitig wichtigsten Da-
tenstrukturen ist das Datenfeld (engl. array). Mathematisch handelt es sich dabei um eine
endliche Folge. Die Elemente der Folge werden in aufsteigender Reihenfolge im Speicher ab-
gelegt. Wir schreiben A, B, ... fiir Datenfelder, A[i] fiir das i-te Element, der kleinste Index
eines Datenfelds ist 1, wir schreiben A.Ldnge fiir die Linge des Datenfelds (d.h. fiir die Anzahl
von Elementen, die es enthilt). Die Notation A.Ldnge wird in der Informatik verwendet, um
das Attribut Linge des Objekts A zu notieren. Manche Attribute (wie dieses) konnen nur ge-
lesen werden (engl. read-only), manche kénnen auch geschrieben werden, d.h. in Zuweisungen
verwendet werden. Was davon der Fall ist wird {iblicherweise aus dem Kontext heraus klar sein.

Algorithmen werden verwendet um Berechnungsprobleme zu l6sen. Damit meint man Folgendes:

Definition 1.3. Sei P C X x Y ein Berechnungsproblem und A ein Algorithmus. Wir sagen
dass A das Problem P lost falls fiir jede Instanz x € X gilt dass y = A(x) die Eigenschaft
(z,y) € P hat.

Oft wird aus dem Kontext heraus klar sein, welches Berechnungsproblem wir 16sen wollen, dann
sprechen wir einfach von der Korrektheit eines Algorithmus.

1.2 Korrektheitsbeweise

Ein Korrektheitsbeweis ist ein Beweis der zeigt, dass ein bestimmter Algorithmus ein bestimmes
Berechnungsproblem 16st. Um diesen Begriff zu illustrieren wollen wir zunéchst ein einfaches
Beispiel betrachten. Der folgende Algorithmus erhélt ein Datenfeld (dessen Eintrdge Zahlen
sind) als Eingabe und liefert eine Zahl als Ausgabe.
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Algorithmus 1 Prozedur P
1: Prozedur P(A)
2 m:=0
3 Firi=1,...,A. Linge
4: m :=m + Ali]
5
6
T

Ende Fiir
Antworte m/A.Linge
Ende Prozedur

Mit etwas Programmiererfahrung liasst sich leicht erkennen, dass Algorithmus 1 das folgende
Berechnungsproblem 16st:

Arithmetisches Mittel
FEingabe: eine endliche Folge aq,...,a,

Ausgabe: arithmetischer Mittelwert von ag, ..., a,

Wir wollen diese Aussage nun prizise formulieren und beweisen. Ein wesentlicher Aspekt von
Korrekheitsaussagen und Korrektheitsbeweisen besteht darin, dass wir es mit zwei unterschied-
lichen Sprachebenen zu tun haben: einerseits die Sprachebene des Programms oder Pseudoco-
des und die in ihm vorkommenden Programmuariablen, andererseits die iibliche mathematische
Sprache in der wir Aussagen dber den Pseudocode formulieren. Dieser Algorithmus erhélt als
Eingabe ein Datenfeld A, er benutzt die lokale Variable m und den Schleifenzdhler i, der im
Korper der Schleife ebenfalls eine lokale Variable ist. Die Programmvariablen sind also A, m
und ¢. Zur Verdeutlichung dieses Unterschieds verwenden wir fiir den Rest dieses Abschnitts
fiir Programmvariablen Schreibmaschinenschrift, d.h. fiir dieses Beispiel: A,m, i. Wir kénnen
also formulieren:

Satz 1.1. Algorithmus 1 ist korrrekt, d.h. er list das Berechnungsproblem “Arithmetisches

A.Linge .
Mittel”, d.h. P(A) antwortet mit %

. ge

Man beachte dass in obiger Formel die Variable j keine Programmvariable ist sondern eine
Variable der iiblichen mathematischen Sprache. Um diese Aussage formal zu beweisen benutzen
wir eine Schleifeninvariante. Eine Invariante fiir eine bestimmte Schleife ist eine logische Aussage
I iiber jene Programmvariablen, die zu Beginn eines Durchlaufs der Schleife verfiighar sind, mit
den folgenden Eigenschaften:

1. I ist zu Beginn des ersten Durchlaufs der Schleife wahr und

2. I wird von der Schleife erhalten, d.h. wenn sie zu Beginn des i-ten Durchlaufs wahr ist,
dann ist sie auch zu Beginn des i 4+ 1-ten Durchlaufs wahr.

Damit ist eine Schleifeninvariante auch nach dem letzten Durchlauf der Schleife wahr. Sinnvol-
lerweise wahlt man die Invariante so, dass sie am Ende der Schleife eine Form hat, die fiir den
weiteren Korrektheitsbeweis niitzlich ist. Deshalb enthélt ein Korrektheitsbeweis im Kontext
einer Schleifeninvariante noch den weiteren Teil der

3. Verwendung der Invariante im Korrektheitsbeweis.
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Auf diese Weise werden in einem Programmablauf mit n Durchldufen einer bestimmte Schleife
zusétzlich zum Beginn und zum Ende des Programms noch n + 1 weitere Zeitpunkte definiert:
1. der Beginn des 1. Schleifendurchlaufs, ..., n. der Beginn des n-ten Schleifendurchlaufs, n +
1. der Beginn des n + 1-ten Schleifendurchlaufs der die Schleife beendet. Es ist oft niitzlich
den Wert einer Programmvariablen x zum i¢-ten dieser Zeitpunkte mit x; zu bezeichnen. Fiir
Algorithmus 1 erhalten wir so die Werte mg, Ax und iy fiir k =1,...,n+ 1 wobei n = A.Ldnge.
Nun sieht man leicht dass Ay = --- = A, 41 so dass wir den Index von A einfach weglassen.
Auflerdem gilt iy =k fir k=1,...,n+ 1.

Beweis von Satz 1.1. Unsere Schleifeninvariante ist:
i1
I(Ami):m=> A[j].
j=1

Zunichst weisen wir nach, dass diese zu Beginn des ersten Durchlaufs der Schleife wahr ist.
Dann ist £ = 1 und damit erhalten wir:

Lom=0=37,A[l.

Im néchsten Schritt weisen wir nach, dass die Invariante durch die Schleife erhalten wird. Dazu
nehmen wir (&hnlich einer Induktionshypothese) an dass die Invariante zu Beginn des i-ten
Durchlaufs wahr ist, d.h. mj = Z;’;l Alj], und erhalten:
. i . i -1 .
2. mp1 =my +A[LR] = Y05k Al = Y00 Al

Um den Beweis abzuschliefen betrachten wir den Beginn des n + 1-ten Schleifendurchlaufs. Bei
diesem wird nach Inkrementierung von i festgestellt, dass die Schleife zu beenden ist und damit
wird die Prozedur mit Zeile 6 fortgesetzt. Als Antwort der Prozedur erhalten wir also

3. s/ = izl
was die Behauptung zeigt. a

Wie man an obigem Beweis exemplarisch sehen kann handelt es sich bei der Verwendung von
Schleifeninvarianten um eine struktierte Vorgehensweise zur Fiihrung von Induktionsbeweisen
iiber imperative Programme. Bei dieser Vorgehensweise verwendet man fiir jede in einem Algo-
rithmus vorkommende Schleife eine Invariante. Wie sich diese Invarianten zueinander verhalten
héngt vom Verhéltnis der Schleifen zueinander ab, so entsprechen etwa zwei verschachtelte
Schleifen einem verschalteten Induktionsbeweis mittels Schleifeninvarianten. Es ist moglich, in
einem prézisen logischen Sinn zu zeigen, dass Beweise mittels Schleifeninvarianten ausreichend
sind um Eigenschaften von imperativen Programmen nachzuweisen, d.h. dass jede wahre Aus-
sage iiber ein Programm durch einen Beweis mit Schleifeninvarianten gezeigt werden kann.

Eines der am hiufigsten auftretenden Berechnungsprobleme ist das Sortieren eines Datenfelds.
Folglich sind Sortieralgorithmen sehr griindlich untersucht worden. Als néichstes Beispiel wollen
wir hier einen ersten Sortieralgorithmus betrachten: Einfiigesortieren (engl. insertion sort). Die
Grundidee besteht darin, ein Datenfeld zu unterteilen in einen bereits sortierten Bereich (links)
und einen noch nicht sortierten Bereich (rechts). Der sortierte Bereich wird dann sukzessive
vergrofert, indem das erste Element des unsortierten Bereichs in den sortierten Bereich (an der
richtigen Stelle) eingefiigt wird. Am Ende ist der unsortierte Bereich leer und das Datenfeld
damit vollstédndig sortiert. Die Idee kann wie folgt als Pseudocode notiert werden:
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Algorithmus 2 Einfiigesortieren
1: Prozedur EINFUGESORTIEREN(A)
2 Fir j:=2,...,A. Linge
3 x = A[j]
4 ii=j—1
5: Solange i > 1 und A[i] >z
6
7
8
9

Ali 4 1] := Al
1:=1—1
Ende Solange
Ali+1] ==z
10: Ende Fiir
11: Ende Prozedur

Beispiel 1.1. siehe bsp.einfuegesortieren.pdf.

Um die Korrektheit von Einfiigesortieren zu beweisen besprechen wir zunéchst noch kurz einige
Begriffe und Notationen die fiir Korrektheitsbeweise von Algorithmen im Allgemeinen von Be-
deutung sind: Eine Vorbedingung eines Algorithmus ist eine Bedingung von der wir annehmen,
dass sie beim Start des Algorithmus erfiillt ist. Eine Nachbedingung ist eine Aussage von der wir
zeigen wollen, dass sie nach Ausfithrung des Algorithmus erfiillt ist falls die Eingabe die Vorbe-
dingung erfiillt hat. Eine Korrektheitsaussage hat also oft die Form “Falls die Vorbedingung ...
erfiillt ist, dann ist nach Ausfithrung des Algorithmus ... die Nachbedingung ...” erfiillt.

Beweise mittels Schleifeninvarianten werden oft systematisch in die oben erwihnten Punkte 1
bis 3 unterteilt. Damit ist an fast jeder Stelle klar auf den Wert zu welchen Zeitpunkt man
sich bezieht wenn man eine Programmvariable erwéhnt: bei 1 auf den Beginn der Schleife und
bei 3 auf das Ende der Schleife. Die einzige Ausnahme ist 2 wo man sich auf den Wert zu
zwel unterschiedlichen Zeitpunkte bezieht: zu Beginn der ¢-ten Iteration und zu Beginn der
i + 1-ten Iteration. Eine gebréduchliche Notation fiir diese Situation besteht darin den Wert
einer Programmvariablen X zu Beginn der i-ten Iteration einfach als X zu notieren und jenen zu
Beginn der i + 1-ten Iteration als X. Auch Varianten davon wie zum Beispiel Xu;; und Xye, sind
in Gebrauch.

Wir wollen nun in dieser kompakteren Notation die Korrektheit von Einfiigesortieren beweisen.
Dazu beginnen wir mit der folgenden Aussage iiber die innere Schleife.

Lemma 1.1. Sei EINFUGEN(A, i,x) eine Abkiirzung fir die Zeilen 5-9 von Algorithmus 2. Dann
gilt fiir EINFUGEN(A, i,x) unter der Vorbedingung (V)

io =1, n = A.Linge, A[1, ... ig] = m1,...,my, ist sortiert
und Alig+1,...,n] = mig41,...,my

die Nachbedingung (N)
AL, ... ig+ 1] =my,...,my, X, Miq1,...,my, ist sortiert
und Alig+2,...,n] = mig12,...,My.

Beweis. Der Korper der Schleife in EINFUGEN(A, i, x) induziert die Abbildung (A,1) — (A’,1i’)
wobei

und i'=4i-—1.

Ali] fallsk=1i+1
N[k = [i] falls i+
A[k] sonst

Fiir diese Schleife verwenden wir die Invariante I(A, i):
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A[l,,lo—Fl] =M1y ey My, M1, M1, .05 Mg,
A[io—l—Q,...,Tl] = Mjg+25 -+, My

und falls i < ig dann o < m;y1.

und argumentieren wie folgt:

1. Zu Beginn der Schleife folgt I(A, i) unmittelbar aus (V).

2. I(A,i) impliziert I(A’,i’) da erstens i’ = i — 1 </®1) 45 — 1 < iy und damit bleibt
Afip + 2, ...,n] unverdndert. Weiters ist

AL, ig+ 1) = AL, ... i) A[L] AR 4+ 2,. .. ip + 1]
:I(A’i) My, ...y My, My, Mg, ..., My,

=M1y s M/ 1, M 4 15 -+ My

SchlieBlich ist i’ = i — 1 < 4, also ist zu zeigen dass z < my 4, = my ='®1) A[i] was
unmittelbar aus der Wahrheit der Schleifenbedingung folgt.

3. Bei Beendigung der Schleife ist A[l,...,i0 + 1] = my,...,mi, Mit1,Mit1,...,M;, mit
x <miy1 und (i =0 oder (i > 1 und A[i] = m; < x)). Nach Ausfithrung von Zeile 9 ist
damit A[1,...,i0+ 1] = mq,...,mi,x,ms + 1,...,m;, sortiert und damit ist (N) gezeigt.

O

Satz 1.2. Einfiigesortieren ist korrekt.

Beweis. Genauer gesagt wollen wir zeigen dass fiir EINFUGESORTIEREN(A) unter der Vorbedin-
gung (V*)
n = A.Ldinge und A[l,...,n|=p1,...,pp
die Nachbedingung (N*)
A[l,...,n] ist sortierte Permutation von pi,...,py
gilt. Dazu verwenden wir fiir die &uflere Schleife die Invariante I(A, j):
A[l,...,j — 1] ist sortierte Permutation von py,...,pj—1 und
Alj,...,n] =pj,...,pn.

und argumentieren wie folgt:

1. Zu Beginn der Schleife ist j = 2 und damit folgt (A, j) unmittelbar aus (V*).

2. Aus I(A,j) folgt (V) von Lemma 1.1 da ig = j —1 und A[l,...,j — 1] = p1,...,pj—1
sortiert ist. Also ist wegen Lemma 1.1 nach Ausfiihrung von Zeile 9, und damit zu
Beginn des niichsten Durchlaufs, die Nachbedingung (N) erfiillt. Also ist A'[1,...,j] =
Pls---1Di, X, Pigl,---,pj—1 und sortiert und A’'[j+1,...,n] = A[j+1,...,n] = pj41,....Dn
woraus (A, j") folgt da j = j' — 1.

3. Bei Beendigung der Schleife ist j = n 4 1 und damit folgt aus (A, j) dass A[1,...,n| eine
sortierte Permutation von py,...,p, ist.



Laufzeit

Abbildung 1.1: Laufzeit von Einfiigesortieren fiir Datenfelder der Lénge n < 6

1.3 Aufwandsabschéitzung

Der wichtigste Aspekt eines Algorithmus, neben seiner Korrektheit, ist typischerweise sein Res-
sourcenverbrauch, und hier vor allem: seine Laufzeit. Auch der Verbrauch anderer Ressourcen,
zum Beispiel Speicherplatz, kann von Bedeutung sein, zentral ist aber in den allermeisten Si-
tuationen die Frage wie viel Zeit ein Algorithmus benétigt. Eine erste Antwort auf diese Frage
bestiinde darin, eine konkrete Implementierung des Algorithmus in einer bestimmten Program-
miersprache anzufertigen, diese auf einem bestimmten Computer auf verschiedene Eingaben
anzuwenden und die verbrauchte Zeit zu protokollieren. Derartige empirische Studien haben in
der Informatik durchaus ihren Nutzen, allerdings haben sie die folgenden Nachteile:

1. Es ist unmoglich alle, typischerweise unendlich vielen, Eingaben auszuprobieren.

2. Die Ergebnisse hingen von der Implementierung, der Programmiersprache und vom Com-
puter ab.

Um zu erklaren wie man diese Nachteile durch geeignete Abstraktionen vermeiden kann be-
trachten wir zunéchst ein Beispiel. In Abbildung 1.1 ist die Laufzeit von Einfiigesortieren fiir
Fingabedatenfelder der Linge n = 1,...,6 dargestellt. Da es bei Sortieralgorithmen nur auf
die Reihenfolge der Elemente in der Ordnung ankommt, wurden hier fiir festes n als Eingabe
nur die n! Permutationen von {1,...,n} betrachtet. Damit schrinken wir unsere Betrachtung
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auch auf Félle ein wo keine Elemente mehrfach vorkommen. Die Gréfle eines Punktes ist pro-
portional zur Anzahl der Fille mit dieser Laufzeit. Wir sehen dass es fiir festes n (abhingig
von der Permutation) verschiedene Laufzeiten gibt und dass die Laufzeiten mit steigendem n
wachsen. Zusétzlich sind in Abbildung 1.1 drei Kurven eingezeichnet: die Laufzeit im besten
Fall (engl. best case), die Laufzeit im schlechtesten Fall (engl. worst case), sowie die Laufzeit im
Durchschnittsfall (engl. average case).

Ein Verhalten wie das in Abbildung 1.1 dargestellte ist typisch fiir die Praxis: iiblicherweise
wichst die Laufzeit mit der Grofle der Eingabe. Um zu einer abstrakteren Darstellung der Lauf-
zeit zu kommen betrachten wir sie also nicht als eine Funktion der Menge erlaubter Eingaben,
sondern als eine Funktion der Eingabegréfie. Um der Tatsache Rechnung zu tragen, dass es fiir
eine fixe Eingabegrofle unterschiedliche Laufzeiten gibt betrachtet man die drei Laufzeiten im
besten, im schlechtesten, und im durchschnittlichen Fall.

Zur Illustration fiihren wir nun eine Analyse der Komplexitit von Einfiligesortieren durch. Um
die Analyse von Algorithmen zu vereinfachen und von Details der Implementierung und der
Hardware zu abstrahieren (sh. oben) trifft man iiblicherweise die folgenden Annahmen:

1. Die Instruktionen werden sequentiell ausgefiihrt (was auf Mehrprozessor-Systemen nicht
immer der Fall sein muss).

2. Der Zeitbedarf jeder “elementaren Operation” ist konstant!, also insbesondere ist er un-
abhéngig von den Werten der Programmvariablen und wird nicht beeinflusst von Spei-
cherhierachiekonzepten wie z.B. caching.

3. Wir arbeiten mit unbeschréinkten Datentypen, also z.B. den natiirlichen Zahlen und nicht,
wie das in konkreten Implementierungen typischerweise der Fall ist mit, z.B., {0, ..., 264 —

1}.

4. Wir nehmen an, dass wir mit den behandelten Zahlen exakt rechnen kénnen. Der Einfluf3
von Rundungsfehlern bei der Verwendung von Gleitkommazahlen zur Darstellung reeller
Zahlen spielt in der numerischen Mathematik eine wichtige Rolle, in dieser Vorlesung stellt
er nur einen Nebenaspekt dar.

Wir kénnen also voraussetzen dass fiir ¢ = 2,...,10 eine Konstante ¢; existiert, welche die
Zeit angibt, die zur Ausfiihrung von Zeile ¢ benotigt wird. Sei A das Eingabedatenfeld und n
die Linge von A. Dann belaufen sich die Kosten der Anwendung von Einfiigesortieren auf das
Datenfeld A auf

T(A) = (ca+cio)n+ (ca+ca+cg)(n—1)+ (e5 + cs) Z tj + (c6 + c7) Z(tj -1)
Jj=2 J=2

wobei t; angibt, wie oft die Bedingung der inneren Schleife iiberpriift wird, wenn der duflere
Schleifenzéhler j ist. Die ¢; héngen offensichtlich von A ab. Was sind nun mdogliche Werte fiir
die tj ?

Im besten Fall ist das Eingabedatenfeld A bereits sortiert. Dann gilt ndmlich ¢; = 1 fiir j =
2,...,n und wir erhalten

Tb(n) = (CQ + Clo)n + (03 +cq4+c5+cg+ Cg)(n — 1),

"'Wir geben hier keine priizise Definition davon, was als elementare Operation zu verstehen ist. Jedenfalls
dazu gehoren: arithmetische Operationen wie Addition und Multiplikation, schreibender und lesender Zugriff auf
Variablen sowie die Ausfithrung von Kontrollstrukturen wie Bedingungen, Schleifenkopfen, etc.
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d.h. also T},(n) = kn + [ fiir geeignete Konstanten k& und [. Mit anderen Worten: die Laufzeit
héngt linear von der Gréfle der Eingabe ab.

Im schlechtesten Fall muss jedes A[j] mit allen Elementen in A[1], ..., A[j—1] verglichen werden.
Das geschieht dann wenn das Eingabedatenfeld absteigend sortiert ist. Dann ist also t; = j fiir
j=2,...,nund wir erhalten Z?:gj = % —1 sowie Z;L:Q(j_ 1) = @ aus der gauflschen
Summenformel und damit

cs Cg  C7  C8 C
T.(n) = (55+§6+57+ 5 n’ +(catesteatog et o -2 +58)n—c3—C4—C5—c8—69,
d.h. also Ty(n) = kn?+In+m fiir geeignete Konstanten k, [ und m. Im schlechtesten Fall hiingt

die Laufzeit also quadratisch von der Gréfle der Eingabe ab.

Bei der Analyse des Durchschnittsfalls erdffnet sich eine zusétzliche Schwierigkeit: es ist a priori
nicht klar, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung den Eingabedaten zugrunde liegt. Diese kann
auch je nach Anwendung recht unterschiedlich ausfallen. Der Einfachheit halber arbeitet man
oft mit einer (in geeignetem Sinn) uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung. In diesem Fall, der
Sortierung von Datenfeldern, bedeutet das, dass wir fiir ein Eingabedatenfeld A[1],..., A[n]
und seine Sortierung A[r(1)],..., A[r(n)] annehmen dass jede Permutation = € S,, gleich wahr-
scheinlich ist. D.h. jedes w € S, tritt mit Wahrscheinlichkeit 1, auf. Man bezeichnet diese An-
nahme auch als Permutationsmodell. Dieses Modell fiir den allgemeinen Fall setzt auch die in
Abbildung 1.1 betrachteten Eingabedaten fiir beliebige n > 1 fort. Wir verwenden die folgende
Figenschaft einer zufillig gewédhlten m € Sy,: Sei 1 <4 < j < n, dann ist

W(m(j) ist das i-t-grofite Element in {m(1),...,7(j)}) = =.

Diese Aussage werden wir im néchsten Kapitel beweisen. Die mittlere Anzahl von Aufrufen des
inneren Schleifenkopfs ist dann also

1 1 1. 15(0+1 4+ 1
:71+72+...7‘j:7](] )_] .
J J J J

2 2
Damit erhalten wir
Z”:{ l’f._(n+1)(n+2) 3_n'+dn
244 B 4 2 4 ’
n n
1 -1
S 236 ="" g
Jj=2 j=2
Cs 6 (644 C8 2
T (s % 8
3¢ ¢ c 3¢
(02+03+C4+09+010+75—*6—*74-78)7”&

4 4 4 4
— €3 —C4— C5 —Cg — Oy,

d.h. also Ty(n) = kn? + In + m fiir geeignete Konstanten k, [ und m.

Mit dieser Analyse von Einfiigesortieren haben wir also in einem gewissen Sinn eine Darstellung
der Laufzeit auf allen Eingaben erhalten, womit wir das oben angesprochene erste Problem als
behandelt betrachten wollen.

Was das zweite Problem angeht ist die entscheidende Beobachtung, dass sich die Wahl einer
Programmiersprache, eines Compilers, etc. nur auf die ¢; auswirkt, nicht aber darauf wie die
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Laufzeit von n abhéngt. Insbesondere haben wir rechnerisch gezeigt, dass diese Abhéngigkeit,
wie man aufgrund von Abbildung 1.1 bereits vermuten kénnte, im besten Fall linear ist und im
schlechtesten und durschnittlichen Fall quadratisch. Um diese Information auf formale Weise
darzustellen verwendet man die Landau-Symbole, auch “Grofi-O-Notation” genannt (O(f) steht
fiir “Ordnung von f7).

Definition 1.4. Sei f : N — R eine Funktion. Wir definieren

O(f) ={9:N—=R|3Jc>0,n9 € Nsodass Vn > ng: |g(n)| < c-|f(n)|}.
Falls g € O(f) sagen wir dass f eine asymptotisch obere Schranke von g ist. Sei weiters
Qf)={9:N—=R|3Je>0,n0 € Nso dass Vn > ng: c¢-|f(n)| < |g(n)|}.

Falls g € Q(f) sagen wir dass f eine asymptotisch untere Schranke von g ist. SchlieBlich defi-
nieren wir noch

O(f)={9:N—=>R|3ec>0,d>0,n9 € Nsodass Vn>ng: c-|f(n)] <|g(n)| <d-|f(n)|}.
Falls g € O(f) sagen wir dass f eine asymptotisch scharfe Schranke von g ist.

Beispiel 1.2. Seien ¢, d, e > 0, dann ist cn?+dn+e = ©(n?). Einerseits ist nimlich cn?+dn+e <
(c +d+ e)n? fiir n > 1. Andererseits ist auch en? < cn? + dn + e fiir n > 0.

In dieser Vorlesung wird diese Notation meist fiir nicht-negative Funktionen verwendet werden;
dann sind die Betragsstriche iiberfliissig. In der Literatur wird diese Notation oft sinngeméf
auch fiir f : R — R oder Funktionen anderen Typs verwendet. Deshalb wird in der Literatur
hdufig der Typ von f gar nicht erst angegeben. Zu dieser Definition lassen sich unmittelbar die
folgenden Beobachtungen machen.

Lemma 1.2. Fiir alle Funktionen f,qg gilt:

1. 6(f) = O(f) NnQ(f)
2. g € O(f) genau dann wenn f € Q(g)

3. g € O(f) genau dann wenn limsup,,_, ., ]gz | < o0

4. g € Q(f) genau dann wenn liminf,,_, ]%| >0
wobei wir voraussetzen dass f und g nur endlich viele Nullstellen haben.

Beweis. 1. folgt direkt aus der Definition. Fiir 2. sei ¢ > 0, ng € N so dass ¥n > ng: |[g(n)]| <
¢ |f(n)]. Sei d = %, dann gilt Vn > ng: d - [g(n)] < |f(n)|, d.h. also f € Q(g). Fiir die
Gegenrichtung setzen wir ¢ = %1.

Fiir 3. sei wieder ¢ > 0,n9 € Nso dass Vn > ng: [g(n)| < ¢:|f(n)], d.h. \g(n)\ < c. Alsoist {| % n)] |
n > no} im kompakten Intervall [0, ¢| enthalten, besitzt also einen grofiten Haufungspunkt in

[0,¢]. Fiir die Gegenrichtung sei ng — 1 die grofite Nullstelle von f. Dann ist (|%|)

n>ng

beschrénkt: falls (](—”n;]) . nidmlich unbeschrinkt wére, dann wére lim sup,,_, ., ]g ] = o0.
n>ng

Also Je > 0 so dass |£’((—Z| <c¢, d.h |g(n)| <c-|f(n)] fiir n > ng. 4. folgt aus 2. und 3. O
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Oft schreiben wir g(n) = O(f(n)) statt g € O(f) um das Rechnen mit Termen wie z.B. n24+0(n)
zu ermoglichen.

Satz 1.3. Sei f(n) = Zf:o a;n’, ap # 0, dann f(n) = O(n*).

Beweis. Man beachte dass

k i
o QN aj— aj— a
|Zzokl :‘ak‘i' k=l k22+---—|——2 — |ag]| fir n — oo.
n n n
Daraus folgt mit Lemma 1.2 das Resultat. O

Wir sagen dass eine Funktion f von polynomialem Wachstum ist falls ein & > 1 existiert so
dass f(n) = O(n").

Wir kénnen nun die Laufzeit von Einfiigesortieren im besten Fall angeben als ©(n), jene im
schlechtesten Fall als ©(n?) und jene im (uniform verteilten) Durchschnittsfall ebenfalls als
O(n?). Oft werden wir uns bei Angabe der Laufzeit im schlechtesten Fall auf die obere Schranke,
d.h. O(-) beschranken und umgekehrt bei der Laufzeit im besten Fall auf die untere Schranke
Q(-). Wenn wir also sagen dass der Algorithmus A Laufzeit O(f) hat ist damit gemeint, dass
er im schlechtesten Fall Laufzeit O(f) hat und analog fiir 2 und den besten Fall.

Eng in Zusammenhang mit dieser asymptotischen Notation steht auch die Folgende:

Definition 1.5. Sei f : N — R eine Funktion. Wir definieren

o(f)={9:N—=R|Ve>03ng € Nvn >ngp: [g(n)] < c-|f(n)|}.
Falls g € o(f) sagen wir dass g asymptotisch kleiner als f ist.

w(f)={9:N—=R|Ve>03ng € NVn>ng: c-|f(n)] <|g(n)|}.
Falls g € w(f) sagen wir dass g asymptotisch gréfier als f ist.

Lemma 1.3. Fiir alle Funktionen f,qg gilt:

1. o(f) € O(f)

2. w(f) € Qf)

3. f ¢ o(f)

4. f¢wlf)

5. g € o(f) genau dann wenn f € w(g)
6. o(f) Nw(f) =10

=0

7. g € o(f) genau dann wenn lim, ‘%

8. g € w(f) genau dann wenn lim,,_ % =0

wobei wir wieder annehmen, dass f und g nur endlich viele Nullstellen haben.
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Beweis. 1. und 2. folgen unmittelbar aus der Definition. Fiir 3. setzen wir ¢ = % und fiir 4.
setzen wir ¢ = 2. 5. kann analog zu Lemma 1.2 gelost werden indem ¢ auf é und d auf %
gesetzt wird. 6. folgt durch Wahl geeigneter Konstanten ebenfalls direkt aus der Definition.

Fiir 7. beachte man, dass die Definition von g € o(f) geschrieben werden kann als Ve > 03dng €
NVn > ng: % < e. Fiir 8. schreibt man die Definition von g € w(f) als Ve > 03ny € N¥n >
f(n

ng: ‘W <eg, d.h. ‘%

"

1
> L O

Beispiel 1.3. Aus der Analysis wissen wir dass lim, .o Z—: = 0 fiir alle K € N und ¢ > 1, d.h.
also n* € o(c").

~

(n
)

—

Definition 1.6. Fiir f,g: N — R schreiben wir f ~ g genau dann wenn lim,,_,
f ~ g sagen wir dass f und g asymptotisch dquivalent sind.

= 1. Falls

—~

g
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Kapitel 2

Elementare Kombinatorik

In diesem Kapitel werden wir einige elementare Begriffe und Resultate der Kombinatorik und
der Graphentheorie kennen lernen bzw. wiederholen, da diese fiir das Studium von Algorithmen
eine wichtige Grundlage bilden.

2.1 Abzihlprobleme

Abzdhlprobleme sind klassische kombinatorische Fragestellungen. Bei einem Abz&hlproblem
fragt man sich wie viele Elemente eine bestimmte endliche Menge hat. Abzihlprobleme spielen
bei der Analyse von Algorithmen oft eine wichtige Rolle. Dabei finden, fiir endliche Mengen A
und B, oft die folgenden Uberlegungen Anwendung:

1. Summenregel: Falls AN B = (), dann |A U B| = |A| + |B|
2. Produktregel: [A x B| = |A]| - |B]
3. Gleichheitsregel: Falls eine Bijektion f: A — B existiert, dann ist |A| = |B].

Fiir eine endliche Menge A wird eine bijektive Abbildung 7 : A — A auch als Permutation
bezeichnet. Zur Erleichterung der Notation, geht man oft davon aus, dass A = {1,...,n}. Eine
solche Permutation kann in einer zweizeiligen Darstellung als

geschrieben werden. Eine alternative Darstellung ist die Zyklendarstellung als

m= (a1 w(ar) -+ 77N a1))(ag mw(az) -+ 727 (a2)) - (ak wag) - 7T (ar))
wobei I; definiert ist als das kleinste [ so dass 7'(a;) = a; und a; so aus {1,...,n} gewihlt wird,
dass es in keinem der vorherigen Zyklen auftritt. Damit kommt also jedes a € {1,...,n} genau

ein Mal in der Zyklendarstellung vor.

(123456
™1\6 2513 4

wird in Zyklendarstellung als (164)(2)(35) geschrieben.

Beispiel 2.1. Die Permutation
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Die Anzahl von Permutation von {1,...,n} ist nl = n-(n—1)-(n —2)---1. Die Funktion
n — n! kann auch rekursiv definiert werden durch 0! = 1 und (n + 1)! = (n + 1)n!. Die Menge
aller Permutationen von {1,...,n} wird auch als S,, bezeichnet. Man kann sich leicht davon
iiberzeugen, dass S,, mit der Komposition von Funktionen eine Gruppe bildet.

Eine Variation ohne Wiederholung besteht aus der k-fachen Auswahl eines von n Objekten
wobei das Objekt nach seiner Auswahl nicht mehr fiir spétere Auswahlen zur Verfligung steht.
Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung ist n- (n —1)----(n—k+1) = (nﬁi'k),

Beispiel 2.2. Fiir die ersten k Stellen einer Permutation w € S,, werden k aus n Objekten ohne
Wiederholung ausgewéhlt, es gibt also (n%'k), Moglichkeiten. Fiir £ = n ergibt sich dann wie

gehabt "7', =nl.

(n—n)
Eine Variation mit Wiederholung besteht aus der k-fachen Auswahl eines von n Objekten wobei

das Objekt nach seiner Auswahl fiir spéitere Auswahlen zur Verfiigung steht. Die Anzahl der
Variationen mit Wiederholung ist n -n---n, d.h. n*.

Beispiel 2.3. Wenn ein Miinzwurf entweder Kopf oder Zahl ergibt und eine Miinze k mal hin-
tereinander geworfen wird, gibt es insgesamt 2* verschiedene Versuchsausgiinge. Die Menge der
Versuchsausginge, d.h., der k-fachen Wiederholung von “Kopf” oder “Zahl” steht in Bijektion
zu der Menge der Zeichenketten der Linge k die nur aus 0 und 1 bestehen, notiert als {0, 1}¥.
Diese wiederum steht in Bijektion zu den Teilmengen einer k-elementigen Menge. Somit gibt es
auch davon jeweils genau 2F.

Eine Kombination ohne Wiederholung besteht aus der k-fachen Auswahl eines von n Objekten
wobei das Objekt nach seiner Auswahl nicht mehr fiir spitere Auswahlen zur Verfiigung steht
und die Reihenfolge der Wahl der Objekte irrelevant ist. Wir wihlen also eine k-elementige
Teilmenge einer n-elementigen Menge. Die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung ist
#k'),k, = (Z), sie ergibt sich durch die Anzahl (n%'k), der Variationen ohne Wiederholung und
der Uberlegung, dass jeder Kombination k! Variationen entsprechen.

Beispiel 2.4. Bei der Multiplikation von (z 4+ y) - (z +y) = (x + y)™ miissen zur Bestimmung
des Koeffizienten von z¥y"~* alle Moglichkeiten in Betracht gezogen werden in n Faktoren k

mal z zu wahlen und die anderen n — k Mal y. Es gibt (Z) solche Moglichkeiten, also ergibt sich

der binomische Lehrsatz .
n _
(x4+y)" = E <k>$kyn k.

k=0
Das erkldrt auch warum (Z) als Binomialkoeffizient bezeichnet wird.

Beispiel 2.5. Bei der Lottoziehung “6 aus 45” werden aus 45 Kugeln 6 Stiick gezogen wobei die
Reihenfolge fiir die Ermittlung des Gewinners egal ist. Es gibt also (465) = 8145060 Moglichkeiten
fiir den Ausgang der Ziehung.

Eine Kombination mit Wiederholung besteht aus der k-fachen Auswahl eines von n Objekten
wobei das Objekt nach seiner Auswahl fiir spatere Auswahlen zur Verfiigung steht und die
Reihenfolge der Wahl der Objekte irrelevant ist. Wir wihlen also eine k-elementige Multimenge!
mit Tréger {1,...,n}. Eine solche Multimenge kann geschrieben werden als Tupel (a1, ..., a)
wobei 1 < a1 < --- < ap < n. Nun gibt es eine Bijektion von der Menge der k-elementigen
Multimengen mit Tréger {1,...,n} auf die k-elementigen Teilmengen von {1,...,n+ k — 1},
die durch
(al,...,ak) — (al,ag—i-l,...,ak—l—k—l)

1Sei X eine Menge. Eine Multimenge M mit Triger X ist gegeben durch ihre charakteristische Funktion
xm : X — N. Eine Multimenge kann also, anders als eine Menge, ein Element mehrfach enthalten. Man definiert

IM] =30 x xn ().
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gegeben ist. Dann ist ndmlich 1 < a1 < as+1<--- <apr+k—1<n+k—1. Die Anzahl

k-elementiger Teilmengen von {1,...,n + k — 1} kennen wir bereits: ("Jr]’:*l).

Beispiel 2.6. Bei einem Brettspiel wiirfelt ein Spieler mit zwei Wiirfeln gleichzeitig. Bei den
moglichen Wiirfen handelt es sich um eine Kombination mit Wiederholung mit n = 6 und
k = 2. Es gibt also (;) = 21 verschiedene Wiirfe.

Lemma 2.1. Sei 1 <i < j <mn, sei ™ € .5, uniform gewdhlt, dann ist

W(n(j) ist das i-t-gréfite Element in {m(1),...,7(j)}) = —.
J
Beweis. 1. Die Anzahl der Tupel (7(1),...,7(j)) ist (n J), 2. Die Anzahl der Tupel (7(1),...,7(j))
in denen 7(j) am i-t-groBten ist ergibt sich a) durch Auswahl der Menge {m(1),...,7(j)} C
{1,...,n}, dafiir gibt es (?) = (n_"i]'),, Méglichkeiten, b) durch Fixierung von m(j) als das i-t-

grofite Element und ¢) durch Auswahl einer Relhenfolge fur {m(1),...,m(j — 1)}, dafiir gibt es
)

(j — 1)! Moglichkeiten, d.h. also insgesamt ( ni( P . Wir erhalten also

— (n— J)

giinstige nl-(n—j)! 1

mogliche  (n—j)!-j-n! 4
O

Fiir zwei endliche Mengen A und B mit AN B = () gilt wie erwihnt |[AU B| = |A| + |B|. Falls
ANB # () werden durch |A|+|B| die Element im Durchschnitt doppelt gezéhlt. Durch Korrektur
dieser Doppelzdhlung erhalten wir |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|. Im Fall von drei endlichen Mengen
A, B und C werden durch |A|+ |B|+|C| alle Elemente die in zwei Mengen liegen zu oft gezéhlt.
Eine erste Korrektur ergibt |A| + |B|+ |C| —|ANB| —|ANC| —|BNC|. Nun werden aber die
Elemente im Schnitt von drei Mengen gar nicht gezéhlt. Durch einen weiteren Korrekturschritt
erhalten wir also [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|. Im
Allgemeinen gilt:

Satz 2.1 (Prinzip von Inklusion und Exklusion). Seien Aq1,..., A, endliche Mengen, dann ist
n
Jal= >, oAl
i=1 0£IC{1L,...,n} icl

Beweis. Sei x € |J;—; Ai, S={ie{l...,n} |z € A;} und s = |S|. Auf der rechten Seite wird
x jetzt genau dann in einem Durchschnitt gezidhlt wenn I C S und zwar, je nach Kardinalitit
von I entweder positiv oder negativ. Das Element z wird also

()= () - ()5 ()

mal gezdhlt. Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatz Y7  (5)(—=1)" = (1 — 1)* 0
sowie, nach Multiplikation mit —1, auch 7 (3)(=1)"** = 0. Weiters ist > ;_, (;)(—=1)"" =
=1+ 37, (5)(=1)". Damit wird  also Y7, (5)(—=1)""' = 1 mal gezéhlt. O

Das Schubfachprinzip (engl. pigeonhole principle) besagt Folgendes: Seien A und B endliche
Mengen mit |A| > |B|, dann existiert keine injektive Funktion f : A — B. Es kann mit einem
einfachen Induktionsargument bewiesen werden. Ein Beispiel fiir seine Anwendung liefert der
folgende Satz.
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Satz 2.2. Fir jedes ungerade q € N existiert ein i > 1 so dass q | 2° — 1.

Beweis. Wir kiirzen 2° — 1 als a; ab. Wir betrachten a, ... ,aq (mod g). Falls es darunter ein
a; gibt mit a; = 0 (mod ¢) dann sind wir fertig. Falls nicht, dann gibt es nach dem Schubfach-
prinzip i < j mit a; = a; (mod g), d.h. q | a; — a;. Nun ist aber a; —a; =2/ —1 -2 +1 =
29 — 21 = 2¢(2/=% — 1) und da ¢ ungerade muss ¢ | a;—_;, Widerspruch. O

2.2 Graphen

Definition 2.1. Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V| E) wobei V eine beliebige Menge
istund ECV x V.

Die Elemente von V heiflen Knoten, die Elemente von E Kanten. Graphen werden oft aufge-
zeichnet indem die Kanten als Pfeile zwischen den Knoten dargestellt werden.

Beispiel 2.7. Der gerichtete Graph G = (V, E) mit V = {1,2,3,4,5} und £ = {(1,2), (2, 2), (2, 3), (2,5),
(3,1),(4,3),(5,4)} kann z.B. folgendermaflen gezeichnet werden.

Zwei Knoten z,y € V heiflen adjazent falls (z,y) € E oder (y,z) € E. Der Ausgangsgrad von
veVistdt(v) = [{w e V| (v,w) € E}. Der Eingangsgrad von v € V ist d~(v) = [{u € V|
(u,v) € E}|. Ein Pfad ist eine endliche Folge vy, ..., v, € V mit (v;,viy1) € Eftiri=1,...,n—1
und 7 # j impliziert v; # v;.

Oft werden wir auch ungerichtete Graphen betrachten.

Definition 2.2. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar (V, E) wobei V eine beliebige Menge ist
und £ C {{z,y} | z,y € X,z # y}.

Damit ist |F| in einem ungerichteten Graphen die Anzahl ungerichteter Kanten. Weiters defi-
nieren wir fiir v € V den Grad von v als d(v) = [{w € V | {v,w} € E}|, es gibt also keinen
getrennten Eingangs- und Ausgangsgrad mehr. Ein ungerichteter Graph kann als gerichteter
Graph aufgefasst werden indem eine ungerichtete Kante {z,y} durch die gerichteten Kanten
(z,y) und (y,x) ersetzt wird. In diesem Sinn stellen die ungerichteten Graphen den allgemei-
neren Begriff dar. Von nun an werden wir mit “Graph” immer einen ungerichteten Graphen
meinen. Wenn wir gerichtete Graphen betrachten wollen, werden wir das explizit erwdhnen.

Ein Pfad in einem Graphen G = (V, E) ist eine endliche Folge vy,...,vx € V mit {v;,v;41} € E
firi =1,...,k —1 und 7 # j impliziert v; # v;. G heiit zusammenhdingend wenn es fiir alle
v,w € V einen Pfad von v nach w gibt. G heif3t vollstindig falls £ = {{x,y} | z,y € V,x # y}.
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Graphen treten in einer Unzahl von Anwendungskontexten und Berechnungsproblemen auf,
wobei man es in der Informatik naturgeméf iiblicherweise mit endlichen Graphen zu tun hat.
Beispiele fiir Situationen die durch Graphen modelliert werden kénnen sind: Verkehrsnetze wobei
die Knoten z.B. Stidten entsprechen und die Kanten Zugverbindungen, das WWW wobei die
Knoten Webseiten und die Kanten Hyperlinks entsprechen oder auch Landkarten wobei jedem
Land ein Knoten entspricht und zwei Konten durch eine ungerichtete Kante verbunden sind
falls sie aneinander grenzen. Beispiele fiir Berechnungsprobleme aus der Graphentheorie sind:

Kiirzester Pfad

Eingabe: endlicher zusammenh#ngender Graph G = (V, E), Kostenfunk-
tionc: £ — Ryg, s,t €V

Ausgabe: Pfad vy, ..., v, mit v; = s, v, = t so dass Y7} ¢({vi, vit1})
minimal ist

Problem des Handelsreisenden
(engl. Travelling Salesman Problem (TSP))

Eingabe: endlicher vollstindiger Graph G = (V, E), Kostenfunktion
c: E— Ry

Ausgabe: Pfad vi,...,vp,0041 = v1 mit {vy,...,v,} = V so dass
Yoy c({vi, viy1}) minimal ist

Knotenfiarbung
Eingabe: endlicher Graph G = (V, E)

Ausgabe: Abbildung f : V — {1,...,k} so dass (z,y) € E = f(z) #
f(y) und k minimal ist

Wir werden spéter effiziente Algorithmen zur Bestimmung eines kiirzesten Pfades sehen, insb.
wird deren Laufzeit polynomial in der Grofle der Eingabe sein. Fiir das Problem des Han-
delsreisenden oder jenes der Knotenfirbung sind keine Algorithmen mit polynomialer Laufzeit
bekannt. Aus der Existenz eines solchen Algorithmus wiirde P = NP folgen und damit die
Losung eines der bedeutendsten offenen Probleme der Mathematik. Das P vs. NP Problem
wird spéter noch etwas detaillierter besprochen werden.

Zur algorithmischen Behandlung von Graphen miissen diese (etwa im Speicher eines Computers)
reprasentiert werden. Es gibt verschiedene Datenstrukturen zur Repréisentation eines Graphen.

Definition 2.3. Die Adjazenzmatriz eines gerichteten Graphen G = ({1,...,n}, F) ist die
Matrix M = (mi7j)1§i7j§n wobei

)1 falls (i,j) e E

"0 falls (i,4) ¢ E
Beispiel 2.8. Die Adjazenzmatrix des in Beispiel 2.7 angegebenen Graphen ist
10 0

O O = OO
o o o O
o O O

1
0
1
0

o O o
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Eine Adjazenzmatrix wird im Speicher als ein Datenfeld von Datenfeldern abgelegt. Der fiir
eine Adjazenzmatrix benstigte Speicherplatz ist ©(|V|?). Auf Basis einer Adjazenzmatrix kann
von gegebenen Knoten v und w in Zeit O(1) festgestellt werden ob der Graph die Kante

(v, w) enthélt. Das Durchlaufen aller von einem gegebenen Knoten v aus wegfithrenden Kanten
benotigt O(|V]) Zeit.

Definition 2.4. Die Adjazenzliste eines gerichteten Graphen G = ({1,...,n}, F) ist ein Da-
tenfeld L der Lénge n wobei L[i] die Liste jener j € {1,...,n} ist fiir die (i,j) € E gilt.
Beispiel 2.9. Die Adjazenzliste des in Beispiel 2.7 angegebenen Graphen ist:

1: 2

2: 2,35

3:1

4: 3

5: 4

Der fiir eine Adjazenzliste benotigte Speicherplatz ist ©(|E|) was im schlechtesten Fall auch
O(|V|?) ist. Fiir diinn besetzte Graphen, d.h. also solche die wesentlich weniger als |V|? viele
Kanten haben, stellt die Verwendung einer Adjazenzliste aber eine Speicherersparnis dar. Auf
Basis einer Adjazenzliste kann, gegeben Knoten v und w, in Zeit O(d™ (v)) festgestellt werden,

ob der Graph die Kante (v, w) enthélt. Das Durchlaufen aller von einem gegebenen Knoten v
wegfiihrenden Kanten benétigt ©(d*(v)) Zeit.

Beispiel 2.10. Sei G = (V, E) ein Graph wobei V' die Menge der Kreuzungen in einer Grofistadt
ist und (v, w) € F falls eine Strafle von v nach w fithrt ohne eine andere Kreuzung zu passieren.
Der Graph G ist diinn besetzt, die Verwendung einer Adjazenzliste ist also empfehlenswert.

2.3 Baume

Eine, insbesondere fiir Algorithmen, besonders wichtige Klasse von Graphen sind Baume. Um
Béume néher zu untersuchen benotigen wir noch einige Begriffe: Sei G = (V| E) ein Graph. Ein
Graph G' = (V' E’) heifit Teilgraph von G falls V! C V und E' C E. Sei V! C V, dann ist
G = (V',E') der von V' in G induzierte Graph wobei E' = {{v,w} € E |v,w € V'}.

Definition 2.5. Sei G = (V, E) ein Graph. G’ = (V', E’) heifit Zusammenhangskomponente
von G falls

1. V! CV,
2. G’ wird durch V' in G induziert,

3. G’ ist zusammenhingend und

4. Fiir alle V" mit V' C V" C V gilt: der durch V" in G induzierte Graph ist nicht zusam-
menhéngend.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar dass jeder Graph als disjunkte Vereinigung seiner Zu-
sammenhangskomponenten dargestellt werden kann. Ein Zyklus ist ein Pfad vy, ..., v mit & > 3
und {vg,v1} € E.

Definition 2.6. Ein Graph G = (V| E) heifit Baum falls er zusammenhéingend und zyklenfrei
ist. Ein Graph G = (V, E) heiit Wald falls er zyklenfrei ist.
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Beispiel 2.11. Ein Wald der aus 3 Badumen besteht:

In dieser Definition eines Baums ist keine Wurzel ausgezeichnet, jeder Knoten kann als Wurzel
designiert werden (je nachdem #ndert sich dann die Form des Baums). Ein Wurzelbaum ist ein
Tripel (V, E,r) wobei (V, E) ein Baum ist und » € V. Ein Wurzelbaum kann als gerichteter
Graph aufgefasst werden, indem, ausgehend von r, alle Kanten von r weg orientiert werden.
Wurzelbdume werden uns, wie im folgenden Beispiel, oft auch in Form einer rekursiven Definition
begegnen.

Beispiel 2.12. Sei b > 2. Ein wollstindiger Baum mit Aritit b und Tiefe 0 ist ein einzelner
Knoten

Ein solcher Knoten heifit Blatt. Ein vollstindiger Baum mit Aritdt b und Tiefe d 4+ 1 ist ein
gerichteter Graph der Form

// Tl \\ ’/ Tb \\
wobei T1, . .., T, vollsténdige Badume mit Aritét b und Tiefe d sind. Jeder in der Wurzel beginnen-
de Pfad in einem vollstéindigen Baum kann identifiziert werden mit einem Tupel (p1,...,px) €

{1,...,b}* wobei k < d. Also hat ein vollstindiger Baum b? Blitter sowie

00+ b+ +bd—§d:bi—bd+l_1
& b1

Knoten. Ein vollstindiger Bindrbaum der Tiefe 3 hat also 2% = 8 Blitter und 2* — 1 = 15
Knoten.

Zum Zweck einer Charakterisierung der Baume unter den Graphen machen wir zunéchst noch
einige vorbereitende Beobachtungen.

Lemma 2.2. Sei G = (V, E) ein endlicher, nicht-leerer, zyklenfreier Graph. Dann ist |E| <
V| —1.

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach |V| vor. Falls |V| = 1, dann muss |E| = 0 sein. Sei
nun |V| > 2. Falls F = () sind wir fertig. Falls F # (), dann existiert ein v € V mit d(v) > 1.
Seien {v,w1},...,{v,wr} alle zu v inzidenten Kanten, dann gilt fiir alle 4,5 € {1,...,k} mit
i # j: jeder Pfad von w; nach w; enthélt v, sonst wiirde ndmlich G einen Zyklus enthalten.
Firi=1,...,k sei nun G; = (V;, E;) die Zusammenhangskomponente von w; im Graphen der
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aus G entsteht wenn wir v sowie die Kanten {v,w1},...,{v,wy} entfernen. Dann sind alle G;
zyklenfrei und mit der Induktionshypothese ist also

k

k k
Bl =k+Y |EB| <M E+) (Vil-1)=> Vil = V|- L

=1 =1 =1

O]

Lemma 2.3. Sei G = (V, E) ein endlicher, nicht-leerer, zusammenhdingender Graph. Dann ist
|E| > V|- 1.

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach |V| vor. Falls |[V| = 1 ist das Resultat trivial. Sei nun
|[V| > 2. Da G zusammenhéngend ist existiert ein Knoten v mit d(v) > 1. Seien {v, w1}, ..., {v,w}
alle zu v inzidenten Kanten. Sei G’ = (V',E’) der Graph der aus G entsteht wenn wir v
und sowie {v,w1},...,{v,wg} 16schen. Dann zerfillt G’ in | < k Zusammenhangskomponenten
(Vi,Er), ..., (Vi, E;) und mit der Induktionshypothese gilt

l l l
Bl =k+Y Bl >k+> (il -1) =) Vi =[V[-1.
=1 i=1 i=1

O]

Definition 2.7. Ein Graph G = (V,E) heifit minimal zusammenhingend falls er zusam-
menhéngend ist und fiir alle £’ C E gilt: (V, E’) ist nicht zusammenhingend.

Definition 2.8. Ein Graph G = (V| E) heit maximal zyklenfrei falls er zyklenfrei ist und fiir
alle ' O F gilt: (V, E’) enthilt einen Zyklus.

Satz 2.3. Sei G = (V, E) ein endlicher, nicht-leerer Graph. Dann sind dquivalent:

1. G ist ein Baum.

2. Je zwei Knoten von G sind durch genau einen Pfad verbunden.
G ist minimal zusammenhdngend.

G st zusammenhingend und |E| = |V| — 1.

G ist zyklenfrei und |E| = |V| — 1.

S T e

G ist mazimal zyklenfrei.

Beweis. 1. = 2: Da G zusammenhéngend ist, gibt es von u nach v einen Pfad. Angenommen
es gibt zwei unterschiedliche Pfade von u nach v. Dann gibt es einen ersten Knoten w; an dem
sie sich unterscheiden und einen letzten Knoten wo an dem sie sich unterschieden. Die beiden
Pfade von w; nach wy bilden dann einen Zyklus.

2. = 3.: Da je zwei Knoten durch einen Pfad verbunden sind ist G zusammenhéngend. Sei nun
(u,v) € E, dann ist u,v der einzige Pfad von u nach v und damit ist (V, E'\ {{w,v}}) nicht
zusammenhéngend.

3. = 4.: G ist zusammenhéngend und damit ist |E| > |V| — 1 wegen Lemma 2.3. Es bleibt zu
zeigen dass |E| < |V| — 1 ist. Angenommen |E| > |V| — 1 dann wiirde G wegen Lemma 2.2
einen Zyklus enthalten. Aus diesem konnte eine beliebige Kante geldscht werden ohne den
Zusammenhang zu zerstoren, G wére also nicht minimal zusammenh#ngend.
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4. = 5.: Angenommen G enthélt einen Zyklus vy,...,vx. Fir I € {k,...,|V|} definieren wir
einen Teilgraphen G; = (V, E;) von G mit |V}| = |E;| = [ wie folgt: Falls [ = k, dann ist besteht
Gy, aus dem Zyklus vy, ...,vg. Sei I > k. Da G zusammenhéngend ist, existiert ein {v,w} € E
so dass v € Vi_; und w ¢ V;_;. Wir definieren V; = V;_; U{w} und E; = E;_; U{{v,w}}. Dann
gilt |Vi| = |Ey| = I. Fiir | = |V erhalten wir also einen Teilgraphen (V, Ejy/) von (V, E). Damit
ist |[Ey| = |V| < |E| was aber |E| = |V| — 1 widerspricht.

5.= 6.: Angenommen es giibe E' O F so dass (V, E') zyklenfrei wiire, dann wire wegen Lem-
ma 2.2 ja |E'| < |V| -1 was |E’| > |E| = |V| — 1 widerspricht.

6.= 1.: Es reicht zu zeigen dass G zusammenhéngend ist. Angenommen G wére nicht zusam-
menhéngend. Seien dann v und w Knoten aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten und
G = (V,EU {{v,w}}). Dann ist G’ immer noch zyklenfrei, denn jeder Zyklus in G’ wire
entweder Zyklus in G (Widerspruch) oder er wiirde die Kante {v, w} mindestens zwei Mal ent-
halten woraus sich ein Zyklus in jeder der beiden Zusammenhangskomponenten bilden liele
(Widerspruch). G ist also nicht maximal zyklenfrei, Widerspruch. O

Korollar 2.1. Ein endlicher Wald (V, E) besteht aus |V | — |E| Bdumen.

Beweis. Angenommen (V, E) besteht aus den m Baumen (Vi, E1), ..., (Viy, Ep). Dann ist

B = 3B =575 S (v 1) = Vil = m = (V] - m
i=1 i=1 i=1
und damit m = |V| — | E|. O

Wir kommen jetzt zu einer Anwendung von Biumen. Angenommen wir wollen eine Menge V'
von Orten (z.B. Computern in einem Gebdude oder Pins auf einer Leiterplatte) verbinden. Die
Knoten V' bilden gemeinsam mit moglichen Verbindungen £ C V x V einen ungerichteten Gra-
phen. Zusétzlich sind die Kosten des Legens einer Verbindung bekannt, d.h. eine Kostenfunktion
¢: E — Rxq ist gegeben. Der Graph der Verbindungen soll also G’ = (V, E’) sein wobei E' C E
ist, G’ zusammenhéngend ist und ) . c(e) minimal sein soll.

Korollar 2.2. Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph und E' C E so dass G' = (V, E’)
minimal zusammenhdingend ist. Dann ist G' ein Baum.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 2.3. O

Der gesuchte Verbindungsgraph ist also ein Baum. Das motiviert die folgenden Definitionen und
das folgende Berechnungsproblem.

Definition 2.9. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ein Spannbaum von G ist ein
Baum B = (V, E') mit E' C E.

Der Baum B spannt also G auf.

Definition 2.10. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph und sei ¢ : E — R>¢. Ein mi-
nimaler Spannbawm von G beziiglich ¢ ist ein Spannbaum B = (V, E’) von G so dass ), c(e)
minimal ist unter aller Spannbdumen von G.
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Minimaler Spannbaum

Eingabe: Ein zusammenhéngender Graph G und eine Kostenfunktion
c: EF— RZO

Ausgabe: Ein minimaler Spannbaum von G beziiglich ¢

Wir werden spéter effiziente Algorithmen zur Bestimmung eines minimalen Spannbaums kennen
lernen.
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Kapitel 3

Teile und Herrsche

In der Praxis auftretende Berechnungsprobleme haben oft die Eigenschaft dass ihre Instanzen
zerlegt werden konnen und Loésungen der kleineren Instanzen zur Loésung der urspriinglichen
Instanz hilfreich sind. Diese Vorgehensweise zur Losung eines Berechnungsproblems ist so weit
verbreitet, dass sich dafiir ein eigener Begriff eingebiirgert hat: die teile-und-herrsche Strategie.
Algorithmen, die der teile-und-herrsche Strategie folgen bestehen iiblicherweise aus drei Phasen:

1. Aufteilung der Eingabeinstanz in mehrere Instanzen kleinerer Grofle
2. Lésung der kleineren Instanzen durch rekursiven Aufruf des Algorithmus

3. Kombination der Losungen der kleineren Instanzen zu einer Losung der urspriinglichen
Instanz

Die Basis dieser Rekursion wird normalerweise dadurch gebildet, dass Instanzen deren Groéfle
eine Konstante ist trivial gelost werden kénnen.

3.1 Sortieren durch Verschmelzen

Das Sortierproblem kann durch einen teile-und-herrsche Algorithmus gelost werden. Die Grun-
didee dazu ist 1. das Eingabedatenfeld in zwei (zirka) gleich grofie Teile zu teilen, 2. jeden dieser
beiden Teile unabhéingig vom anderen durch einen rekursiven Aufruf zu sortieren und 3. die
beiden sortierten Datenfelder zu einem einzigen sortierten Datenfeld zu verschmelzen. Deshalb
wird dieser Algorithmus auch als “Sortieren durch Verschmelzen” (engl. merge sort) bezeichnet.
Von den beiden Schritten 1 und 2 sollte klar sein wie sie umgesetzt werden kénnen. Der Ansatz
zur Realisierung des 3. Schritts besteht darin zwei Indizes zu verwenden, jeweils einen fiir je-
des der Eingabedatenfelder, und sie so durch die Eingabedatenfelder laufen zu lassen, dass das
aktuelle Minimum immer unter einem der beiden steht. Dieses aktuelle Minimum wird in das
Ausgabedatenfeld iibertragen. In Algorithmus 3 ist diese Idee als Pseudocode ausformuliert.

Basierend auf der Prozedur Verschmelzen kann nun Sortieren durch Verschmelzen wie in Algo-
rithmus 4 als Pseudocode formuliert werden. Fiir i < j ist die Notation A := Bli,...,j| eine
Abkiirzung fiir die Herstellung eines Datenfeldes A dessen Inhalt genau den Eintrdgen ¢ bis j
des Datenfeldes B entspricht. Eine solche Kopie kann durch eine einfache Schleife in Laufzeit
©(j — i) hergestellt werden.

Wir wollen nun die Laufzeit von Sortieren durch Verschmelzen analysieren. Die Prozedur “Ver-
schmelzen” benétigt Laufzeit ©(A.Ldnge+ B.Ldnge). Sei T'(n) die Laufzeit von Sortieren durch
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Algorithmus 3 Verschmelzen

Prozedur VERSCHMELZEN(A, B)
Sei C' ein neues Datenfeld der Lange A.Ldnge + B.Ldnge
1:=1
ji=1
Fir k:=1,...,A.Linge + B.Ldinge
Falls j > B.Linge oder ( i < A.Linge und Afi] < B[j] ) dann

C[k] := Al
1:=1+1
sonst
CIK] := BIj
ji=45+1
Ende Falls
Ende Fiir
Antworte C

Ende Prozedur

Algorithmus 4 Sortieren durch Verschmelzen (engl. merge sort)

Prozedur VSORTIEREN(A)
Falls A.Ldinge =1 dann

Antworte A
sonst
._ | A.Linge
m = {iQ ]
L:=A[l,...,m]

R:=Am+1,...,A.Linge]
L' := VSORTIEREN(L)
R’ := VSORTIEREN(R)
Antworte VERSCHMELZEN(L', R)
Ende Falls
Ende Prozedur
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Verschmelzen wenn das Eingabedatenfeld die Lange n hat. Klar ist bereits dass T'(1) = ©(1).
Fiir n > 2 beobachten wir: Die Aufteilung in Teilprobleme benétigt Laufzeit ©(n), das Losen der
Teilprobleme benétigt T'([%]) + T(|%]), das Verschmelzen der beiden Lésungen, die ja Grofe
m und n —m haben, benétigt ©(n). Insbesondere konnen wir hier beobachten, dass die Laufzeit
von Sortieren durch Verschmelzen, anders als die von Einfiigesortieren, nur von n = A.Ldnge
abh#ngt, nicht aber vom Inhalt von A. Somit ist die Laufzeit im besten Fall gleich der Laufzeit
im schlechtesten Fall und gleich der Laufzeit im Durchschnittsfall.

Insgesamt erhalten wir fiir die Laufzeit

_fen
T(n)_{T(mHT(LSJH@(“) fiir n > 2

firn=1

Bei dieser Darstellung der Laufzeit handelt es sich um eine Rekursionsgleichung. Die Ana-
lyse eines teile-und-herrsche Algorithmus fiithrt typischerweise auf eine Rekursionsgleichung
einer solchen Form. In Kapitel 4 werden wir zeigen, dass fiir die obige Rekursionsgleichung
T(n) = O(nlogn) gilt'. Fiir den Augenblick wollen wir uns damit begniigen die folgende einfa-
che Beobachtung zu machen, die den Kern der obigen Rekursionsgleichung enthélt.

2 llsn =2
Satz 3.1. Sei S : {2¥ | k > 1} — N definiert durch S(n) = falls n , dann ist
25(5)+n  fallsn > 2

S(n) =nlogn.

Beweis. Zu zeigen ist also, fiir alle k > 1, dass S(2F) = k-2*. Fiir k = 1 ist das per definitionem
erfiillt. Fiir k > 2 haben wir §(2%) = 2. §(2F 1) 428 =H 2. (k —1). 21 1 2k = k. 2F, O

3.2 Matrixmultiplikation

Wir werden annehmen, dass eine Matrix im Speicher abgelegt wird als ein Datenfeld, dessen
Elemente Datenfelder einer festen Linge sind. Falls also A eine Matrix ist, so ist A[é] die i-te Zeile
von A und damit A[i][j] das j-te Element der i-ten Zeile. Um die Notation etwas abzukiirzen,
schreiben wir stattdessen auch A[i, j|. Wir betrachten das folgende Problem:

Matrixmultiplikation
Eingabe: eine n x m-Matrix A und eine m x [-Matrix B

Ausgabe: A- B

Seien n,m,l > 1 und A = (a; ;) 1<i<n und B = (b; j)1<i<m Matrizen. Dann ist deren Produkt
1<j<m <5<l
A- B =C = (¢ij)i1<i<n bekannterweise durch
1<5<1

m
Cij = Y @ik br
k=1

definiert. Diese Formel induziert sofort Algorithmus 5. Dessen Laufzeit kann aufgrund der drei
verschachtelten Schleifen sofort als ©(n -1 - m) erkannt werden.

'In dieser Vorlesung werden wir mit log immer den Logarithmus zur Basis 2 notieren
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Algorithmus 5 Matrixmultiplikation (direkt)
Vorbedingung: n,m,l > 1, A ist n x m-Matrix, B ist m x [-Matrix
Prozedur MATMULT(A, B)
Sei C eine neue n x [-Matrix
Firi:=1,...,n
Fir j:=1,...,1
Cli,jl =0
Firk:=1,...,m
Ci, j| == Cli, 5] + Ali, k] - B[k, j]
Ende Fiir
Ende Fiir
Ende Fiir
Antworte C'
Ende Prozedur

Um die Analyse zu vereinfachen, werden wir von nun an annehmen, dass n = m = [ und dass
n eine Zweierpotenz ist. Fiir n = 2n/ kann eine n x n-Matrix in vier n’ x n’-Matrizen geteilt

werden.
A A B B
e < 1,1 1,2> B_ ( 1,1 1,2> - <C1,1 C1,2>
As1 Agp Bs1 Bas Co1 Cap
Damit kann eine n x n-Matrix mit Elementen aus einer Menge R identifiziert werden mit einer
2 x 2-Matrix deren Elemente n’ x n’-Matrizen mit Elementen aus R sind (Diese Beobachtung

kann prézisiert werden, z.B. fiir einen Ring R, indem man zeigt, dass die Matrizenringe R"™*™
und (R"*™)?*2 isomorph sind). Fiir C = A - B erhalten wir damit die Darstellung

Ci1=A11B11+ A12B21
Cio2=A11B12+ A12B2»
Cy1 = A21B11+ A28
Co2 =A21B12+ A28

der n x n-Multiplikation durch n’ x n/-Multiplikation. Diese Beobachtung induziert das in Al-
gorithmus 6 angegebene einfache teile-und-herrsche Verfahren. Hier schreiben wir im Sinne der
soeben diskutierten Teilung A;; fiir A[l,...,n/;1,...,0n], Ao fir A1,...,n;n/ +1,...,n],
usw. auch fiir B und C. Die Laufzeit dieses Algorithmus erfiillt also:

~{eqn) fallsn =1
(n) = 8T(2) + O(n?) fallsn >2

Diese Rekursionsgleichung hat die asymptotische Losung T'(n) = ©(n?) wie wir im Kapitel 4
sehen werden. Dieser teile-und-herrsche Algorithmus ist also asymptotisch nicht effizienter als
das direkte Verfahren. Man koénnte nun glauben, dass der teile-und-herrsche-Ansatz fiir die
Matrixmultiplikation keine Verbesserung des direkten Verfahren erlaubt, oder sogar dass ein
Algorithmus mit einer Laufzeit von weniger als ©(n3) gar nicht moglich ist, da dies ja der
natiirlichen Definition des Produkts entspricht. Beides wire allerdings ein Irrtum wie der Algo-
rithmus von Strassen zeigt.

Der Algorithmus von Strassen folgt ebenso wie Algorithmus 6 der teile-und-herrsche-Methode.
Er unterscheidet sich von ihm dadurch, dass er eine geschicktere Darstellung der C; ; findet, die
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Algorithmus 6 Matrixmultiplikation (rekursiv)
Vorbedingung: A, B sind n x n Matrizen, n ist Zweierpotenz
Prozedur MATMULT(A, B)
Sei C' eine neue n x n-Matrix
Falls n = 1 dann
C[1,1] := A[1,1] - B[1,1]
sonst
C1,1 := MATMULT(A; 1, B1,1) + MATMULT (A1 2, B2 1)
C1,2 == MATMULT(A; 1, By 2) + MATMULT( 2)
Ca,1 := MATMULT(A2,1, B11) + MATMULT(AQ 2, By 1)
(2 = MATMULT(A32 1, By 2) + MATMULT (A3 2, By 2)
Ende Falls
Antworte C
Ende Prozedur

mit sieben Multiplikationen (von n’ x n/-Matrizen) auskommt. Seien némlich

Py = A1 (B2 — Baa),

Py = (A1 + A1) - Bop,

P3 = (A1 + Asp) - B,

Py = Az - (B2 — B1y),

Ps = (A11 + Azp) - (B1,1 + Bap2),

Ps = (A12— Az2) - (B2 + Ba2), und
Pr = (A1 — A1) (Big+ Bip).

Dann gilt

Cigp=PFPs+Py— P+ Fs,
Cip=P + P,

C21 = P3+ P4, und

Co2 =P+ P, — P — Py,

wovon man sich durch eine kurze Rechnung iiberzeugen kann. Der Strassen-Algorithmus ist
dann wie folgt wobei wir (wie oben) die Abkiirzungen A; ;, B;; und C;; auch im Pseudocode

verwenden.
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Algorithmus 7 Strassen-Algorithmus
Vorbedingung: A, B sind n x n Matrizen, n ist Zweierpotenz
Prozedur STRASSEN(A, B)
Sei C' eine neue n x n-Matrix
Falls n = 1 dann
C[1,1] := A[1,1] - B[1,1]
sonst
Py := STRASSEN(A1,1, B12 — B22)
P5 := STRASSEN(A1 1 + A1 2, B2 2)
P = STRASSEN(AQJ + AZQ, Bl,l)
Py = STRASSEN(AQQ, 3271 — Bl,l)
(
(

P5 := STRASSEN Al,l + A272, Bl,l + B272)
Py = STRASSEN ALQ — A272, 3271 + 3272)
P7 = STRASSEN(ALl — A271, Bl,l + BLQ)
Ci1:=DPs+ Py — P+ Fs
Cipo=P+P
Cop =P+ Py
Cop:i=P+ P —P;—P;

Ende Falls

Antworte C

Ende Prozedur

Die Laufzeit vom Strassen-Algorithmus erfiillt also:

T(n) = O(1) falls n =1
| TT(R) +0(n?) fallsn > 1

Im néchsten Kapitel werden wir zeigen dass die asymptotische Losung dieser Rekursionsglei-
chung T'(n) = ©(n'°87) ist. Da log 7 &~ 2,807 wird dadurch eine Verbesserung des direkten sowie
des rekursiven Verfahrens erreicht. Da die Konstanten des Strassen-Algorithmus aber grofler
sind als bei den beiden anderen Verfahren, wird in der Praxis meist eine Kombination verwen-
det: fiir hinreichend grofie Matrizen wird der Strassen-Algorithmus eingesetzt, fiir kleinere ein
direkteres Verfahren.

Der Algorithmus von Strassen ist ein gutes Beispiel fiir einen teile-und-herrsche Algorithmus
mit einer trickreichen Aufteilungs- und damit auch Kombinationsphase.

Bemerkung 3.1. Die Einschrankung auf quadratische Matrizen und n einer Zweierpotenz ist
weder fiir den einfachen teile-und-herrsche Algorithmus, noch fiir den Strassen-Algorithmus
notwendig. Diese Einschrankung dient lediglich der einfacheren Darstellung da durch sie einige
Sonderfille nicht behandelt werden miissen. In der Tat kann fiir beliebige n, m, ! die Multiplika-
tion einer n X m- mit einer m x [-Matrix durch Multiplikationen von Matrizen kleinerer Grofle
dargestellt werden, durch eine Zerlegung der Form n = ny 4+ no, m = my + meo, [ = l1 + ls.
Setzt man zum Beispiel fir x € {n,m,l} jeweils x1 = (%] und z9 = L%J erhélt man einen
allgemeineren teile-und-herrsche Algorithmus. Ahnliches gilt fiir den Strassen-Algorithmus. Fiir
diesen ist allerdings notwendig dass alle A; ; die selbe GréBe haben und dass alle B; ; die selbe
Grofle haben, d.h. also dass n, m und [ gerade sind. Das kann erreicht werden durch Anfiigen

einer Nullzeile oder Nullspalte im Bedarfsfall.

Bemerkung 3.2. Der Algorithmus von Strassen wurde im Jahr 1969 publiziert und hat, wie
beschrieben, eine Laufzeitkomplexitit von O(n?807+). Seitdem konnten weitere Verbesserun-
gen der asymptotischen Laufzeit der Matrixmultiplikation erreicht werden. Ein signifikanter
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Schritt vorwérts war der Algorithmus von Coppersmith-Winograd aus dem Jahr 1990 mit einer
Laufzeitkomplexitiit von O(n?37%). Uber diesen hinaus konnten bis heute nur geringe Verbesse-
rungen erreicht werden, so z.B. O(n?3™) von Stothers 2010 und O(n?*3™) von Williams 2011,
Diese weiteren Algorithmen haben allerdings so grofle Konstanten, dass sie in der Praxis keine
Bedeutung haben.

Untere Schranken zur Matrixmultiplikation sind kaum bekannt. Klar ist, dass (n?) eine triviale
untere Schranke ist, da die Eingabe der Grofe 2n? ja gelesen und die Ausgabe der Grofie n?
geschrieben werden muss. Eine untere Schranke von Q(n?logn) auf der Groe einer gewissen,
eingeschriankten, Klasse von Schaltkreisen wurde von Raz 2003 bewiesen.

3.3 Dichtestes Punktepaar

Wir betrachten jetzt ein erstes fundamentales geometrisches Berechnungsproblem. Fiir Punkte
p1,p2 € R? sei d(py, p2) die iibliche euklidische Distanz, d.h.

al(3). (22)) = Ve =+ - P

n Y2

Wir wollen das folgende Problem l6sen:

Dichtestes Punktepaar
Eingabe: Eine endliche Menge P C R?
Ausgabe: p,q € P so dass p # ¢ und d(p, ¢) minimal

Klar ist, dass ein auf erschopfender Suche basierender Algorithmus existiert, der einfach alle
Paare von Punkten ausprobiert, siehe Algorithmus 8. Es gibt (g) Paare die alle in jedem Fall

Algorithmus 8 Erschopfende Suche nach dichtestem Punktepaar
Prozedur DPP-SUCHE(P)
Amin = 00
Fiir¢:=1,..., P.Linge
Fir j:=i+1,..., P.Linge
Falls d(P[i], P[j]) < dmin dann
dmin := d(P[i], P[j])
a := (P[i], P[j])
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Fiir
Antworte a
Ende Prozedur

durchlaufen werden, damit hat dieser Algorithmus Laufzeit ©(n?).

Wir werden sehen, dass es moglich ist mit einem Algorithmus der dem teile-und-herrsche Prinzip
folgt (selbst im schlechtesten Fall) eine Laufzeit von O(nlogn) zu erreichen.

Sei P C R? eine endliche Menge von Punkten. Die Grundidee des Verfahrens ist wie folgt:

1. Aufteilung: Wir teilen das Problem entlang einer vertikalen Gerade, genauer: Sei x,, € R und
P=QWYRsodass |Q| = {@W, |R| = [@J, fir alle <§) € Q: z <z, und fiir alle (;j) € R:

T > .. Man beachte, dass sowohl P als auch @ Punkte mit z-Koordinate x,, enthalten kénnen.
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T — O Tm Ty, + 0

Abbildung 3.1: Kombination der Lésungen der Teilprobleme

2. Losung: Mit Hilfe rekursiver Aufrufe bestimmen wir das dichteste Punktepaar ¢1,q2 € Q
sowie das dichteste Punktepaar r1,r2 € R. Sei § = min{d(q1, g2),d(r1,72)}.

3. Kombination: Das dichteste Punktepaar von P ist nun entweder ¢, g2 oder r1,7r2 oder ein
Paar ¢, wobei ¢ € Q und r € R. Natiirlich kénnen wir jetzt nicht alle (quadratisch vielen)
Paare in Q X R durchsuchen wenn wir nur Laufzeit O(nlogn) verwenden wollen. Mit einer
kurzen Uberlegung kann man aber zeigen, dass es ausreicht linear viele Paare zu iiberpriifen.

Der Schliissel dazu ist, dass wir & bereits kennen. Falls ndmlich ein Paar ¢ = (gx) € Q,
Y

r=("*) € R das dichteste Punktepaar von P ist, muss ndmlich g;, s € [2y, — d, Ty + 0] sein,

r
d.h. dayss g und r in einem Schlauch der Breite 20 um =z, liegen. Weiters muss natiirlich auch
|gy —7y| < 0 sein. Also liegen ¢ und r in einem 26 x § groBen Rechteck das um die Gerade z = z,
zentriert ist. Dieses Rechteck stellen wir uns nun als unterteilt in 8 Zellen der Grofle g X % vor,
siehe Abbildung 3.1. Jeder der Zellen (als Produkt geschlossener Intervalle) auf der linken Seite

(von & = x,,) enthilt hochstens einen Punkt von Q: wiirde eine Zelle nimlich zwei Punkte

2 2
Analog dazu enthilt auch jede Zelle auf der rechten Seite hochstens einen Punkt von R. In

diesem Rechteck gibt es also hochstens 8 Punkte von P. Um alle fiir das dichteste in Frage
kommenden Punktepaare ¢ € Q,r € R zu iiberpriifen reicht es also, die Punkte im Schlauch
rund um die Gerade x = x,,, nach y-Koordinate zu sortieren und fiir jeden Punkt den Abstand
zu seinen 7 néchsten in der sortierten Liste zu iiberpriifen. Falls auf diese Weise ein Punktepaar
q € Q,r € Rmit d(q,7) < ¢ gefunden wird, so ist dieses das dichteste in P, falls nicht, dann ist
das dichteste Punktepaar in P je nachdem entweder ¢1, g2 oder 71, 79. Damit haben wir uns also
geometrisch davon iiberzeugt, dass diese Idee fiir einen teile-und-herrsche-Algorithmus sinnvoll
ist und wir kénnen uns an die konkrete Realisierung machen.

4}, 5 € Q enthalten, dann wire d(q}, ¢}) < (é)2 + (§)2 = % < § was ein Widerspruch ist.

Ein Aspekt der durch die obige Diskussion noch nicht vollstindig festgelegt ist, ist was passieren
soll wenn mehrere Punkte in P auf der Gerade z = z,, liegen. In solchen nicht-deterministischen
Situationen ist es hdufig niitzlich, eine einfach zu berechnende Determinisierung festzulegen.
Dazu definieren wir:
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Definition 3.1. Die lexikographische Ordnung <o auf R? ist festgelegt durch:

<$1> <lex <x2> genau dann wenn 1. z1 < x9 oder
n Y2

2. x1 = z9 und y; < Yo.

Wir schreiben < fiir die reflexive Hiille von <}, und beobachten, dass <jey eine totale Ordnung
auf R? ist. Wir kénnen die Aufteilung des Problems fiir die Menge P nun also deterministisch
spezifizieren als: Sei p,, € P, Q = {p € P | p <tex Pm}s B = {p € P | p >1ex Pm} so dass

Q| = {@-‘ und R = L@J . Dann ist z,, die z-Koordinate von p,,. Falls also mehrere Punkte in

P die z-Koordinate x,, haben gibt es auf der Gerade x = x,, einen Punkt so dass alle darunter
liegenden Punkte in @) sind und alle dariiber liegenden in R.

Wir benétigen also eine Darstellung der Punkte sortiert nach <., sowie eine in der die selben
Punkte nach y-Koordinate sortiert sind. Das kénnen wir erreichen, indem wir zwei Datenfel-
der verwenden die die selben Punkte enthalten: eines wird nach <j.y sortiert und eines nach
der y-Koordinate. Ein wichtiger Punkt ist nun dass wir es uns nicht leisten kénnen, nach der
Teilung erneut zu sortieren. Das wiirde in jedem Schritt Zeit O(nlogn) verbrauchen und um
eine Gesamtlaufzeit von O(nlogn) zu erreichen miissen wir in jedem Schritt mit Zeit O(n)
auskommen. Dieses Hindernis kann {iberwunden werden, indem wir diese beiden Sortierungen
einmal zu Beginn des Algorithmus (in Zeit O(nlogn)) berechnen und dann sicherstellen, dass
die Sortierung durch den gesamten Algorithmus hindurch beibehalten wird.

Zur Realisierung dieses Ansatzes bendtigen wir noch eine weitere Operation. Falls wir aus einer
Menge X alle Elemente z auswéhlen wollen, die eine Eigenschaft P(z) haben, dann schreiben
wir diese Menge als {x € X | P(z)}. Eine analoge Operation auf Datenfeldern kann wie folgt
definiert werden: Sei A ein Datenfeld, dann ist (z € A | P(z)) ein Datenfeld das alle Elemente
von A enthilt, die die Figenschaft P erfiillen und zwar in der Reihenfolge, in der sie in A
vorkommen. Algorithmus 9 fithrt diese Auswahl durch. Falls die Uberpriifung der Eigenschaft

Algorithmus 9 Auswahl aus einem Datenfeld
Prozedur AuswAHLp(A)
Sei B ein neues Datenfeld
ji=1
Firi=1,...,A.Linge
Falls P(A[i]) dann
Blj] = Alil
ji=74+1
Ende Falls
Ende Fiir
Antworte B
Ende Prozedur

P konstante Zeit erfordert (was iiblicherweise bei uns der Fall sein wird), dann 14uft dieser
Algorithmus in Zeit ©(n) wobei n = A.Ldnge.

Der gesamte Algorithmus zur Bestimmung des dichtesten Punktepaares kann als Pseudocode
wie in Algorithmus 10 geschrieben werden.

Fiir die Laufzeitanalyse von DPP-TH sei n = |P|. Die Laufzeit von DPP-TH ist O(nlogn) fir
das Sortieren plus der Laufzeit von DPP-TH-Rek. Fiir die Laufzeitkomplexitéit von DPP-TH-
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Algorithmus 10 Teile-und-herrsche Algorithmus fiir dichtestes Punktepaar

Prozedur DPP-TH(P)
P := P aufsteigend nach <jo, sortiert
P, := P aufsteigend nach y-Koordinate sortiert
Antworte DPP-TH-REK(P, P,)

Ende Prozedur

Prozedur DPP-TH-REK(P, P,)
Falls P.Ldinge < 3 dann
Antworte DPP-SUCHE(P)
Ende Falls

’7P Lange—‘
P, m]
Pim —l— 1 , Py.Lingel

Q
R =
Qy:=(peEPr|p <1ex Plm])
Ry <p € P | P >lex P[m]>

(q1,q2) :== DPP-TH-REK(Q, Q)
ry) := DPP-TH-REK(R, R,)

6 := min{d(q1, q2),d(r1,72)}

—~
3
—

Sy:=(p€Py| Plmlx —d <pax < Plm].x+9)
§1 ‘= (0,0)
s9 1= (00, 00)
Firi:=1,...,5,.Linge — 1
Fiir j :=¢+1,...,min{i + 7, S,.Linge}
Falls d(S,[i], Sy[j]) < d(s1,s2) dann
S1 = Sy[l]
s2 1= SylJ]
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Fiir

Falls d(s;, s2) < 6 dann
Antworte (s, s2)

sonst falls d(rq,72) < d(q1,¢2) dann
Antworte (r1,72)

sonst
Antworte (q1,¢2)

Ende Falls

Ende Prozedur
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Rek erhalten wir
ifn<3

O(1
T(n) = ( i n .
Diese Rekursionsgleichung ist beinahe identisch zu jener die wir aus Sortieren durch Verschmel-

zen erhalten haben. In der Tat gilt auch hier T'(n) = O(nlogn) wie wir in Kapitel 4 zeigen
werden. Somit ist auch die Laufzeit des Gesamtalgorithmus DPP-TH ©(nlogn).

Wir sehen also, dass die Kombinationsphase in einem teile-und-herrsche-Algorithmus durchaus
auch trickreicher sein kann als das beim Sortieren durch Verschmelzen der Fall ist.
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Kapitel 4

Rekursionsgleichungen

Eine Rekursionsgleichung definiert eine Folge (z,,)n>0 durch eine Gleichung, die z,, basierend
auf n und den x; mit ¢ < n definiert sowie hinreichend vielen Anfangswerten. Typischerweise
ist man daran interessiert, einen geschlossenen Ausdruck fiir x, zu finden, d.h. einen, in dem
keine x; mehr vorkommen.

Beispiel 4.1. Die bekannte Rekursionsgleichung
F,=F, 1+F, ofirn>2mit Fp =0und F; =1
definiert die Folge der Fibonacci-Zahlen 0,1,1,2,3,5,8,13,....

4.1 Lineare Rekursionsgleichungen erster Ordnung

Definition 4.1. Die Ordnung einer Rekursionsgleichung ist das kleinste k so dass die Definition
von x, von {Tp_1,...,Tn_r} abhingt.
So hat zum Beispiel die Fibonacci-Gleichung die Ordnung 2.

Definition 4.2. Eine lineare Rekursionsgleichung erster Ordnung ist eine Rekursionsgleichung
der Form
Ty = QpXp—1 + b, firn >1

mit festgelegten Anfangswert xg.
Beispiel 4.2. Die Rekursionsgleichung
Ty = Tp—1 + by firn > 1 mit 29 =0

hat als Losung z, = Y i b;.

Die Rekursionsgleichung
Ty = ApTp—1 fir n > 1 mit zg =1

hat als Losung x,, =[]/~ ;.
Diese beiden Beispiele konnen zu dem folgenden Resultat verallgemeinert werden:

Satz 4.1. Die Rekursionsgleichung x, = anTn_1 + by fiir n > 1 mit festgelegten Anfangswert

xg = bg hat die Lisung
n n
Tp — Z bi H aj.
i=0  j=i+1
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Beweis. Mit Induktion: Fir n = 0 gilt g = bg. Fiir n > 0 haben wir

n—1 n—1 n—1 n n n
Tp = QpnTp_1 + by = ap, E b; H a; | + b, = E b; H a; | + b, = E b; H a;.
i=0 =i+l i=0  j=it1 i=0 =i+l

4.2 Lineare Rekursionsgleichungen k-ter Ordnung

Wir wollen nun lineare Rekursionsgleichungen beliebiger Ordnung betrachten, schrinken uns
dabei aber auf den Fall konstanter Koeffizienten ein.

Definition 4.3. Eine homogene lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten k-ter
Ordnung ist von der Form

Ty = Che1Tp_1+ -+ coTp_p fiir n > k (4.1)

Falls die Konstanten co, ..., c;_1 Elemente eines Korpers K sind, kénnen wir die Rekursions-
gleichung (4.1) tiber diesem Korper K auffassen. Wir sagen dass (ay,)n>0 eine Losung von (4.1)
in K ist falls alle a,, € K sind und a,, = ¢x_1an_1 + - -+ + coap_; fir alle n > k. Wir definieren
K% = {(an)n>0 | an € K fiir alle n > 0} und stellen fest, dass K“ ein Vektorraum unendlicher
Dimension iiber K ist.

Lemma 4.1. Sei K ein Kdorper, seien co,...,cx—1 € K, dann ist die Lisungsmenge von (4.1)
i K ein Untervektorraum von K mit Dimension k.

Beweis. Klar ist, dass die Losungsmenge eine Teilmenge von K“ ist. Weiters ist die Losungsmenge
nicht leer, da z.B. (0),>0 eine Losung von (4.1) ist. Seien nun (ay)n>0, (bn)n>0 Losungen von
(4.1) und A\, i € K, dann ist fir n > k

Qn = Ck—10n—1 + ... + Coln—k,

bp = cp—1bp—1+ ...+ cobp_g,
und damit auch

Ay + pby = cp—1(Aap—1 + pbp—1) + ... + co(Aan—1 + pbp_1),

d.h. also auch (Aa, + pby)n>o0 ist eine Losung von (4.1) und damit ist die Losungsmenge ein

Unterraum von K“. Seien ag, . . ., ag—1 beliebig, dann ist (a,),>0 eindeutig bestimmt, und kann
geschrieben werden als (an)n>0 = apep + - - - + ax_1€ex—1 wobei e; € K* jene Losung von (4.1)
ist, die durch e; ; = d;; fiir j = 0,...,k — 1 bestimmt wird. Also ist eg,...,ex—1 Basis des
Losungsraums und damit ist seine Dimension k. O

Fiir den Spezialfall K = 1 und 29 = 1 von (4.1) haben wir in Beispiel 4.2 bereits festgestellt,
dass die Losung x,, = ¢ ist. Es liegt also nahe, Losungen von der Form (a™),>0 zu betrachten.
Fiir eine solche Losung gilt

Q" — 1" — =gk = 0.
fir alle n > k und insbesondere fiir n = k:

k k=1

Q¥ — cp_1 e —cra—cg = 0.

Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition:
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Definition 4.4. Das charakteristische Polynom der Rekursionsgleichung (4.1) ist

X(2) = 25— Ck:flzk_l — = C1Z2—Cg

Das heifit also: falls (a™),>¢ Losung von (4.1) ist, dann ist o Nullstelle von x(z). Es gilt auch
eine (stérkere) Implikation in die andere Richtung so dass wir das folgende Resultat erhalten:

Satz 4.2. Sei x(z) das charakteristische Polynom von (4.1) mit Nullstellen aq,...,a, und
Vielfachheiten my,...,m,. Dann ist {(n?a)y>0 | 1 < i < r,0 < j < m;} eine Basis des
Lésungsraums von (4.1).

Beweis. Sei « eine Nullstelle von x(z), dann ist

of = ck_lak_l +--+cia+cg

und nach Multiplikation mit a™*

k

n k+1+00an— .

Q" =cp_1a" N+ o

Somit ist (a™)p>0 eine Losung.

Sei o Doppelnullstelle von x(z), dann ist « auch Nullstelle von x’(z) und damit vom Polynom
¥(z) = (n — k)x(z) + 2x'(2). Nun ist aber

ax' (@) = ka® — (k= Dep_10* = - — 2c00% — ¢100 und
(n—k)x(a) = (n—k)a* — (n —k)ep_1aF 1 — . — (n — k)era — (n — k)co
und damit
Y(a) =na® — (n— D10t — oo — (n—k + Dera — (n— k)cp.

Nach Multiplikation mit o~ % erhalten wir

na® = (n — 1)ck_1a”71 — = (Tl —k+ 1)0104n7k+1 - (Tl - k)coanik

also ist auch (na"),>o eine Losung.

Falls « eine dreifache Nullstelle von x(z) ist, ist « eine Doppelnullstelle von (z) und wir
wenden die Abbildung x — v ein zweites Mal, diesmal auf v, an. Induktiv folgt damit: falls «
eine m-fache Nullstelle von x(z) ist, dann sind (a"),>0, (RQ™)n>0, - . ., (R™a™),>0 Losungen.

Diese k Losungen sind linear unabhéingig, also handelt es sich wegen Lemma 4.1 um eine Basis
des Losungsraums. O

Die allgemeine Losung von (4.1) hat also die Form
r m;—1
=S e
i=1 j=0

wobei die ¢; ; Konstanten sind, die von den Anfangswerten abhéngen.
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Beispiel 4.3. Mit Hilfe des obigen Satzes lésst sich leicht eine explizite Darstellung der Fibonacci-
Zahlen berechnen. Das charakteristische Polynom von F, = F,,_1 + F,,_g ist x(2) = 22 — 2z — 1.

Dieses hat die Nullstellen VB
1 /1 1++/5
Z1,2 = 5 + 1 +1= 9 ,

woraus sich die allgemeine Losung
1+V5) " 1—-v5\"
9 + co B

Fn261<

ergibt, wobei ¢; und ¢2 von den Anfangsbedingungen abhéingen. Fiir Fy = 0 und F; = 1 ergibt
sich das lineare Gleichungssystem

c1+cy=0
1+5 1-v5
=1
c1 ( 5 ) + 2 ( 5 )
fiir ¢; und co, das die Losung ¢; = %, Cco = —% hat. Wir erhalten also die Darstellung

o L (14vB)" 1 (1-VBY"
VB2 Vb 2
Bemerkung 4.1. Die obige Darstellung der Fibonacci-Zahlen ist nicht nur von rein theoretischem
Interesse, sie bietet auch einen effizienteren Algorithmus zur Berechnung von F;,. Der direkt auf
der Definition F,, = F,_1 + F,,_2 basierende Algorithmus benétigt ©(n) Zeit zur Berechnung
von F,. Zur Verwendung der obigen Darstellung muss im Wesentlichen a" (fiir a = LQ‘/B)
berechnet werden. Das ist in Zeit O(logn) wie folgt moglich: zunéichst berechnen wir a™ fiir
hinreichend viele Zweierpotenzen n, also a’,a',a? a*,a®,. ... Aus a' kann a? = (a*)? mit einer
einzigen Multiplikation berechnet werden. Wir schreiben dann n bindr und multiplizieren die

entsprechenden Potenzen, also z.B. (37);, = 100101 und damit a3 = a*?a%a’.

Zum Abschluss dieses Abschnitts iiber lineare Rekursionsgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten wollen wir nun auch noch den inhomogenen Fall betrachten. Dieser ist leicht zu behandeln.

Definition 4.5. Eine inhomogene lineare Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten
k-ter Ordnung ist von der Form

Ty = Clh1Tp—1+ -+ CoTp_p +d fiirn >k (4.2)

Satz 4.3. Sei K ein Korper, seien c,...,ck—1,d € K, dann hat (4.2) die Lésung (n)n>0
definiert durch x, = yn — % wobei C' = Zi‘:ol c; und Yy, tst Losung von

yn:xn+%fﬁr0§n<k

Yn = Ch—1Yky + - + CoYn—i flirn >k

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach n vor. Der Fall n < k folgt direkt aus der Definition von
T, und y,. Fiir n > k haben wir
d d
Tp = Ch1Tp-1 -+ + 0Tk +d=ck1(Yn—1— m) + -+ co(Yn—k — m) +d
d

+eet C d +d
= CL__ _ C L. — [ — P _
k—1Yk—1 0Yn—k C—1 Yn C_1
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4.3 Die Substitutionsmethode

Als Substitutionsmethode bezeichnet man die aus den folgenden beiden Schritten bestehende
Vorgehensweise zum Auflésen einer Rekursionsgleichung:

1. Errate die Form der Losung.

2. Beweise dass die Form korrekt ist.

Ublicherweise wird der zweite Schritt mit Induktion gemacht wobei die Verwendung der Induk-
tionshypothese die Form einer Substitution eines T-Terms durch die erratene rechte Seite hat.
Man verwendet dabei einen Losungsansatz mit unbekannten Konstanten und bestimmt diese
Konstanten erst im Lauf des zweiten Schritts (bzw. deren Existenz zu zeigen). Eine dhnliche Vor-
gehensweise (Beweisansatz mit unbekannten Konstanten, die erst nach Abschluss des Beweises
bestimmt werden) ist in vielen Situationen zum Beweis von Abschéitzungen niitzlich.

Beispiel 4.4. Eine etwas vereinfachte Variante der Rekursionsgleichung von Sortieren durch
Verschmelzen ist

T(n) = T( {gb T( LgJ) +n.

Wir wollen uns jetzt nicht mehr fiir die exakte Losung interessieren, sondern nur noch fiir eine
asymptotische Losung. Deswegen sind die konkreten Zahlenwerte eines endlichen Anfangs von
T irrelevant und werden gar nicht mehr angegeben. Zunéchst erraten wir die obere Schranke
T(n) = O(nlogn). Wir miissen also zeigen dass 3¢ > 03ng € NVn > ng : T'(n) < cnlogn. Die
Konstanten ¢ und ng lassen wir noch offen und setzen zu einem Induktionsbeweis an.

Beziiglich des Induktionsanfangs bemerken wir, dass die Funktion n — nlogn die Nullstellen 0
und 1 hat, danach ist sie positiv. Nachdem wir nicht garantieren kénnen dass 7'(0) = 7'(1) = 0

miissen wir uns auf ng > 2 einschrianken. Dann muss als Induktionsbasis ein hinreichend grofles

Intervall [ng, b] gewdhlt werden, so dass sowohl n {%] als auch n +— L%J, angewandt auf

n > b immer noch grofler gleich ng ist. Offensichtlich reicht dafiir b = 2ny. Damit schrinken wir
uns ein auf ¢ mit T'(m) < emlogm fir m € [ng, 2ng|.

Fiir den Induktionsschritt sei n > 2ng. Wir nehmen an dass T'(m) < cm log m fiir alle m € [ng, n|
und setzen an mit

T(n)<c {gw log [%W +c [%J log [gJ +n = (x).

Falls n = 2k, dann

(%) :cnlogg +n = cnlogn — cnlog2 + n.

=cnlogn —cn+n
Nun schrianken wir uns ein auf ¢ > 1 und erhalten damit
< cnlogn.
Falls n = 2k + 1, dann
() =c(k+1)log(k+ 1)+ cklogk +n <cnlog(k+1)+n
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unddak:%ist k+1:"T+1unddamit

1
+n=-cnlog(n+1) —cn+n.

n
= cnlog

Wir wollen (x) < cnlogn erreichen und miissen uns dazu wieder einschrénken auf ¢ > 1. Das
allein reicht aber noch nicht, der Term —cn muss zusétzlich zu n auch en(log(n + 1) — logn)
entfernen. Wir brauchen also ein ng so dass fiir alle n > ng gilt

enlog(n+1) —en+n < cenlogn, d.h.

1
log(n+1) — 1+ - <logn, d.h.
c

1
log(n+1) —logn <1— -, d.h.
c

n+1§1_1.
c

log
Wir miissen also ¢, ng finden so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. ng>2
2. VYm € [ng,2no[: T(m) < cmlogm
3.¢c>1

4. Vn22n0:log”7+1§1—%

Dazu wéhlen wir zuerst ein ¢ > 1, dann gibt es ng das 4. wahr macht da ¢ > 1 impliziert dass
1-— % > 0 und ”TH N 1 und damit log ”T'H N\ 0 fiir n — oo. Falls dieses ng zu klein war erhhen
wir es um ng > 2 zu erfiillen wodurch 4. beibehalten wird. Es bleibt noch, 2. zu erfiillen. Das
geschieht durch hinreichende Erhchung von ¢ bei gleichbleibendem ny und die Beobachtung
dass dadurch 1., 3. und 4. beibehalten werden.

Damit haben wir also gezeigt dass ¢ und ng existieren die den Bedingungen 1.-4. geniigen und
damit dass T'(n) = O(nlogn).

Beispiel 4.5. Sei
n

T(n) = T(bJ) T([gb +1.

Eine Vermutung ist 7'(n) = O(n), d.h. 3¢ > 03ng € NVn > ng : T(n) < cn. Auf direkte Weise
wiirde das zum folgenden Ansatz fiir den Induktionsschritt fiihren:

T(n)gc[gJ—kc[g—‘—Fl:cn—kl

Wir wollen T'(n) < cn erreichen was offensichtlich unméglich ist. Jetzt ist aber T'(n) = O(n)
trotzdem wahr was durch den folgenden, verbesserten, Ansatz auch gezeigt werden kann: dc >
0,d > 0,n9 € NVn >ng: T(n) < cn — d. Dann erhalten wir

n

T(n)Scng —d+c{

n

2-‘ —d+1=en—-2d+1<cn—-d

unter der Voraussetzung d > 1. Der Induktionsanfang wird wie oben behandelt und so erhilt
man 7'(n) = O(cn — d) = O(n).
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Abbildung 4.1: Rekursionsbaum von T'(n) = 27T'(5) + cn

4.4 Die Rekursionsbaummethode

Die Rekursionsbaummethode besteht im Aufzeichnen des durch eine Rekursionsgleichung in-
duzierten Rekursionsbaums sowie in der anschlieenden Summierung der im gesamten Baum
anfallenden Kosten. Sie wird oft verwendet, um zu einer Vermutung zu gelangen, die danach
mit der Substitutionsmethode bewiesen wird. Deshalb wird mit Rekursionsbdumen oft recht
ungenau gearbeitet, z.B. ldsst man die Rundungsoperatoren [-] und [-] weg oder man ersetzt
Ausdriicke wie ©(f(n)) durch cf(n).

Beispiel 4.6. Die Rekursion von Sortieren durch Verschmelzen war

B o(1) firn=1
T( )_{T(WQL—‘)‘FT(VQLD—F@(”) fﬁrnZQ'

Wir vereinfachen diese zu T'(n) = 2T'(%5) + cn und zeichnen den Rekursionsbaum auf, siche
Abbildung 4.1.

In der ersten Ebene, d.h. am Wurzelknoten, treten Kosten von cn auf. In der zweiten Ebene
treten an jedem Knoten Kosten von c§ auf. Da es in der zweiten Ebene zwei Knoten gibt, treten
insgesamt in der zweiten Ebene Kosten von cn auf. In der dritten Ebene gibt es vier Konten
mit Kosten jeweils ¢, also hat auch diese Ebene Kosten von cn, usw. Jede Ebene hat also
Kosten cn. Wie viele Ebenen gibt es? Bis n auf eine Konstante (z.B. konkret auf 1) reduziert
wurde bendétigen wir logn Ebenen. Der Rekursionsbaum ist also ein vollstdndiger Bindrbaum
der Tiefe logn wobei wir auch hier, im Sinne einer vereinfachenden Annahme, die Tatsache
vernachléssigen dass logn nicht notwendigerweise eine natiirliche Zahl ist und nicht klar ist was
mit einem Baum reeller Tiefe gemeint sein soll. Ein solcher Baum hat ©(n) Blétter. So kommen
wir also zur Vermutung 7'(n) = cnlogn + ©(n) = ©(nlogn).

Beispiel 4.7. Betrachten wir nun die vereinfachte Rekursionsgleichung

T(n) = 3T(%) + cn?
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Abbildung 4.2: Rekursionsbaum von T'(n) = 3T(%) + cn?

Der Rekursionsbaum fiir diese Gleichung ist in Abbildung 4.2 zu finden. Die erste Ebene hat Ko-
sten cn?, die zweite %ch, die dritte (%)2 cn? usw. Dieser Rekursionsbaum ist ein vollstéindiger
Baum der Aritdt 3 mit Tiefe log, n, er hat also 31°81™ = nl°843 Blitter. Nun beobachten wir

dass

logyn—1 ; ;
42 3 Z en? + nloge3 < on? i 3 Z + nloBed = op? L +nlo8a3 = O(n?)
i=0 16 i=0 16 1= 1%

und erhalten somit die Vermutung T'(n) = O(n?).

4.5 Die Mastermethode

Summenbildungen {iber Rekursionsbdume, wie sie in den beiden Beispielen im vorherigen Ab-
schnitt auftreten, folgen immer dem selben Muster. Wir werden nun einen allgemeinen Satz
iiber solche Summen beweisen, der dann erlaubt die Loésungen der allermeisten Teile-und-
herrsche Rekursionsgleichungen als Korollare zu erhalten. Dazu betrachten wir ag,a; € N mit
a=ag+a; >1,b>1 und eine Rekursionsgleichung der Form
n n

T(n) = aoT(| 7 |) + (|3 ]) + () (4.3)
Da wir uns nur fiir asymptotische Losungen interessieren, entfillt die Angabe von Anfangswer-
ten. Der Anfang des Rekursionsbaums der Gleichung (4.3) ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Um
das iterierte auf- und abrunden darzustellen verwenden wir Zeichenketten im Alphabet {0, 1}
wobei 0 fiir Abrunden und 1 fiir Aufrunden steht.

Definition 4.6. {0,1}* ist die Menge aller endlich langen aus 0 und 1 bestehenden Zeichen-
ketten (Wortern) inklusive dem Leerwort €. Die Lénge |w| eines Wortes w € {0,1}* ist die
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Abbildung 4.3: Anfang des Rekursionsbaums von Gleichung (4.3)

Anzahl der Zeichen aus denen w besteht. Die Liange des Leerwortes ist || = 0. Fiir w € {0,1}*
bezeichnet ng(w) die Anzahl von Nullern in w und n;(w) die Anzahl von Einsern in w. Fiir
einen Buchstaben z und ein i € N bezeichnet x* das Wort das aus i Vorkommen des Buchstaben
x besteht.

Definition 4.7. Sei b > 1. Wir definieren fiir n € N und w € {0,1}* die Zahl n,, € N als

n falls w = ¢
Ny = L"T”J falls w = Ov
[Ze] falls w = 1v

Jeder Knoten im Baum entspricht also T angewandt auf ein bestimmtes n,. Ein w kommt
no(w) n1(w)

im Baum an a; " “a, vielen Stellen vor. Die lokalen Kosten an einem Knoten der T'(n,,)

entspricht sind f(n,,). Wir wollen diese lokalen Kosten iiber alle Knoten im Baum summieren.

Wie tief ist dieser Baum? Falls n eine Potenz von b ist, und somit niemals gerundet wird, ist
klar: nach log, n Schritten in die Tiefe ist T'(1) erreicht. Aber auch der Fall wo n keine Potenz
von b ist, ist nicht wesentlich komplizierter: n,, verhélt sich bis auf eine additive Konstante so
wie or, siehe Abbildung 4.4.

Lemma 4.2. Sei b > 1, dann existiert ein ¢ > 0 so dass fir alle n € N und w € {0,1}*:

n n
W—c<nw<m+c.

Beweis. Sei |w| = j, dann ist ng; < ny, < ny;. Wir behaupten weiters dass
n i 1 n i1 1
nojzbj—;bl und nlygb]‘f';bz

Wir zeigen die Ungleichung fiir n,; mit Induktion nach j. Falls j = 0, dann ist n = n. Fiir den
Induktionsschritt gilt

J J
[ 15 IH n 1 B 1
mon = || <L (b Zob>“ ey Zz?

43



n +C

[
ANNANNANAAN S Y

nf —_—
blwl

Cc

Abbildung 4.4: Tllustration von Lemma 4.2 fiir w € {0,1}/

Analog dazu wird die Ungleichung fiir ng; gezeigt. Das Resultat folgt nun aus

1 /1 1 b
ZMZ(b) -1 p-1 °©
1=0 1=0 b
g
Fiir die Tiefe d(n) des Baums kénnen wir nun eine beliebige Funktion wihlen, die ;75 = ©(1)

erfiillt. Dann ist namlich nach Lemma 4.2 auch fiir alle w € {0,1}%™ erreicht dass n,, = (1)
und damit auch fiir alle w € {0,1}4™ dass T'(n,) = ©(1). Wir setzen d(n) = |logyn| und
beobachten dass 77 = ©(1). Dementsprechend definieren wir die Indizes der inneren Knoten

und die Indizes der Blattknoten als:

Definition 4.8. X;(n) = {0, 1}§d(")’1 und Xpg(n) = {0, 1}d(n)'

Die Kosten des gesamten Baums setzen sich zusammen aus den Kosten an den inneren Knoten
2 we X (n) a(r)zo(w)a;n(w) f(nw) und den Kosten an den Blittern. Jedes Blatt verursacht konstante
Kosten. Fiir die Bestimmung der Anzahl der Blatter spielt der Unterschied zwischen ag und
a1 keine Rolle und somit kénnen wir zu diesem Zweck den Baum als vollstdndigen Baum der
Aritét @ mit Tiefe d(n) betrachten. Dieser hat o™ = gllogs "] = @(a!°% ™) = ©(n'°% *) Blitter.
Also erhalten wir

T(n) — @(nlogb a) + Z (Igo(w)a?l(w)f(nw)-

weXr(n)

fiir die Summe iiber den gesamten Baum.

Eine weitere niitzliche Beobachtung ist: Falls wir eine Funktion ¢ schichtweise summieren wollen
die nur von der Lange von w, nicht aber von w selbst abhéngt, dann spielt der Unterschied zwi-
schen ag und a; ebenfalls keine Rolle und wir kénnen ebenfalls den Baum als einen vollsténdigen
Baum mit Aritdt a betrachten und entsprechend aufsummieren, d.h.

S ap™a () = dlp(j).
we{0,1}J
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Damit ist also

d(n)—1

S ap"™a e(w) = 3 alel
weXr(n) 7=0

Satz 4.4 (Master-Theorem fiir Teile-und-herrsche-Rekursionsgleichungen). Seien ag,a; € N
mita =ao+ay > 1, seib>1 und sei f: N = R>g. Dann hat die Rekursionsgleichung

T(n) = aoT(| 3 ) + aaT(|3]) + f(m)
die folgende asymptotische Losung.
1. Falls f(n) = O(n'°&2=%) fiir ein e > 0, dann T(n) = O(n'°8 ).
2. Falls f(n) = ©(n'°& %), dann T(n) = O(n'° *logn).

3. Falls es ein ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle bis auf endlich viele n € N die Ungleichung
aof(L%J) + alf((%b < cf(n) gilt, dann ist f(n) = Q(nlogb ate) fiir ein e > 0 und T'(n) =
O(f(n)).

Wie man sehen kann ist fiir dieses Resultat vor allem a wesentlich, ag und a; spielen eine
untergeordnete Rolle. Deshalb werden solche Rekursionsgleichungen oft auch geschrieben als
T(n) = aT(%) + f(n) wobei jedes der a Vorkommen von % fiir [%] oder | %] steht.

no(w) ni(w)

Beweis. Sei g(n) =3 e x,(n ao a; " f(ny). In Fall 1 haben wir
(w) 1(w) log,a—e | no(w) ni(w) (N logy, a—e
wEXI(n weXr(n)

n

weil n,, = 6O( b|

+or) und weiters

d(n)—1 logb a—e d(n)—1 a j
_ log, a—
=0 CL] =0 | no5ee Z <blogb a75>
j=0 j=0
. ped(n) _ 1
log;, a— _ log, a—
( o8b : (be)] — O (n 8p sbs—l>
log,7 a—e s — ( log;, a)

weil b4 = @(n) Insgesamt erhalten wir also 7'(n) = ©(n'%8 %) + O(n'°8 @) = O(n'°er2).
In Fall 2 haben wir

(w) ni(w) logya no(w n n \logya
g(n) =© ag 11 gt | = Z o "apt (W)
wEX[( ) wEXI( )

weil n,, = O(5f57) und weiters

d(n)—1 d(n)—1

PN a9< )logba _o log, a Z (ﬁ%)j

j=0 Jj=0

=0 (nlogb “d(n)) = O(n'°% *log, n) = O(n'°%*log n).
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Insgesamt erhalten wir also T'(n) = ©(n'°8 %) + ©(nl°& ¢ logn) = O(n'°8 *logn).

In Fall 3ist ¢f(n) > aof(|%])+ a1 f([%]) fiir alle n > ng. Sei nun do(n) = d(n) —p wobei p € N
so gewihlt ist, dass > ng fiir alle n > ng. Auflerdem ist = O(1). Sei n > ng. Wir
zeigen zunéchst

_n__ _n
bdo(n) pdo ()

drm) > Y ap?™at™ f(ny) fir j =0,...,do(n) (*)
we{0,1}

mit Induktion nach j. Falls j = 0, dann ist f(n) = f(n.). Fiir den Induktionsschritt haben wir

rmyze Y ag™a ™ ) > Y g™ a ™ (a0 f (now) + a1 f(n1w))
we{0,1} we{0,1}

= > a ().

ve{0,1}5+1

Dann ist ¢% f(n) > > we {0,139 agﬂ(w)a?l(w)f(nw), da aber 77w = O(1) ist wegen Lem-
ma 4.2 auch min{f(ny,) | w € {0,1}%} eine Konstante ¢ und somit ¢ f(n) > gad™.
Damit erhalten wir

f(n) >q (%) sl r_ S} ((Z)logbn> — O(nloe ¢,

Nun ist '8 ¢ = plogsa—logyc yund da ¢ < 1 war ist log, ¢ < 0, also ist f(n) = Q(nl°% 9+€) fiir
e =—logya > 0.

Es bleibt zu zeigen dass g(n) = O(f(n)). Zunéchst einmal ist klar dass g(n) = Q(f(n)) da f(n) =
f(ne) ja ein Summand von g(n) ist. Fiir die andere Richtung betrachten wir den Rekursionsbaum
bis zur Tiefe dg(n). Die Anzahl von Bléttern ist a% (™) = gllogsnl=p — @(glogs ") = ©(n!°% %), Fiir
j € {do(n),...,d(n) — 1} haben wir: Yw € {0,1}: ;7 = O(1), also Yw € {0,1}7: n,, = O(1),
also Yw € {0,1}7: f(n,) = O(1). Weiters ist die Anzahl der f(n,,)-Summanden an einem Blatt
der Tiefe dp(n) konstant. Also sind die Kosten an einem Blatt der Tiefe dy(n) konstant und wir

erhalten:

-1 do(n)—1
g(n) — logba Z Z n (w) nl(w f(nw) < @(nlogba) + Z c7f(n)
Jj=0 we{o 1} j=0
lo ba lo ba 1 —
<O ) + f(n an O ) + ——f(n) = 6(f(n))

da f(n) = Q(n'°8**%) fiir ein ¢ > 0. Also ist g(n) = O(f(n)). Insgesamt erhalten wir also
T(n) = ©(n'°# ) + O(f(n)) = O(f(n)). O

Korollar 4.1. Die Rekursionsgleichung

n

T(n) = T( bJ) +1( {g]) +0(n)

die sowohl die Laufzeit von Sortieren durch Verschmelzen als auch jene von unserem Teile-und-
herrsche Algorithmus fiir das dichteste Punktepaar beschreibt hat die Lisung T'(n) = O(nlogn).

Beweis. In der Notation des master-Theorems gilt a = b = 2 und es trifft der zweite Fall zu.
Die Losung ist also ©(n!°% ?logn) = O(nlogn). O
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Korollar 4.2. Die Rekursionsgleichung
T(n) = 8T(3) + O(n?)

die die Laufzeit des einfachen rekursiven Algorithmus zur Matrizmultiplikation beschreibt hat
die Losung T(n) = ©(n3).

Beweis. In der Notation des master-Theorems ist a = 8,b = 2 und es trifft der erste Fall zu da
n? = O(n®>9) fiir ein £ > 0. Die Losung ist also ©(n!°# %) = O(n?). O

Korollar 4.3. Die Rekursionsgleichung
n

T(n)= 7T(2

) +O(n?)

die die Laufzeit des Strassen-Algorithmus zur Matrizmultiplikation beschreibt hat die Lisung

T(n) = O(n>807),

Beweis. In der Notation des master-Theorems ist a = 7,b = 2. Es ist logy 7 = 2,807.... Dan? =
O(n?807—#) fiir ein € > 0 trifft der erste Fall zu. Die Losung ist also ©(n'°8¢) = ©(n2897). [

Beispiel 4.8. Auf die Rekursionsgleichung

T(n) = T( gJ) T( [gb +nlogn
ist das master-Theorem in dieser Form nicht anwendbar. Es ist ndmlich a = b = 2, so dass nlogn
mit n verglichen werden muss. Nun ist aber nlogn # ©(n), nlogn # Q(n'*¢) sowie nlogn #
O(n'~¢). Damit trifft keiner der Fille des master-Theorems zu. Diese Rekursionsgleichung hat
die asymptotische Losung T'(n) = ©(nlog? n).
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Kapitel 5

Datenstrukturen

In diesem Kapitel werden wir uns mit Datenstrukturen beschéftigen. Eine Datenstruktur ist eine
Struktur zur Speicherung und Organisation von Daten, die typischerweise gewisse Operationen
(auf effiziente Weise) zur Verfiigung stellt. Eine einfache Datenstruktur, das Datenfeld, haben
wir bereits kennengelernt. Es erlaubt Lese- und Schreibzugriff auf ein beliebiges Element dessen
Index bekannt ist in konstanter Zeit. Algorithmen und Datenstrukturen gehen Hand in Hand:
jede Datenstruktur benotigt Algorithmen, welche die gewiinschten Operationen zur Verfiigung
stellen und umgekehrt: oft sind gewisse Datenstrukturen notwendig, damit ein Algorithmus
eine bestimmte Laufzeit erreicht. So haben wir zum Beispiel im teile-und-herrsche Algorithmus
zur Losung des dichtesten Punktepaarproblems (Algorithmus 10) eine Menge auf eine Weise
reprisentiert, die das Durchlaufen anhand zweier unterschiedlicher Ordnungen erlaubt hat. Auch
diese Représentation kann als Datenstruktur betrachtet werden.

Datenstrukturen sind dariiber hinaus auch deswegen von grofler Bedeutung in der Informatik,
weil die Betrachtung von Berechnungsproblemen und Algorithmen als Losungen dieser zwar fiir
viele aber bei weitem nicht fiir alle Anwendungen adéquat ist. Oft befindet man sich in der
Praxis in einer Situation die dynamisch ist, also nicht durch eine Eingabe-Ausgabe-Relation
vollstdndig beschrieben werden kann.

5.1 Das Worterbuchproblem

In diesem Abschnitt wollen wir das Worterbuchproblem betrachten. Das Worterbuchproblem
besteht darin eine moglichst effiziente Organisation einer endlichen Menge von Datensétzen zu
finden die abgefragt und veréndert(!) werden kann. Wir nehmen dabei an, dass jeder Datensatz
D durch einen eindeutigen Schliissel D.z identifiziert wird. Wir wollen, dass unser Worterbuch
M zumindest die folgenden Operationen unterstiitzt:

1. M.Suche(zx) gibt jenes D aus M zuriick dessen Schliissel z ist falls es existiert.
2. M.FEinfiigen(D) fiigt den neuen Datensatz D zu M hinzu.
3. M.Ldschen(z) entfernt den Datensatz mit Schliissel x aus M.

Zum Beispiel kénnte man an einer Représentation aller Studenten dieser Universitét interessiert
sein. Diese Menge verdndert sich im Laufe der Zeit. Die Matrikelnummer kann als eindeutiger
Schliissel dienen. Als Losung fiir das Worterbuchproblem erwarten wir eine geeignete Daten-
struktur gemeinsam mit zumindest drei Algorithmen, die die oben beschriebenen Operationen
(moglichst effizient) durchfiihren.
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Die einfachste Art ein solches Worterbuch zu realisieren besteht darin, M als Datenfeld aufzu-
fassen. Die Laufzeitkomplexitét der Operationen (wobei n = |M]|) ist dann wie folgt:

1. M.Suche(x) bendtigt Zeit O(n), d.h. genauer: ©(n) im schlechtesten Fall und ©(1) im
besten Fall.

2. M.Einfigen(D) benétigt Zeit ©(n) da sichergestellt werden muss, dass kein Duplikat er-
zeugt wird und dafiir im schlechtesten Fall (D.z existiert noch nicht) das gesamte Datenfeld
durchlaufen werden muss.

3. M.Léschen(x) bendtigt Zeit O(n) da D mit D.x = x zunichst gefunden werden muss und
dann das Datenfeld verkiirzt werden muss.

Eine bessere Darstellung von M besteht darin, ein nach Schliissel (aufsteigend) sortiertes Da-
tenfeld zu verwenden. Dann haben wir die folgenden Operationen:

1. M.Suche(x) in Zeit O(logn) mit binérer Suche (engl. binary search), sieche Algorithmus 11.
2. M.Einfigen(D) in Zeit ©(n) da das Datenfeld verliangert werden muss.

3. M.Léschen(z) in Zeit ©(n) da das Datenfeld verkiirzt werden muss.

Algorithmus 11 Binére Suche
Prozedur BSUCHE(A, x)
Antworte BSUCHEREK(A, z, 1, A. Linge)
Ende Prozedur

Prozedur BSUCHEREK(A, z,1,7)
Falls [ > r dann
Antworte “nicht gefunden”
sonst
m = 457
Falls A[m| = z dann
Antworte m
sonst falls A[m] < z dann
Antworte BSUCHEREK (A, z,m + 1,7)
sonst > Alm| > x
Antworte BSUCHEREK (A, z,l,m — 1)
Ende Falls
Ende Falls
Ende Prozedur

Mit einem sortierten Datenfeld ist die Suche also effizient, Anderung hingegen nicht.

Eine Datenstruktur in der lokale Anderungen auf effiziente Weise gemacht werden kénnen sind
verkettete Listen. Hier unterscheidet man zwischen einfach verketteten und doppelt verketteten
Listen. Die Grundidee ist, dass die Elemente einer Liste jeweils einzeln an einer beliebigen Stelle
im Speicher abgelegt werden und jedes Element auf das niichste (einfache Verkettung) bzw. auf
das niichste und das vorherige verweist (doppelte Verkettung). Diese Verweise auf Speicherpo-
sitionen werden als Zeiger (engl. pointer) bezeichnet. Ein Zeiger verweist entweder auf einen
bestimmten Ort im Speicher oder er hat den Wert NIL, den Nullzeiger. Realisiert wird ein
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einzelner Knoten durch ein Tupel v (fiir Vertex), dessen Elemente im Fall einer einfach verket-
teten Liste v.D und v.ndchster sind, im Fall einer doppelt verketteten Liste v.D, v.ndchster und
v.vorheriger sind. Der Vorteil einer doppelt verketteten Liste gegeniiber einer einfach verkette-
ten besteht darin, dass sie in beide Richtungen durchlaufen werden kann, ihr Nachteil darin,
dass sie (konstant) mehr Speicherplatz benotigt. Doppelt verkettete Listen erlauben Einfiigen
und l6schen in konstanter Zeit durch Umsetzen der pointer Eine doppelt verkette Liste als
Darstellung von M erlaubt die folgenden Operationen:

1. M.Suche(x) bendtigt Zeit O(n) genauer: ©(n) im schlechtesten Fall, ©(1) im besten Fall
und O(n) im Durchschnittsfall.

2. M.Einfigen(D) in Zeit ©(n) da sichergestellt werden muss, dass kein Duplikat erzeugt
wird

3. M.Léschen(zx) wie die Suche in Zeit O(n) da D mit D.z = x gefunden werden muss.

Doppelt verkettete Listen erlauben zusétzlich noch die folgenden effizienten Operationen:

1. M.Einfigen(D) in Zeit ©(1) unter der Annahme dass D noch nicht in M vorkommt.

2’. M.Léschen(v) in Zeit ©(1) durch Umsetzen der Zeiger unter der Voraussetzung dass v ein
Element von M ist.

Bei verketteten Listen ist zwar im Vergleich zum unsortierten Datenfeld nichts gewonnen was die
Suche angeht, allerdings erhalten wir bei den dynamischen Operationen Einfiigen und Loschen
neue Moglichkeiten.

5.2 Suchbiume

Eine gute Losung fiir das Worterbuchproblem besteht in der Verwendung von Suchbdumen. Ein
bindrer Baum wird im Speicher, dhnlich einer verketteten Liste, so abgelegt, dass jeder Knoten,
zusétzlich zu seinem eigentlichen Inhalt dem Datensatz, noch zwei Zeiger enthélt: einen auf das
linke Kind und einen auf das rechte Kind. Wir schreiben dafiir v.D, v.links und v.rechts. Fir
Blatter werden diese beiden Zeiger auf NIL gesetzt.

Definition 5.1. Ein Suchbaum ist ein Baum der die folgende Suchbaumeigenschaft hat: fiir alle
Knoten v gilt:

1. Fiir jeden Knoten w im linken Teilbaum von v gilt: w.D.z < v.D.x.

2. Fiir jeden Knoten w im rechten Teilbaum von v gilt: w.D.x > v.D.x.

Die Suche in einem Suchbaum funktioniert dann wie in Algorithmus 12 beschrieben. Man be-
achte die Ahnlichkeit dieses Algorithmus zur binéiren Suche in einem sortierten Datenfeld. Algo-
rithmus 12 hat Laufzeitkomplexitit O(h) wobei h die Hohe, d.h. die Lénge des lingsten Pfades,
des Baums ist.

Die Liste aller Elemente die der Suchbaum enthélt kann in aufsteigender Reihenfolge ausgegeben
werden, indem er in symmetrischer Reihenfolge (engl. inorder) durchlaufen wird, also zuerst der
linke Teilbaum, dann der aktuelle Knoten, dann der rechte Teilbaum, siehe Algorithmus 13.

Ein einfacher Algorithmus zum Einfiigen eines Elements D ist in Algorithmus 14 angegeben.
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Algorithmus 12 Suche in einem Suchbaum

Prozedur SUCHE(v, x)
Falls v = NIL dann
Antworte “nicht gefunden”
sonst falls v.D.z = x dann
Antworte v.D
sonst falls v.D.z < x dann
Antworte SUCHE(v.rechts, x)
sonst
Antworte SUCHE(v.links, x)
Ende Falls
Ende Prozedur

>v.D.x>x

Algorithmus 13 Durchlaufen eines Suchbaums in symmetrischer Reihenfolge

Prozedur SBAUSGABE(v)
Falls v # NIL dann
SBAUSGABE(v.links)
AUSGABE(v.D)
SBAUSGABE(v.rechts)
Ende Falls
Ende Prozedur

Algorithmus 14 Einfiigen in einen Suchbaum

Prozedur EINFUGEN(v, D)
Falls v = NIL dann
Sei vg neuer Knoten
vo.D =D
vo.links := NIL
vo.rechts := NIL
Antworte v
sonst falls v.D.z = D.x dann
Antworte “Schliissel existiert bereits
sonst falls v.D.z < D.x dann
v.rechts := EINFUGEN(v.rechts, D)
Antworte v
sonst
v.links := EINFUGEN(v.links, D)
Antworte v
Ende Falls
Ende Prozedur

”

> Leerer Suchbaum wird initialisiert

>v.D.x > D.x

Die Vorgehensweise zum Loschen eines Elements wird am besten zunéchst an einem Beispiel illu-
striert. Angenommen wir wollen aus dem in Abbildung 5.1 angegebenen Suchbaum das Element
mit dem Schliissel 3 16schen. Dann wird dadurch zunéchst einmal die Baumstruktur zerstort
und wir erhalten den in Abbildung 5.2 angegebenen Suchbaum. Eine konservative Methode
zur Wiederherstellung eines Suchbaums, d.h. eine die moglichst wenig verédndert, besteht darin,
ein geeignetes Element an die entstandene Liicke zu verschieben. Dafiir geeignete Element sind
einerseits das Maximum im linken Teilbaum von 3 sowie andererseits das Minimum im rechten
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Abbildung 5.1: Suchbaum

Abbildung 5.2: Suchbaum nach Léschung von 3
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Abbildung 5.3: Suchbaum nach Ersetzung von 3 durch 2

Teilbaum von 3. Wenn wir uns fiir das Maximum m des linken Teilbaums entscheiden und an
die Stelle des geloschten Elements setzen sind danach alle Schliissel im neuen linken Teilbaum
kleiner als m und alle Schliissel im rechten Teilbaum sind gréfer als m da sie ja grofer als das
geloschte Element waren und dieses wiederum grofier als m. Das Argument fiir das Minimum
des rechten Teilbaums ist analog. In unserem Beispiel erhalten wir also den in Abbildung 5.3
angegebenen Suchbaum. Als Pseudocode ist sieht dieser Algorithmus wie folgt aus:

Algorithmus 15 Loschen aus einem Suchbaum
Prozedur LOSCHEN(v, z)
Falls v = NIL dann
Antworte “nicht gefunden”
sonst falls v.D.x = x dann
Antworte LOSCHEWURZEL(v)
sonst falls v.D.x < x dann
v.rechts := LOSCHEN (v.rechts, )
Antworte v
sonst >v.Dax >z
v.links := LOSCHEN (v.links, x)
Antworte v
Ende Falls
Ende Prozedur
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Algorithmus 16 Loschen der Wurzel aus einem Suchbaum
Prozedur LOSCHEWURZEL(v)

Falls v.links # NiL dann
(Dmax, v1) = EXTRAHIEREMAX (v.links)
Sei v’ neuer Knoten
v'.D := Dax
v . links := vy
v'.rechts := v.rechts
Antworte v’

sonst falls v.rechts # NIL dann
(Din, vr) := EXTRAHIEREMIN (v.rechts)
Sei v’ neuer Knoten
’l)/.D = Dmin
v’ links = v.links
v’ .rechts == v,
Antworte v’

sonst > v ist ein Blattknoten
Antworte NIL

Ende Falls

Ende Prozedur

Algorithmus 17 Finde und 16sche Minimum aus Suchbaum
Prozedur EXTRAHIEREMIN(v)
Falls v = NIiL dann
Antworte “Minimum nicht definiert”

sonst falls v.links = NIL dann > v ist Minimum
Antworte (v.D,v.rechts)
sonst

(Dmin, v;) :== EXTRAHIEREMIN (v.links)
v.links == v
Antworte (Dyyin, v)
Ende Falls
Ende Prozedur

Insgesamt erhalten wir also die folgenden Laufzeitkomplexitéten fiir die Implementierung eines
Worterbuchs als Suchbaum:

1. M.Einfiigen(D) in Zeit O(h)
2. M.Léschen(z) in Zeit O(h)

3. M.Suche(x) in Zeit O(h)

wobei h die Hohe des Baums ist. Das fiihrt zur Frage: Was ist die Hohe des Baums?

Im schlechtesten Fall hat der Baum eine lineare Struktur. Das geschieht wenn die Elemente von
M in (aufsteigend oder absteigend) sortierter Reihenfolge eingefiigt werden. Dann ist h = n =
|M]. Im besten Fall ist der Baum ein fast vollsténdiger Bindrbaum, d.h. alle Schichten bis auf
die letzte sind vollstdndig. In diesem Fall ist h = ©(logn).
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Wir wollen jetzt auch (einen) Durchschnittsfall analysieren. Auch hier ist a priori nicht klar
welche Wahrscheinlichkeitsverteilung betrachtet werden soll. Wir entscheiden uns fiir die fol-
gende Anwendung: ein Suchbaum wird aus einer Liste Dy, ..., D, mit paarweise verschiedenen
Schliisseln mittels der Einfiige-Operation aufgebaut. Danach veréndert er sich nicht mehr und
wir suchen nach Elementen aus der Eingabeliste. Wir interessieren uns also fiir die durchschnitt-
lichen Kosten einer Such-Operation. Nachdem es fiir diese Anwendung nur auf die Reihenfol-
ge der Schliissel ankommt, reicht es darauf eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu definieren.
Ahnlich wie bei unserer Analyse von Sortieralgorithmen nehmen wir an, dass jede Permutation
der Schliissel die gleiche Wahrscheinlichkeit % hat (Permutationsmodell). Diese Annahme hat
tibrigens nicht zur Folge dass jeder Baum mit n Knoten gleich wahrscheinlich ist, da verschiedene
Permutationen den selben Baum erzeugen.

Bevor wir mit der Analyse beginnen ist es niitzlich noch einige Begriffe fiir Baume einzufiihren:
Die Tiefe d(v) eines Knoten v in einem Baum 7 ist die Anzahl der Kanten auf dem eindeutigen
Pfad von v zur Wurzel von T'. Die Anzahl der Schliisselvergleiche die zum Auffinden eines
Knotens v notwendig sind ist d(v) + 1. Fiir einen Baum 7" = (V, E) definieren wir die Pfadlinge

L(T) von T durch L(T) = 3 .y (d(v) + 1). Die durchschnittlichen Kosten fiir die Suche eines

in T vorhandenen Schliissels in T belaufen sich auf L(T) = LI)

7

hat zum Beispiel d(2) =1, d(5) =2,L(T) =1+24+2+3+3=11und L(T) = ¥ =2.2.

Beispiel 5.1. Der Baum

Satz 5.1. Im Permutationsmodell ist der Erwartungswert der Kosten einer Such-Operation
O(logn).

Beweis. Sei T ein Baum. Falls T leer ist, dann ist L(7") = 0. Falls T nicht leer ist, sei 7] dessen
linker Teilbaum und 7T} dessen rechter Teilbaum. Dann ist

L(T) =L(N0) + || + L(Ty) + |T:| + 1 = L(K) + L(T) + [T (*)

Dem Permutationsmodell entsprechend wéhlen wir uniform verteilt eine Eingabepermutation
m von n Datensétzen mit paarweise unterschiedlichen Schliisseln. Diese Eingabepermutation
induziert einen Suchbaum 7 mit Pfadliange L(T}). Wir schreiben EL(n) fiir den Erwartungswert
der Pfadléinge von T5.

Das erste Element der Eingabepermutation ist die Wurzel des Baums. Der linke Teilbaum
der Wurzel wird so viele Elemente enthalten wie es D; in der Eingabepermutation gibt deren
Schliissel kleiner als der der Wurzel ist, der rechte Teilbaum so viele Elemente wie es D; gibt de-
ren Schliissel grofer ist. Nachdem die Eingabepermutation zuféllig war, ist fiir alle k € {1,...,n}
die Wahrscheinlichkeit dass das erste Element den k-t-grofiten Schliissel in Dy, ..., D, hat %
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Mit (*) erhalten wir also EL(0) = 0 und, fir n > 1:

EL(n) = % i(EL(k: 1) 4+ EL(n — k) +n)
k=1

=n+ = (ZEL —-1) +ZELn— )
:n+%ZEL(k)
k=0

Wir haben also

nEL(n) = n +QZEL

n—2
(n—1EL(n—1) = (n—1)*+2) EL(k)
k=0
nEL(n) — (n — 1)EL(n — 1) =2n — 1+ 2EL(n — 1) und
EL(n) — 2”7: Ly ”Z LEL(n—1).

Somit ist EL(n) durch eine lineare Rekursionsgleichung erster Ordnung gegeben. Also

EL(n) _Satz 4.1 i 20 — H .] + 1 1) i Zfz—’__ 11)
i=1 =1

Jj=i+1

(izﬂ_i ) (n+1) (ni1+§:§_l>

=2(n+1)H, —3n

wobei H, =Y " | % die n-te harmonische Zahl ist. Die n-te harmonische Zahl kann abgeschétzt
werden durch H, = Inn +~ + O(%) wobei v die Euler-Mascheroni Konstante ist und einen

Wert von 0,577... hat. Wir erhalten also EL(n) = O(nlnn) = O(nlogn) und damit %(") =
O(logn). O

Suchbédume verhalten sich also (im Permutationsmodell) im Durchschnittsfall so wie im besten
Fall (anders als das beim Einfiigesortieren, sh. Kapitel 1, der Fall war). Die Verwendung von
Suchbdumen zur Losung des Worterbuchproblems ist noch nicht vollig zufriedenstellend. Wir
wiirden das Worterbuchproblem gerne mit Operationen l6sen die auch im schlechtesten Fall
logarithmisch sind, umso mehr als der schlechteste Fall eine sortierte Eingabe ist (was in vielen
Anwendungen mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als % auftritt).

Auf Basis von Suchbdumen ldsst sich auch leicht ein einfaches Sortierverfahren angeben: ein ge-
gebenes Datenfeld A wird sortiert durch 1. einen Aufbau eines Suchbaums fiir A durch wieder-
holten Einfiigen in den leeren Baum sowie 2. den Durchlauf dieses Suchbaums in symmetrischer
Reihenfolge, siehe Algorithmus 13. Der zweite Schritt benotigt Laufzeit ©(n). Der erste Schrtt
benétigt im schlechtestn Fall Laufzeit O(n?).
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5.3 AVL-Baume

In diesem Abschnitt werden wir AVL-Baume betrachten, die auf Adelson-Velskij und Landis
zuriickgehen. Mit diesen ist es moglich das Worterbuchproblem so zu 16sen, dass alle drei Ope-
rationen, selbst im schlechtesten Fall, eine logarithmische Laufzeit haben. Dazu benttigen wir
noch einige vorbereitende Begriffe und Beobachtungen.

Die Héhe h(v) eines Knotens v ist die maximale Anzahl von Knoten auf einem Pfad von v zu
einem Blatt. Die Hohe des leeren Baums ist 0. Die Hohe eines nicht-leeren Baums ist die Hohe
seiner Wurzel und damit > 1.

Definition 5.2. Sei T' ein Suchbaum, v ein Knoten in 7', T} der linke Teilbaum von v und T}
der rechte Teilbaum von v. Dann ist der Balancegrad von v definiert als bal(v) = h(7};) — h(T}).
Ein Suchbaum T heifit balanciert falls fiir jeden Knoten v von T gilt: |bal(v)| < 1.

Satz 5.2. Ein balancierter Baum mit n Knoten hat Hohe ©(logn).

Beweis. Ein balancierter Baum mit Hohe h und maximaler Anzahl von Knoten ist der vollstindige
Bindrbaum. Dieser hat n = ©(2") Knoten. Fiir einen beliebigen balancierten Baum ist also
h = Q(logn).

Ein balancierter Baum mit Hohe h und minimaler Anzahl von Knoten hat fiir A = 1 einen Kno-
ten und fiir h = 2 zwei Knoten. Fiir h > 3 hat er zwei Teilbdume, einen davon ein balancierter
Baum mit Hohe A — 1 und minimaler Anzahl von Knoten, den anderen ein balancierter Baum
mit Hohe A — 2 und minimaler Anzahl von Knoten. Wir erhalten also fiir die minimale Anzahl
von Knoten nj, in einem balancierten Baum mit Hohe A die Rekursionsgleichung

np = Np—1 + Np—o + 1 mit ny =1 und no = 2.

Man sieht sofort dass n;, > F},. Wir wissen bereits dass

no_l 1eva\" (1-vE)
"5 2 S\ 2

1—v5 h . . o R\ ri . 14+
Nun geht ( — 0 fiir h — oo und damit Fj, = ©(®") fiir den goldenen Schnitt ¢ = =5

Also ny, = Q(®"). Fiir einen beliebigen balancierten Baum gilt also 2 = O(logg n) = O(logn).

15

Insgesamt gilt also fiir einen beliebigen balancierten Baum h = ©(logn). O

Der wesentliche Punkt an einem AVL-Baum wird nun sein, dass er ein balancierter Suchbaum
ist. Um die Balanciertheit beizubehalten miissen die Einfiige- und L&sch-Operationen modifi-
ziert werden. Das wird durch Korrekturtransformationen erreicht, die sich auf die folgenden
Rotationsoperationen stiitzen.
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Definition 5.3. Seien

wobei v und w Knoten sind und Sy, S5 und S3 Bdume. Dann bezeichnen wir die Abbildung von
T, auf T, als Rechtsrotation (an der Stelle v) und die Abbildung von 75 nach 77 als Linksrotation
(an der Stelle w).

Die Suchbaumeigenschaft wird durch diese Rotationen beibehalten. Seien ndmlich x;, x5 und
xg Schliissel in S1, So bzw. S3, dann gilt 1 < w.D.x < x9 < v.D.z < x3 sowohl in T} als auch
in Tg.

Konkret entwickeln wir die Korrekturtransformationen wie folgt: Zunéchst einmal stellen wir
fest, dass die Figenschaft der Balanciertheit unabhéingig von den Schliisseln der Datensétze ist,
sondern nur von der Form des Baums abhingt. Die Einfiigeoperation veréndert die Form des
Baums indem sie ein neues Blatt hinzufiigt, die Loschoperation indem sie ein bestehendes Blatt
entfernt. Der Balancegrad aller Knoten die nicht auf dem Pfad von der Wurzel zur Stelle der
Anderung liegen bleibt also unveréindert. Der Balancegrad der Knoten auf diesem Pfad verindert
sich um hochstens 1. Insgesamt haben wir bei der Korrektur der Form des Baums also mit
O(h) Knoten zu tun deren Balancegrad in {—2,—1,0,1, 2} liegt. Wir skizzieren eine Prozedur
BALANCIEREN(v). Die Prozedur erhilt einen Baum T {iber dessen Wurzel v als Eingabe. Von
T wird angenommen, dass |bal(v)| < 2 und fiir alle Knoten w € T\ {v} gilt: |bal(w)| < 1. Die
Prozedur gibt einen balancierten Suchbaum mit den Elementen von 7" zuriick. BALANCIEREN(v)
geht wie folgt vor:

1. Falls |bal(v)| < 1, dann antworte mit v.
2. Falls bal(v) = 42, dann existiert ein Knoten w = v.rechts.

(a) Falls bal(w) = 0, dann fithren wir die folgende Linksrotation durch




und antworten mit w. Der Eingabebaum hat Tiefe h + 3. Der Ausgabebaum hat
ebenfalls Tiefe h + 3.

(b) Falls bal(w) = +1, dann fithren wir die folgende Linksrotation durch

und antworten mit w. Der Eingabebaum hat Tiefe h+3. Der Ausgabebaum hat Tiefe
h+ 2.

(c) Falls bal(w) = —1, dann existiert ein Knoten x = w.links. Wir fithren die folgende
Doppelrotation durch

+2

// Sl \\
I \
\
h | .
\
VRN
//\ //\ I ___ Y
\ \
// \\ // \\ h
/’ \\ /' \
/ SQ \ /’ 53 \\
I_ -~ \; [ \4
h h
h—1 h
h h—1

und antworten mit z. Der Eingabebaum hat Tiefe h+3. Der Ausgabebaum hat Tiefe
h+ 2.

3. Der Fall bal(v) = —2 ist symmetrisch zum vorherigen.

Ein AVL-Baum erlaubt nun eine effiziente Implementierung dieser Prozedur indem jeder Kno-
ten v, zusétzlich zu v.D, v.links, v.rechts noch ein Feld v.bal fiir den Balancegrad von v hat.
Der Balancegrad wird im Knoten gespeichert um die (linearen) Kosten zu seiner Bestimmung
einzusparen. Damit muss der in den Knoten gespeicherte Balancegrad natiirlich auch durch alle
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dndernden Operationen aktualisiert werden. Erreicht ist dadurch dass die Prozedur BALANCIE-
REN eine Laufzeitkomplexitit von ©(1) hat.

Die Operationen in AVL-Bdumen koénnen dann folgendermafien implementiert werden. Die
Suchoperation in einem AVL-Baum ist wie die in einem allgemeinen Suchbaum. Die Einfiige-
und Losch-operationen miissen an jeder Stelle v den neues Balancegrad bal(v) berechnen, und,
zumindest falls |[bal(v)| = 2, die Prozedur BALANCIEREN(v) aufrufen. Den neuen Balancegrad
auf die naive Weise zu berechnen, d.h. durch Bestimmung der Hohen der Teilbdume, ist kei-
ne Option, da dies lineare Zeit benotigen wiirde. Um den neuen Balancegrad in konstanter
Zeit zu berechnen, muss er aus dem alten Balancegrad mit Hilfe von Informationen berechnet
werden, die den Einfiige- und Loschoperationen zur Verfiigung stehen. Konkret wird dazu die
Verdnderung der Hohe der Teilbdume bendtigt. Diese beiden Operationen miissen also im rekur-
siven Aufstieg die Information mitfiithren, ob der aktuelle Teilbaum seine Hohe verdndert hat,
d.h. ob sie um 1 gestiegen ist (im Fall von Einfiigen) oder um 1 gefallen (im Fall von Loschen).
Zur Illustration geben wir hier ein Beispiel. Wir betrachten einen Baum der Form

in dem EINFUGEN(v, D) den Aufruf EINFUGEN(w, D) gemacht hat (d.h. der Schliissel z des ein-
zufiigenden Elements war grofier als v.D.x). Wir gehen davon aus, dass die Prozedur EINFUGEN
so modifiziert wurde, dass sie mit einem Paar (v, Ah) antwortet wobei v, wie gehabt, der neue
Baum ist und Ah die Differenz zwischen der Hohe des neuen Baums und der Hohe des alten
Baums. Ebenso wird die Prozedur BALANCIEREN so modifiziert, dass sie mit dem Paar (v, Ah)
antwortet wobei v wiederum der neue Baum ist und Ah die Hohendnderung vom alten zum
neuen Baum. Sei nun (w, Ah,,) die Antwort von EINFUGEN(w, D). Der Balancegrad von v sowie
Ah, berechnen sich dann wie folgt:

v.bal := v.bal + Ahy,

(v, Ap) := BALANCIEREN(v)

Ahy = Ahy + Ay

An den anderen Stellen des Pseudocodes von Einfiigen und Léschen werden dhnliche Anderungen
durchgefiihrt. Diese Operationen haben damit eine Laufzeit von O(logn) wobei n die Anzahl
der Datensétze ist.

Logarithmische Komplexitéit ist in der Praxis sehr gering. Zum Beispiel kann ein Suchbaum
der alle ca. 8 Mrd. Menschen die auf der Erde leben enthélt mit einer Tiefe von ca. 33 erstellt
werden. Mit AVL-Biumen haben wir also das Worterbuchproblem auf zufriedenstellende Weise
gelost.
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5.4 Stapel und Warteschlangen

Ein Stapel (engl. stack) ist eine Datenstruktur welche die folgenden Operationen zur Verfiigung
stellt:

1. Hinzufiigen(S, D) legt den Datensatz D auf den Stapel S (engl. push).

2. Entfernen(S) gibt das oberste Element vom Stapel zuriick und entfernt es vom Stapel
(engl. pop).

Dieses Prinzip bezeichnet man auch als LIFO “last in first out”. Ein Stapel kann als einfach
verkettete Liste S mit einem Startzeiger S.Start implementiert werden, wobei der Stapel leer
ist genau dann wenn S.Start = NIL, siehe Algorithmus 18. Diese Operationen bendtigen jeweils

Zeit O(1).

Algorithmus 18 Stapel
Prozedur HINZUFUGEN(S, D)
Sei v neuer Knoten
v.D:=D
v.ndchster := S.Start
S.Start := v
Ende Prozedur

Prozedur ENTFERNEN(S)
Falls S.Start = NIL dann
Antworte “Stapel leer”
sonst
D := S.5tart.D
S.Start .= S.Start.nichster
Antworte D
Ende Falls
Ende Prozedur

Wir wollen nun eine Warteschlange (dhnlich wie an einer Supermarktkassa) implementieren. Es
soll moglich sein, das erste Element aus einer Warteschlange zu entfernen (z.B. um es abzuarbei-
ten) sowie ein neues Element an das Ende der Warteschlange zu stellen. Die Elemente werden
also in der Reihenfolge ihres Einlangen abgearbeitet. Dieses Prinzip bezeichnet man auch als
FIFO “first in first out”, die gewiinschte Datenstruktur als Warteschlange (engl. FIFO queue).
Wir wollen die folgenden Operationen

1. Hinzufiigen(W, D) stellt D an das Ende der Warteschlange W.

2. Entfernen(W) gibt das Element vom Anfang der Warteschlange zuriick und entfernt es.

Fine Moglichkeit eine solche Warteschlange W zu implementieren besteht darin eine einfach
verkettete Liste zu verwenden mit dem Startzeiger W.Start und einem zusétzlichen Endezei-
ger W.Ende. Die Implementierung in Algorithmus 19 geht davon aus, dass die Warteschlange
leer ist genau dann wenn der Startzeiger NIL ist. Wie man leicht sehen kann bendtigen diese
Operationen jeweils O(1) Zeit.
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Algorithmus 19 Warteschlange

Prozedur HINZUFUGEN(W, D)
Sei v neuer Knoten
v.D:=D
v.ndchster := NIL
Falls W.Start = NIL dann

W.Start := v
sonst

W.Ende.ndchster := v
Ende Falls
W.Ende := v

Ende Prozedur

Prozedur ENTFERNEN(W)
Falls W.Start = NIL dann
Antworte “Warteschlange leer’
sonst
D .= W.Start.D
W.Start := W.Start.ndchster
Antworte D
Ende Falls
Ende Prozedur

9

5.5 Halden und Prioritatswarteschlangen

Oft reicht ein so einfaches Konzept einer Warteschlange aber nicht aus. Von einer Prioritétswarte-
schlange spricht man, wenn die Elemente nach Prioritdt sortiert sind. Fiir einen Datensatz D
schreiben wir jetzt D.z fiir die Prioritét von D. Die Prioritéit ibernimmt also die Funktion des
Schliissels als Sortierkriterium. Wie nehmen allerdings nicht mehr an, dass die Prioritdten paar-
weise verschieden sind. Fiir eine Prioritéitswarteschlange ) wollen wir zumindest die folgenden

Operationen zur Verfiigung stellen:

1. Finfigen(Q, D) fiigt das Element D in @) (an geeigneter Stelle) ein.

2. Mazimum(Q) gibt das Element maximaler Prioritét zuriick.

3. ExtrahiereMazimum(Q) 16scht das Element maximaler Prioritdt aus @ und gibt es zuriick.

4. ErhohePrioritit(Q, D, xz) erhoht die Prioritéit des Elements D auf x wobei angenommen

wird dass © > D.x.

Eine Prioritdtswarteschlangen wird {iblicherweise basierend auf der Datenstruktur der Halde

(engl. heap) implementiert.

Definition 5.4. Eine Halde ist ein bindrer Baum mit den folgenden Eigenschaften:

1. Alle bis auf das unterste Level sind vollstandig aufgefiillt.

2. Das unterste Level ist von links bis zu einem bestimmten Punkt vollstéindig aufgefiillt.

3. Falls w ein Kind von v ist, dann ist Prioritét(w) < Prioritét(v).



Abbildung 5.4: Eine Halde in Baumdarstellung

Daraus folgt unmittelbar dass die Wurzel des Baums maximale Prioritéit hat. Eine Halde kann
(dhnlich wie ein Suchbaum) im Speicher mit Hilfe von Knoten abgelegt werden, die jeweils
einen Zeiger links und einen Zeiger rechts haben. Wie wollen hier aber eine andere Darstellung
angeben, die, je nach Anwendung, gewisse Vor- und Nachteile hat. Da alle Level bis auf das
letzte vollstandig ausgefiillt sind, konnen wir die Halde auf effiziente Weise in einem Datenfeld
speichern das Level fiir Level von oben nach unten und, pro Level, von links nach rechts befiillt
wird.

Beispiel 5.2. Die in Abbildung 5.4 als Baum dargestellte Halde hat als Datenfeld die folgende
Form:

12 | 10 9 8 6 4 7 2 5 3

Um diese Darstellung einer Halde @ zu realisieren, speichern wir zusétzlich zu Q.Ldnge auch
noch die Haldenlidnge Q). HLdnge die angibt bis zu welchem Punkt das Datenfeld befiillt ist. Wir
werden bei allen Operationen annehmen dass Q.Ldnge hinreichend grof§ ist. In der Praxis ist
das z.B. dann erfiillt wenn im Vorhinein bekannt ist, wie viele Elemente () hochstens enthalten
wird. Falls diese Anzahl nicht im Vorhinein bekannt ist, muss bei einer Einfiigeoperation ge-
gebenenfalls die Lange des zugrundeliegenden Datenfelds erhéht werden, was mit zusétzlicher
Komplexitdat verbunden sein kann.

Wir werden Elemente der Halde mit ihrem Index im zugrundeliegenden Datenfeld referenzieren.
Dann hat das linke Kind des Elements mit Index ¢ den Index 27, das rechte Kind den Index 2i+41
und der Vater den Index L%J Dementsprechend definieren wir die Prozeduren LINKS(7) := 2i,
RECHTS(4) := 2i + 1 und VATER(i) := | 4].

Das Einfiigen eines neuen Elements geschieht dadurch, dass es zunéchst an die letzte Stelle ge-
schrieben wird und danach aufwirts an die richtige Stelle verschoben wird, siehe Algorithmus 20.
Auf dhnliche Weise kann die Erh6hung der Prioritét eines Elements implementiert werden, siehe
Algorithmus 21. AUFWARTSKORRIGIEREN und damit auch EINFUGEN und ERHOHEPRIORITAT
benétigt in einer Halde mit n Elementen O(logn) Zeit.

Zur Extraktion des Maximums geht man dual dazu vor: zunéchst wird das Maximum (das
sich ja an der Wurzel Q[1] befindet) entfernt und durch das Element am Ende der Prio-
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Algorithmus 20 Einfiigen in eine Prioritétswarteschlange
Prozedur EINFUGEN(Q, D)
Q.HLinge := Q.HLdnge + 1 > Annahme: Q.Ldnge ist hinreichend grof3
Q[Q.HLinge] := D
AUFWARTSKORRIGIEREN(Q, Q.HLdnge)
Ende Prozedur

Prozedur AUFWARTSKORRIGIEREN((Q, ©)
Solange i > 1 und Q[VATER(7)].x < Q[i].z
Vertausche Q[i] und Q[VATER(7)]
i := VATER(7)
Ende Solange
Ende Prozedur

Algorithmus 21 Erhohung der Prioritét in einer Prioritdtswarteschlange

Vorbedingung: = > Qli].z
Prozedur ERHOHEPRIORITAT(Q, 7, )
Qlil.x ==
AUFWARTSKORRIGIEREN(Q, 1)
Ende Prozedur

ritdtswarteschlange ersetzt. Danach wird dieses Element, das ja jetzt zu niedrige Prioritéit fiir
seine Position hat, Stiick fiir Stiick durch Vertauschungen an eine korrekte Stelle (abwirts)
verschoben, siehe Algorithmus 22. ABWARTSKORRIGIEREN und damit auch EXTRAHIEREMA-
XIMUM benétigt ebenfalls O(logn) Zeit.
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Algorithmus 22 Extraktion des Maximums aus Prioritdtswarteschlange
Prozedur EXTRAHIEREMAXIMUM(Q)
Falls Q.HLdnge = 0 dann
Antworte “(Q) ist leer”
sonst
maz := Q[1]
QM) == QIQ.HLinge)
Q.HLdnge := Q.HLdnge — 1
ABWARTSKORRIGIEREN(Q, 1)
Antworte max
Ende Falls
Ende Prozedur

Prozedur ABWARTSKORRIGIEREN(Q), 7)
Solange i < Q.HLdinge
Sei m € {i, LINKS(7), RECHTS(i) } N [1,. .., Q.HLdnge] so dass Q[m].z maximal ist
Falls m = ¢ dann > Abwirts-Korrektur beendet
i:=Q.HLinge+ 1
sonst
Vertausche Q[i] und Q[m]
1:=m
Ende Falls
Ende Solange
Ende Prozedur

Anders als bei den Operationen fiir AVL-Bédume, die funktional und rekursiv implementiert
waren, haben wir uns bei diesen Korrekturoperationen fiir eine imperative Implementierung
entschieden. Der funktionale Programmierstil harmoniert iiblicherweise gut mit Biumen (und
sonstigen rekursiv definierten Datenstrukturen), der imperative mit Datenfeldern (und anderen
Datenstrukturen mit globalem Zugriff).

Auf Basis von Halden lésst sich auch ein Sortierverfahren angeben: Haldensortieren (engl. heap-
sort). Die Grundidee dieses Verfahrens besteht darin aus dem Eingabendatenfeld eine Halde
aufzubauen und dann Schritt fiir Schritt jeweils das Maximum der Halde zu entfernen und an
das Ende des Ausgabedatenfelds zu schreiben. Aufgrund der gewdhlten Implementierung einer
Halde als Datenfeld kénnen wir in diesem Verfahren fiir das Eingabedatenfeld, die Halde und
das Ausgabedatenfeld den selben Speicherbereich benutzen, siehe Algorithmus 23. Man sieht
sofort ein, dass ERZEUGEHALDE in Zeit O(nlogn) lauft. Tatsdchlich benttigt diese Prozedur
sogar nur Zeit O(n): Eine Halde mit n Elementen hat Hohe [logn| und hichstens [ 52+ | Kno-
ten der Hohe h. ABWARTSKORRIGIEREN(A, i) benotigt Zeit O(h) wobei h die Hohe von A[i]
ist. Insgesamt erhalten wir also fiir die Laufzeit von ERZEUGEHALDE:

[logn|—1 [logn|—1

n h = h
3 [W]om):om > 5 =0mY. 5

h=0 h=0 h=0
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Algorithmus 23 Haldensortieren (engl. heapsort)

Prozedur HALDENSORTIEREN(A)

ERZEUGEHALDE(A)

Fiir i := A.Ldnge, ... ,2
Vertausche A[1] und A[i]
A.HLdnge := A.HLdnge — 1
ABWARTSKORRIGIEREN(A, 1)

Ende Fiir

Ende Prozedur

Prozedur ERZEUGEHALDE(A)
A.HLinge := A.Linge
Fiir ¢ := VATER(A.HLdnge), ..., 1
ABWARTSKORRIGIEREN(A, 7)
Ende Fiir
Ende Prozedur

Aus > 72 Omk = ﬁ erhdlt man durch Differenzieren und Multiplikation mit = die Gleichung

S kat = oz und damit fiir 2 = 1:

= hy
02 o)
Insgesamt benotigt HALDENSORTIEREN dann Zeit O(nlogn).

Statt einer Sortierung nach maximaler Prioritét kann natiirlich auch eine Prioritdtswarteschlange
mit Sortierung nach minimaler Prioritédt auf symmetrische Weise implementiert werden. Die hier
beschriebenen Datenstrukturen heiflen in der Literatur auch max-priority queue basierend auf
maz-heaps, die symmetrischen min-priority queue basierend auf min-heaps.
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Kapitel 6

Suchen und Sortieren in Graphen

6.1 Breitensuche und Tiefensuche

Wenn wir einen Baum vollstdndig durchlaufen wollen, dann kann das unter anderem auf die
folgenden beiden Arten bewerkstelligt werden: 1. Schicht fiir Schicht, indem wir also moglichst
spit weiter absteigen und 2. indem wir moglichst frith weiter absteigen. Die erste Vorgehens-
weise wird auch als Breitensuche (engl. breadth-first search (BFS)) bezeichnet, die zweite als
Tiefensuche (engl. depth-first search (DFS)), siehe Abbildung 6.1. Analoge Vorgehensweisen
sind auch in beliebigen Graphen mdoglich.

Der Ansatz zur Breitensuche in einem beliebigen Graphen besteht darin, von einem Startknoten
u ausgehend den Graphen in alle Richtungen zu durchlaufen wobei die Knoten Ebene fiir Ebene
abgearbeitet werden. Alle neu entdeckten Knoten werden in einer Warteschlange zur spéteren
Bearbeitung eingereiht. Dabei fithren wir eine Prozedur P auf allen gefundenen Knoten aus,
siehe Algorithmus 24.

Fiir die folgende Laufzeitanalyse wollen wir davon ausgehen, dass der Eingabegraph duch eine
Adjazenzliste gegeben ist und dass die Prozedur P nur konstante Laufzeit benotigt. Wie be-
reits in Abschnitt 5.4 festgestellt, benttigen HINZUFUGEN und ENTFERNEN jeweils ©(1) Zeit.
Jeder Knoten der von u aus erreichbar ist wird genau ein Mal in die Warteschlange eingereiht
und genau ein Mal aus ihr entnommen, also finden insgesamt O(|V|) viele Warteschlangen-
Operationen statt. Fiir jeden erreichten Knoten wird genau ein Mal die Liste seiner ausgehenden

Abbildung 6.1: Breitensuche (links) und Tiefensuche (rechts) in einem Baum
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Algorithmus 24 Breitensuche (engl. breadth-first search)

Prozedur BREITENSUCHE(V, E, u)
Sei bekannt neues Datenfeld der Lénge |V, tiberall mit falsch initialisiert
Sei ) eine neue Warteschlange, leer initialisiert
bekannt[u] := wahr
HINZUFUGEN(Q, u)
Solange () nicht leer
v := ENTFERNEN(Q)
P(v)
Fiir jede Kante (v,w) € F
Falls bekannt{w] = falsch dann
bekanntjw] = wahr
HINZUFUGEN(Q, w)
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Solange
Ende Prozedur

Kanten durchlaufen, somit wird also die innerste Schleife O(|E|) mal durchlaufen. Insgesamt
erhalten wir also die Laufzeit O(|V| + |E|). Dieser Algorithmus ruft die Prozedur P auf allen
von u aus erreichbaren Knoten auf. Knoten die von w aus nicht erreicht werden kénnen werden
nicht besucht.

Die Tiefensuche kann nun, bis auf die Reihenfolge der Knoten, auf die gleiche Weise organisiert
werden. Die fiir die Tiefensuche gewiinschte Reihenfolge erhalten wir, indem wir die Warte-
schlange (FIFO) durch einen Stapel (LIFO) ersetzen. Wie vorhin fithren wir auch jetzt eine
Prozedur P auf genau den von u aus erreichbaren Knoten aus, siehe Algorithmus 25. Alles was

Algorithmus 25 Tiefensuche (engl. depth-first search)

Prozedur TIEFENSUCHE(V, E, u)
Sei bekannt neues Datenfeld der Linge |V|, iiberall mit falsch initialisiert
Sei S ein neuer Stapel, leer initialisiert
bekanntu] := wahr
HINZUFUGEN(S, u)
Solange S nicht leer
v := ENTFERNEN(S)
P(v)
Fiir jede Kante (v,w) € E
Falls bekanntjw] = falsch dann
bekanntlw] = wahr
HINZUFUGEN(S, w)
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Solange
Ende Prozedur

wir vorhin iiber die Laufzeit gesagt haben gilt auch hier. Die Tiefensuche hat also ebenfalls
Laufzeit O(|V| + |E|).

Beispiel 6.1. siehe bsp.breitensuche.tiefensuche.pdf.
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Breitensuche und Tiefensuche kann nun fiir eine bestimmte Prozedur P, wie in Algorithmen 24
und 25 angegeben, direkt verwendet werden. Groflere Bedeutung als diese Prozeduren im Wort-
laut hat aber das Designprinzip, einen Graphen entlang seiner Kanten zu durchlaufen wobei
problemspezifische zusétzliche Information (wie z.B. das bekannt-Datenfeld) mitgefiithrt wird. In
diesem Sinn bilden die Breitensuche und Tiefensuche eine wichtige Grundlage fiir viele &hnliche
Algorithmen.

So kann zum Beispiel durch eine ganz einfache Modifikation etwa der Tiefensuche ein Algo-
rithmus zur Detektion von Zyklen angegeben werden: Man kann sich leicht {iberlegen dass ein
zusammenhéngender (ungerichteter) Graph G genau dann einen Zyklus enthélt wenn die Brei-
tensuche oder Tiefensuche einen Knoten erreicht, der bereits bekannt ist. Einen Algorithmus
zur Detektion eines Zyklus in einem Graphen erhélt man also durch Ersetzung des Koérpers der
innersten Schleife durch:

Falls bekannt(w) = wahr dann
Antworte “Graph enthélt Zyklus!”

sonst
bekannt(v) = wahr
HINZUFUGEN(S, w)

Ende Falls

6.2 Topologisches Sortieren

Ein weiteres Beispiel fiir ein Problem das durch geeignetes Durchlaufen eines Graphen gel6st
werden kann ist die Erstellung einer Linearisierung eines gerichteten Graphen (in der Literatur
oft auch als topologisches Sortieren bezeichnet).

Definition 6.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter endlicher Graph und n = |V|. Eine Lineari-
sterung von G ist eine endliche Folge v1,...,v, von Knoten so dass i # j = v; # v; und
(vi,v;) € E =i < j. Ein gerichteter Zyklus in G ist ein gerichteter Pfad vy,..., v, mit k > 2
und (vg,v1) € E.

Beispiel 6.2. Wenn wir in einem Bindrbaum als gerichteten Graphen auffassen, indem die Kan-
ten von oben nach unten orientiert werden, dann ist die Datenfeld-Darstellung einer Halde eine
topologische Sortierung der Baumdarstellung der Halde.

Satz 6.1. Sei G = (V,E) ein endlicher gerichteter Graph. Dann hat G eine Linearisierung
genau dann wenn G zyklenfrei ist.

Beweis. Angenommen G hat eine Linearisierung vi, ..., v, und einen Zyklus. Dann muss der
Zyklus die Form v;,...,v;, mit (v;,,v;) € E haben. Damit gilt i; < ip < -+ < i < i,
Widerspruch. Jeder Graph der eine Linearisierung hat muss also zyklenfrei sein.

Bevor wir die Gegenrichtung beweisen, beobachten wir dass ein endlicher gerichteter zyklenfreier
Graph einen Knoten v mit d~ (v) = 0 enthiilt: dieser kann gefunden werden, indem wir mit einem
beliebigen Knoten vy starten und eine beliebige eingehende Kante riickwérts gehen. Dieser
Schritt wird solange wiederholt bis wir an einem Knoten ohne eingehende Kanten angelangt
sind. Dieser Prozess terminiert, da der Graph endlich und zyklenfrei ist.

Nun zeigen wir mit Induktion nach |V dass ein zyklenfreier Graph G = (V, E)) eine Lineari-
sierung hat. Die Induktionsbasis |V| = 0 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei v € V mit
d=(v) = 0. Sei G’ = G — v, also der Graph der aus G entsteht wenn v und alle Kanten die
v enthalten entfernt worden sind. Dann hat G’ nach Induktionshypothese eine Linearisierung
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v2, ..., V,. Nachdem es kein u € V'\ {v} gibt mit (u,v) € E, ist v, v, ..., v, eine Linearisierung
von G. ]

Wir wollen nun das folgende Berechnungsproblem betrachten:

Linearisierung (Topologisches Sortieren)
Eingabe: Ein endlicher zyklenfreier Graph G = (V, E)

Ausgabe: Eine Linearisierung von G

Als Anwendung kann man sich zum Beispiel Folgendes vorstellen: die Knoten représentieren
die Teilaufgaben eines Projekts, von Aufgabe A nach Aufgabe B wird eine Kante gesetzt falls
A vor B erledigt werden muss. Gesucht ist dann eine Reihenfolge in der diese Aufgaben unter
Beachtung ihrer Abhéngigkeiten abgearbeitet werden koénnen.

Der Beweis von Satz 6.1 suggeriert ja bereits die folgende algorithmische Vorgehensweise:
Wiederhole |V | mal:
bestimme einen Knoten v mit d~(v) = 0, gib v aus und entferne v aus dem Graphen.

Die Bestimmung eines Knoten v mit d~(v) = 0 kann, wie im Beweis von Satz 6.1, so gemacht
werden, dass von einem beliebigen Knoten u ausgehend die Kanten zuriick verfolgt werden bis ein
solcher Knoten v gefunden werden wird. Wie im Beweis von Satz 6.1 garantiert die Zyklenfreiheit
des Graphen dass dieser Algorithmus terminiert. Diese Methode zur Bestimmung eines v € V
mit d”(v) = 0 bendtigt Zeit O(|V]). Da sie |V| mal wiederholt wird ist der Zeitbedarf dieses
Algorithmus nur mit O(]V|?) abschiitzbar.

Fiir diinn besetzte Graphen ist das nicht besonders gut. Eine bessere Vorgehensweise besteht
darin, inspiriert von Breitensuche und Tiefensuche, den Graphen entlang seiner Kanten zu
durchlaufen, wobei als néichste Knoten nur solche mit Eingangsgrad 0 (beziiglich des noch nicht
durchlaufenen Teils) in Frage kommen. Um diese Knoten zu kennen wird statt dem bekannt-
Datenfeld ein Datenfeld Grad mitgefiihrt in dem der Eingangsgrad aller Knoten beziiglich des
noch nicht durchlaufenen Teils abgelegt (und auf dem aktuellen Stand gehalten) wird, siehe
Algorithmus 26. Analog zur Laufzeitabschédtzung der Breitensuche und Tiefensuche kann man
sich auch hier leicht iiberlegen, dass die Laufzeit dieses Algorithmus O(|V| + |E|) ist.
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Algorithmus 26 Linearisieren (Topologisches Sortieren)

Prozedur LINEARISIEREN(V, E)
Sei Grad ein neues Datenfeld der Léange |V, tiberall mit 0 initialisiert
Fiir alle (v,w) € E

Gradjw] := Gradw] + 1
Ende Fiir
Sei M neue Warteschlange oder Stapel, leer initialisiert
Fir alleveV
Falls Gradv] = 0 dann
HINZUFUGEN(M, v)
Ende Falls
Ende Fiir
Solange M nicht leer
v := ENTFERNEN(M)
AUSGABE(v)
Fiir alle (v,w) € E
Gradjw] := Gradw] — 1
Falls Gradjw] = 0 dann
HINZUFUGEN(M, w)
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Solange
Ende Prozedur
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Kapitel 7

Gierige Algorithmen

Ein gieriger Algorithmus stellt die Losung fiir ein Problem dadurch zusammen dass er zu jedem
Zeitpunkt der Losung jenen Teil hinzufiigt der zu diesem Zeitpunkt am vielversprechendsten ist.
Einmal gemachte Entscheidungen werden dabei nicht mehr revidiert. Auf diese Weise werden
lokal optimale Bausteine zu einer Losung zusammengefiigt. Fiir gewisse Probleme wird dadurch
eine global optimale Losung erreicht. Wenn gierige Algorithmen auch nicht immer optimale
Losungen liefern, so haben sie doch den Vorteil dass sie schnell (im Sinne der Laufzeit) und
einfach (im Sinne des Implementierungsaufwands) sind.

7.1 Der Algorithmus von Kruskal

Ein gutes Beispiel fiir einen gierigen Algorithmus is der Algorithmus von Kruskal zur Berech-
nung eines minimalen Spannbaums eines zusammenhédngenden endlichen Graphen, vgl. Ab-
schnitt 2.3. Dieser Algorithmus ist leicht erklart: Starte mit einer leeren Menge von Kanten B
und wiederhole den folgenden Schritt so oft wie moglich: fiige von den noch nicht betrachteten
Kanten des Eingabegraphen G eine mit minimalen Kosten zu B hinzu falls dadurch kein Zyklus
entsteht. Dieser Algorithmus vereinigt also sukzessive Baume zu Baumen, begonnen bei Knoten-
Singletons bis daraus ein Spannbaum entsteht. Es handelt sich um einen gierigen Algorithmus
da in jedem Schritt ein lokal optimales Element der Losung (eine Kante mit minimalen Ko-
sten) hinzugefiigt wird ohne sich darum zu kiimmern, ob dadurch eine global optimale Lésung
entsteht (ein minimaler Spannbaum).

Beispiel 7.1. Ein Graph mit Kantenkosten die zwei minimale Spannbidume erlauben:

3\l
2

PADNIA
T

Satz 7.1. Der Algorithmus von Kruskal ist korrekt.
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Wir wollen jetzt einen Korrektheitsbeweis des Algorithmus von Kruskal angeben. Der Algorith-
mus geht wie folgt vor: sei eq,...,e, eine Sortierung von E so dass c(e1) < --- < c¢(ey), sei
Eo = @ und
> {EZ U{eir1} falls (V) E; U{ei+1}) zyklenfrei ist und
i+l =

FE; sonst.

Der Algorithmus antwortet mit (V, E,).

Satz 7.2. Der Algorithmus von Kruskal ist korrekt.

Beweis. Zunichst ist klar dass B = (V, E,,) zyklenfrei ist. B ist aber auch zusammenhingend:
Angenommen B wire nicht zusammenh#ngend, seien dann v,w € V in unterschiedlichen Zu-
sammenhangskomponenten von B. Dann gibt es einen Pfad p von v nach w in G und eine
Kante e; auf p mit der die Zusammenhangskomponente von v verlassen wird und damit auch
ei ¢ E,. Dann ist aber (V, E,, U{e;}) zyklenfrei und damit auch (V, E;_1 U{e;}) zyklenfrei, also
e; € B; C E,, Widerspruch. B ist also ein Spannbaum von G.

Fiir die Minimalitéit von B reicht es zu zeigen dass fiir alle i € {0,...,n} ein minimaler Spann-
baum von G mit Kantenmenge M, existiert so dass F; C M;. Dann ist namlich F,, = M,
und damit B minimal. Wir gehen mit Induktion nach ¢ vor. Der Fall ¢ = 0 ist trivial. Fiir
den Induktionsschritt definieren wir M;;1 = M; falls keine Kante hinzugefiigt wird oder die
hinzugefiigte Kante e;11 € M; ist. Sei nun also E;11 = E; U {e;y1}, (V, Ei11) zyklenfrei und
ei+1 ¢ M;. Dann enthélt (V, M;U{e;;+1}) einen Zyklus. Da aber (V, E;;1) zyklenfrei ist, existiert
ein e; auf dem Zyklus mit e; ¢ E; 1. Sei nun M; 1 = (M; \ {e;}) U{eir1}. Dann ist (V, M;;1)
zusammenhéngend da (V, M;) zusammenhéngend ist und in jedem M;-Pfad die Kante e; durch
ei+1 und den Rest des Zyklus ersetzt werden kann. Weiters ist |M;11]| = |[M;| = |[V| — 1 da ja
ej € M; und e;41 ¢ M; ist und (V, M;41) mit Satz 2.3 also ein Spannbaum von G. Aulerdem
ist c(e;) > c(ei+1) denn c(ej) < c(ej41) impliziert j < i + 1 sowie (V, E; U {e;}) zyklenfrei und
damit e; € E;. Also ist ¢(M;t1) < ¢(M;) und, da M; minimal ist, ¢(M;11) = ¢(M;) und M
also ebenfalls ein minimaler Spannbaum. O

Um die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal zu analysieren formulieren wir ihn zunéchst im
Detail aus. Im Prinzip wére es moglich fiir jede Kante einen expliziten Test auf die Zyklen-
freiheit des Graphen (z.B. mit Breiten- oder Tiefensuche) durchzufiithren, um zu entscheiden,
ob diese Kante zum Wald hinzugefiigt werden soll. Allerdings ist es geschickter, explizite Tests
auf Zyklenfreiheit zu unterlassen da diese viel Zeit benttigen. Stattdessen wollen wir die Zu-
sammenhangskomponenten des Waldes mitfithren und auf dem aktuellen Stand halten. Der Al-
gorithmus von Kruskal erzeugt einen Spannbaum durch sukzessive Vereinigung zweier Biume
in einem Wald zu einem neuen Baum durch Hinzufiigen einer Kante. Er bendtigt also eine
Datenstruktur zur Darstellung einer Partition einer endlichen Menge, die Partition der Knoten
in Zusammenhangskomponenten. Eine solche Datenstruktur zur Darstellung einer Partition P
einer endlichen Menge M wird auch als union-find-Datenstruktur bezeichnet. Sie stellt (zumin-
dest) die folgenden Operationen zur Verfiigung:

1. INITIALISIEREN (M) erzeugt Datenstruktur fiir die Partition einer Menge M die aus Singleton-
Klassen besteht.

2. VEREINIGEN(P, x1, x9) fiir zwei Elemente 21 und x5 der Partition P.

3. FINDEN(P, z) gibt fiir z € M die Klasse C' von P zuriick die z enthélt.
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Algorithmus 27 Algorithmus von Kruskal
Prozedur KrRuskaAL(V, E, ¢)
B:=1
P := INITIALISIEREN(V)
Fiir alle (v,w) € E in nichtfallender Reihenfolge
Falls FINDEN(P,v) # FINDEN(P,w) dann
B := BU{{v,w}}
P := VEREINIGEN(P, v, w)
Ende Falls
Ende Fiir
Antworte (V, B)
Ende Prozedur

Auf Basis einer solchen Datenstruktur fiir eine Partition kann der Algorithmus von Kruskal
dann wie in Algorithmus 27 ausformuliert werden.

Eine einfache Implementierung der Partitionsdatenstruktur kann wie folgt erreicht werden. Sei
M ={1,...,n}. Wir verwenden auch zur Bezeichnung der Aquivalenzklassen Zahlen von 1 bis
n. Wir arbeiten mit einem Datenfeld ElementInKlasse der Lénge n wobei ElementInKlasse|i] die
Klasse ist in der sich das Element i befindet. Wir bendtigen weiters ein Datenfeld Kardinalitit
der Lénge n wobei Kardinalitit[i] die Kardinalitit der Klasse i ist. Und schliefllich verwenden
wir noch ein weiteres Datenfeld Elemente der Linge m wobei Elementeli] eine einfach verkettete
Liste der Elemente der Klasse i ist.

Beispiel 7.2. Sei M = {1,...,8}. Nach Initialisierung und den Aufrufen VEREINIGEN(P,2,4),
VEREINIGEN(P, 6,8) und VEREINIGEN(P, 1,4) haben die Datenfelder den folgenden Inhalt:

ElementInKlasse: 2,2,3,2,5,6,7,6
Kardinalitat: 0,3,1,0,1,2,1,0
Elemente: NiL;2,4,1;3;NIL; 5;6,8;7; NIL

Die Initialisierung benétigt Zeit ©(n). Das Finden eines Elements geschieht direkt durch Nach-
sehen im Datenfeld ElementInKlasse und benotigt daher nur Zeit ©(1). Fiir das Vereinigen der
Klassen von x; und x5 gehen wir wie folgt vor: zunéchst seien C; die Klasse von x; und Cs die
Klasse von xo. Dann kann iiber Kardinalitit festgestellt werden welche der beiden Klassen die
grofere ist, sei 0.B.d.A. (1 die groflere und Cy die kleinere. Wir entfernen dann die Klasse Cs
und fiigen alle ihre Elemente der Klasse C; hinzu. Die dementsprechende Aktualisierung der
Datenfelder bendotigt Zeit O(|C2|) da die zu &ndernden Indices im Datenfeld Elemente zu finden
sind.

Der Algorithmus von Kruskal fithrt |V| —1 Vereinigungen aus. Jeder der Klassen hat hochstens
die GroBe |V]. Eine naive obere Schranke ist also O(|V|?) fiir die Laufzeit der Vereinigungsope-
rationen. Diese Schranke kann durch eine genauere Analyse allerdings verbessert werden. Sie
ist ndmlich insofern nicht realistisch als sie zwei miteinander inkompatible Annahmen iiber den
schlechtesten Fall kombiniert, ndmlich 1. dass viele Vereinigungen stattfinden und 2. dass diese
Vereinigungen grofler Mengen sind.

Lemma 7.1. In der Datenfeld-Implementierung der Partitionsdatenstruktur bendtigen k suk-
zessive Vereinigungsoperationen beginnend bei der Singleton-Partition héchstens O(klog k) Zeit.

Beweis. In k (binédren) Vereinigungsoperationen sind hochstens 2k Elemente von M involviert.
Sei i € M. Wir schreiben Cj(i) fiir den Index der Klasse von i nach der j-ten Vereinigungs-
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operation und |C;(i)| fiir die Kardinalitéiit dieser Klasse. Dann ist |C(i)| < 2k.! AuBierdem gilt
Cit1(i) # Cj(i) = |Cj41(i)] > 2|C;(i)| da ja bei jeder Vereinigungsoperation der Index der
grofleren Klasse behalten wird. Deshalb kann sich also die Klassenzugehorigkeit von ¢ hochstens
log 2k mal &dndern. Da in k& Vereinigungen hochstens 2k Elemente involviert sind, erhalten wir
also fiir die gesamte Laufzeit O(2klog2k) = O(klogk). O

In einer Situation wie der des obigen Lemmas sagen wir auch dass eine einzelne von k Vereini-
gungsoperation amortisierte Kosten %O(klog k) = O(log k) hat. Wir sprechen dann auch von
amortisierter Laufzeitanalyse. Eine solche Vorgehensweise zur Abschitzung des schlechtesten
Falls ist immer dann sinnvoll wenn mehrere Operationen durchgefiihrt werden von denen zwar
eine einzelne recht teuer sein kann, die aber insgesamt im Durchschnitt nicht sehr teuer sind.
In einer dhnlichen Situation waren wir auch bei der Abschiatzung der Laufzeit der Erzeugung
einer Halde aus einem Datenfeld im Kontext von Haldensortieren.

Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus von Kruskal setzt sich also wie folgt zusammen: Wir
benstigen O(|V]) Zeit fiir die Initialisierung der Partitionsdatenstruktur, O(|E|log|E|) Zeit
fiir das Sortieren der Kanten, O(|E|) Schleifendurchlidufe sowie O(|V|]log|V|) fur die |[V] —1
Vereinigungsoperationen. Da in einem zusammenhéngenden Graphen |E| > |V|—1 ist, erhalten
wir insgesamt also O(|E|log|E|). Weiters ist ja |E| < |V|?, also log|E| < 2log|V| und damit
log |[E| = O(log|V|). Somit kann die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal auch geschrieben
werden als O(|E|log|V]).

7.2 Der Algorithmus von Prim

Wir betrachten jetzt noch einen zweiten, ebenfalls gierigen, Algorithmus zur Berechnung eines
minimalen Spannbaums: den Algorithmus von Prim.

Definition 7.1. Sei G = (V, E) und ¢ : E — R, sei G’ = (V', E’) ein Teilgraph von G und
sei v € V' \ V'. Dann sind die Anschlusskosten von v an G’ beziiglich ¢

min{c({u,v}) | {u,v} € E,u € V'}
bzw. +oo falls diese Menge leer ist.

Der Algorithmus von Prim geht wie folgt vor: gegeben einen Graphen G = (V, E) mit |V | =n
und eine Kostenfunktion ¢ : E — R>( setzen wir zu Beginn V; = {s}, E; = 0. Firi =2,...,n
sei v; € V'\V; der Knoten mit minimalen Anschlusskosten an (V;, E;) und {u;,v;} eine Kante die
diese Anschlusskosten realisiert. Dann setzen wir Viy1 = V; U {v;} und E; 1 = E; U {{u;,v;}}.
Der Algorithmus antwortet mit (V;,, Ey,). Auf diese Weise verwalten wir einen wachsenden Baum
der Teilgraph von G ist.

Satz 7.3. Der Algorithmus von Prim ist korrekt.

Beweis. Zunichst ist leicht zu beobachten dass alle B; = (V;, E;) Baume sind. Da V,, = V
ist B,, ein Spannbaum von G. Fiir die Minimalitdt von B, reicht es zu zeigen dass fiir alle
i € {1,...,n} ein minimaler Spannbaum von G mit Kantenmenge M; existiert so dass E; C M.
Dann ist ndmlich M,, = E,, und damit B,, minimal. Wir gehen mit Induktion nach ¢ vor.
Der Fall ¢ = 1 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt machen wir eine Fallunterscheidung: Falls
{uj,vi} € M;, sei M;11 = M;. Falls {u;,v;} ¢ M;, dann muss M; eine Kante {w,w'} enthalten

!Tatsichlich kénnte man das noch genauer abschitzen. Das ist aber fiir dieses Resultat nicht notig.

78



mit w € V; und v’ ¢ V; da M; zusammenhingend ist. Dann ist {w,w’'} # {u;,v;} und da
v; minimale Anschlusskosten hat ist e({u;,v;}) < c({w,w’}). Wir definieren M, = (M; \
{{w,w'}}) U {{ui, vi}}. Nun ist (Vi, E;) und G zusammenhéingend, also gibt es einen Pfad p
von w nach u; und einen Pfad ¢ von v; nach w’. Somit kann also in jedem M;-Pfad die Kante
{w,w'} durch p, {u;,v;}, q ersetzt werden um daraus einen M;1-Pfad zu erhalten. M, ist also

zusammenhéngend und da |M;y;1| = |M;| = |V| — 1 ist M;+1 mit Satz 2.3 ein Spannbaum von
G. Auflerdem ist ¢(M;t+1) < ¢(M;) und, da M; minimal ist, ist ¢(M;+1) = ¢(M;) und damit
(V, M;41) ein minimaler Spannbaum von G. O

Im Prinzip wére es hier moglich, den Knoten mit minimalen Anschlusskosten in jeden Schritt neu
zu bestimmen. Diese Vorgehensweise kostet aber unnotig Laufzeit. Geschickter ist es zur Imple-
mentierung des Algorithmus von Prim die Knoten in einer Minimum-Prioritdtswarteschlange ab-
zulegen. Fiir einen Knoten v ist v.x die Prioritét, also die minimalen Anschlusskosten beziiglich
des aktuellen Baums. Wir fithren ein Datenfeld B mit so dass B[v] = wahr ist genau dann
wenn der Knoten v im aktuellen Baum enthalten ist. Die Kanten des Baums werden implizit
konstruiert, indem wir mit jedem Knoten v das Feld v. Vorgdnger mitfithren das auf jenen Kno-
ten zeigt mit dem die minimalen Anschlusskosten erreicht werden konnen. Bei Bedarf kann der
Baum dann aus diesen Feldern explizit gemacht werden. Die Laufzeit des Algorithmus von Prim

Algorithmus 28 Algorithmus von Prim
Prozedur PRIM(V, E, ¢, )
Sei B ein neues Datenfeld der Lénge |V], iiberall mit falsch initialisiert
Fiir allev e V
V.T 1= 00
v. Vorgdnger := NIL
Ende Fiir
sx:=0
@ := MIN-PRIORITATSWARTESCHLANGE(V)
Solange @ nicht leer
v := EXTRAHIEREMINIMUM(Q)
Bl[v] := wahr
Fiir alle (v,w) € E
Falls ¢(v,w) < w.z und Blw] = falsch dann
w. Vorginger := v
REDUZIEREPRIORITAT(Q, w, c(v, w))
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Solange
Antworte (V, {{u,v} | u = v.Vorginger})
Ende Prozedur

setzt sich wie folgt zusammen: Die Initialisierung inklusive Aufbau der Prioritdtswarteschlange
benotigt Zeit O(|V]), ebenso die Berechnung der Antwort. Die duflere Schleife wird O(|V])
mal durchlaufen wobei die Extraktion des Minimums jeweils O(log |V|) Zeit benétigt. Die in-
nere Schleife wird |E| mal durchlaufen wobei bei jedem Durchlauf durch die Anderung der
Prioritdt Kosten von O(log|V]) anfallen kénnen. In einem zusammenhéngenden Graphen ist
|E| = Q(]V]), insgesamt erhalten wir also eine Laufzeit von O(|E|log|V]).
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7.3 Der Algorithmus von Dijkstra

Wir werden jetzt einen eng mit dem Algorithmus von Prim verwandten Algorithmus betrachten:
den Algorithmus von Dijkstra. Er 16st das Problem der Bestimmung des kiirzesten Pfades, vgl.
Abschnitt 2.2. Dieses Problem hat viele Anwendungen, z.B. die offensichtliche in Navigations-
systemen. Wie beim Algorithmus von Prim werden wir sukzessive einen Teilgraphen B von G
aufbauen der aus den minimalen Pfaden von s zu den Knoten von B besteht. Zur Verwaltung der
Knoten verwenden wir eine Minimum-Prioritdtswarteschlange. Der wesentliche Unterschied be-
steht darin, dass die Prioritét v.z eines Knoten v nicht mehr seine Anschlusskosten sind sondern
seine B-Distanz von s, d.h. die Linge des kiirzesten Pfades von s nach v der bis auf die letzte
Kante nur aus Knoten in B besteht. Ebenso wie beim Algorithmus von Prim reprasentieren wir
durch v. Vorgdnger implizit alle konstruierten Pfade. Der Algorithmus von Dijkstra berechnet
die kiirzesten Pfade von s zu jedem Knoten v € V. Die Antwort fiir ein bestimmtes ¢t € V kann
daraus leicht in Zeit O(|V]) bestimmt werden.

Algorithmus 29 Algorithmus von Dijkstra
Prozedur DUKSTRA(V, E, ¢, s,1)
Sei B ein neues Datenfeld der Lange |V, iiberall mit falsch initialisiert
Fiir allev e V
V.2 1= 00
v. Vorgdnger := NIL
Ende Fiir
sx:=0
@ := MIN-PRIORITATSWARTESCHLANGE(V)
Solange () nicht leer
v := EXTRAHIEREMINIMUM(Q)
Bl[v] := wahr
Fiir alle (v,w) € E
Falls v.z + c¢(v,w) < w.z und Blw| = falsch dann
w. Vorginger :== v
REDUZIEREPRIORITAT(Q, w, v.x 4 ¢(v, w))
Ende Falls
Ende Fiir
Ende Solange
Antworte (t,t. Vorginger, t. Vorginger. Vorginger, ..., s)”
Ende Prozedur

1

Beispiel 7.3. Ein Graph G mit Kantenkosten (links), der vom Algorithmus von Prim bei Eingabe
G erzeugte Spannbaum (Mitte) und die vom Algorithmus von Dijkstra erzeugten Pfade bei
Besuch von t (rechts).

3 3 3
/% . . /_\ /—\
s 1 4 t s T 4 ¢ s T 1 t

Satz 7.4. Der Algorithmus von Dijkstra ist korrekt.

Beweis. Sei G = (V, E) sowie ¢ : E — R>( die Eingabe, sei |[V| =n. Firi =1,...,n sei S; die
Menge der nach dem i-ten Schleifendurchlauf abgearbeiteten, d.h. aus @ extrahierten, Knoten
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und fiir v € S; sei p, der durch die Vorginger-Felder codierte Pfad von s nach v. Wir behaupten
dass fiir alle ¢t = 1,...,n und alle v € S; gilt dass p, ein kiirzester Pfad von s nach v ist. Wir
gehen mit Induktion nach ¢ vor. Fiir ¢ = 1 ist das trivial. Fiir den Induktionsschritt sei v der
Knoten in S;11 \ S; und sei u der Vorgéinger von v. Dann ist nach Induktionshypothese p, ein
kiirzester Pfad von s nach u und p, = py,v. Sei p ein anderer Pfad von s nach v, dann hat
p die Form p1,x,y, ps wobei p1,x in 5; ist und y auflerhalb von S;. Da aber nach Definition
des Algorithmus v unter allen mit einer Kante aus S; erreichbaren Knoten in V' \ S; minimale
Distanz zu s hat, ist ¢(p1, z,y) > ¢(py) und damit c(p) > c(py). O

Die Laufzeit vom Algorithmus von Dijkstra ist, wie jene vom Algorithmus von Prim, O(|E|log |V]).

7.4 Matroide

Definition 7.2. Sei E eine endliche Menge und U C B(F). M = (E,U) heiit Matroid falls:

1. 0 el,
2. A C B e U impliziert A € U und

3. es gilt die folgende Austauscheigenschaft:
Ist A, B € U mit |A| > |B|, dann gibt es z € A\ B so dass BU {z} € U.

Fiir A € U werden wir auch sagen dass A eine unabhingige Menge ist. Die Bezeichnung Aus-
tauscheigenschaft rithrt daher, dass in der Menge A = {z} U A’ die Teilmenge A’ durch B
ausgetauscht werden kann ohne die Eigenschaft der Unabhéngigkeit zu verlieren. Wegen Bedin-
gung 2. ist Bedingung 1. erfiillt genau dann wenn die Bedingung 1°. U # () erfiillt ist, was zu
einer alternativen Definition fiihrt.

Beispiel 7.4. Sei M eine Matrix iiber einem Korper, F die Menge der Spaltenvektoren von M
und U die Menge der linear unabhéngigen Mengen von Spaltenvektoren von M. Dann bildet
(E,U) ein Matroid:

Klar ist dass () linear unabhéingig ist und dass jede Teilmenge einer linear unabhéingigen Menge
auch linear unabhéngig ist, (F,U) erfiillt also 1. und 2. Fiir die Austauscheigenschaft seien A
und B linear unabhéngig und |A| > |B|, dann ist dim(A) = |A| > |B| = dim(B). Angenommen
fiir alle z € A wire BU{x} linear abhéingig, dann wire ja (AUB) = (B) und damit dim(AUB) =
dim(B) < dim(A). Das widerspricht aber dim(A U B) > dim(A).

Dieser Spezialfall aus der linearen Algebra hat auch historisch den Begriff des Matroids mo-
tiviert. Die Austauscheigenschaft ist eine Verallgemeinerung des Austauschsatzes von Steinitz.
Der Terminologie der linearen Algebra folgend kénnen wir nun definieren und beweisen:

Definition 7.3. Sei (E,U) ein Matroid. Eine Menge A € U heifit Basis falls kein A’ existiert
mit AC A" e U.

Da FE endlich und U nicht leer ist hat jedes Matroid mindestens eine Basis.

Satz 7.5. Sei M = (E,U) ein Matroid, seien By, By Basen von M, dann ist |By| = |Ba|.
Beweis. Angenommen B; und By wéren Basen von M mit |B;| > |Bs|, dann gébe es nach
der Austauscheigenschaft ein x € B; \ Bz so dass By U {x} € U, also wiire By nicht maximal

unabhéngig. O
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Definition 7.4. Der Rang eines Matroids M ist die Kardinalitdt seiner Basen.

Beispiel 7.5. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Wir bezeichnen A C E als un-
abhéngig falls (V, A) zyklenfrei, d.h. ein Wald, ist. Sei ¢ die Menge aller unabhéngigen Kanten-
mengen, dann ist Mg = (E,U) ein Matroid:

Es ist namlich (V, ) zyklenfrei und falls (V, A) zyklenfrei ist und B C A, dann ist auch (V, B)
zyklenfrei. Fiir die Austauscheigenschaft seien A, B € U mit |A| > |B|. Nach Korollar 2.1
besteht der Wald (V, A) aus |V|—|A| Badumen und der Wald (V, B) aus |V| —|B| Baumen. Nach
dem Schubfachprinzip gibt es also in (V, A) einen Baum T dessen Knoten zu mindestens zwei
Béumen in (V, B) gehoren. Da T' zusammenhéngend ist, gibt es eine Kante {v,w} in T so dass
v und w zu verschiedenen Baumen in (V, B) gehoren. Damit ist B U {{v,w}} € U.

Die Basen von Mg sind dann die maximalen unabhéngigen Mengen, d.h. die maximalen zy-
klenfreien Teilgraphen, d.h. nach Satz 2.3 die Spannbdume von V.

Definition 7.5. Sei (E, M) ein Matroid und ¢ : E — R>¢, dann heifit (E, M, g) gewichtetes
Matroid.

Wir koénnen also das Problem der Bestimmung eines minimalen Spannbaums abstrahieren zur
Bestimmung einer Basis minimalen Gewichts in einem gewichteten Matroid:

Basis minimalen Gewichts

Eingabe: gewichtetes Matroid (E, M, g)

Ausgabe: Basis B € M so dass ) ;. g(b) minimal

Dann besteht die korrespondiere Abstraktion des Algorithmus von Kruskal in dem generischen
gierigen Algorithmus, der in Algorithmus 30 angegeben ist.

Algorithmus 30 Generischer gieriger Algorithmus
Prozedur GIERIG(E,U, g)
Sortiere E[1,...,n] so dass g(E[1]) < --- < g(E[n])
A:=10
Fiiri:=1,...,n
Falls AU{E[i]} € U dann
A:= AU{Ei]}
Ende Falls
Ende Fiir
Antworte A
Ende Prozedur

Beispiel 7.6. Der generische gierige Algorithmus angewandt auf das in Beispiel 7.5 diskutierte
Matroid Mg entspricht genau dem Algorithmus von Kruskal.

Satz 7.6. Sei M = (E,U,g) ein gewichtetes Matroid. Dann berechnet GIERIG(E,U,g) eine
Basis minimalen Gewichts von M.

Beweis. Sei (E,U,g) ein gewichtetes Matroid mit Rang r und seien aq,...,a, € E die vom
generischen gierigen Algorithmus ausgewéhlten Elemente in dieser Reihenfolge. Dann ist g(a;) <
-+ < g(ay). Sei {by,...,b,} eine Basis mit g(b1) < --- < g(b,). Es reicht zu zeigen dass g(a;) <
g(b;) fir alle i € {1,...,7}. Angenommen es gébe ein k € {1,...,r} so dass g(ar) > g(bx),

82



dann ist k¥ > 2 da a; € E minimales Gewicht hat. Sei A = {a1,...,ax_1} und B = {b1,...,bx}.
Dann ist |B| > |A| und damit gibt es nach der Austauscheigenschaft ein b; € B\ A so dass
AU {b;} € U. Dann ist aber g(b;) < g(bx) < g(ar) und damit steht b; strikt vor a; in der
Sortierung e, ...,e, von E. Der gierige Algorithmus hétte also b; zu A hinzugefiigt bevor er
ap betrachtet hitte, Widerspruch. ]

Beispiel 7.7. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph, g : £ — R>p und s € V. Wir
definieren dann P als die Menge aller bei s beginnenden zyklenfreien Pfade und erweitern g
auf P durch g(p) = >, auf pg(e). Eine Menge A C P heifit unabhingig wenn die Pfade in
A paarweise verschiedene Endknoten haben. Sei ¢ die Menge der unabhéngigen Pfadmengen,
dann ist M = (P,U, g) ein gewichtetes Matroid.

Klar ist ) € &4/ und A C B € U impliziert A € U. Die Austauscheigenschaft gilt, da jede
unabhéngige Menge von k 4+ 1 Pfaden einen Endknoten enthélt der nicht Endknoten in einer
unabhéngigen Menge von k Pfaden ist.

Eine Basis von M ist eine Menge von Pfaden die alle Knoten erreichen, eine Basis minimalen
Gewichts enthélt fiir jeden Knoten v nur einen kiirzesten Pfade von s nach v. Der Rang von
M ist |V|. Der generische gierige Algorithmus entspricht dann in Ablauf und Ergebnis dem
Algorithmus von Dijkstra.

7.5 Das Knoteniiberdeckungsproblem

Die bisher betrachteten gierigen Algorithmen haben jeweils ein Berechnungs- bzw. Optimie-
rungsproblem exakt gelost, sie bestimmten einen kiirzesten Pfad, einen minimalen Spannbaum,
etc. Oft treten in der Praxis aber Probleme auf, fiir deren exakte optimale Losung keine ef-
fizienten Algorithmen bekannt sind. In einer solchen Situation ist es dann oft niitzlich einen
Approximationsalgorithmus zu verwenden. Ein solcher findet zwar im Allgemeinen keine op-
timale Losung, aber er findet eine die, in einem noch zu prézisierenden Sinn, nicht allzu weit
davon entfernt liegt. Wesentlich ist dann natiirlich dass der Approximationsalgorithmus effizient
genug fiir praktische Anwendungen ist. Fiir derartige Approximationsverfahren spielen gierige
Algorithmen eine wichtige Rolle. Wir werden dazu in diesem Abschnitt ein Beispiel sehen.

Definition 7.6. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knoteniiberdeckung von V ist eine Menge
V' CV sodass {u,v} € E=uecV oderveV.

Beispiel 7.8. Ein Graph und drei seiner Knoteniiberdeckungen (in grau):

Wie man sich leicht iiberlegen kann hat dieser Graph keine Knoteniiberdeckung der Grofie 2.

Jeder Graph hat die triviale Knoteniiberdeckung V' = V’. Wenn wir nach einer optimalen
Knoteniiberdeckung fragen, d.h. eine minimaler Kardinalitit, dann erhalten wir das folgende
Berechnungsproblem:
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Optimale Knoteniiberdeckung
Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E)

Ausgabe: Knoteniiberdeckung V' von G so dass |V’| minimal ist

Natiirlich gibt es oft triviale Approximationsalgorithmen, z.B. im Fall der Knoteniiberdeckung
einfach V' zu verwenden. Deshalb interessiert man sich im Kontext von Approximationsalgo-
rithmen oft fiir Approximationsgarantien.

Definition 7.7. Wir sagen dass ein Algorithmus fiir ein Minimierungsproblem Approzimations-
rate p(n) hat falls fiir jede Eingabe x der Grofe n, fiir die vom Algorithmus gelieferte Ausgabe

mit Kosten ¢(x) und die optimalen Kosten ¢*(z) bei Eingabe z gilt dass cc*(é)) < p(n).

Mit Kosten in der obigen Definition ist die Qualitdt der Losung gemeint, also z.B. im Fall der
Knoteniiberdeckung die Anzahl der Knoten in der Uberdeckung. Die Frage der Laufzeit eines
Algorithmus ist unabhéngig von der Frage nach seiner Approximationsrate. Ein Algorithmus mit
Approximationsrate p(n) wird oft auch als p(n)-Approximationsalgorithmus bezeichnet. Oft ist
es moglich, fiir Optimierungsprobleme, auch wenn kein polynomialer Algorithmus zu ihrer exak-
ten Losung bekannt ist, einen polynomialen Approximationsalgorithmus zu finden, gelegentlich
sogar mit konstanter, d.h. nicht von n abhéngiger, Approximationsrate. Gierige Algorithmen
eignen sich dafiir besonders gut, da sie immer eine geringe Laufzeit haben. Betrachten wir zum
Beispiel Algorithmus 31 zur Berechnung einer Knoteniiberdeckung. Dieser berechnet keine opti-

Algorithmus 31 Gierige Knoteniiberdeckung
Prozedur GIERIGEKNOTENUBERDECKUNG(V, E)
U:=0
A=F
Solange A nicht leer
Sei {u,v} € A
U:=UU{u,v}
Entferne alle e aus A die v oder v enthalten
Ende Solange
Antworte U
Ende Prozedur

male Knoteniiberdeckung. Das sieht man allein schon daran, dass er nur Knoteniiberdeckungen
gerader Kardinalitdt berechnet, es gibt aber Graphen deren optimale Knoteniiberdeckung un-
gerade Kardinalitit hat, siche Beispiel 7.8. Dieser Algorithmus hat Laufzeit O(|E|).

Satz 7.7. Die Prozedur GIERIGEKNOTENUBERDECKUNG ist ein 2-Approzimationsalgorithmus.

Beweis. Sei G = (V, E) der Eingabegraph, sei V* C V eine optimale Knoteniiberdeckung, sei
V' die Ausgabe des Algorithmus und sei E' die Menge der aus A gewihlten Kanten, dann ist
|V'| = 2|E'|. Nun gibt es nach der Definition des Algorithmus keine zwei Kanten in E’ die einen
Knoten teilen. Also muss eine beliebige Knoteniiberdeckung fiir jede Kante e € E’ mindestens
einen Knoten enthalten, um e zu iiberdecken. Insbesondere gilt das auch fiir V*. Damit ist

V¥ > || = §|V'| und damit {7} < 2. o

Es ist nicht bekannt ob das Problem der optimalen Knoteniiberdeckung durch einen Algorithmus
mit polynomialer Laufzeit (exakt) gelost werden kann. An sich kann das schon Grund genug
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sein, sich einen Approximationsalgorithmus zu iiberlegen. In diesem (und vielen vergleichba-
ren Fillen) weifl man allerdings sogar dass die Existenz eines solchen Algorithmus implizieren
wiirde dass P = NP. Die Frage ob P = NP ist eines der schwierigsten offenen Probleme der
Mathematik.

Um das genauer zu erkldren, muss kurz ausgeholt werden. Ein Entscheidungsproblem ist ein
Berechnungsproblem dessen Ausgabe entweder “ja” oder “nein” ist. Berechnungsprobleme und
insbesondere auch Optimierungsprobleme kénnen iiblicherweise recht direkt in Entscheidungs-
probleme {ibertragen werden, z.B.

Knoteniiberdeckung
Eingabe: endlicher Graph G = (V, E), k € N

Ausgabe: “ja” wenn G eine Knoteniiberdeckung V' hat mit |V/| < k und
“nein” sonst

Ein Entscheidungsproblem wird als Menge betrachtet indem es mit der Menge seiner “ja”-
Instanzen identifiziert wird. So wird zum Beispiel das Entscheidungsproblem der Knoteniiberdeckung
identifiziert mit der Menge

K = {(G,k) | G ist endlicher Graph der Knoteniiberdeckung V' mit |V’| < k hat}.

Wir schrédnken unsere Betrachtung nun ein auf Entscheidungsprobleme die Teilmengen von
{0,1}* sind. Graphen, natiirliche Zahlen, Tupel von Graphen und natiirlichen Zahlen, etc.
konnen als Elemente eines Entscheidungsproblems betrachtet werden indem eine Kodierung
in Worter iiber {0,1} fixiert wird und der Graph, die Zahl, etc. mit seiner/ihrer Codierung
identifiziert wird.

P bezeichnet nun die Menge aller Entscheidungsprobleme fiir die ein Algorithmus existiert
dessen Laufzeit polynomial in der Gréfe der Eingabe ist?. Ein Entscheidungsproblem S ist?® in
NP genau dann wenn es ein Entscheidungsproblem R € P sowie ein ¢ € N gibt so dass

x €S & Jye{0,1} mit |y| < |z|° und (z,y) € R.

An der Definition des Entscheidungsproblems K der Knoteniiberdeckung ist jetzt unmittelbar
sichtbar, dass es in NP ist indem wir fiir R die folgende Relation wihlen:

((G,k),V') € R < V' ist Knoteniiberdeckung von G mit |V'| < k
und beobachten dass R € P. Dann gibt es ein ¢ so dass

(V,E), k) € K & Jy € {0,1}* mit |y| < |z], z codiert ((V, E), k),
y codiert V! C V und ((V,E),V') € R

Uberdies kann vom Entscheidungsproblem der Knoteniiberdeckung (mit etwas mehr techni-
schem Aufwand) gezeigt werden, dass es NP-vollsténdig ist. NP-vollstindige Probleme sind

2Diese Definition bleibt insofern informell als wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht formell definieren was
ein Algorithmus ist. Fiir die Definition von P hat das aber kaum Bedeutung da sich unterschiedliche derartige
formale Definitionen modulo polynomialer Berechenbarkeit nicht unterscheiden.

3NP steht fiir “lésbar in nicht-deterministisch polynomialer Zeit” nach einer anderen Definition von NP iiber
nicht-deterministische Berechnung.
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in einem gewissen technischen Sinn die schwierigsten Probleme in NP. Fiir ein beliebiges NP-
vollstandiges Problem S gilt dass S € P < P = NP.

Wenn nun das Optimierungsproblem der optimalen Knoteniiberdeckung einen polynomialen
Algorithmus besitzt, dann hat auch das Entscheidungsproblem einen polynomialen Algorithmus
und, da dieses NP-vollstdndig ist, wire dann P = NP.

Es gibt tausende NP-vollstindige Probleme von denen viele praxisrelevant sind. Die Bedeutung
der Frage ob P = NP riihrt daher dass die (meisten) Probleme in P in der Praxis effizient 16sbar
sind und viele praxisrelevante Probleme NP-vollstdndig sind.
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Kapitel 8

Dynamische Programmierung

In Kapitel 3 haben wir Teile-und-herrsche Algorithmen kennengelernt. Diese gehen so vor, dass
sie eine Instanz eines Problems in kleinere, disjunkte, Teilinstanzen zerlegen, diese unabhéngig
voneinander 16sen und deren Losungen dann zu einer der urspriinglichen Instanz kombinieren.
Solche Algorithmen sind nicht effizient, wenn im Laufe der Berechnung die selben Teilinstanzen
oft auftreten. Dann werden diese ndmlich unabhéngig voneinander mehrfach gelost. Dynamische
Programmierung ist ein Designprinzip fiir Algorithmen, das solche mehrfach auftretenden Tei-
linstanzen auf eine Weise organisiert die doppelte Berechnungen vermeidet. Damit das effizient
moglich ist, ist es notwendig dass die Anzahl der zur Bestimmung einer Lésung notwendigen
Teilinstanzen nicht allzu grof§ ist (also z.B. nur polynomial).

Dieses Prinzip kann gut am folgenden Berechnungsproblem illustriert werden:

Anzahl der Pfade
Eingabe: endlicher gerichteter azyklischer Graph (V, E), s,t € V

Ausgabe: Anzahl der Pfade von s nach ¢

Zunéchst beobachten wir dass die Anzahl n,; der Pfade von v nach ¢ gleich Z(U,w) cp Mw,t ist.
Eine Prozedur die diese Beobachtung direkt der teile-und-herrsche Methode folgend realisiert
ist in Algorithmus 32 angegeben. Dieser Algorithmus ist zwar korrekt aber nicht sehr effizient.

Algorithmus 32 Anzahl der Pfade (exponentiell)

Prozedur ANZAHLPFADE(FE,v,t)
Falls v =t dann
n:=1
sonst
n:=0
Fiir (v,w) € E
n :=n + ANZAHLPFADE(E, w, t)
Ende Fiir
Ende Falls
Antworte n
Ende Prozedur

Zum Beispiel wird im Graphen
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bei der Berechnung von ANZAHLPFADE(E, v1,v,41) die Prozedur zwei Mal auf vy aufgerufen,
vier Mal auf vs, ..., 2°~! mal auf v,, insgesamt benétigt sie also Laufzeit (2") auf einem
Graphen mit |V| = O(n) und |E| = O(n). Man sieht also dass dieser Algorithmus nicht nur die
Anzahl der Pfade berechnet, sondern dass er sie auch alle durchlduft und dadurch im schlech-
testen Fall exponentielle Laufzeit benttigt.

Wir interessieren uns aber nicht fiir die Menge der Pfade, sondern nur fiir deren Kardinalitét.
So konnen wir die zur Entwicklung eines effizienteren Algorithmus entscheidene Beobachtung
machen, dass es ausreicht pro v € V nur einmal zu berechnen wie viele Pfade von v nach
t fithren, selbst wenn v von s aus auf verschiedenen Pfaden erreichbar ist. Eine, effizientere,
Vorgehensweise kann nun auf zwei Arten realisiert werden: 1. von oben nach unten wobei bereits
berechnete Werte zwischengespeichert werden (top-down mit Memoisierung) oder 2. von unten
nach oben (bottom up), dann entfillt die Notwendigkeit der expliziten Zwischenspeicherung.
Die erste ist in Algorithmus 33 angegeben, ein Beispiel fiir die zweite sehen wir im néchsten
Abschnitt. Algorithmus 33 erweitert die Datenstruktur fiir einen Knoten v um ein Attribut n

Algorithmus 33 Anzahl der Pfade (top-down mit Memoisierung)
Prozedur ANZAHLPFADE(E, v, t)
Setze v.n := 4oo fiir alle v € V
Antworte ANZAHLPFADEREK(FE, s, t)
Ende Prozedur

Prozedur ANZAHLPFADEREK(E, v, )
Falls v.n = +00 dann
Falls v =t dann
v.n:=1
sonst
v.n:=0
Fir (v,w) e E
v.n:=v.n+ ANZAHLPFADEREK(E, w, t)
Ende Fiir
Ende Falls
Ende Falls
Antworte v.n
Ende Prozedur

das die Anzahl der Pfade von v nach ¢ angibt. Der Wert 400 bedeutet dabei dass diese Anzahl
noch nicht bekannt ist. Dieser Algorithmus hat die Laufzeit O(|V|+ |E|). Man beachte auch die
Ahnlichkeit dieses Verfahrens mit der Tiefensuche.
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8.1 Das Stabzerlegungsproblem

Wir betrachten nun das folgende Optimierungsproblem: gegeben ist ein Eisenstab der Lange
n € N sowie eine Liste von Preisen p1, . .., p, wobei p; der erzielbare Preis fiir einen Eisenstab der
Lénge ¢ ist. Der gegebene Stab der Lénge n soll so zerschnitten werden, dass der durch Verkauf
der Einzelteile erzielbare Gesamtpreis (d.h. die Summe der Preise der Einzelteile) maximal ist.

Stabzerlegungsproblem
Eingabe: n € N, p1,...,p, € N

Ausgabe: i1,...,i; € Nsodassn =4 + -+ i und p;; + -+ + pi,
maximal

Fiir einen Stab der Linge n gibt es 2"~! verschiedene Moglichkeiten eine Zerteilung zu wihlen,
da an jedem ganzzahligen Punkt entweder geschnitten oder nicht geschnitten werden kann. Alle
diese Zerteilungen durchzuprobieren und davon jene mit maximalem Gesamtpreis zu wihlen
wiirde also Zeit (2") benétigen. Mit dynamischer Programmierung ist das auf effizientere
Weise l6sbar.

Beispiel 8.1. Gegeben n = 8 und py, ..., p, wie folgt:

Dann ist die optimale Zerlegung des Stabs der Lénge 8 in einen Stab der Lénge 3 und einen der
Lénge 5. Damit wird ein Gesamtpreis von ps + ps = 19 erzielt.

Sei, fiir 1 < i < n, g; der fiir einen Stab der Lange ¢ mit Preisen pq,...,p, maximal erzielbare
Gewinn. Dann ist

gi = max{pi + gi—1,02 + gi—2- .-, Pi—1 + 91, Pi}

da wir unterscheiden kénnen ob nicht geschnitten wird (p;) oder mindestens einmal geschnitten
wird und dann nach Lénge des ersten Stiicks. Wir sehen also dass die optimale Losung (die
gi bestimmt) zusammengesetzt ist durch optimale Losungen fiir kleinere Instanzen des selben
Problems (jene die die g; bestimmen fiir 1 < j < ). Das ist entscheidend fiir die Anwendbarkeit
des dynamischen Programmierens. Auflerdem ist die Gesamtanzahl der kleineren Instanzen, d.h.
der g;, die rekursiv zur Bestimmung von g; benotigt werden und damit die Anzahl der Knoten
im Teilproblemgraph klein (hier gleich ¢). Wenn wir go = 0 setzen kénnen wir g; auch schreiben
als

gi =max{p; + gi—; | 1 < j <i}.

Wir koénnen jetzt eine bottom-up Berechnung der g; in einem Datenfeld G durchfiihren, d.h.
beginnend bei kleinen ¢ in Richtung der gréfleren ¢. Um nicht nur den maximal erzielbaren
Gewinn g, sondern auch die Teilung i1 + --- + i, = n des Stabs zu berechnen, verwenden wir
das zusitzliche Datenfeld S das, fiir i = 1,...,n, in S[i] speichert wie lange das erste Stiick der
optimalen Zerteilung eines Stabs der Lénge ¢ ist. Die globale Zerteilung kann dann leicht aus
S'in Zeit O(n) berechnet werden. Diese Vorgehensweise ist in Algorithmus 34 als Pseudocode
formuliert. Die Laufzeit dieser Prozedur ist aufgrund der beiden verschachtelten Schleifen ©(n?).
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Algorithmus 34 Stabzerlegung (bottom-up)

Prozedur STABZERLEGUNG(P,n)
Sei G0, ..., n] neues Datenfeld
Sei S[1,...,n| neues Datenfeld
G[0]:=0
Firi=1,...,n
m =0
Fiir j=1,...,i
Falls P[j] + G[i — j] > m dann
m = P[j] + G[i - j]

Sli] =7
Ende Falls
Ende Fiir
Gli] :=m
Ende Fiir

Antworte (G[n], 5)
Ende Prozedur

8.2 Segmentierte Methode der kleinsten Quadrate

Bei der einfachen linearen Regression in der Statistik sind Punkte p1 = (z1,y1),...,pn =
(2, yn) € R? gegeben die z.B. aus einem Experiment stammen und wir wollen die (Ausgabe-)werte
y; durch die (Eingabe-)werte x; erkliren wobei wir annehmen, dass ein linearer Zusammenhang
besteht. Wir wollen also eine Gerade y = azx + b bestimmen welche die Punkte pq,...,pn
bestmdoglich im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate annéhert, d.h. es sollen a,b € R bestimmt
werden so dass die Fehlerquadratsumme

i(yi — ax; — b)?
=1

minimiert wird. Man kann zeigen dass diese Lésung eindeutig ist und gegeben ist durch

> iy (i — 7)(yi — 9)
> iy (wi — @)

a= und b=y —aZx.

>

n
i=1Ti oo
== und y =

wobeil T = —
Oft konnen die gegebenen Daten aber durch eine einzelne Gerade nicht sehr gut angendhert
werden, sieche Abbildung 8.1. Eine Reaktion darauf, die wir hier verfolgen wollen, besteht darin,
die Daten stiickweise durch Geraden anzunidhern. Dabei muss nun natiirlich spezifiziert werden
was minimiert werden soll, d.h. wie die Anzahl der Geraden gegen die Fehlerquadratsumme
gewichtet werden soll. Eine Moglichkeit dies zu tun besteht darin, eine Konstante A > 0 festzu-
legen, welche die Kosten der Verwendung einer (zusétzlichen) Gerade darstellt. Dann werden die
Punkte p1,...,p, entlang der z-Achse in Segmente geteilt von denen jedes unabhéingig durch
eine Gerade approximiert wird. Je nach Wert von A fillt die Anzahl der Segmente mehr oder

weniger stark ins Gewicht. Wir kommen so zum folgenden Optimierungsproblem
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Abbildung 8.1: Eingabedaten fiir segmentierte lineare Regression

Segmentierte einfache lineare Regression

Eingabe: p1 = (21,91),---,Pn = (T, yn) € R mit 27 < ... < 2, und
A>0

Ausgabe: 0 =ng<ni < ---<np_1<np=nund firallei=1,...,k
eine Gerade y = a;x + b; so dass

k n;

A+ Yy —aiwy — b))’
1 Jj=n;—1+1

)

minimal ist

Auch dieses Problem eignet sich fiir einen Ansatz mit dynamischem Programmieren. Fiir j =
1,...,n seien ¢; die Kosten der optimalen Losung des Teilproblems pq,...,p;. Dann setzt sich
c¢; zusammen aus den Kosten des letzten Segments p;, ..., p; sowie den Kosten der optimalen
Losung des Teilproblems py,...,p;—1 und den Kosten der Verwendung einer Geraden. Wir
erhalten also

cj = min{em +A+c¢1|1<i Sj}

wobei ¢; ; die minimale Fehlerquadratsumme des Segments p;, ..., p; ist. AuBerdem sei ¢y = 0,
womit der Fall dass p1, ..., pj nicht mehr unterteilt wird abgedeckt wird durch ¢; = ey j+A+cy =
e1;+A. Ahnlich wie bei der Stabzerlegung bildet diese Beobachtung nun die Basis fiir einen Al-
gorithmus der die mehrfache Betrachtung von Teilproblemen vermeidet, siehe Algorithmus 35.
Fiir ein Segment von k£ Punkten kann die Gerade mit minimaler Fehlerquadratsumme in Zeit
O(k) iiber die oben angegebenen Formeln bestimmt werden. Damit kann die kleinste Fehler-
quadratsumme dieser Gerade in Zeit O(k) bestimmt werden. Auf diese Weise alle Eli, j] mit
i < j < n zu berechnen benétigt also Zeit O(n?®). Die beiden verschachtelten Schleifen im
zweiten Teil des Algorithmus bendtigen Zeit O(n?). Wir erhalten also insgesamt eine Laufzeit
von O(n?). Die Laufzeit dieses Algorithmus kann durch eine geschicktere Behandlung der ersten
Phase auf O(n?) reduziert werden. Da dies aber nicht mehr viel zur Diskussion der dynamischen
Programmierung beitrdgt wollen wir hier darauf verzichten.
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Algorithmus 35 Segmentierte Methode der kleinsten Quadrate

Prozedur SEGMENTIERTEMKQ(P, n, A)
Sei E[1,...,n;1,...,n] ein neues Datenfeld
Firalle1 <i<j<n

Eli, j] := minimale Fehlerquadratsumme fiir das Segment p;, . ..
Ende Fiir
Sei C[0,...,n] ein neues Datenfeld
Sei S[1,...,n| ein neues Datenfeld
Cl0]:=0
Firj=1,...,n
m = 400

Firi=1,...,]
Falls E[i,j] + A+ C[i — 1] < m dann
m := Eli,j] + A+ Cli — 1]

Slj] =i
Ende Falls
Ende Fiir
Cljl:==m
Ende Fiir

Antworte (C[n],5)
Ende Prozedur

)y Pj
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Kapitel 9

Randomisierung

Unter einem randomisierten Algorithmus versteht man einen Algorithmus der gewisse Ent-
scheidung basierend auf (aus externer Quelle erhaltenen) Zufallszahlen macht!. Das kann zu
verschiedenen Zwecken niitzlich sein. Einerseits kann man die Eingabedaten oder das Verhalten
des Algorithmus randomisieren und so sicherstellen, dass ein Algorithmus auch im schlechte-
sten Fall nur die Komplexitét des durchschnittlichen Falls hat. Dafiir hat der Algorithmus dann
auch im besten Fall die Komplexitit des durchschnittlichen Falls. Je nach Laufzeit im schlechte-
sten, besten und durchschnittlichen Fall und je nach Verteilung der Eingabedaten ist das mehr
oder weniger niitzlich. Andererseits kann Randomisierung in einem Algorithmus auch verwendet
werden, um schnell ein Resultat zu liefern, das aber nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit < 1
korrekt ist. Eine Wiederholung (mit unabhéngigen Zufallszahlen) erlaubt dann eine beliebige
Annéherung der Irrtumswahrscheinlichkeit an 0.

9.1 Randomisierung der Eingabe

In Hinblick auf ein einfaches Beispiel fiir die Randomisierung der Eingabe wollen wir das folgende
Bewerberproblem betrachten. Eine Abfolge von Bewerbern absolviert Vorstellungsgespréche fiir
eine Stelle. Einer hire&fire-Mentalitét folgend soll zu jedem Zeitpunkt, d.h. auch zwischen den
Bewerbungsgesprichen, der beste Bewerber die Stelle halten. Wenn ein besserer Bewerber als
der aktuelle Stelleninhaber gefunden wird, wird dieser durch jenen ersetzt. Wir gehen davon aus
dass die Bewerber mit k1, ..., k, € Ry beurteilt werden. Die natiirliche Vorgehensweise ist in
Algorithmus 36 als Pseudocode ausformuliert. Wir gehen dabei davon aus dass K[i] den Wert k;
enthélt und dass K[0] = 0 ist. Fiir die Analyse wollen wir davon ausgehen, dass die Einstellung
eines Kandidaten hohe Kosten verursacht. Wir interessieren uns also dafiir, wie oft Zeile 5 in
dieser Prozedur ausgefiihrt wird. Eine Vorgehensweise wie in Algorithmus 36 zur Suche eines
Maximums oder Minimums kommt oft als Teil anderer Algorithmen vor.

Lemma 9.1. Die Anzahl der Neuanstellungen ist im schlechtesten Fall n und im durchschnitt-
lichen Fall O(logn).

Beweis. Der schlechteste Fall tritt ein wenn k1 < kg < - -+ < k,. Dann werden n Neuanstellun-
gen durchgefiihrt, eine fiir jeden Kandidaten.

'Das ist nicht zu verwechseln mit einem nicht-deterministischen Algorithmus der, in gewissem Sinn, verschie-
dene deterministische Berechnungen gleichzeitig macht.
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Algorithmus 36 Direkte Losung des Bewerberproblems
1: Prozedur BEWERBERSUCHE(K, n)
2 m:=0
3 Firi:=1,...n
4 Falls K[i] > K[m| dann > Vorstellungsgespréch fiir Kandidat ¢
5: m =1 > Einstellen von Kandidat ¢
6
7
8
9:

Ende Falls
Ende Fiir

Antworte m
Ende Prozedur

Fiir den durchschnittlichen Fall gehen wir davon aus, dass jede Eingabepermutation der k; gleich
wahrscheinlich ist. Sei X die Anzahl der Neuanstellungen und sei

- J1 falls der i-te Kandidat eingestellt wird und
" 10 falls der i-te Kandidat nicht eingestellt wird.

Dann ist X = > | X; und, fir i = 1,...,n ist EX; = W(X; = 1). Da der i-te Kandidat einge-
stellt wird genau dann wenn k; = max{kj, ..., k;}, ist nach Lemma 2.1 die Wahrscheinlichkeit
WX, =1)= % Somit erhalten wir

n n n
1
EX=E) X;=)Y EX;=) - =H,=lnn+0(1).
i=1 =1

=1

O]

Wir haben also einen Algorithmus der im schlechtesten Fall deutlich hohere Kosten verursacht
als im durchschnittlichen Fall. Um die Laufzeit des durchschnittlichen Falls zu garantieren,
konnen wir die Eingabedaten vorverarbeiten indem wir auf sie eine (uniform verteilte) Zufalls-
permutation anwenden. Sei ZUFALLSPERMUTATION(n) eine solche uniform verteilte Zufallsper-
mutation von n Elementen. Wir erhalten dann den in Algorithmus 37 angegebenen Pseudocode.
Der Erwartungswert der Anzahl der Neuanstellungen wird hier iiber die Verteilung der Eingabe

Algorithmus 37 Randomisierte Losung des Bewerberproblems
Prozedur BEWERBERSUCHERANDOMISIERT (K, n)
K := ZUFALLSPERMUTATION(K)
Antworte BEWERBERSUCHE(K, n)
Ende Prozedur

und der Zufallspermutation gebildet und ist damit unabhéingig von der Eingabe O(logn). Die
systematische Konstruktion einer Eingabe mit schlechtem Verhalten ist also nicht mehr méglich.
In diesem Sinn gibt es keine worst-case Eingabe mehr. Der Nachteil von Algorithmus 37 ist, dass
es in diesem Sinn auch keine best-case Eingabe mehr gibt. Wenn wir also erwarten sehr hiufig
eine annahernd absteigend sortierte Eingabe zu erhalten, wird Algorithmus 36 vorzuziehen sein.

Eine vergleichbare Situation trat auch in Abschnitt 5.2 auf. Das auf (nicht-balancierten) Such-
biumen basierende Sortierverfahren hatte eine Laufzeit von O(n?) im schlechtesten Fall aber
O(nlogn) im Durchschnittsfall. Durch eine Zufallspermutation der Eingabe kann dieses in ein
randomisiertes Verfahren umgewandelt werden dass auf beliebiger Eingabe eine erwartete Lauf-
zeit von O(nlogn) hat.
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Wir wollen uns jetzt damit beschéftigen wie man eine Zufallspermutation erzeugen kann. Klar
ist, dass wir irgendeine Art von Zufallsquelle voraussetzen miissen. Wir nehmen also die Verfiig-
barkeit einer Prozedur ZUFALL(i, j) an, die eine uniform verteilte Zufallszahl im Intervall [i, j] C
N liefert. Viele Programmiersprachen bzw. Betriebsysteme stellen tatsédchlich solche Funktionen
zur Verfiigung, die als Zufallsquelle verschiedene Umgebungsdaten oder einen Pseudozufallszahlen-
Generator verwenden.

Ein geeigneter Ansatz zur Berechnung einer zufélligen Permutation eines Datenfelds A der Linge
n besteht darin, fiir ¢ = 1,...,n das Element A[i] mit einem zufiilligen Element in A[i,. .., n]
zu vertauschen. Das ist der Algorithmus von Fisher-Yates, als Pseudocode ausformuliert in
Algorithmus 38. Dieser Algorithmus hat Laufzeit ©(n) (unter der Annahme dass ZUFALL(¢, )

Algorithmus 38 Der Fisher-Yates Algorithmus
Prozedur FISHERYATES(A)
Fir i =1,...,A. Linge
Vertausche A[i] und A[ZUFALL(,n)]
Ende Fiir
Antworte A
Ende Prozedur

konstante Zeit benotigt). Klar ist, dass der Algorithmus von Fisher-Yates eine Permutation
des Eingabdatenfelds berechnet, da er nur Vertauschungen durchfiihrt. Fiir die Analyse der
Wahrscheinlichkeitsverteilung der erzeugten Permutation ist noch etwas Arbeit notig.

Satz 9.1. Der Fisher-Yates Algorithmus erzeugt eine uniform verteilte Zufallspermutation.

Beweis. Sei n = A.Ldnge und fiir i = 0,1,...,n sei A; das Datenfeld nach dem i-ten Durchlauf
der Schleife. Dann ist Ay das Eingabedatenfeld. Sei 0.B.d.A. Ag[i] =i firi=1,...,n. Sei V" die

Menge aller Variationen von k aus n Elementen ohne Wiederholung. Dann ist [V} = (nﬁ!k)!. Wir

zeigen mit Induktion nach ¢ = 1,...,n dass fiir alle v € V;": W(A4;[1,...,i] =v) = ﬁ = (”;!i)!
Fiir ¢ = n folgt daraus dass das Ausgabedatenfeld A,, eine uniform verteilte Permutation ist.
Die Induktionsbasis ¢ = 1 folgt direkt aus Definition des Algorithmus. Fiir den Induktionsschritt

sei w € V1, dann ist w = (v, ) wobei v € V;" und z € {1,...,n} \ v. Dann ist

W(AH_l[l, B 1] = w) = W(Az[l, e ,Z] = v und Ai+1[i + 1] = ac)
und da {1,...,n}\ v genau die Elemente von A;[i +1,...,n] sind ist W(A;41[i+1] = 2) =

(n—id)! 1 (n—(i—l—l))!‘

nl n—1 n!

9.2 Quicksort

Quicksort ist einer der schnellsten Sortieralgorithmen und wird deshalb in der Praxis oft verwen-
det. Der Algorithmus folgt dem Teile-und-Herrsche Prinzip. Das Eingabedatenfeld A[l, ..., n]
wird zunéchst durch Vertauschungen von Elementen in zwei Teile geteilt: A[l,...,m — 1] und
Alm+1,...,n] so dass alle Elemente im linken Teil kleiner gleich A[m] sind und alle Elemente
im rechten Teil groBer gleich A[m| sind. Dann wird die Prozedur rekursiv auf den beiden Teilen
aufgerufen. Insgesamt wird so das Datenfeld durch Vertauschungen sortiert.
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Die Aufteilung des Datenfelds A[l,...,r] wird so realisiert, dass zunéchst ein Pivotelement
aus dem Datenfeld gewéhlt wird, z.B. A[r]. Danach wird das Datenfeld von links nach rechts
durchlaufen wobei der jeweils bisher durchlaufene Teil aus zwei Teilen besteht: jene Elemente
die grofler sind als A[r] und jene die kleiner sind als A[r]. Am Ende wird das Pivotelement A[r]
an die richtige Stelle permutiert. Diese Vorgehensweise ist in Algorithmus 39 ausformuliert.

Algorithmus 39 Quicksort
Prozedur QUICKSORT(A,I, 1)
Falls | < r dann
m = TEILEN(A,[,r)
QUICKSORT(A,l,m — 1)
QUICKSORT(A, m + 1,71)
Ende Falls
Ende Prozedur

Prozedur TEILEN(A,, 1)
x = Alr]
=1
Firj=1[...,r—1
Falls A[j] <z dann
Vertausche A[i] mit A[j]
1:=1+1
Ende Falls
Ende Fiir
Vertausche A[i] mit A[r]
Antworte ¢
Ende Prozedur

Die Prozedur TEILEN wihlt zunéchst als Pivotelement z = A[r]. Zu Beginn jedes Schleifen-
durchlaufs gilt: i < j, falls k € {l,...,i—1}ist A[k] <z und falls k € {i,...,j—1} ist A[k] > =.
In jedem Schleifendurchlauf wird j um eins erhoht und gegebenenfalls durch eine Vertauschung
von A[i] mit A[j] und Inkrementierung von ¢ diese Invariante beibehalten.

Beispiel 9.1. Die Prozedur TEILEN angewandt auf das Datenfeld

transformiert dieses in

und antwortet mit 7 = 5.

Die Laufzeit der Prozedur TEILEN ist O(r — [). Die Gesamtlaufzeit von Quicksort hingt also
davon ab, wie die Aufteilungen des Datenfeldes stattfinden. Intuitiv ist eine Aufteilung um-
so besser je schneller die Grofle der Instanzen schrumpft. Tatséchlich kann man sich leicht
tiberlegen, dass im Fall einer aufsteigend sortierten Eingabe ein Datenfeld der Linge n aufge-
spalten wird in eines der Lénge n — 1, in das Pivotelement, sowie eines der Grofle 0. Fiir diesen
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Fall ist die Laufzeit von Quicksort also gegeben durch
T(n)=T(n—1)+06(n).

Durch die Substitutionsmethode kann leicht gezeigt werden dass T'(n) = ©(n?). Die Laufzeit
von Quicksort im schlechtesten Fall ist also Q(n?).

Der obigen Intuition folgend kann man sich vorstellen, dass die beste Aufteilung eines Datenfelds
der Linge n jene ist die zwei Datenfelder der selben Lénge erzeugt. Die Laufzeit wird dann
(modulo Rundung) beschrieben durch die Rekursionsgleichung

T(n) = 2T(g) +0(n).

Nach dem zweiten Fall des Master-Theorems ergibt sich also T'(n) = ©(nlogn).

Die Laufzeit ergibt sich aber selbst dann zu O(nlogn) wenn eine unbalancierte Aufteilung
gewiahlt wird, so lange die Léangen der Teildatenfelder durch eine multiplikative Konstante und
die urspriingliche Linge bestimmt werden. Wird zum Beispiel in jedem Schritt eine 1-zu-9
Aufteilung gew#hlt, dann erhalten wir (modulo Rundung) die Rekursionsgleichung

T(n) = T(l—lon) + T(%n) +en.

Im Rekursionsbaum hat dann jede Ebene Kosten < ¢n und es gibt O(log 10 n) Ebenen, insgesamt
haben wir also Kosten von O(nlogio n) = O(nlogn).
9

Wir analysieren nun den durchschnittlichen Fall. Im durchschnittlichen Fall treten bessere und
schlechtere Aufteilungen gemischt auf. Wir gehen, wie immer bisher, davon aus dass alle Per-
mutationen des Eingabedatenfelds gleich wahrscheinlich sind. Weiters nehmen wir zur Verein-
fachung der Analyse an, dass die Schliissel paarweise unterschiedlich sind. Dann kénnen wir
zeigen:

Satz 9.2. Die Laufzeit von Quicksort im durchschnittlichen Fall ist O(nlogn).

Beweis. Ein Aufruf von Quicksort auf einem Datenfeld der Lange n fithrt zu héchstens n Aufru-
fen der Prozedur TEILEN. Der Aufwand eines Aufrufs von TEILEN ist ©(v) wobei v die Anzahl
der durchgefithrten Vergleiche (“Afj] < z”) ist. Weiters wird ja immer mit dem Pivotelement
verglichen das in spéteren Aufrufen von TEILEN keine Rolle mehr spielt, also wird kein Paar
zwei Mal verglichen. Sei X die Anzahl der Vergleiche die {iber alle Aufrufe von TEILEN hin-
weg insgesamt durchgefiihrt werden. Dann ist die Gesamtlaufzeit von Quicksort O(X +n). Wir
wollen nun EX bestimmen.

Seien dazu {z1,...,2,} die Elemente des Eingabedatenfeldes mit z; < -+ < z,. Fiir i < j sei
weiters Z; ; = {z;,...,2;}. Der Algorithmus beginnt mit der Auswahl eines Pivotelements zj
aus Z1,, das mit z1,...,25—1, k41, - - ., 2n verglichen wird um die erste Teilung des Datenfelds
zu berechnen. Nach Teilung des Datenfelds werden z,...,2;_1 sowie zgy1,...,2, nur noch
untereinander verglichen, nicht aber miteinander. Dieser Prozess wiederholt sich dann.

Allgemein kénnen wir also feststellen, dass z; mit z; verglichen wird genau dann wenn z; oder
zj als erstes in Z;; als Pivotelement gew&hlt wird und damit also kein (frither gewdihltes)
Pivotelement zwischen z; und z; steht. Sei

{1 falls z; mit z; verglichen wird
i7j =

0 sonst
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Dann ist X = 37, ., ;<, Xi; und wir erhalten

EX = Z EX;; = Z W (z; wird mit z; verglichen)
1<i<j<n 1<i<j<n
= Z W(z; oder z; ist erstes Pivotelement aus Z; ;)
1<i<j<n

- Y (et
N j—i+1 j—i41

1<i<j<n

1
=2 D,

1<i<j<n

n—1n—i

Somit ist auch die Gesamtlaufzeit im durchschnittlichen Fall O(nlogn). O]

Um diese durchschnittliche Laufzeit als erwartete Laufzeit auch auf ungiinstigen Eingaben zu
garantieren bietet sich die in Algorithmus 40 angegebene Randomisierung an. Hier wird die

Algorithmus 40 Randomisiertes Quicksort
Prozedur QUICKSORTRANDOMISIERT(A, [, 1)
Falls [ < r dann
i := ZUFALL(l,r)
Vertausche A[i] und Alr]
m := TEILEN(A,,r)
QUICKSORT(A,l,m — 1)
QUICKSORT(A,m + 1,7)
Ende Falls
Ende Prozedur

Auswahl eines zufilligen Elements als Pivotelement dadurch realisiert, dass das zufillig gewéhlte
Element mit A[r] vertauscht wird bevor die Teilung des Datenfelds durchgefiihrt wird. Ein
zufillig gewdhltes Pivotelement teilt das aktuelle Teildatenfeld mit grofier Wahrscheinlichkeit
gut auf. Diese randomisierte Variante von Quicksort hat, unabhéngig vom Eingabedatenfeld,
die erwartete Laufzeit O(nlogn).

9.3 Eine untere Schranke auf Sortieralgorithmen

Wir haben nun einige Sortierverfahren gesehen deren Laufzeit immer mindestens nlogn war.
Es ist natiirlich zu fragen, ob es auch besser moglich ist. Eine positive Antwort auf diese Fra-
ge bestiinde in einem schnelleren Sortierverfahren (das in gewissen Spezialfillen tatséchlich
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existiert, siche unten). Eine negative Antwort darauf zu geben fillt aber viel schwerer da ein
Beweis tiber alle Sortierverfahren notwendig wére. Wir werden hier eine untere Schranke fiir ein
bestimme Klasse von Sortierverfahren beweisen: fiir vergleichsbasierte Sortierverfahren. Diese
zeichnen sich dadurch aus, dass sie lediglich Schliisselvergleiche verwenden kénnen, um die kor-
rekte Reihenfolge der Eingabedaten zu bestimmen (nicht aber z.B. Schliissel addieren kénnen).
Alle bisher in dieser Vorlesung betrachteten Sortierverfahren sind von dieser Art.

Die Entscheidungen die ein vergleichsbasiertes Sortierverfahren trifft konnen durch einen Ent-
scheidungsbaum dargestellt werden. Bei einer Eingabe von Schliissel k1, . .. k, stellt ein Knoten
mit Beschriftung ;j einen Vergleich von k; mit k; dar. Ein Blatt stellt dann die sortierende
Permutation der Eingabe dar. Auf diese Weise induziert ein vergleichsbasiertes Sortierverfahren
eine Folge (T},)n>2 von Entscheidungsbdaumen. Der Entscheidungsbaum 7}, hat dann n! Blétter,
denn einerseits muss ja jede Permutation vorkommen, da sie als Eingabe moglich ist. Anderer-
seits unterscheiden sich die Permutationen an zwei verschiedenen Blattern und so kann keine
Permutation zwei Mal vorkommen.

Beispiel 9.2. Ein Entscheidungsbaum eines vergleichsbasierten Sortierverfahrens fiir n = 3 ist:

k2<k3

[132]

Wir kénnen dann zeigen:

Satz 9.3. Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren bendtigt im schlechtesten Fall Laufzeit Q(nlogn).

Beweis. Wir betrachten ein Eingabedatenfeld der Linge n und ein Sortierverfahren A. Sei b die
Anzahl der Blédtter des Entscheidungsbaums von A fiir Eingabe der Linge n, dann ist b = n!. Sei
d die maximale Tiefe eines Blattes, dann ist b < 2% und so erhalten wir n! < 2¢, d.h. log(n!) < d.
Da n! > (%)% =237 st log(n!) > 5log § = Q(nlogn). O

Um den Durchschnittsfall zu behandeln beweisen wir zunichst ein Lemma. Fiir einen Baum T

bezeichnen wir den Durchschnitt der Tiefen der Blétter von T' als mattlere Tiefe d(T) von T.

Lemma 9.2. Ein bindrer Baum T mit b > 2 Bldittern hat mittlere Tiefe d(T) > logb.

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach b vor. Der Fall b = 2 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt
sei T der linke Teilbaum von T mit b; Blittern und 75 der rechte Teilbaum von T mit by
Blattern. Dann ist b = by + by und

AT) = S (1 (dT3) + 1) + by(d(T) + 1)

1
>IH g(bl(logb1 +1) + by(log by + 1))

1
= by log 261 + by log 2bs).
b1~|—bz(10g 1+ b2log 2bs)
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Diese Funktion erreicht ihr Minimum bei by = by = %, also

1,b b
> flogb—l—ilogb)

52
ogb.

fu—

O]

Satz 9.4. Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren bendtigt im durchschnittlichen Fall Laufzeit
Q(nlogn).

Beweis. Sei A ein vergleichsbasiertes Sortierverfahren und sei T}, der Entscheidungsbaum von
A fiir Eingaben der Linge n, dann hat T,, genau n! Blitter und damit ist, nach Lemma 9.2,

d(T,) > logn!. Wie im Beweis von Satz 9.3 gezeigt ist logn! = Q(nlogn). O

Man kann durchaus auch sinnvolle Sortierverfahren angeben, die keine vergleichsbasierten Sor-
tierverfahren sind und, zumindest fiir gewisse Spezialfille, eine bessere Laufzeit haben. Zdhl-
sortieren geht davon aus, dass die Schliissel in einen bestimmten Bereich {1,...,k} fallen und
erlaubt dann eine Sortierung in Zeit ©(n + k) wobei n die Linge des Eingabedatenfelds ist.
Fiir hinreichend kleine k ist damit also ein Sortierverfahren mit Laufzeit ©(n) angegeben. Ein
FEinsatz dieses Verfahrens ist nur sinnvoll wenn & nicht grofler als zirka nlogn ist.

Beispiel 9.3. Bei dem Eingabedatenfeld

a|lblc|d|]el|] f]|]g]|h

A=
214132114 ]3]|3

sind alle Schliissel in {1,...,4}, d.h. also k = 4. Zuné&chst z&hlen wir, fir alle j € {1,...,k} wie
viele Elemente den Schliissel j haben und erhalten.

112312
Daraus berechnen wir, fiir j € {1,..., k} den letzten Index mit Schliissel j im sortierten Daten-
feld.

11368

Das induziert eine Unterteilung

des Ausgabedatenfelds. Dieses wird dann, der Unterteilung folgend, mit den Elementen von A
befiillt und wir erhalten

Zihlsortieren ist in Algorithmus 41 als Pseudocode ausformuliert. Man erkennt leicht, dass diese
Prozedur Laufzeit ©(n + k) hat.
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Algorithmus 41 Zéhlsortieren
Prozedur ZAHLSORTIEREN(A, k)
Sei B[1,..., A.Linge| ein neues Datenfeld
Sei C[1,...,k] ein neues Datenfeld, iiberall mit 0 initialisiert.
Firi:=1,...,A. Linge
C[A[i].x] := C[A[i].x] + 1
Ende Fiir
Firi:=2,...,k
Cli] :=C[i] + C[i — 1]
Ende Fiir
Fiir i := A.Ldnge, ..., 1
B[C[A[i].x]] := Alj]
ClA[i].x] := C[A[i].x] — 1
Ende Fiir
Antworte B
Ende Prozedur

9.4 Primzahltests

Wir wollen uns nun mit dem folgenden Entscheidungsproblem beschéftigen:

Primzahlen

Eingabe: n € N

Ausgabe: “ja” falls n € P, “nein” sonst

Dieses Problem hat wichtige Anwendungen in der Kryptographie, zum Beispiel bildet es die
Grundlage der Schliisselerzeugung beim RSA-Verfahren das wir in Abschnitt 9.5 genauer be-
sprechen werden. Man kann sich leicht iiberlegen, dass eine Zahl n € N zusammengesetzt ist
genau dann wenn sie einen Teiler < /n hat, so dass es fiir einen Primzahltest ausreichend ist,
Probedivisionen von 1 bis /n durchzufiihren. Dieses auf Probedivisionen basierende Verfahren
hat also Laufzeit O(y/n). In der Praxis hat man es aber oft mit Primzahlen zu tun die etwa
1000 bis 3000 Bits haben. Nun ist z.B. /22000 = 21000 a5 7y hoch ist, um zu einem praktisch
einsetzbaren Algorithmus zu fiihren.

Seit 2002 ist ein Algorithmus bekannt der in Zeit O((logn)*) fiir ein k € N entscheidet ob ein
gegebenen n € N eine Primzahl ist (AKS-Verfahren). Das derzeit kleinste bekannte solche & ist
k = 7. Dieses Resultat hat bisher nur theoretische Bedeutung. Fiir die praktische Anwendung
ist diese Klasse von Algorithmen nicht effizient genug. In der Praxis wendet man stattdessen
probabilistische Primzahltests an die effizient sind und mit beliebig grofler Wahrscheinlichkeit
< 1 eine korrekte Antwort liefern. Um diese néher zu besprechen rufen wir uns zunéchst den
kleinen Satz von Fermat in Erinnerung:

Satz 9.5 (Kleiner Satz von Fermat). Sein € P, a > 1, ggT(a,n) = 1, dann ist

a"'=1 (modn).
Auf Basis dieses Satz ist ein einfacher Primzahltest moglich: Gegeben n € N wahlen wir zufillig
ein a € {2,...,n — 1} und iiberpriifen (mit dem euklidischen Algorithmus) ob ggT(a,n) = 1.
Ist das nicht der Fall ist a ein Teiler von n und damit n ¢ P. Falls ggT(a,n) = 1 ist dann
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iiberpriifen wir ob a”~! = 1 (mod n). Falls "' # 1 (mod n) dann ist n ¢ P (auch wenn wir
keinen Teiler von n kennen). In diesem Fall heifit a auch Fermat-Zeuge gegen die Primalitit von
n. Ist hingegen a”~! =1 (mod n) dann endet der Algorithmus mit der Vermutung dass n € P.
Die Laufzeit dieses Verfahrens betrigt bei Verwendung effizienter Exponentation O(logn).

Nun hat dieser Primzahltest allerdings einen bedeutenden Defekt: Es gibt zusammengesetzte
Zahlen n so dass fiir alle a € {2,...,n — 1} mit ggT(a,n) = 1 gilt: a"* = 1 (mod n). Solche
Zahlen heiflen Carmichael-Zahlen. Es gibt unendlich viele Carmichael-Zahlen, die kleinste ist
3-11-17 = 561. Wenn wir diese aber ausklammern, so kdnnen wir zeigen:

Lemma 9.3. Sein € N eine zusammengesetzte Zahl die keine Carmichael-Zahl ist. Dann gibt
es in {1,...,n — 1} hichstens "T_l Zahlen die zu n teilerfremd sind aber keine Fermat-Zeugen

gegen die Primalitdt von n sind.

Beweis. Fiir einen Ring R sei R* = {r € R | 3s € Rsodassrs=1.}. R* bildet mit der
Multiplikation von R eine Gruppe die als Einheitengruppe von R bezeichnet wird. Nun ist
(2/nz)* = {a € Z/nz | ggT(a,n) = 1}. Wir definieren B = {b € Z/nz | b" ' =1 (mod n)}. Dann
ist B Untergruppe von (%/nz)*. Nach dem Satz von Lagrange gilt also |B| | [(Z/nz)*|. Da n
zusammengesetzt aber keine Carmichael-Zahl ist gibt es ein a € (Z/nz)* mit a”~ ' # 1 (mod n).
Also ist B eine echte Untergruppe von (Z/nz)* und damit erhalten wir |B| < 3|(Z/nz)*| <

2
n—1 ]

2
Wenn wir also fiir ein zusammengesetztes n € N das keine Carmichael-Zahlist eina € {1,...,n—
1} uniform verteilt wihlen, so ist W(ggT(a,n) =1 und a"~! =1 (mod n)) < 1. Falls also der
Fermattest auf einem n € N das keine Carmichael-Zahl ist mit “vermutlich ist n € P” antwortet,
so irrt er sich mit einer Wahrscheinlichkeit von < % Dieser Test kann nun fiir verschiedene, un-
abhéngig voneinander zufillig gewéahlte, a wiederholt werden um so die Fehlerwahrscheinlichkeit
beliebig nahe an 1 zu bringen.

Sinnvoll einsetzbar ist der Fermat Test aufgrund der Tatsache dass er auf Carmichael-Zahlen
nicht funktioniert allerdings nicht. Ein Test der diesen Defekt nicht hat ist der Miller-Rabin
Test. Dieser basiert auf dem folgenden Satz

Satz 9.6. Sein > 1 ungerade, sei n — 1 = 2d, d ungerade, sei a > 1 mit ggT(a,n) = 1. Falls
n € P, dann ist
d —
a®=1 (mod n)

oder es gibt ein r € {0,...,s — 1} so dass

a®4=—-1 (mod n).

Ohne Beweis.

Definition 9.1. Sei n > 1 ungerade, sei n — 1 = 2%d, d ungerade. Dann heiflt a € N Miller-
Rabin Zeuge gegen die Primalitit von n falls ggT(a,n) = 1 und a? # 1 (mod n) sowie a®'¢ # —1
(mod n) fiir alle r € {0,...,s —1}:

Gegeben n und a € {1,...,n — 1} kann in Zeit O(logn) festgestellt werden ob a ein Miller-
Rabin Zeuge gegen die Primalitdt von n ist. Die Bedingung ggT(a,n) = 1 kann mit dem
euklidischen Algorithmus iiberpriift werden. Die Berechnung von a? modulo n kann durch die
auf Bindrdarstellung basierende schnelle Exponentation in Zeit O(logn) durchgefiihrt werden.
Die Berechnung der a?" % modulo n geschieht durch sukzessives Quadrieren.
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Satz 9.7. Sei n > 3 eine ungerade zusammengesetzte Zahl, dann gibt es in {1,...,n — 1}
hdchstens ”T_l Zahlen, die zu n teilerfremd sind aber keine Miller-Rabin Zeugen gegen die Pri-

malitdt von n sind.

Ohne Beweis.

Algorithmus 42 Miller-Rabin Primzahltest
Prozedur MILLERRABIN(n, )
Fir::=1,...,t
a := ZUFALL(1,n — 1)
Falls ggT(a,n) = 1 dann
Falls a Miller-Rabin Zeuge gegen Primalitdt von n ist dann
Antworte “zusammengesetzt”
Ende Falls
sonst
Antworte “zusammengesetzt”
Ende Falls
Ende Fiir
Antworte “wahrscheinlich prim”
Ende Prozedur

Korollar 9.1. Sei n > 3 ungerade und zusammengesetzt, dann ist die Wahrscheinlichkeit dass
MILLERRABIN(n,t) mit “wahrscheinlich prim” antwortet hiochstens 272t

Ein Primzahltest wie dieser wird zur Erzeugung von grofien Primzahlen wie folgt eingesetzt.
Man wihlt eine zufillige Zahl n der gewiinschten GroBenordnung (also z.B. mit 2048 Bits).
Fiir ein geeignetes t wird dann MILLERRABIN(n, t) ausgefiihrt. Ergibt das die Antwort “wahr-
scheinlich prim” wird n als Primzahl betrachtet und zuriickgegeben. Ergibt das die Antwort
“zusammengesetzt” wiederholt man das Verfahren fiir eine neue Zufallszahl n. Ein Wahl von
z.B. t = 15 garantiert bereits eine Fehlerwahrscheinlichkeit von héchstens 1 zu einer Milliarde.
Das ist fiir die meisten praktische Anwendungen ausreichend.

9.5 Der RSA-Algorithmus

Als Anwendung grofler Primzahlen wollen wir das RSA-Verschliisselungsverfahren betrachten.
Das RSA-Verfahren ist ein public-key-Verfahren, d.h. der Schliissel einer Person X besteht
aus zwei Teilen: einem 6ffentlichen Schliissel der publiziert wird und zur Verschliisselung von
Nachrichten an X verwendet werden kann und einem privatem Schliissel der im Besitz von X ist
und geheim bleibt. Die Schliisselerzeugung funktioniert wie folgt: Person X wéahlt zufillig zwei
(vermutete) Primzahlen p und ¢ wie im vorherigen Abschnitt beschrieben. Dann wird n = pq
als RSA-Modul bezeichnet. Weiters wéihlt X eine natiirliche Zahl e mit

l<e<(p—1)(g—1) und ggT(e,(p—1)(g—1)) =1
und? berechnet eine Zahl d mit

l<d<(p—1)(¢g—1)unded=1 (mod (p—1)(q—1))

*Das Auftreten von (p — 1)(¢ — 1) erklért sich durch den Wert der Eulerschen ¢-Funktion auf n: ¢(n) =
e(P)p(q) = (p—1D(g—1).
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was mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus mdoglich ist. Dann ist (n,e) der 6ffentliche
Schliissel und d der private Schliissel.

Will nun eine Person Y eine Nachricht an X schicken so geht sie zur Verschliisselung wie folgt
vor. Zunéchst nehmen wir an, dass fiir die Nachricht m gilt: 0 < m < n. Langere Nachrichten
werden in Blocke unterteilt von denen jeder in [0,n[ zu liegen kommt. Die Nachricht m wird
dann verschliisselt zu

c=m® (mod n).

Um diese Verschliisselung durchzufiihren reicht es, den offentlichen Schliissel (n,e) zu kennen.
Die Entschliisselung basiert dann auf dem folgenden Satz

Satz 9.8. Sei (n,e) ein dffentlicher Schliissel, sei d der dazugehdrige private Schliissel und sei

0 <m < n. Dann gilt (m¢)? =m (mod n).

Um diesen Satz zu beweisen machen wir noch kurz die folgende zahlentheoretische Beobachtung.

Lemma 9.4. Seien ni,ne € Z relativ prim, seien a,b € Z mit a = b (mod ny) und a = b
(mod ng), dann ist a =b (mod ning).

Beweis. Da a = b (mod np) und a = b (mod ng) gibt es ki,ke € Z so dass a — b = nik; und
a — b = ngky. Also ist n1k; = naks und da ny und ng relativ prim sind gilt ny | k1, d.h. also es
gibt ein Iy € Z mit k1 = nale. Damit ist a — b = ningls, d.h. also a = b (mod nyng). O

Beweis von Satz 9.8. Daed =1 (mod (p—1)(q — 1)) existiert ein [ € Z so dass ed =1+ (p —
1)(¢ — 1) und damit

(M) = med = ! HE=DE=) — (=D)L

Dann gilt
(m)* =m(mP )V =m  (mod p)

wegen dem kleinen Satz von Fermat falls m kein Vielfaches von p ist. Falls m ein Vielfaches von
p ist, dann gilt diese Gleichung ebenfalls, da beide Seiten kongruent 0 sind. Analog dazu sieht
man dass (m€)? = m (mod ¢). Aus Lemma 9.4 folgt damit (m€)? = m (mod n). O

Die Sicherheit dieses Verfahrens basiert darauf, dass d aus n = pg und e nicht, bzw. nur mit
unrealistisch groffem Aufwand berechnet werden kann. Man beachte aber dass d sehr wohl
effizient aus e und (p — 1)(¢ — 1) berechnet werden kann. Kénnte man also n schnell genug in p
und ¢ faktorisieren, wire das RSA-Verfahren geknackt. Je nach Sicherheitsanforderungen ist es
nach aktuellem Stand empfehlenswert fiir n eine Zahl mit zirka 500 - 3000 Bits zu wihlen. Die
beiden Primzahlen p und ¢ sollten so gewéhlt werden, dass sie ungefiahr die selbe Gréflenordnung
haben, aber auch nicht zu nahe beieinander sind.
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Kapitel 10

Lineare Optimierung

10.1 Einfiihrung

Viele Optimierungsprobleme bestehen darin eine bestimmte Zielfunktion unter Einhaltung ge-
wisser Bedingungen zu maximieren oder zu minimieren. Falls sowohl die Zielfunktion affin linear
ist als auch die Bedingungen affin lineare Gleichungen und Ungleichungen sind, dann spricht
man von einem linearen Optimierungsproblem. In diesem Kapitel werden wir einige Schritte in
das weitldufige Thema der linearen Optimierung machen und beginnen dazu mit einem Beispiel.

Beispiel 10.1. Eine Fabrik hat eine Maschine zur Verfiigung mit der zwei verschiedene Produkte
erzeugt werden kénnen. Der Einsatz der Maschine im kommenden Monat soll geplant werden,
wie immer natiirlich mit dem Ziel den Gewinn zu maximieren. Dabei unterliegt die Verwendung
dieser Maschine gewissen Bedingungen und Einschrankungen, die wir im folgenden beschreiben
und formalisieren werden. Sei x1 die Stiickzahl des ersten Produkts und x5 die Stiickzahl des
zweiten Produkts. Somit ist also 21 > 0 und x9 > 0.

1. Mit einer Einheit des ersten Produkts ldsst sich 15€ Gewinn erzielen, mit einer Einheit
des zweiten Produkts 10€. Wir wollen also

1521 + 10z4
maximieren.

2. Im kommenden Monat stehen auf dieser Maschine 20000 Arbeitsminuten (also ca. 16h pro
Arbeitstag) zur Verfiigung. Die Produktion einer Einheit des ersten Produkts benétigt 20
Minuten, einer Einheit des zweiten Produkts 10 Minuten. Also

20z1 + 1022 < 20000, d.h. 221 4+ 22 < 2000.

3. Ein bestehender Vertrag verpflichtet zur Produktion von mindestens 200 Stiick des zweiten
Produkts, also
xo > 200.

4. Die Produktion einer Einheit des ersten Produkts erzeugt 10 Gramm COs, einer Einheit
des zweiten Produkts 40 Gramm. Der CO2-Ausstol pro Monat ist auf 38 kg beschrankt.
Also

1021 + 4022 < 38000, d.h. 1 + 422 < 3800
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Abbildung 10.1: Beispiel fiir lineare Optimierung

Wir suchen also (z1,x2) so dass

2x1 + x2 < 2000
xo > 200
x1 + 4xo < 3800

und, unter allen Paaren die diese Bedingungen erfiillen, soll 15z; + 10z maximal sein. Die
Situation ist in Abbildung 10.1 graphisch dargestellt. Der graue Bereich besteht aus jenen
(1, x2) die alle Bedingungen erfiillen. Ein maximaler Punkt kann darin auf geometrische Weise
wie folgt gefunden werden: Wir betrachten die Gerade z = 15x1 + 10z9 fiir wachsendes z und
schieben sie auf diese Weise durch den zulissigen Bereich bis jede weitere Verschiebung um ein
€ > 0 zu einem leeren Schnitt mit dem zulédssigen Bereich fithren wiirde. Hier geschieht das, wenn
die Gerade den Schnittpunkt der Zeit- mit der COo-Gerade enthélt. Dieser ist, wie man leicht
anhand der Geradengleichungen berechnen kann, (z1,x2) = (600, 800). Der maximale Gewinn
wird also erreicht bei Erzeugung von 600 Einheiten des ersten Produkts und 800 Einheiten des
zweiten Produkts und betragt somit 17.000€.

Ausgehend von diesem Beispiel betrachten wir nun die allgemeine Problemstellung. Eine affine
Gleichung ist ein Ausdruck der Form ) " a;x; = b wobei ai,...,a,,b € R und z1,..., 2,
reellwertige Variablen sind. Eine affine Ungleichung ist ein Ausdruck der Form > | a;x; < b
wobei ai,...,a,,0 € R und z1,...,x, reellwertige Variablen sind. Eine affine Funktion f :
R™ — R ist gegeben durch f(z) =", a;x; + b wobei a1, ..., a,,b € R.

Definition 10.1. Ein lineares Programm in den Variablen x1, ..., x, besteht aus einer endlichen
Menge E von affinen Gleichungen und affinen Ungleichungen sowie einer affinen Funktion f :
R™ — R und der Information ob f maximiert oder minimiert werden soll. Ein Vektor z € R™
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heilt zuldssige Lisung falls z die Bedingungen E erfiillt. Eine zulédssige Losung = heif3t optimale
Lésung falls f(z) optimal unter allen zuldssigen Losungen ist.

Die Funktion f wird auch als Zielfunktion bezeichnet. Fiir ein z € R™ wird f(x) auch als Zielwert
von x bezeichnet. Zunéchst kann man sich {iberlegen dass fiir ein gegebenes lineares Programm
E, f einer der folgenden Fille zutrifft.

1. E, f besitzt eine optimale Losung mit einem Zielwert z € R. Das ist der interessanteste
Fall der auch in Beispiel 10.1 auftritt. Man beachte, dass in diesem Fall zwar der Zielwert
eindeutig ist, die optimale Losung aber im Allgemeinen nicht.

2. E, f besitzt keine zuldssigen Losungen. In diesem Fall heifit E, f unldsbar. Ein Beispiel
fiir diesen Fall erhielte man aus Beispiel 10.1 wenn (etwa aus einem weiteren Vertrag) eine
Mindeststiickzahl des ersten Produkts von z.B. 1000 Stiick gefordert wiire.

3. E, f besitzt Losungen mit beliebig grofiem (fiir Maximierung) bzw. beliebig kleinem (bei
Minimierung) Zielwert. In diesem Fall heifit F, f unbeschrdnkt. Dieser Fall wiirde auftre-
ten, wenn man in Beispiel 10.1 die limitierenden Zeit- und COs-Beschrinkungen weglassen
wiirde.

Wir kénnen also das folgende Berechnungsproblem formulieren.

Lineare Optimierung
Eingabe: ein lineares Programm FE, f

Ausgabe: “unbeschrinkt” falls E, f unbeschrinkt ist, “unlésbar” falls
FE, f unlosbar ist und eine optimale Losung = € R™ von F, f sonst

Es gibt polynomiale Algorithmen die dieses Problem lésen. Wir werden in Abschnitt 10.3 den
Simplex-Algorithmus besprechen. Dieser ist zwar nicht polynomial, praktisch allerdings recht
effizient, da fiir den Simplex-Algorithmus schlechte Eingaben in der Praxis selten sind. Au-
Berdem ist der Simplex-Algorithmus in gewissem Sinn eine Verallgemeinerung des gauflschen
Eliminationsverfahrens und alleine deswegen schon interessant.

10.2 Reduktionen auf lineare Optimierung

Auf den ersten Blick erweckt das Problem der linearen Optimierung vielleicht den Eindruck
recht spezifisch fiir diese Art von Produktionsplanung und verwandte Situationen zu sein. In
der Tat ist das Problem aber sehr allgemein in dem Sinn dass fiir viele Probleme recht direkte
Reduktionen auf lineare Optimierung existieren. Um das zu illustrieren werden wir hier einige
solche Reduktionen angeben.

Kiirzester Pfad. Gegeben ein zusammenhéngender Graph G = (V| E) und eine Kostenfunk-
tion ¢ : £ — R>o sowie einen Startknoten s € V und einen Zielknoten ¢ € V wollen wir die
Lénge des kiirzesten (d.h. billigsten) Pfades von s nach ¢ bestimmen. In Abschnitt 7.3 haben
wir den Algorithmus von Dijkstra kennengelernt, der einen solchen Pfad berechnet. Um die-
ses Problem als lineares Programm darzustellen fithren wir fiir jedes v € V eine reellwertige
Variable d, ein, die die Lénge des kiirzesten Pfades von s nach v darstellen soll. Dann gilt

ds =0 und
dy < dy + c({u,v}) fir alle {u,v} € E.
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Wenn wir unter diesen Bedingungen d; maximieren, stellen wir sicher, dass implizit ein Pfad von
s nach t ausgewahlt wird, da fiir jedes d,, fiir v =t,..., s eine der Ungleichungen mit Gleichheit
erfiillt wird. Jeder Knoten u der das erreicht ist der v vorausgehende auf einem kiirzesten Pfad.

Beispiel 10.2. Der Graph

fiihrt zu dem linearen Programm

dy max!
dszoydugds+27dv Sds+4udt§du+37dt§dv+2-

von dem (ds, dy, dy,dt) = (0,2,0,5) eine optimale Losung ist.

Maximaler Fluss. Wir betrachten jetzt das Problem des maximalen Flusses (in einem Trans-
portnetzwerk). Das modellieren wir wie folgt: Wir gehen von einem gerichteten, zusammenhéngenden
Graphen G = (V, E) aus sowie von einem ausgezeichneten Quellknoten s € V' und einem aus-
gezeichneten Zielknoten ¢ € V. Weiters hat jede Kante eine gewisse (Transport-)kapazitit die
durch eine Funktion ¢ : E — R>( angegeben wird. Es gibt an den Knoten aufler den im Graph
angegebenen Kanten keine Moglichkeit der Entnahme oder Einspeisung. Weiters ist nirgendwo
eine Lagerung moglich. Wir wollen so viel wie moglich von s nach ¢ transportieren. Als Anwen-
dungsbeispiel kénnen wir uns etwa den Transport von Rohdl durch ein Netzwerk von Pipelines
vorstellen.

Beispiel 10.3. Ein Beispiel fiir einen gerichteten Graphen mit Kapazitiatsbeschriftungen auf den
Kanten ist:

3
8 4
2
s 4 5 .t
5 8
6

Definition 10.2. Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph, s,t € V und ¢ : E — Rxq eine
Kapazitatsfunktion. Ein Fluss fiir G und e ist dann eine Funktion f : E' — R>q so dass

1. f(e) <c(e) fur alle e € £ und
2. E(U,U)EE f(u,v) = Z(v,w)eE f(v,w) fiir alle v € V' \ {s,t}.

Das Problem der Bestimmung eines maximalen Flusses kann dann wie folgt formuliert werden.
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Maximaler Fluss

Eingabe: gerichteter zusammenhéngender Graph (V| F), s,t € V, Kapa-
zitétsfunktion ¢ : E — R

Ausgabe: ein Fluss f : E — R> so dass Z(v,t)EE f(v,t) maximal ist

Beispiel 10.4. Ein maximaler Fluss des Graphen aus Beispiel 10.3 ist:

3/3
6/8 4/4
2/

3/4 15 ,

5/5 7/8
6/6

Zur Losung dieses Problems mittels linearer Optimierung stellen wir einen Fluss f dar indem
wir fiir jedes e € E eine reellwertige Variable f, einfiihren, die f(e) darstellen soll. Das lineare
Programm ist dann:

0< f. firalleee E
fe<cle) firalleee E

Z Jup = Z fow fiiralle v e V' \ {s,t}

(u,v)EE (v,w)eE

Z fuv,+ max!

(vt)eE

Es ist leicht zu sehen dass eine optimale Losung dieses linearen Programms ein maximaler Fluss
ist.

Schaltkreisevaluierung. Ein letztes Problem das wir nun auf lineare Optimierung reduzieren
wollen ist die Schaltkreisevaluierung. Das Problem der Schaltkreisevaluierung ist P-vollsténdig,
d.h., informell gesagt, dass jedes (mit einem beliebigen Algorithmus) in polynomialer Zeit 16sbare
Problem durch ein Verfahren fiir Schaltkreisevaluierung in polynomialer Zeit gelost werden
kann'. Diese Reduktion zeigt also, dass auch lineare Optimierung P-vollstéindig ist,

Definition 10.3. Ein Boolescher Schaltkreis ist ein endlicher gerichteter azyklischer Graph
G = (V,E) mit einer Knotenbeschriftung [ : V. — {w,f,A,V, -} so dass d™(v) < 2 fir alle
v € V und:

1. Falls l[(v) € {w, f}, dann ist d~(v) = 0.
2. Falls [(v) = -, dann ist d~(v) = 1.

3. Falls [(v) € {A,V}, dann ist d™(v) = 2.

Wir geben hier keine formale Definition von P-Vollsténdigkeit und verweisen stattdessen auf Quellen iiber
Komplexitétstheorie.
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Hier steht w fiir “wahr” und f fiir “falsch”. Die logischen Operatoren A, V und — werden ihre
iibliche Bedeutung erhalten. Ein Knoten v eines Schaltkreises mit d*(v) = 0 heifit Ausgabe-
knoten. Fiir jeden Knoten v wird jetzt induktiv sein Wert [v] der Semantik der Booleschen
Logik folgend definiert: Falls I(v) = w, dann [v] = 1. Falls I(v) = f, dann [v] = 0. Falls
l(v) € {—, A, V}, dann ergibt sich [v] aus den folgenden Tabellen:

a‘b‘aAb‘avb
a | —a 010 0 0
0| 1 01 0 1
110 1]0 0 1

1)1 1 1

Beispiel 10.5. Der Schaltkreis

hat einen einzigen Ausgabeknoten v dessen Wert [v] = 1 ist.

Das Berechnungsproblem der Schaltkreisevaluierung ist dann wie folgt:

Schaltkreisevaluierung

Eingabe: Ein Schaltkreis mit genau einem Ausgabeknoten

Ausgabe: Der Wert des Ausgabeknotens

Dieses Problem wird durch das folgende lineare Programm geltst. Wir fiithren fiir jedes v € V
eine Variable z, ein, die den Wert von v représentieren soll. Fiir jedes x, werden die Unglei-
chungen 0 < z, und z, < 1 aufgenommen. Fiir jeden Knoten werden weitere Ungleichungen
wie folgt aufgenommen:

u W@LQ W'ILQ
®U ®U v v v
Ty =0 Ty =1 Ty =1 — 2y Ty 2 Ty, Ty 2 Tuy Ty < Ty, Ty < Ty,

Ty < Ty + Ty Ty 2 Ty +xu2_1
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Dann lésst sich mit Induktion iiber den Schaltkreis nachweisen dass die einzige zuléssige Losung
dieses linearen Programms jene ist mit z, = [v] fiir alle v € V. Insbesondere gilt dadurch
x, € {0,1}. Deshalb ist in diesem Fall auch irrelevant ob und was minimiert oder maximiert
wird.

10.3 Der Simplex-Algorithmus

Wir behandeln jetzt einen Algorithmus zur Losung des Problems der linearen Optimierung.
Dazu ist es sinnvoll, den Formalismus ein wenig einzuschrénken.

Definition 10.4. Ein lineares Programm in Standardform besteht aus einer Matrix A € R™*",
einem Vektor b € R™ und einem Vektor ¢ € R™.

Die Matrix A gemeinsam mit dem Vektor b spezifiziert E' durch die Ungleichungen Az < b. Der
Vektor ¢ spezifiziert f als 2 +— ¢ . Zusitzlich schrinken wir uns bei einem linearen Programm
in Standardform darauf ein f zu maximieren und nur solche Lésungen zu betrachten wo x; > 0
fiir alle i € {0,...,n}. Wir definieren also

Definition 10.5. Sei A, b, ¢ ein lineares Programm in Standardform. Ein x € R™ heifit zuldssige
Lésung falls Ax < b und z; > 0 fiir alle ¢ € {0,...,n}. Eine zuléssige Losung = € R™ heifit
optimale Lisung falls ¢’z maximal unter allen zulissigen Losungen ist.

Lineare Optimierung (Standardform)
Eingabe: ein lineares Programm A, b, ¢ in Standardform

Ausgabe: “unbeschriankt” falls A, b, ¢ unbeschrinkt ist, “unlosbar” falls
A, b, c unlosbar ist, eine optimale Losung « € R™ von A, b, ¢ sonst

Definition 10.6. Zwei max-lineare Programme E, f und E’, f’ heiflen dquivalent falls:

1. Fiir jede zuléssige Losung = von FE existiert eine zulissige Losung 2/ von E’ mit f(z) =
f'(&).

2. Fiir jede zuldssige Losung 2/ von E’ existiert eine zuléssige Losung x von E mit f(z) =
f'@).

Ein min-lineares Programm FE, f und ein max-lineares Programm E’, f’ heiflen dquivalent falls:

1. Fiir jede zuléissige Losung = von F existiert eine zulédssige Losung 2/ von E' mit f(z) =
—f(a).
2. Fiir jede zuliissige Losung 2’ von E’ existiert eine zulissige Losung x von E mit f(z) =

—f'(@).

Lemma 10.1. Jedes lineare Programm kann in ein dquivalentes lineares Programm in Stan-
dardform transformiert werden.

Beweis. Fin lineares Programm kann sich von einem linearen Programm in Standardform in
den folgenden Aspekten unterscheiden: 1. Falls die Zielfunktion f einen konstanten Teil d € R

hat, dann fiigen wir eine neue Variable v sowie die Gleichung v = d hinzu und ersetzen d
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in f durch v. Das dadurch entstehende lineare Programm ist dquivalent zum urspriinglichen.
2. Falls die Zielfunktion f minimiert werden soll, wird stattdessen — f maximiert. Diese beiden
linearen Programme sind dann dquivalent. 3. Eine Variable v ohne die Bedingung v > 0 wird
entfernt und durch zwei neue Variablen v+ und v~ simuliert, indem jedes Vorkommen von v
durch v™ — v~ ersetzt wird. Weiters werden die Bedingungen v™ > 0 und v~ > 0 aufgenommen.
Diese beiden linearen Programme sind dquivalent da jedes a € R geschrieben werden kann als
a=at—a” mita®,a” > 0. 4. Eine Gleichung der Form f(z) = g(z) fiir zwei affine Funktionen
f und g wird ersetzt durch die beiden Ungleichungen f(Z) < ¢g(z) und ¢g(z) < f(z). Diese beiden
linearen Programme sind dquivalent. Schliellich werden die affinen Ungleichungen in der Form
Az < b geschrieben und die Zielfunktion f als z — ¢ z. O

Wir machen nun einige grundlegende Beobachtungen iiber die Situation in deren Rahmen der
Simplex-Algorithmus motiviert und geometrisch erklért werden kann.

Zunichst beobachten wir dass jede der Ungleichungen eines linearen Programms in Standard-
form einen Halbraum von R definiert. Die Menge der zuldssigen Losungen ist also ein Schnitt
von Halbrdumen und damit ein konveres Polytop.

Die zu maximierende Funktion z + ¢z induziert fiir festes z € R die Hyperebene z = ¢Tz.

Der Maximierung von z entspricht eine Verschiebung der Hyperebene durch das Polytop der
zuliissigen Losungen (vgl. dazu auch Beispiel 10.1 im R?). Falls das lineare Programm lésbar
ist, endet diese Verschiebung mit einem z das eine Hyperebene definiert, die ein k-dimensionales
Unterpolytop enthélt, also einen Knoten, eine Kante, eine Seitenfldche, etc. des Polytops der
zuliissigen Losungen?. Ein Unterpolytop enthilt aber mindestens einen Knoten. Wir erkennen
also: Fulls das lineare Programm losbar ist, dann ist ein Knoten des Polytops eine optimale
Lésung.

Es reicht also, die Hyperebene von Knoten zu Knoten zu schieben. Die Grundidee fiir den
Simplex-Algorithmus ist nun: wir starten an einem beliebigen Knoten des Polytops. In jedem
Schritt bewegen wir uns zu einem benachbarten Knoten an dem der Zielwert mindestens so grof3
wie beim vorherigen ist.

Zur algebraischen Realisierung dieses Verfahrens fithren wir zunéchst sogenannte Schlupfvaria-
blen ein. Damit wird eine Ungleichung der Form

k
Z a;T; S b
=1

transformiert zu

k
5:b—Zaixi und s> 0.
i=1

Dabei wird s als Schlupfvariable bezeichnet. Variablen die keine Schlupfvariablen sind, werden
als freie Variablen bezeichnet.

Definition 10.7. Ein lineares Programm in Schlupfform in den Variablen {xi,...,z,} ist
gegeben durch die Menge S der Indizes der Schlupfvariablen, die Menge F' der Indizes der

2Falls das lineare Programm unlésbar ist, hat diese Verschiebung keinen Anfang, falls es unbeschrinkt ist
keine Ende.
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freien Variablen mit SNF =@ und SUF = {1,...,n} sowie den Gleichungen

z=v+ E cjr; max!
jEF

T, =b; — E Q; ;T firie S
JEF

und inkludiert implizit die Nichtnegativitdtsbedingungen z; > 0,...,z, > 0.

Ein lineares Programm in Schlupfform ist also durch das Tupel (F, S, A, b, ¢, v) vollstandig spe-
zifiziert.

Lemma 10.2. Jedes lineare Programm in Standardform kann in ein dquivalentes lineares Pro-
gramm, in Schlupfform transformiert werden.

Beweis. Durch wiederholte Einfithrung von Schlupfvariablen werden zum urspriinglichen Pro-
gramm &dquivalente lineare Programm erzeugt. Dieser Vorgang endet wenn nur noch Unglei-
chungen von der Form z; > 0 iibrig sind. 0

Definition 10.8. Sei L = F,S, A, b,c,v ein lineares Programm in Schlupfform in den Varia-
blen {x1,...,z,}. Dann gibt es genau ein x € R™ so dass z; = 0 fir alle ¢ € F und z alle
Gleichungen erfiillt. Dieses x € R™ wird als Basislésung von L bezeichnet. Falls  auch alle
Nichtnegativititsbedingungen erfiillt, dann heifit x zuldssige Basislisung.

Uber seine Basislosung spezifiziert eine Schlupfform also einen bestimmten Punkt im R”. Im
Simplex-Verfahren werden wir (nach einer Phase der Initialisierung) nur solche Schlupfformen
betrachten deren Basislosung zuléssig ist. Auf diese Weise spezifiziert also eine Schlupfform
einen Knoten des Polytops der zuléssigen Losungen. Der Simplex-Algorithmus realisiert nun
die Bewegung von einem Knoten zu einem Nachbarknoten durch Transformation einer Schlupf-
form mit zuldssiger Basislosung in eine andere Schlupfform mit zuldssiger Basislosung. Diese
Transformation geschieht durch Austausch einer freien Variablen xy mit einer Schlupfvariablen
Zs. In der neuen Basislosung ist dann nicht mehr z; = 0, sondern x5 = 0. Wir illustrieren die
Funktionsweise des Simplex-Algorithmus auf der algebraischen Ebene zunéchst anhand eines
Beispiels.

Beispiel 10.6. Wir wollen auf das folgende lineare Programm in Standardform den Simplex-
Algorithmus anwenden:

z = 21 + 229 max!
3x1+ 22 <15
T, +4x9 < 16

Dieses lineare Programm ist in Abbildung 10.2 graphisch dargestellt. Zunéchst bringen wir es
in Schlupfform:

z=2x1+ 222

373:15—31’1—.732

T4 = 16—1‘1 —41‘2
wobei F' = {1,2}, S = {3,4} und x1,z2,x3,24 > 0 implizit ist. Die Basislosung dieses Pro-
gramms ist (0,0,15,16). Der Vektor (0,0,15,16) ist eine zuléssige Basislosung. Seine Ein-

schrankung auf die ersten beiden Komponenten ist der Vektor (z1,x2) = (0,0) der den aktuellen
Knoten des Polytops im urspriinglichen Problem angibt, siehe Abbildung 10.2.
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Z2

(0,4)
(4,3)

(5,0)

Abbildung 10.2: Beispiel fiir den Simplex-Algorithmus

Da zo in der Zielfunktion den hochsten positiven Koeflizienten hat, wahlen wir xo zum Ver-
tauschen mit einer Schlupfvariablen. Aus der Gleichung von x5 folgt dass xo < 15 ist. Aus der
Gleichung von x4 folgt dass x2 < 4 sein muss. Da beide dieser Bedingungen erfiillt sein miissen
muss o < 4 sein. In Hinblick darauf, in der néchsten Basislosung xo = 4 und damit x4 = 0 zu
setzen vertauschen wir also xo und z4. Dazu schreiben wir zunéichst die Gleichung von z4 zu
To =4 — ixl — %1‘4 um und ersetzen dadurch in allen anderen Gleichungen xs. So erhalten wir
das neue lineare Programm

—8-1-1 !
z = 2131 41134
1 1
x2:4—1x1—1x4
11 1
r3 =11 — Z$1+Zx4

wobei F' = {1,4} und S = {2,3} ist. Die Basislosung dieses Programms ist (0,4,11,0) was
dem Punkt (z1,22) = (0,4) entspricht, einem benachbarten Knoten des Polytops der zuléssigen
Losungen.

Nun hat x1 in der Zielfunktion den hochsten positiven Koeffizienten. Aus der Gleichung von x5
folgt dass 21 < 16 ist. Aus der Gleichung von x3 folgt dass x1 < 4 ist. Wir vertauschen also 1

und z3. Wir haben 1 =4 — %mg + %m und damit erhalten wir das neue Programm

4
— 10— — a3 — —
2= 10— o5 = o

1
-4 — —
T 11x3+11x4
gy 1 12
Ty = —T3— —Z
2 113 4471

wobei F' = {3,4}, S = {1,2}. Die Basislosung dieses Programms ist (4, 3,0,0) was dem Punkt
(1, x2) = (4,3) entspricht.
Da nun alle Koeffizienten in der Zielfunktion negativ sind, kann durch Erhéhung der freien Va-
riablen der Zielwert nicht mehr erhoht werden. Wir haben also eine optimale Losung gefunden:
r1 =4, zo =3 und z = 10.
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Algorithmus 43 Der Simplex-Algorithmus
Prozedur SIMPLEX(A, b, ¢)
(F,S,A,b,c,v) := INITSIMPLEX(A, b, ¢)
Solange dj € F' mit ¢; > 0
Wihle f € F' mit ¢y > 0
A := BESCHRANKUNGEN(S, A, b, f)
Sei s € S so dass A[s] minimal ist
Falls A[s] = co dann
Antworte “unbeschrinkt”
sonst
(F,S,A,b,c,v) := AUSTAUSCH(F, S, A,b,c,v, s, f)
Ende Falls
Ende Solange
Antworte BASISLOSUNG(F, S, A, b, c,v)
Ende Prozedur

Der Simplex-Algorithmus kann als Pseudocode wie in Algorithmus 43 formuliert werden. Dabei
werden die folgenden Unterprozeduren verwendet:

Die Prozedur INITSIMPLEX transformiert ein gegebenes lineares Programm in Standardform in
ein Aquivalentes in Schlupfform dessen Basislosung zuléssig ist oder liefert “unlésbar” zuriick
falls das Eingabeproblem unlGsbar ist.

Die Prozedur BESCHRANKUNGEN(S, A, b, f) liefert ein Datenfeld A der Linge n = |F| + ||
zuriick so dass, fiir alle s € S der Wert A[s] angibt welchen Wert xy maximal annehmen kann,
ohne die Schlupfvariable x; kleiner als 0 zu machen.

Die Prozedur AUSTAUSCH(F, S, A,b,c,v,s, f) 1ost die Gleichung von x4 nach x; auf und setzt
diese Darstellung von 'y in alle anderen Gleichungen ein. Dadurch erzeugt sie eine neue Schlupf-
form die sich von F, S, A, b, ¢, v dadurch unterscheidet dass s von einer Schlupfvariable zu einer
freien Variable geworden ist und f von einer freien Variable zu einer Schlupfvariable. Diese
neue Schlupfform hat die selbe Menge zuldssiger Losungen und die selbe Zielfunktion, ledig-
lich deren Darstellung wurde veridndert. Diese neue Schlupfform wird dann von AUSTAUSCH
zuriickgegeben.

Zunichst wollen wir die Initialisierung aufler acht lassen und damit beginnen die partielle Kor-
rektheit (d.h. ohne Betrachtung der Termination) der Simplex-Schleife zu zeigen. Mit Simplex-
Schleife ist hier die Schleife in Algorithmus 43 gemeinsam mit der letzten Zeile, die mit der
aktuellen Basisldsung antwortet, gemeint. Dazu stellen wir zuerst noch eine Uberlegung zur
optimalen Losung an.

Definition 10.9. Sei A CR" und f: A — R. Ein « € A heifit (globales) Optimum von f falls
fly) < f(x) fur alle y € A. Ein x € A heifit lokales Optimum von f falls es eine Umgebung U
von z gibt so dass f(y) < f(z) fir alle y € U N A.

Lemma 10.3. Sei A C R" konvez, f: A — R linear und x ein lokales Optimum von f, dann
ist x auch ein globales Optimum.

Beweis. Sei U eine Umgebung von z so dass f(y) < f(z) fiir alle y € UN A. Sei z € A. Dann
existiert aufgrund der Konvexitét von A ein ¢t € (0,1) so dass tx + (1 —t)z € U N A. Damit ist
f(z) > f(tz + (1 — t)z) und, aufgrund der Linearitéit von f, f(z) > tf(z) + (1 —t)f(2). Also
f(@) = f(2). -
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Lemma 10.4. Falls L = F,S, A, b, c,v eine Schlupfform mit zulissiger Basislosung ist und die
Simplex-Schleife, angewandt auf L, terminiert dann gilt:

1. Falls L unbeschrinkt ist, dann antwortet die Simplex-Schleife mit “unbeschrinkt”.

2. Falls L eine optimale Lisung mit Zielwert z € R hat, dann liefert die Simplex-Schleife
ewne Losung mit Zielwert z.

Beweis. Die Simplex-Schleife kann nur entweder mit “unbeschrinkt” oder mit einer Losung
antworten. Wir beginnen mit den folgenden beiden Beobachtungen: 1. Falls die Simplex-Schleife
mit einer Losung x antwortet, dann ist x ein lokales Optimum weil alle ¢; < 0 sind und damit
wegen Lemma 10.3 auch ein globales Optimum. 2. Falls die Simplex-Schleife mit “unbeschrankt”
antwortet, dann ist (z1,...,2_1,a,Zp41,... ,$|5|+|F|) fir alle a > zy zuldssig. Da ¢y > 0 ist
damit L unbeschrankt.

Falls also L unbeschriankt ist, dann kann wegen 1. die Simplex-Schleife nicht mit einer Losung
antworten (sonst hétte L ja eine optimale Losung), also antwortet L mit “unbeschrénkt”. Falls
L eine optimale Losung hat, dann kann wegen 2. die Simplex-Schleife nicht mit “unbeschréankt”
antworten (sonst wéire L ja unbeschriinkt), also antwortet L mit einer Lésung, die nach 1., eine
optimale Losung ist. O

Wir wenden uns nun der Initialisierung zu. Zunéchst kann man leicht beobachten, dass die
Basislosung einer Schlupfform zuléssig ist genau dann wenn b > 0 ist. Fiir die Initialisierung
des Simplex-Verfahrens (Phase 1) ist also vor allem der Fall wo b # 0 ist interessant. In diesem
Fall gehen wir wie folgt vor:

Definition 10.10. Sei L = A, b, ¢ ein lineares Programm in Standardform mit A € R™*" b €
R™ und ¢ € R" so dass b # 0. Sei k € {1,...,m} so dass by minimal ist. Dann definieren wir das
lineare Programm Sy, in Schlupfform in den Variablen {zo, ..., Tm4n} mit F'={1,...,n,n+k}
und S={0,n+1,...,n+k—1,n+k+1,...,n+m} als:

n
z=by — E ag jTj — Tyl Max!
i=1

n
xo = —by + § Ak jTj + Tnyk
Jj=1

n
Tpti = (bi—bk)+Z(ak7j—ai7j)xj+xn+k fiir 7 € {1,...,k—1,k—|—1,...,m}
j=1

Lemma 10.5. Sei L = A, b, ¢ ein lineares Programm mit b # 0, dann ist die Basislésung von
St zuldssig. Weiters ist L l0sbar genau dann wenn Sy, eine optimale Lésung hat mit xg = 0.

Beweis. Zunichst beobachten wir dass die Basislosung von Sy, zuléssig ist, da —b; > 0 und, fiir
alle i € {1,...,m} gilt dass b; > by, und damit b; — by, > 0.

Um die zweite Behauptung zu zeigen, transformieren wir zunichst L =
n
_ e |
z= g ¢;; max!
=1

n
Zamxjgbi fiirizl,...,m
j=1

;>0 firj=1,...,n
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in das folgende Hilfsprogramm L’ in Standardform:

z = —xgmax!

n
Zai,jxj_xogbi firi=1,...,m
=1

z; >0 firj=0,...,n

Zunichst sieht man dass L’ losbar ist: fiir beliebige x1,...,2, > 0 wihlen wir einfach xg
hinreichend grof3 um alle Ungleichungen zu erfiillen. Weiters gilt: L ist 16sbar genau dann wenn
L’ eine optimale Loésung mit zyp = 0 hat. Falls ndmlich L 16sbar ist, dann erhilt man durch
Setzung von xy = 0 eine Losung von L' und diese Losung ist optimal da ja zg > 0 sein muss.
Fiir die Gegenrichtung sei (0, z1,...,2,) optimale Losung von L', dann ist (z1,...,2,) auch
Loésung von L.

Die Schlupfform von L' ist:

z = —xpmax!

n
$n+i:bi_zai,jl’j+l‘o firi=1,...,m
Jj=1
z; >0 firj=0,....,n+m

mit £ ={0,1,...,n} und S = {n+1,...,n+ m}. Ein Austausch von z¢ mit x,,, fiihrt dann
tiber die Gleichung x¢g = —by + Z;”:l Ak T + Tpyk 20 Sp. O

Auf Basis dieses Resultats kann jetzt die Prozedur INITSIMPLEX(A, b, ¢) wie in Algorithmus 44
angegeben werden, wobei wir davon ausgehen dass die Prozedur SIMPLEX-SCHLEIFE mit einer
Schlupfform als Ergebnis antwortet. Damit ist das Simplex-Verfahren vollstdndig spezifiziert

Algorithmus 44 Initialisierung des Simplex-Algorithmus
Prozedur INITSIMPLEX(A, b, ¢)
Falls b > 0 dann
Antworte SCHLUPFFORM(A, b, ¢)

sonst
U := SIMPLEX-SCHLEIFE(S4 p )
(o, .-y Tptm) = BASISLOSUNG(U)

Falls o = 0 dann
U’ := Transformiere U in Schlupfform von A, b, ¢
Antworte U’

sonst
Antworte “unlésbar”

Ende Falls

Ende Falls
Ende Prozedur

und wir kénnen nun seine partielle Korrektheit beweisen.

Satz 10.1. Sei L = A,b,c ein lineares Programm in Standardform so dass SIMPLEX(A, b, c)
terminiert, dann gilt:

1. Falls L unbeschrinkt ist, dann antwortet SIMPLEX(A, b, ¢) mit “unbeschrinkt”.
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2. Falls L unlosbar ist, dann antwortet SIMPLEX(A, b, ¢) mit “unldsbar”.

3. Falls L eine optimale Lésung mit Zielwert z € R hat, dann liefert SIMPLEX(A, b, ¢) eine
Lésung mit Zielwert z.

Beweis. Da SIMPLEX(A, b, ¢) terminiert, terminiert auch die Simplex-Schleife im Aufruf INITSIMPLEX(A, b, ¢)
mit, nach Lemma 10.4, der optimalen Lésung x = (zg, ..., ZTptm) von Sr. Falls L unlosbar ist,
dann ist nach Lemma 10.5 zp # 0 und damit antwortet die Prozedur INITSIMPLEX (A, b, ¢) mit
“unl6ésbar” und das Verfahren wird abgebrochen. Falls L l6sbar ist, dann ist nach Lemma 10.5
xzo = 0 und damit erzeugt die Prozedur INITSIMPLEX(A, b, ¢) eine Schlupfform von A, b, ¢ mit
zuléssiger Basislosung. Da SIMPLEX (A, b, ¢) terminiert, terminiert nun auch die Simplex-Schleife
und damit folgt dieser Satz unmittelbar aus Lemma 10.4. O

Offen ist jetzt noch die Termination des Simplex-Verfahrens. Dazu wollen wir uns zunéchst
iiberlegen wie es passieren kann, dass der Zielwert nicht strikt steigt. Da nur solche f € F
ausgewéhlt werden die ¢y > 0 haben kann dieser Fall nur eintreten wenn eine Gleichung fiir ein
s € S gemeinsam mit ihrer Nichtnegativitdtsbedingung x; > 0 die Variable xf so einschrinkt
dass z; gar nicht erhtht werden kann. In diesem Fall muss by = 0 sein und wir sprechen von
einer degenerierten Schlupfform.

Beispiel 10.7. Betrachten wir zum Beispiel

1
223—51'14-21'2

.7}3:1—51‘1

Ty =T1 — X2

Diese Schlupfform hat die zuléissige Basislosung (0,0, 1,0) mit Zielwert 3. Dann wird die freie
Variable x9 zum Vertauschen ausgewéhlt. Nun schrinkt aber die Gleichung und Nichtnegati-
vitdtsbedingung von x4 die Variable zo auf 2o < 0 ein. Wir erhalten durch den Austausch die
Schlupfform

3
Z:3+§$1*2$4

T2 =T1 —Xq
1

x3:1—§x1

die ebenfalls die zuléssige Basislosung (0,0, 1,0) mit Zielwert 3 hat. In diesem Schritt hat sich
der Zielwert also nicht verdndert. Nun muss die freie Variable x1 ausgewihlt werden die durch
die Gleichung von x3 am stérksten eingeschréankt wird. Nach Durchfithrung dieser Vertauschung
erhalten wir die Schlupfform

z2=06—3x3 — 214
$1=2—21‘3

1’2:2—2.1‘3—.%'4

mit Basislosung (2,2,0,0) und Zielwert 6 wobei es sich, da alle ¢; < 0 sind, um eine optimale
Losung handelt.

118



Falls Zwischenschritte auftreten, in denen sich der Wert der Zielfunktion nicht verdndert, spricht
man von stalling. Das tritt in der Praxis hdufig auf und ist (bis auf den Zeitaspekt) kein Problem
solange der Algorithmus zu einem spéteren Zeitpunkt wieder einen Schritt durchfiihrt der den
Zielwert strikt erhoht. Allerdings kann es auch dazu kommen, das der Algorithmus kreist, d.h.
dass er von einer Schlupfform U nach einigen Schritten die den Zielwert nicht erhéhen wieder
bei U ankommt. Dieses Verhalten, wenn auch theoretisch moglich, tritt in der Praxis so selten
auf, dass die meisten Implementierungen es gar nicht behandeln.

Beispiel 10.8. Die Schlupfform

z = 1021 — 5722 — 923 — 2424

Irs = 2.%'1 + 5 Tro + 2:B3 T4
B NN
T = 2([)1 21‘2 21‘3 Ty

1'721—.%'1

kann mit den Austauschschritten x1 <> 5, 9 <> Tg, T3 <> T1, T4 &> To, Ty <> T3, Ty &> Tg
wieder auf sich selbst zuriickgefithrt werden.

Es gibt verschiedene Strategien um Kreisen zu verhindern, z.B. die Regel von Bland die darin
besteht bei mehreren Moglichkeiten fiir die Auswahl eines z; immer jene zu bevorzugen wo ¢ mi-
nimal ist. Mit einer derartigen Erweiterung kann die Termination des Simplex-Verfahren sicher-
gestellt werden. Fiir dieses Verfahren gilt dann eine entsprechend stédrkere Form von Satz 10.1.
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