First-order Reduktionen

von Johannes Kloibhofer

Vorbemerkungen:

e Diese Seminararbeit ist zum Grofteil aus [1]| ibernommen. Hauptséchlich wird dar-
aus Kapitel 3 behandelt. So werden auch jegliche Notationen und Bezeichnungen
wie in [1] verwendet.

e Wie in [1] steht auch in dieser Arbeit n immer fiir die Grofe des Universum ||.All.
Gewdhnlich bezeichnet n in der Komplexitétstheorie die Linge des Inputs. Wichtig
ist, dass beide Definitionen von n immer polynomiell voneinander abhingen.

e Wir betrachten immer Turingmaschinen mit einem Eingabeband und einem Ar-
beitsband. Die Turingmaschine kann dabei nur auf dem Arbeitsband das Band
iiberschreiben. Eine Konfiguration einer Turingmaschine besteht aus dem Zustand
der Maschine, dem Inhalt des Arbeitsbandes und der Position des Lesekopfes und
des Schreibkopfes. Wir beschrinken uns weiter auf Turingmaschinen mit einem ein-
deutigen Anfangs- und Endzustand.

1 FOCL

In dieser Seminararbeit werden wir first-order Reduktionen betrachten. Obwohl dies sehr
schwache Reduktionen sind, wird sich herausstellen, dass die meisten natiirlichen voll-
stindigen Probleme auch unter dieser Reduktion vollstdndig bleiben. Des weiteren sind
viele Komplexitédtsklassen unter first-order Reduktionen abgeschlossen. Um die Menge
aller first-order Boolesche Abfragen mit den klassischen Komplexititsklassen vergleichen
zu konnen dient folgender Satz.

Satz 1.1. Die Menge der first-order Booleschen Abfragen ist enthalten in der Menge der
Booleschen Abfragen, die mit logarithmischen Platzverbrauch berechnet werden kdnnen,
kurz FO C L.

Beweis. Seio = (R{*,..., R, cy,...,cs) und ¢ € L(0) bestimme eine first-order Boolesche
Abfrage I, : STRUC[o] — {0,1}. Der Beweis ist vollbracht, wenn wir eine logspace
Turingmaschine T angeben konnen, sodass fiir alle A € STRUC[o] gilt:

AE¢ < T(bin(A) ) (1.1)

Wir konstruieren 7" induktiv nach dem Formelaufbau von ¢:

Die Atomformeln von £(0) sind die Eingaberelationen R;(p1, ..., ps,) und die numerischen
Relationen p; = po, p1 < py und BIT(py, p2), wobei die p; Elemente von {cy, ..., ¢, 0, 1, max}
sind. Da die Beziehung |bin(A)| = n® + --- + n% + s - [logn]| gilt, kann eine logspace



Turingmaschine die Werte n und logn berechnen. Danach kann sie die Werte ¢; bestim-
men. So besteht zum Beispiel die Konstante ¢ aus dem n + - -+ n% + [logn| + 1-ten
bis zum n® + --- 4+ n® +2- [logn|-ten Bit von bin(A). Um nun eine Eingaberelation zu
berechnen, gibt T das passende Bit der Eingabe aus. Um zum Beispiel Ry(cy, max, 1) zu
berechnen kopiert T' zuerst die Werte ¢y, n — 1,1 auf des Arbeitsband. Danach bewegt es
den Lesekopf zur Position n! 41, dies ist der Beginn des Codes von Ry. Zum Schluss be-
wegt es den Lesekopf n?-cy+n-(n—1)+1 Bits nach rechts. Dieses Bit ist nun genau dann
1, wenn A = R3(ce, max, 1). Bei dieser Konstruktion wurde nur O(logn) Speicherplatz
bendtigt, um die Werte co,n — 1 und 1 zu speichern. Weiters erkennt man relativ leicht,
dass die numerischen Relationen von einer logspace Turingmaschine berechnet werden
konnen.
Als néchstes habe die Formel ¢ die Form ¢ = ¢ V 9, wobei es Turingmaschinen 77 und
T, gibt, sodass (1.1) erfiillt ist. Wir konstruieren 7" als Zusammensetzung von 77 und 75
mit einem neuen Endzustand, der erreicht wird, wenn 7} oder 75 den Endzustand erreicht
hat. Dabei wird nur soviel Arbeitsspeicher benétigt, den 77 und T, bendtigen. Ahnlich
geht man fiir A, - und — vor.
Habe nun ¢ die Form ¢ = Jz(@(x)). Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine logspace
Turingmaschine T, die die Abfrage I;(.) berechnet. c ist dabei ein neues Konstantensym-
bol, das fiir die freie Variable z substituiert wird. Um die Abfrage I, zu berechnen kon-
struieren wir eine logspace Turingmaschine, die alle moglichen Werte von x durchlauft,
diese fiir ¢ substituiert und dann T ausfithrt. T akzeptiert die Eingabe genau dann wenn
eine dieser Ausfithrungen von T akzeptiert wird. Es wird dabei nur log n Bits extra Spei-
cher benotigt, um die moglichen Werte von x zu speichern. Fiir eine Formel Vz(p(x))
funktioniert die Konstruktion analog.
Somit haben wir fiir jede Formel eine Turingmaschine konstruiert, sodass (1.1) erfiillt ist
und der Satz ist bewiesen.

O

Korollar 1.2. Jede Menge von Booleschen Abfragen S, die abgeschlossen beziiglich logspace
Reduktion ist, ist auch beziglich first-order Reduktion abgeschlossen.

2 Vollstandige Probleme

Das Ziel, das wir vor Augen haben, ist, von einer Menge von Booleschen Abfragen £ und
einer Komplexitatsklasse C zu zeigen, dass £ = C gilt. Die Vorgangsweise dafiir werden
dabei folgende Schritte sein:

1. Zeige L C C. Dies erreicht man, indem fiir jede Boolesche Abfrage in £ eine Tu-
ringmaschine in der Komplexititsklasse C konstruiert wird, die diese berechnet.

2. Konstruiere eine Boolesche Abfrage T', die vollstindig fiir C beziiglich first-order
Reduktion ist.

3. Zeige, dass L abgeschlossen beziiglich first-order Reduktion ist.

4. Zeige, dass T € L gilt.
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Abbildung 1: Ein Graph der in REACH ist, aber nicht in REACH,

Fiir Schritt 3 lasst sich Korollar 1.2 verwenden, um dies zu vereinfachen. Wir werden
uns als néchstes mit Schritt 2 beschéftigen und vollstandige Probleme fiir einige wichtige
Komplexitédtsklassen konstruieren.

2.1 Vollstandige Probleme fiir L und NL

In diesem Kapitel betrachten wir die Komplexitétsklassen L = DSPACElogn] und NL
= NSPACE]llog n|. Zuerst werden Probleme vorgestellt die in diesen Klassen liegen und
danach auch deren Vollstandigkeit gezeigt.

Definition 2.1. Definiere REACH als die Menge aller gerichteten Graphen, sodass es
einen Pfad von s nach t gibt. REACH, bezeichne die Teilmenge von REACH sodass es
einen deterministischen Pfad von s nach t gibt. Jede Kante (u,v) auf dem Pfad ist also
die einzige Kante, die von u wegfiihrt.

Proposition 2.2. REACH ist in NL.

Beweis. Folgender Algorithmus in NL entscheidet, ob der gegebene Graph in REACH
ist. Es wird dabei nur Speicher benétigt um @ und b zu benennen. Dies sind O(logn)
Bits. Beachte, dass es einen Berechnungspfad geben kann, der nicht terminiert, da wir
uns aber nur fiir den bendtigten Speicher interessieren ist dies kein Problem.

Algorithm 1

Input: G = (V, E, s,t)

1: b=s

2: while b #t do

3: a=1"

4: wéhle nicht-deterministisch neues b € V'
5: if =F(a,b) then

6: return G ¢ REACH

7 end if

8: end while

9: return G € REACH
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Satz 2.3. REACH st NL-vollstindig beziiglich first-order Reduktion.

Beweis. Sei S C STRUC[o] eine Boolesche Abfrage in NL. T sei eine logspace Turing-
maschine, die S akzeptiert. Wir konstruieren eine first-order Reduktion I : STRUC[o] —
STRUC|7,], sodass fiir alle A € STRUC|o] gilt:

T(bin(A)) | <= I(A) € REACH. (2.1)

Die Idee von [ ist relativ simpel: Wir konstruieren einen Graphen aus allen Konfiguratio-
nen von 7', wobei eine Kante von einem Knoten u zu einem Knoten v genau dann fiihrt
wenn die Konfiguration v in einem Schritt von 7" aus der Konfiguration w hervorgeht.
Nun terminiert 7" genau dann wenn es einen Pfad von der Initialkonfiguration zu einer
Endkonfiguration® gibt.

Sei 0 = (R{", ..., R' cq,...,cs) und a = max{a;|1 <i <r}. Sei ¢ so, dass T" hochstens
clogn Bits Arbeitsspeicher fiir Eingaben bin(.A) benétigt. n bezeichnet dabei ||.A||. Nun
definiere k = 1 4 a + ¢. Wir beschreiben eine Konfiguration (ID) von T als ein k-Tupel
von Variablen:

ID = (p, 71, .0y T, W1, ooy W)

Jede Variable reprisentiert dabei ein Element aus dem n-elementigen Universum von A,
ist also eine logn-bit grofte Zahl. Die Variablen wy, ..., w, codieren den Inhalt von 7T ’s
Arbeitsband. rq, ..., r, codieren, wo in einer der Eingaberelationen sich der Lesekopf von
T befindet. In der Variable p sind O(loglogn) Bits weitere Information codiert:

e der Zustand von T (dies bendtigt sogar nur O(1) Bits),

e in welcher Eingaberelation oder Konstante der Lesekopf gerade steht (als Zahl zwi-
schen 1 und r + s benétigt auch das O(1) Bits),

e die Position des Arbeitskopfes (dies ist eine Zahl zwischen 1 und clogn, benétigt
also O(loglogn) Bits).

Wir nehmen an, dass n geniigend grofs ist, sodass diese Informationen in einer Variable
p codiert werden konnen. Dabei soll der Zustand in den ersten, in welcher Eingaberela-
tion der Lesekopf steht in den zweiten und die Position des Arbeitskopfes in den dritten
log log n Bits codiert werden.

Jetzt wird die gesuchte k-stellige first-order Abfrage I konstruiert und gezeigt dass
sie (2.1) erfiillt:

I = )\ID,ID' <truea YT, &, UJ>,
wobei

e Die Relation ,true* bedeutet, dass fiir das Universum von I(A) gilt, dass [I(A) =
A"

'Wir nennen jene Konfigurationen Endkonfigurationen, deren Zustand ein Endzustand ist.
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e Al or(ID,ID') genau dann, wenn (ID,ID’) ein giiltiger Schritt von T bei Eingabe
bin(.A) ist.

e A o(ID;) genau dann, wenn ID; die eindeutige Initialkonfiguration von T ist.
o A= w(Dy) genau dann, wenn ID; die eindeutige Endkonfiguration ist.

Die entsprechenden Formeln fiir @ und w sind

a(Ty,.,T) = =09 =--- =1z =0,

CU(.ZUh ,fEk)

Ty =T9 =--- =X = mMax.

Dies klingt willkiirlich, leistet aber das Gewiinschte. o induziert, dass vor Beginn der
Berechnung der Arbeitsspeicher leer ist, der Lese- sowie der Schreibkopf am Anfang des
Bandes stehen und der Zustand von T der Anfangszustand ist. Die Formel fiir w be-
deutet, dass nach der Berechnung der Arbeitsspeicher mit 1-en gefiillt ist, der Lese- und
der Schreibkopf sich am Ende des Bandes befinden und der Zustand von 7' der einzige
Endzustand ist. Diese Bedingungen wirken auf den ersten Blick einschrinkend, man kann
sich jedoch iiberlegen, dass man jede Turingmaschine modifizieren kann, sodass sie ge-
nau eine Endkonfiguration hat, wo der Arbeitsspeicher mit 1-en gefiillt ist und der Lese-
sowie der Schreibkopf sich am Ende des Bandes befinden. Dabei bleibt sie eine logspace
Turingmaschine. Wir betrachten also O.B.d.A. nur solche Turingmaschinen.

Die Formel ¢ ist eine Disjunktion iiber alle méglichen Ubergiinge von 7. Ein Uber-
gang sieht dabei so aus: ((g,b,w), (¢’,V/,v,w')). Das bedeutet, dass im Zustand ¢, wenn
sich der Lesekopf auf Bit b und der Schreibkopf auf Bit w befindet, T" in Zustand ¢’ gehen
kann, den Lesekopf nach Bit & bewegen kann, v auf das Arbeitsband schreiben kann
und den Arbeitskopf nach Bit w’ bewegen kann. Die Formel ¢ muss dabei von der Va-
riablen p den Zustand decodieren, sowie welche Eingaberelation gerade betrachtet wird.
Angenommen dies ist R;, so ist Bit b genau dann 1, wenn R;(rq,...,7,,) gilt. Genau so
muss sie von p die Position s des Arbeitskopfes decodieren, Bit w ist dann genau 1, wenn
BIT(w; - - - w, s) gilt. Damit @7 diese Informationen von p decodieren kann, benétigt es
die Zahl Iy = [loglogn]. Diese lisst sich aber durch eine first-order Formel beschreiben.
Dafiir definiere die Relation

é(n,l) = [BIT(n,l) A Jz < (BIT(n,z)) AVz > [(-BIT(n,z))| v
[BIT(n,l+ 1) AVx <1+ 1(=BIT(n,z)) AVx > 1+ 1(=BIT(n, z))],

die beschreibt, dass [logn]| = [ gilt. Da [log[logn]] = [loglogn| gilt, folgt
l» = [loglogn] <= 3 [¢p(n, 1) A (L, 12)].

Damit ldsst sich ¢ als first-order Formel darstellen. Es folgt nun, dass 7' bin(A) ak-
zeptiert, genau dann wenn es einen Weg in /(A) von ID; nach ID; gibt, es gilt also
(2.1).

O

Proposition 2.4. REACH, ist in L.
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Beweis. Wir modifizieren Algorithmus 1, sodass er deterministisch wird. Weiters beno-
tigen wir einen Zahler um Kreise zu entdecken. Dies ist wichtig, damit der Algorithmus
immer terminiert. Es wird wieder nur O(logn) Bits Speicher benétigt um b, @ und n zu
benennen.

Algorithm 2
Input: G = (V, E, s,t)
Lb=si=0;n=|V]|
while b #t ANi <nAJa(E(b,a)) do
b = a, sodass E(b,a)
1 =141
end while
if b =1t then
return G € REACH
else
return G ¢ REACH
end if

.—~
<

Satz 2.5. REACH, ist L-vollstindig beziiglich first-order Reduktion.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Satz 2.3. Fiir eine beliebige Boolesche
Abfrage S C STRUC]o] aus L kopieren wir die Konstruktion. Der einzige Unterschied
ist, dass 7" nun eine deterministische logspace Turingmaschine ist, die S berechnet. Fiir
jedes A hat jeder Knoten in I(A), da T" deterministisch ist, hochstens eine wegfiithrende
Kante. Es folgt, dass I(A) in REACH ist, genau dann, wenn es in REACH, ist. Daher
gilt

T(hin(A)) ] <= I(A) € REACH,.

2.2 Alternierende Turingmaschinen

Um ein vollstdndiges Problem fiir P zu finden, ben6tigen wir zuerst eine Verallgemeine-
rung von nichtdeterministischen Turingmaschinen. Damit eine nichtdeterministische Tu-
ringmaschine eine Eingabe akzeptiert benotigt es einen nichtdeterministischen Weg, der
die Eingabe akzeptiert. Jedoch miissen alle Wege die Eingabe ablehnen, damit die Finga-
be abgelehnt wird. Daraus ergibt sich eine Asymmetrie, die sich auch darin widerspiegelt,
dass es noch immer ein ungelostes Problem ist, ob nichtdeterministische Komplexitats-
klassen unter Komplementbildung? abgeschlossen sind, ob z.B. NP = co — NP gilt. Die
vorherrschende Meinung ist, dass dies nicht der Fall ist.

Man kann sich nichtdeterministische Turingmaschinen auch so vorstellen, dass die Turing-
maschine bei jeder nichtdeterministischen Auswahl eine OR-Verkniipfung einbaut, die 1

*Fiir eine Boolesche Abfrage A C STRUC|7] ist das Komplement definiert als A = STRUC[7] — A.
Das Komplement einer Komplexitétsklasse C ist dann co—C = {A | A € C}
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zuriickgibt, falls eine der Berechnungen 1 zuriickgibt. Erweitert man dies so, dass neben
OR-Verkniipfungen auch AND-Verkniipfungen moglich sind, so erhélt man den Begriff
der alternierenden Turingmaschine:

Definition 2.6. Fine alternierende Turingmaschine ist eine Turingmaschine, wo die
Zustinde aufgeteilt sind in existenzielle und universelle Zustinde. Induktiv definieren
wir: Fine alternierende Turingmaschine in einer gegebenen Konfiguration c akzeptiert
genau dann wenn

1. c ist in einem Endzustand, der akzeptiert, oder

2. ¢ ist in einem existentiellen Zustand und es existiert eine ndchste Konfiguration ¢
die akzeptiert, oder

3. c st in einem universellen Zustand, es existiert mindestens eine ndchste Konfigu-
ration und alle ndchsten Konfigurationen akzeptieren.

Eine alternierende Turingmaschine akzeptiert eine Eingabe x genau dann wenn sie in der
Initialkonfiguration fir x akzeptiert.

Dies ist eine Verallgemeinerung einer nichtdeterministischen Turingmaschine, da sol-
che eine alternierende Turingmaschine ist, wo alle Zustande existentiell sind.

Wie bei den iiblichen Komplexititsklassen definieren wir die Komplexitéitsklassen
ASPACE[s(n)] und ATIME][t(n)] als die Mengen aller Booleschen Abfragen die von
einer alternierenden Turingmaschine akzeptiert werden, die hochstens O(s(n)) Bits am
Arbeitsband, beziechungsweise hochstens O(t(n)) Schritte in jedem Berechnungsweg fiir
Eingaben der Gréfse n benotigt. Man schliefst aus der Definition, dass die alternierenden
Komplexititsklassen unter Komplementbildung abgeschlossen sind.

Nun kommen wir zum fiir uns wichtigsten Satz iiber alternierende Turingmaschinen.

Satz 2.7. ([1, Theorem 2.25]) Fiir s(n) > logn und t(n) > n gilt

O ATIME[t(n)"] = G DSPACE[t(n)"],

k+1
ASPACE(s(n)] = | ] DTIME[k*™).
k=1

Insbesondere gilt ASPACE[logn| = P.

2.3 Vollstandige Probleme fiir P

Mit den Vorkenntnissen aus dem letzten Unterkapitel kdnnen wir nun zwei Probleme
definieren, die P-vollstindig sind. Das erste wird dabei sehr dhnlich zu REACH sein.

Definition 2.8. Fin alternierender Graph G = (V, E, A, s,t) sei ein gerichteter Graph,
der aus universellen und existenziellen Knoten besteht. A C'V sei die Menge der univer-
sellen Knoten. 7,5 = (E* Al s,t) ist die Sprache der alternierenden Graphen.

Wir definieren nun, was es bedeutet, dass ein Weg von x nach y fihrt. PS(x,y) sei die
kleinste Relation, sodass:
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Abbildung 2: Ein alternierender Graph mit zwei universellen Knoten: a, c.

1. PS(x,x) fiir allex € V.
2. Falls x existentiell ist und PY(z,y) fiir eine Kante (x,2), so gilt PS(x,y).

3. Falls x universell ist, mindestens eine Kante von x wegfiihrt und PY(z,y) fir alle
Kanten (z, 2) gilt, dann gilt auch PS(x,y).

Abbildung 2 zeigt einen Graph mit zwei universellen Knoten und drei existentiellen
Knoten. Es gilt dabei P%(a,b), jedoch nicht P%(c,b).

Betrachte nun
REACH, = {G| PS(s,t)}.
Proposition 2.9. REACH, ist in P.

Bewers. Folgender Algorithmus entscheidet in quadratischer Zeit, ob ein alternierender
Graph in REACH,, liegt.

Johannes Kloibhofer First-order Reduktionen 8



Algorithm 3
Input: G = (V,E, A, s,t)
1: Markiere t; Q = {t}
2: while ) # @ do
3: entferne beliebiges =z € )

4: for jeden unmarkierten Knoten y, sodass E(y,z) do

5: entferne Kante (y, x)

6: if y ist existentiell oder hat keine wegfiihrenden Kanten then
7 markiere y; Q = Q Uy

8: end if

9: end for

10: end while

11: if s ist markiert then
12: return G € REACH,
13: else

14:  return G ¢ REACH,
15: end if

Satz 2.10. REACH, ist P-vollstindig beziiglich first-order Reduktion.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Satz 2.3. Sei S C STRUC|o] eine Boo-
lesche Abfrage, sodass S € P gilt. T sei eine alternierende logspace Turingmaschine, die
S berechnet. Diese gibt es nach Satz 2.7. Wir konstruieren eine first-order Reduktion

I, : STRUC[o] — STRUC]|7,,], sodass fiir alle A € STRUC|o] gilt:
T(bin(A)) | <= I[,(A) € REACH,. (2.2)

Der einzige Unterschied zwischen I, und [ aus dem Beweis von Satz 2.3 ist, dass I, die
Relation A, welche die universellen Zustinde von 7' identifiziert, beschreiben muss. Um
dies zu bewerkstelligen nehmen wir 0.B.d.A. an, dass die universellen Zustinde genau
die ungeraden Zustédnde sind. Weiters soll die Variable p in einer Konfiguration 1D den
Zustand von T in den niederwertigen Bits codieren. Daraus folgt, dass der Zustand einer
ID genau dann universell ist, falls p ungerade ist. Dies ist der Fall wenn BIT(p,0) gilt.
Definiere also

Ia = )\ID,ID' <true7 2 ¢A7 a, w>7 wA = BIT<p7 0)7

wobei 7, a und w genau so wie im Beweis zu Satz 2.3 definiert sind. Die alternierende
Turingmaschine T akzeptiert bin(.A) nun genau dann wenn PS(s,t) fiir die Anfangskon-
figuration s und Endkonfiguration ¢ gilt.Es folgt, dass (2.2) erfiillt ist.

O

Das nachste Problem, dass betrachtet wird behandelt Boolesche Schaltkreise. Es geht
dabei um die Frage ob gegebene aussagenlogische Formel unter einer Bestimmten Varia-
blenbelegung wahr ist.
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Abbildung 3: Ein Boolescher Schaltkreis, der nicht in CVP liegt.

Definition 2.11. Ein Boolescher Schaltkreis ist ein gerichteter azyklischer Graph,
C=(V,E,Gn,Gy,G-,I,7) € STRUC[7.], 71c=(E*G},G,, G I'r).

Ein Knoten ist dabei ein Und-Gatter, wenn Ga(w) gilt, ein Oder-Gatter, wenn G\ (w)
gilt und ein Nicht-Gatter, wenn G_-(w) gilt. Die Bldtter v werden als true oder false
interpretiert, wobei I(v) bedeutet, dass v true ist. r bezeichnet die Wurzel des Graphen.
Interpretiert man einen Booleschen Schaltkreis als aussagenlogische Formel, so sind die
Bldtter die Variablen und I bezeichnet die Variablenbelegunyg.

Das Circuit Value Problem (CVP) besteht aus den Booleschen Schaltkreisen, wo r als
true ausgewertet wird. Das monotone Circuit Value Problem (MCVP) bezeichnet die
Teilmenge von CVP, wo kein Nicht-Gatter vorkommt.

Proposition 2.12. CVP ist in P.

Beweis. Wegen Satz 2.7 gilt P = ASPAC E|logn]. Folgender Algorithmus fiir eine alter-
nierende Turingmaschine entscheidet, ob ein Knoten a als true oder false ausgewertet
wird. Es wird dabei nur Speicherplatz benotigt, um a und b zu speichern. Da bei jedem
rekursiven Aufruf @ und b neu iiberschrieben werden kénnen, wird also O(logn) Speicher
benotigt. EVAL(r) berechnet nun, ob gegebener Boolescher Schaltkreis in CVP liegt.

Algorithm 4 EVAL
Input: a € C
1: if I(a) then return true
else if #b £(b,a) then return false
else if G_(a) then return —EVAL(b), wobei E(b,a) gilt
else if Gx(a) then wihle in universellem Zustand b, sodass E(b, a) gilt
else if G\ /(a) then wihle in existentiellem Zustand b, sodass E(b,a) gilt
end if
return EVAL(b)

Satz 2.13. REACH, ist first-order reduzierbar auf CVP.
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Beweis. Sei G = (V, E, A, s,t) ein alternierender Graph. Wir definieren eine 1-stellige
first-order Abfrage I. = STRUC|7,,] — STRUC|7.]:

I. = A\ w(true, g, ¥, ¥y, false, ¢y, 1,),
wE(v w) = E(w,v),

Ua(v) = A(v),
( )
v
v

)
)=
Uy (v) = -
) =

) =
Beachte, dass in Definition 2.8 die Relation P%(z,y), dass ein Weg von z nach y fiihrt,
induktiv von rechts nach links definiert wurde. Dadurch miissen wir den Graph I.(G)
genau in die andere Richtung richten. G, und G\, entsprechen genau den universellen und
existenziellen Knoten. Das einzige Blatt, dass als true interpretiert wird, ist ¢, alle anderen

sind false. Nun fiihrt genau dann ein Weg von s nach ¢, wenn s als true ausgewertet
wird. Es folgt, dass

G € REACH, <+ I[I.(G)eCVP.

Korollar 2.14. CVP ist P-vollstindig.

Beweis. Dies folgt direkt aus Proposition 2.12, Satz 2.13 und daraus, dass REACH, P-
vollstandig ist. O]

Beachte, dass Algorithmus 4 genau so auch fiir MCVP funktioniert und aus dem
Beweis von Satz 2.13 folgt, dass REACH, auch auf MCVP first-order reduzierbar ist.
Daraus folgt, dass auch MCVP P-vollstandig ist.
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