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Diese Seminararbeit ist im Rahmen des Seminars aus Logik im Winterse-
mester 2020 auf der TU Wien unter der Anleitung von Professor Stefan Hetzl
entstanden.

Inhaltlich basiert diese Arbeit auf Kapitel 11 aus Models of Peano Arithmetic
von Richard Kaye, siehe [2]. Im ersten Abschnitt werden wird die von einem
Modell codierten Mengen betrachten, insbesondere wird sich herausstellen, dass
ein Nichtstandardmodell von PA alle rekursiven Mengen codiert.

In Abschnitt 3 definieren wir X,,-rekursive Saturiertheit, als Resultat erhalten
wir, dass alle Nichtstandardmodelle von PA X¥,,-rekursiv saturiert sind.

Das Hauptresultat ist der Satz von Tennenbaum. Dieser besagt, dass jedes Nicht-
standardmodel der Peano-Arithmetik nicht rekursiv ist. Dies bedeutet eine Ein-
schrankung, um Nichtstandardmodelle der Peano-Arithmetik konkret angeben
zu kénnen.
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1 Vorbemerkungen

Wir werden dhnliche Notation wie in [2] verwenden. Bei Leserin und Leser wer-
den grundlegendes Wissen {iber Logik sowie Definition und Hauptresultate der
Kapitel 1 - 10 von [2] vorausgesetzt. Insbesondere werden wir Gédelisierung und
den Godelschen Unvollsténdigkeitssatz verwenden.

In dieser Arbeit arbeiten wir ausschlieflich in der Sprache der Arithmetik
L4 ={+,+,<,0,1} mit bindren Funktionssymbolen + und -, einer bindren Re-
lation < und Konstantensymbolen 0 und 1. Wir werden die £ 4-Theorien PA™
sowie IA,,, IX,, und III, fiir n € N behandeln. Zuletzt sei PA die £ 4-Theorie
der Peano-Arithmetik. Das Standardmodell N ist ein Modell all dieser Theorien,
wir werden uns aber insbesondere fiir Nichtstandardmodelle, also zu N verschie-
dene Modelle, interessieren.

Wir mochten an die Formel (x), = z erinnern. Diese beschreibt, dass x ein
Tupel codiert, wo an der y-te Stelle z steht. In [1] und [2] wurden verschiede-
ne Arten behandelt, diese Codierung zu definieren. Fiir unsere Zwecke ist die
genaue Definition nicht wichtig, solange die Formel (z), = z Lemma 5.8. aus
[2] erfiillt. In Abschnitt 4 werden wir aber eine fiir uns niitzliche Codierung
verwenden: Wir definieren

()y #0 < pr(y)z,

wobei pr(y) die y-te Primzahl und a|b die Relation 3k < b(a -k = b) bezeichnet.
Diese Definition hat alle Eigenschaften, die wir von einer Codierung erwarten,
fiir eine genaue Beschreibung siehe [2].

2 Codierte Mengen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit den codierten Mengen eines Modells
beschiftigen. Es wird sich herausstellen, dass jedes Nichtstandardmodell von PA
alle rekursiven Mengen, sowie mindestens eine nicht rekursive Menge codiert.

Definition 2.1. Sei M = PA und a € M. Die von a in M codierte Menge
ist die Menge S = {n € N| M = (a), # 0}. M codiert eine Menge S C N,
falls es ein a € M gibt, sodass S die von a in M codierte Menge ist. Das
Standardsystem von M, geschrieben SSy(M), ist die Menge aller Teilmengen
von N, die in M codiert werden, also

SSy(M)={SCN|S={neN| M (a), #0} fireinac M}.

Wir wollen die Definition eines Typs von [2, Chapter 8] wiederholen. Ein
Typ iber einer Theorie T ist eine Menge p(Z) von Formeln in endlich vielen
Variablen Z, sodass T'Up(Z) konsistent ist'. Ein Modell M |= T realisiert einen

!Dies soll bedeuten, dass T U {¢(¢) | ¢(Z) € p(z)} konsistent ist, wobei & ein Tupel von
neuen Konstanten ist.



Typ p(Z), wenn es a € M gibt?, sodass M E @(a) fiir alle p(Z) € p(Z). Fiir
diesen Abschnitt wird diese Definition reichen, in Abschnitt 3 wird diese dann
erweitert, um auch iiber einen Typ iiber einem Modell sprechen zu kénnen.

Lemma 2.2. Ist S C N rekursiv, so wird S in allen Nichtstandardmodellen von
PA codiert.

Beweis. Sei M |= PA ein Nichtstandardmodell und S C N rekursiv. Definiere
den Typ

p(@) ={(@)n #0 | neSU{(z)n =0[n ¢S}

M codiert S genau dann, wenn M den Typ p(x) realisiert. Da S rekursiv ist,
gibt es eine X;-Formel 0(x), sodass

neS< PA FOn) und né¢S< PA™F-0(n),
siehe [2, Corollary 3.7.]. Also ist p(z) in M genau dann realisiert, wenn
4(2) = {(£)n £ 0 & 6(n) | n € N}
realisiert ist. Fiir k € N gilt
M = Ja¥n < k((z)n # 0 < 0(n)),
und mit dem Overspill-Lemma bekommen wir b > N in M, sodass
M = FaVn < b((z), # 0 <> 0(n)).

Es gibt also a € M, sodass M = ¥n < b((a), # 0 <> 6(n)), a codiert also
S. O

Im Gegensatz dazu gilt das nichste Lemma, fiir den Beweis benoétigen wir
folgende Definitionen aus [2, Chapter 8]:
Sei M |= PA. Ein Element b ist definierbar in M, wenn es eine £ 4-Formel 6
gibt, sodass M = 3lzf(z) und b dieses eindeutige Element ist, also M = 6(b).
Sei T eine vollstindige, konsistente Theorie, die PA erweitert und M |= T. Dann
ist das Primmodell von T, abgekiirzt K, die Menge aller in M definierbaren
Elemente. Mit der natiirlichen Interpretation induziert von M ist Kt ein Mo-
dell, sodass K7 |= T. Es sei erwéhnt, dass diese Definition nicht von der Wahl
von M abhéngt.

Lemma 2.3. Ist S C N nicht rekursiv, so gibt es ein Nichtstandardmodell
M = PA, sodass S nicht in M codiert wird.

2Fiir ein Tupel @ = (a1, ...,an) ist @ € M als Abkiirzung von a; € M fiir alle j € {1,...,n}
zu verstehen.




Beweis. Sei 0g, 01, ... eine Aufzihlung aller £ 4-Sétze. Wir werden eine vollstin-
dige Erweiterung T' # Th(N) von PA konstruieren, sodass S nicht in Kr codiert
wird. Dafiir werden wir £ 4-Sétze 7; wéhlen, sodass T = PA U {79, 11, ... }-

Wir wihlen den ersten Satz 79, sodass PA + 7o konsistent ist und N £ 7q. Da-
durch muss T' # Th(N) gelten und dadurch K # N.

Nun gehen wir induktiv vor: Angenommen T; = PAU{, ..., 7;} wurde definiert
und ist konsistent. Ist o; nicht von der Form Jxp(x), dann definiere 7,41 gleich
o; oder —o;, so dass T; + 7,41 konsistent ist.

Andernfalls ist o; von der Form Jzp(x). Ist T; 4+ —o; konsistent, so definiere 7;41
als —o;. Im anderen Fall ist T; + o; konsistent, da T; konsistent ist. Ndhme man
hier an, dass

T+ p(x)F(z); =0 firalle j¢ S und

T, +¢(zx)F (x); #0 firalle j €S,
dann wire S rekursiv. Dies gilt, da wir entscheiden kénnten ob j € S, indem
wir den ersten Beweis suchen, der (z); = 0 oder (x); # 0 in der Theorie T; +

() beweist. Dies ist eine rekursiv aufzihlbar axiomatisierte Theorie, die PA
erweitert. Da S nicht rekursiv ist, ist

T; + Jx(p(x) A (x); #0)
konsistent fiir ein j ¢ S oder
Ti + 3a(p(z) A (2); = 0)

ist konsistent fiir ein j € S. Nun sei 7,41 einer der beiden Sétze, sodass T; + 7;+1
konsistent ist.

Wir haben nun eine vollstindige konsistente Theorie T' = PA + {7y, 7, ...} kon-
struiert, die PA erweitert. Sei nun a € K, a ist also durch eine £ 4-Formel ¢(x)
definiert, also T'F lazp(x). Insbesondere ist Jzp(z) gleich p; fiir ein ¢ € N und
T + Jzp(x). Nach unserer Konstruktion ist 741 definiert als

Jx(p(x) A(x); #0) flirein j ¢S,
oder als
Jz(p(x) A (x); =0) firein jeS.

Da K = 711, kann a nicht die Menge S codieren. Dies gilt fiir alle a € Kp
und dadurch S ¢ SSy(Kr). O

Korrolar 2.4. Fine Menge S C N ist rekursiv genau dann wenn S in allen
Nichtstandardmodellen von PA codiert wird.

Beweis. Nach Lemma 2.2 wird jedes rekursive S in allen Nichtstandardmodellen
von N codiert. Ist S nicht rekursiv, so gibt es nach Lemma 2.3 ein Nichtstan-
dardmodell von M, das S nicht codiert. O



Wir erinnern an die Formel Satr, (z, %) von |2, Chapter 9]. Diese beschreibt
eine Relation, sodass M = Sat, (x, %) genau dann, wenn x der Code einer II,,-
Formel ¢(?) ist und M |= (%) gilt. Analog wird Saty, (x, ) definiert. Wichtig
ist, dass Saty,, eine II,,-Formel ist und Saty,, eine 3,-Formel ist.

Lemma 2.5. Jedes Nichtstandardmodell von PA codiert eine nicht rekursive
Menge S.

Beweis. Mit Induktion kann man zeigen, dass
PA F Va3yVz < z((y). # 0 <> Sat, (z,0)).

Sei nun M ein Nichtstandardmodell und b € M nichtstandard. Dann existiert
a € M, sodass

M EVz <b((a), # 0 <+ Satm, (z,0)).

Das Element a codiert also die Menge der Codierungen® von II;-Formeln ¢(v),
welche in M fiir ¥ = 0 wahr sind. Diese Menge ist nach dem Unvollsténdig-
keitssatz nicht rekursiv. Dies folgt, da der im Beweis des Unvollsténdigkeitssatz
konstruierte "Gddelsatz" eine II;-Formel ist. O

3 X,-rekursive Saturiertheit

Definition 3.1. Sei M | PA™. Ein Typ iber M ist eine Menge p(Z) von
Formeln ©(Z,a) in L4 U {a}, wobei T ein festes endliches Tupel von freien
Variablen ist und a ein festes endliches Tupel von Parametern ist (d.h. fir a; €
a=(a1,....,am) ist a; € M und a; ist ein Konstantensymbol in der erweiterten
Sprache L4 U{a} mit der natirlichen Interpretation in M), sodass p(Z) endlich
erfiillbar in M ist, also

k
M =3z N gi(z,a)
i=1
fiir jede endliche Teilmenge {¢1, ..., 1} von p(T).

Ein Typ p(z) dber M ist

o cin X,-Typ, wenn alle p(Z,a) € p(Z) in X, sind. Analog ist p(Z) ein I, -
Typ, wenn alle (Z,a) € p(z) in 11, sind.

e rekursiv, wenn die Menge
{e(z,9)"| v(z,a) ep(z)} CN

rekursiv ist, wobei § ein festes, zu T disjunktes, Tupel von Variablen in L 4
ist, welches fiir die Parameter a substituiert wird.

3auch Gédelnummern genannt.



e vollstindig, wenn es fir alle Formeln 1 (z,a) mit den gleichen freien Va-
riablen T und Parametern a wie p(Z) eine endliche Teilmenge {¢1, ..., o1}
von p(ZT) gibt, sodass

M EVZ(o1(Z,a) A AN pr(Z,a) — (Z,a)) oder

e realisiert, wenn es b € M gibt, sodass M |= (b, a) fiir alle p(Z,a) € p(z).

Diese Definition erweitert die Definition eines Typs iiber einer Theorie in
dem Sinne, dass p(Z) ein Typ tiber dem Modell M mit Parametern a € M ist,
genau dann wenn p(Z) ein Typ iiber der Theorie Th(M, a) ist, also der Theorie
des Modells M erweitert mit den Konstantensymbolen a. Dies ldsst sich mit
dem Kompaktheitssatz zeigen.

Definition 3.2. FEin Modell M |= PA™ ist ¥, -rekursiv saturiert, wenn jeder
rekursive X, -Typ tber M realisiert ist. Ein Modell M ist rekursiv saturiert,
wenn jeder rekursive Typ iber M realisiert ist.

Satz 3.3. Alle Nichtstandardmodelle von PA sind X, -rekursiv saturiert fir alle
n € N.

Beweis. Sei M ein Nichtstandardmodell von PA. Sei p(Z) ein rekursiver X,,-Typ
iber M mit Parametern a € M. Die Menge

S={"p(79)

ist rekursiv, also gibt es nach Lemma 2.2 ein ¢ € M, welches S codiert. Da p(Z)
endlich erfiillt ist, gilt fiir alle k € N

o(T,a) € p(T)}

M = JzVy < k((e)y # 0 — Sats,, (v, [z, al)).
Nach dem Overspill-Lemma gibt es daher ein d > N, sodass
M [ Jzvy < d((c)y # 0 — Satx, (y, [z, a])).
Sei nun b € M, sodass
M ¥y < d((€), 0 — Sats, (3 [B,a])).

Fiir ¢(7,a) € p(z) seil = "p(Z,y)" < d. Da S von ¢ codiert wird, gilt M = (c); #
0 und daher M = Saty, (I, [b, a]). Dies bedeutet aber genau M = ¢(b,a). O

Satz 3.4. Sei M = PA ein Nichtstandardmodell und sei S C N. Dann ist
S € SSy(M) genau dann, wenn es eine L,-Formel 0(x,y) und ein a € M gibt,
sodass

S={neN|MEbna)}



Beweis. Ist S € SSy(M), dann ist S = {n € N| M k= (a), # 0} fiir ein a € M.
Sei umgekehrt (z, ) eine £ 4-Formel und a € M, sodass S ={n e N| M E
O(n,a)}. Definiere den Typ iiber M

p(x) = {(x)n # 0 < 0(n,a) | n € N}.

Ein b € M codiert S genau dann, wenn es p(z) realisiert. Der Typ p(x) ist
rekursiv und ist 6 eine ¥,,-Formel, so ist p(z) ein ¥,,41-Typ. Nach Satz 3.3 ist
p(z) realisiert und dadurch gibt es b € M, welches S codiert. O

Manche Autoren definieren SSy(M) durch
SSy'(M)={SCN|{neN|MEbn,a), 0ist Lsa-Formel und a € M}}.

Wegen Satz 3.4 stimmt diese Definition fiir alle Nichtstandardmodellen mit un-
serer liberein, nicht aber fiir N, denn SSy’(N) enthélt unendliche Mengen, wo
hingegen SSy(N) alle endlichen Teilmengen von N definiert. Da SSy(N) kaum
benutzt wird fiithrt dies zu keinen gréfseren Problemen.

4 Satz von Tennenbaum

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieser Seminararbeit, den Satz von Ten-
nenbaum. Dieser besagt, dass es kein rekursives Nichtstandardmodell von PA
gibt. Dies liefert eine Einschriankung um Nichtstandardmodelle konkret angeben
zu konnen.

Definition 4.1. Sei M ein L4-Modell. Dann nennen wir M rekursiv, falls es
rekursive Funktionen (), () : N> — N, eine binire rekursive Relation ) C N
und natirliche Zahlen ng,n1 € N gibt, sodass

M= (N,O, O, no,m).

Insbesondere muss M abzdhlbar sein.

Satz 4.2 (Satz von Tennenbaum). Sei M |= PA ein Nichtstandardmodell. Dann
ist M nicht rekursiv. Ist M = (N,D, (), ), no,n1), dann ist weder () noch
() rekursiv.

Beweis. Nach Lemma 2.5 codiert M eine nicht rekursive Menge S C N, es gibt
also b € M, sodass S = {n € N | M = (b),, # 0} nicht rekursiv ist. Betrachte
den rekursiven Typ

p(x) = {(b)n # 0 <> pr(n)|z, n € N}.
Nach Satz 3.3 wird p(x) realisiert, es gibt also a € M, sodass

S={neN|ME=pr(n)|a}.



Sei nun M = (N, D, (), ©,no,n1), wobei (}) rekursiv ist, dann kénnen wir
S wie folgt berechnen:
Sei n, das Bild von a € M des Isomorphismus M = (N, @, (), &), no, n1). Um
zu entscheiden, ob n € S gilt, berechnen wir zuerst die n-te Primzahl p € N,
es gilt also pr(n) = p. Es bleibt zu entscheiden, ob p|n,. Nach Euklidischer
Division, siehe [2, Theorem 5.1], gilt

PA FVa,b3lr,s(b=(a-s)+rAr<a).
Es existieren also eindeutige r, s € N, sodass

ng = (p(Os)Dr und rQp.

Da p eine Standardzahl ist, ist dies dquivalent zu

ne = s@Es@ - Ps @r und rLQp.

Wir suchen also in N nach diesen eindeutigen r, s. Nun ist

P
——{
nesS & ng=sOs@®---Ds.

Ist (D rekursiv, so folgt also dass auch S rekursiv ist, ein Widerspruch.
Um zu zeigen, dass auch () nicht rekursiv, ist gehen wir dhnlich vor. Mit Satz
3.3 existiert ein a € M, sodass

pr(n)
S={neNMEFzZ - T=a)}

Es lasst sich beweisen, dass fiir alle Standardzahlen n > 0 gilt

n n

A~ —f
PAFVadlb(h---b<ana<(b+1)---(b+1)).

Sei n, wieder das Bild von a € M des Isomorphismus M = (N, @, (), &), no, n1),
es existiert ein eindeutiges b € N, sodass?

pr(n) pr(n)
b - ObRQng und n,Q b+ 1)O--- OB +1).

Nun kénnen wir dieses eindeutige b € N suchen, dann gilt

pr(n)
———
nesS < ng=00)--(Ob.
Wire (©) rekursiv, so wiirde demnach folgen, dass S rekursiv ist, der gewiinschte

Widerspruch.
O

4Wie {iblich ist xRy eine Abkiirzung fiir zQy V = = y.



Im vorigen Beweis wurde unter anderem Aj-Induktion verwendet um zu
zeigen, dass M eine nicht rekursive Menge codiert, es muss also zumindest an-
genommen werden, dass M = ITA;. Wir wollen nun aber den Satz von Tennen-
baum fiir noch allgemeinere Modelle beweisen, dafiir benttigen wir die folgende
Definition:

Definition 4.3. Seien A, B C N zwei disjunkte Mengen. Wir nennen A und
B rekursiv untrennbar, falls es kein rekursives C C N gibt, sodass C C A und
CNB=g.

Zuerst sei angemerkt, dass diese Definition symmetrisch ist, da C' rekursiv
ist, genau dann wenn N\ C' rekursiv ist.
Die Existenz von rekursiv untrennbaren Mengen ist a priori nicht klar, wir
erhalten aber welche als Folgerung des Unvollsténdigkeitssatzes: Definiere die
rekursiv aufzéhlbaren Mengen

A={0o"
B={0o"

o ist L4-Satz und PA™ F o}
o ist L4-Satz und PA™ F -0}

Sei nun C eine Menge, sodass A C C' und CN B = &. 0.B.d.A nehmen wir an,
dass C eine Menge von Goédelnummern von L 4-Sitzen ist, da wir andernfalls C
durch CN{'0” | o ist L4-Satz} ersetzen konnen. Auf C' lasst sich der Unvoll-
stdndigkeitssatz nicht direkt anwenden, da C nicht notwendigerweise konsistent
und vollsténdig sein muss. Deswegen definieren wir

C'={-0"| =0" € C und 0" ¢ C,0 hat gerade Anzahl an fiihrenden —}
U{ 0" | 0" ¢ C oder "o" € C,o hat gerade Anzahl an fithrenden —}.
Fiir ¢’ gilt

e ACC'und BNC' = @.
e (' ist vollstdndig, es gilt also fiir jeden £ -Satz T entweder 7" € C’ oder
e .

o (' ist konsistent: Wegen der Definition von C’ ist fiir keinen L4-Satz
77 und 7" in C’. Da C’ vollstandig ist, bedeutet dies aber genau die
Konsistenz von C’.

Nach dem Gdodelschen Unvollstédndigkeitssatz ist C” nicht rekursiv. Wére nun C
rekursiv, so folgt, dass auch C’ rekursiv ist, es ist also auch C nicht rekursiv.

Satz 4.4. Sei M = PA™ ein Nichtstandardmodell und erfille M Qverspill fir
Ag-Formeln und den Anfangsabschnitt N. Dann ist M nicht rekursiv.

Jedes Ag-rekursiv saturierte Modell M = PA™ oder jedes Modell von TA
erfiillt die Bedingungen von Satz 4.4.



Beweis. Seien A, B C N disjunkt, rekursiv aufzéhlbar und rekursiv untrennbar.
Da A, B rekursiv aufzéhlbar sind existieren Ag-Formeln «(z,y) und S(z, 2),
sodass fiir alle n € N

neA & NE3jan,y)

ne€B < NE3zf(n,z).

Es gilt also fiir alle k € N
NV, g,z <k —(a(z,9) A Bz, 2)),

und da dies eine Ag-Formel ist und M eine Enderweiterung von N ist, gilt auch
(siehe [2, Theorem 2.7.])

M ': Vx,g,f < k _'(Oé(xag) /\ﬂ(x72))

fiir alle k € N. Wendet man Overspill fiir diese Ag-Formel an, erhélt man a > N,
sodass

MEV2, g,z <a-(a(z,g) APz, 2)).
Definiere nun die Menge
C={neN|MEIyg<aa,jy)}.

Es gilt A C C und BNC = @. Wére nun M = (N,D, (), ), no,n1) mit
rekursivem @ oder rekursivem (©), so wollen wir zeigen, dass C rekursiv ist,
dies fiihrt zu einem Widerspruch.

Falls M = PA, bekommen wir mit Satz 3.4 ein b € M, sodass C = {n €
N| M E (b)n # 0} und mit einem analogen Beweis wie fiir Satz 4.2 erhalten wir,
dass C' rekursiv ist. Da wir aber den Satz von Tennenbaum fiir ein allgemeineres
Modell M beweisen wollen, werden wir diesen Schritt nun explizit ausfiihren.
Die Relation pr(u) = v ist rekursiv, es gibt also eine ¥;-Formel 3w 6(u, v, o)
mit 0 in Ag, die diese Relation in PA™ definiert. Dann gilt fiir alle k € N

MEITs<aVu<kTv<adw<a
[O(u,v, @) AN (Tt <s(v-t=38)+ Iy <aaluj))

Um einzusehen dass dies gilt, definiere s = pr(ng) - - - pr(ng), wobei ng, ..., ng
die ersten k + 1 Elemente in C sind. Auf diese Formel kénnen wir Ay-Overspill
anwenden um b > N und s € M zu erhalten, sodass

MEVu<bIv<aTdow<a
[O(u,v,w) AN (Tt < s(v-t=s) 3Ty <aaluy))]

Es gilt also C = {n € N | M = pr(n)|s}. Sei nun n, das Bild von s € M des
Isomorphismus M = (N,@, (), ©, ng,n1). Dann ist

pr(n)

C={neN|3ttDOtD: - Dt =ns)}.

10



Wire (D rekursiv, so folgt, dass C rekursiv aufzéhlbar ist. D = N\ C ist definiert
durch D ={n e N | M | -3y < a a(n,y)}. Mit einem analogen Beweis folgt,
dass auch D rekursiv aufzdhlbar ist. Es muss also C rekursiv sein, dies ist ein
Widerspruch zur Annahme. O
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