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1 Einleitung

Will man die Komplexitéit diverser Berechnungen untersuchen, so st6f3t man beim Versuch diese
Berechnungen mittels Ausdriicken der Pradikatenlogik erster Stufe zu beschreiben schnell an Gren-
zen. s ist zum Beispiel generell nicht moglich, die transitive Hiille eines Graphen in erststufiger
Logik auszudriicken (sieche [Lib04] Abschnitt 4.1). Ziel dieser Arbeit ist es, mittels induktiver Defi-
nitionen die Ausdrucksstirke der Logik erster Stufe zu erhthen und zu zeigen, dass mithilfe jenen
neuen Ausdriicken Entscheidungsprobleme in deterministischer Polynomialzeit erfasst werden.

2 Der Kleinste Fixpunkt Operator

2.1 Existenz und Minimalitit

Wir illustrieren, wie man die transitive Hiille eines Graphen induktiv beschreiben kann. Sei dazu
ein Graph G = (V, E) gegeben, wobei V' die Menge der Punkte und E eine zweistellige Relation auf
V' bezeichnet. Aulerdem denotiere mit dist(a,b) die Distanz zweier Knoten a € V und b € V als
kleinste Zahl n, fiir die a und b mittels n Kanten verbunden werden kénnen. Wenn es keine solchen
Kanten gibt, so sei die Distanz auf oo gesetzt. Fiir ein zweistelliges Relationensymbol R definieren
wir die Formel

d(R,x,y) =x=y V 3z(E(x,z) N R(z,y)) (2.1)

Diese Formel induziert eine Abbildung von der Menge aller zweistelligen Relationen des Graphen
auf sich selbst:

¢c(R) ={(a,) € V* | G |= (R, a,b)} (2:2)
Nun wird ersichtlich, dass man durch wiederholtes anwenden dieser Abbildung auf die leere
Menge die transitive Hiille von E erhélt:

bc(0) = {(a,b) € V? | dist(a,b) <0} C {(a,b) € V? | dist(a,b) <1} C ---
.- C{(a,b) € V? | dist(a,b) <k —1} = & (D) (2.3)

Falls |[V| = n, so sieht man, dass diese Kette spétestens fiir & = n nicht weiter wachsen kann.
Wenn E* die transitive Hiille on E bezeichnet, so gilt dann: ¢7(0) = E* = ¢g(E*). Die Relation
E* ist also ein Fixpunkt der Abbildung ¢g. Dass mit diesem Verfahren ein Fixpunkt gewonnen
werden kann, ist ein allgemeines Resultat:

Satz 2.1. Sei R ein k-stelliges Relationensymbol, ¢(R,x1,--- ,x) eine Formel erster Ordnung,
deren induzierte Abbildung ¢4 fiir eine Struktur A monoton ist, das heifit es gelte R C R —
dA(R) C ¢pA(R'). Wenn A endlich ist, so existiert ein kleinster Fizpunkt von ¢ 4. Dieser ist ¢y,
wobei 1 die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die ¢y (0) = ¢4 (0). Auferdem gilt r < ||A||F

Beweis. Aufgrund der Monotonie kénnen wir wie in (2.3) folgende Kette beobachten

0 Cpa®) Coh®) C-- C o) -

Da die Struktur A nach Voraussetzung endlich ist und nur n* verschiedene k- Tupel von A

existieren, kann die Kette ab einem Index i nicht mehr strikt weiter wachsen. Wahlen wir nun
r:=min{i € N |Vk >i: ¢%(0) = ¢%(0)} so haben wir einen Fixpunkt der Abbildung gefunden.
Um die Minimalitdt zu beweisen, sei F' ein weiterer Fixpunkt der Abbildung.



Wegen
oa0)=0CF

folgt induktiv, mit der Annahme, dass ¢f4(@) C F und mit der Monotonie von ¢4:
O (0) = dao (D) C Pu(F)=F
Also ist ¢4 () C F fiir alle i > 0. O

Ab sofort bezeichne FOyppp die Sprache aller Formeln der Aussagenlogik, welche zusétzlich den
Operator LFP enthalten kénnen. LFP ordnet jeder Formel ¢(R,z1,...,z,) ihren kleinsten Fix-
punkt nach Satz 2.1 zu. Man beachte, dass hier nur jene Formeln erlaubt sind, die die Voraussetzun-
gen des Satzes 2.1 erfiillen. Ein induktiver Beweis zeigt aber, dass dies fiir Formeln ¢(R, x1, . .., z,),
in denen das Relationensymbol R nur innerhalb einer geraden Anzahl von Negationen vorkommt
immer der Fall ist.

Satz 2.2. Wenn eine Formel p(R, x1,. .., xy) R-positiv ist (das bedeutet, dass R nur innerhalb einer
geraden Anzahl von Negationen vorkommt), so ist die von einer Struktur A induzierte Abbildung
¢4 monoton.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach dem Aufbau der Formel. Der Induktionsan-
fang ist klar: Sei ¢o(R,T) = R(Z), wobei T ein Tupel von Variablen bezeichnet. Offensichtlich folgt
dann fiir R C R’

AE ¢o(R,a) = Ak ¢o(R,a) (2.4)

Im Induktionsschritt unterscheiden wir 2 Falle:

e An eine R-positive Formel ¢ hingen wir mittels V eine weitere R-positive Formel v: Wir be-
obachten, dass A = (¢V¢)(R, @), wenn entweder A = ¢(R,a) oder A = ¢(R,a). Fir R C R/
konnen wir wie in (2.4) die Implikation auf ¢ bzw. 1) anwenden, da nach Induktionsvoraus-
setzung beide Formeln monoton sind. Per Definition gilt dann aber auch A |= (¢ V ¢)(R',a).
Analog beweist man den Fall fiir ¢ A .

e Sei ¢(R,T) eine nach Voraussetzung monotone Formel. Nun ist auch 3z(¢(R, z, T')) monoton:
Per Definition gilt A = 3z(¢(R, 2,a’)), wenn fiir eine beliebige Interpretation ein a € |A|
existiert, sodass (A, i,/,) = ¢(R, 2,7'), wobei i,/, die modifizierte Interpretation bezeichnet,
welche i,/,(y) = a erfiillt fiir y = z und ansonsten die gewShnlichen Werte i,/,(y) = i(y)
annimmt fiir y # x. Wegen der Monotonie von ¢ folgt daraus aber auch (A, i,/.) | ¢(R', 2,7')
fir R C R'. Wir haben also ein a € |A| gefunden, und somit gilt auch A = 3z(¢p(R’, z,T)).
Analog beweist man wieder den Fall fiir Vz(¢(R, 2,7')).

O]

Die Umkehrung des obigen Satzes gilt in der Regel nicht.Uber endlichen Strukturen lassen sich
nédmlich Aussagen erster Ordnung konstruieren, welche zwar monoton in R sind, in denen aber R
nicht notwendigerweise innerhalb einer geraden Anzahl von Negationen vorkommen muss.



2.2 FOLFP =P

Es stellt sich heraus, dass mit der Hinzunahme von induktiven Definitionen, wie sie mittels dem
kleinsten Fixpunkt Operator erzeugt werden kénnen, genau jene Berechnungen, welche in der Kom-
plexitéitsklasse P liegen erfasst werden. Dazu zeigen wir zuerst folgendes Resultat:

Satz 2.3. Die Sprache FOrLpp ist unter Reduktionen erster Stufe abgeschlossen.

Beweis. Sei I : 6(0) — &(7) eine k-stellige Abfrage erster Stufe zwischen zwei abstrakten Struk-
turmengen, wobei ¢ und 7 Vokabulare sind, die nur Relationen- und Konstantensymbole enthalten.
AuBerdem bezeichne I : £(7) — £(0) die dazugehérige duale Abbildung (siehe [Imm99] Definition
3.3). Die duale Abbildung von I erfiillt nach Konstruktion fiir jede Struktur A € &(o) und jede
Formel 7 € £(7):

AEL9) = A E¢ (2.5)

Damit l&sst sich zeigen, dass der Operator LF'P mit Bildung von dualen Abbildungen vertréaglich
ist. Es gilt ndmlich fur fiir R-positive ¢ € FOppp(7)

I(LFP(¢(R, z1,...,2,))) = LEP(I(¢) (R, x1, ... 2%, ... xl, . . zk)) (2.6)
Um das einzusehen, betrachten wir die durch eine Struktur A € S(o) induzierte Abbildung

I Q) A(Rpg) = {(x, . oah, o ak o ab)y e A" | A 1(0)(Ru, 2, . b, xk, o af )
>~ {(21,...,2y) € [I(A)|" | I(A) & (R, z1,...,20)} (2.7)
= 1) (R)

Wir haben also eine Isomorphie der Fixpunkte von I (¢) und ¢ in den jeweiligen Strukturen A
und I(A) gegeben. Aus folgender Aquivalenzkette ergibt sich schiefllich (2.6):

AELFP((¢)(Rup, b, .. xk o ak . ak)) £7 I(A) = LFP(¢(R, 1, ..., x,)) 28
25 AL F(LFP(G(R, a1, ..., 22)))

Um schlieflich die Abgeschlossenheitseigenschaft zu zeigen, seien also A und B zwei Entschei-
dungsprobleme, B durch eine Formel ¢ € FOprpp formulierbar und A <po B. Das heifit, dass
eine Abbildung [ existiert mit der Eigenschaft, dass fiir alle Strukturen gilt

SeA << I(S)eB

Die Aquivalenz in (2.6) besagt genau, dass fiir ¢ € FOppp auch I (¢) € FOLpp. Wenden wir dies
auf ¢p an, so sehen wir insgesamt (wieder mit (2.5)), dass

SeA <« I(S)eB < Sk I(¢p) (2.9)

und somit A durch die Formel [ (¢B) € FOLpp ausgedriickt werden kann, woraus die Abgeschlos-
senheit folgt. O
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Abbildung 1: pg erreicht ¢1, aber nicht ¢5.

Um die Gleichheit P = FOyppp zu zeigen, werden wir ausniitzen, dass ein P vollstdndiges Pro-
blem existiert, welches in FOrpp liegt. Es handelt sich hier um das Erreichbarkeitsproblem in
alternierenden Graphen: Sei G = (V, E, U, py, q) ein gerichteter Graph mit Start- und Endpunkt pg
und ¢, wessen Knoten noch in zwei Typen, Existenz- und Universalknoten unterteilt sind. U C V
sei die Menge der Universalknoten. Das Konzept ist &hnlich zu alternierenden Turing Maschinen:
Wir sagen, dass von einem Universalknoten u ein Knoten k erreicht wird, wenn alle Kanten, die
von u weg gehen (sofern welche existieren), zu einem anderen Knoten gehen, der selbst k erreicht.
Fin Existenzknoten e erreicht einen Knoten k£ im alternierenden Sinn, sobald eine einzige Kante
zu einem Knoten geht, der k erreicht. Abbildung 1 illustriert einen alternierenden Graphen als
Beispiel.

Wir kénnen nun mit dem kleinsten Fixpunktoperator dieses Erreicharkeitsproblem logisch aus-
driicken: Sei

¢a(R,z,y) = (x =y) V [F2(E(z,2) A R(2,9)) A (A(x) = Vz(E(z,2) = R(z,y)))] (2.10)

Der erste Teil der Formel ist analog zu verstehen wie in Formel (2.1) und die rechte Seite
der Konjunktion stellt sicher, dass alle von Universalknoten entspringenden Kanten den Zielpunkt
erreichen. Wie bei der transitiven Hiille, kénnen wir nun die Menge aller alternierenden Graphen
G, bei denen p vom Start gg erreicht wird als LFP (¢4 (R, x,y))(qo,p) ausdriicken. Somit gilt fiir
das Entscheidungsproblem

REACH, = {G = (V,E,U,po,q) | G ist alternierender Graph A LEP (¢4 (E, x,y))(q0,p)} € FOLrp
(2.11)
Wir erhalten nun folgendes Resultat:

Satz 2.4. Fir endliche und geordnete Strukturen gilt
FOyrpp =P (2.12)

Beweis. Wir zeigen Teilmengeninklusion in beide Richtungen.

(FOLrp C P) : Sei A eine beliebige endliche Struktur, das heifit fiir die Grundmenge A von
A gilt |A] = n < co. Sei weiters LEP(¢(R, z1,...,2x)) € FOLpp beliebig. Satz 2.1 gibt uns eine
Darstellung des kleinsten Fixpunktes von ¢, némlich ¢4 (), wobei r < n¥*. Das heifit die Formel ¢
muss hochstens n* mal ausgewertet werden. Das Auswerten von Formeln erster Stufe erfolgt aber
in deterministischer Polynomialzeit (siehe [Imm99] Satz 3.1; Auswertung erfolgt sogar in L), daher

ist LFP(¢(R, z1,...,2%)) € P.



(P C FOLpp) : Im obigen Abschnitt wurde schon erwéhnt, dass REACH, € FOrpp. Nun gilt
aber, dass REACH, vollstindig ist in P beziiglich Reduktionen erster Stufe (siehe [Imm99] Satz
(3.26)). Nach Satz 2.3 ist FOrpp abgeschlossen unter solchen Reduktionen, also folgt daraus, dass
jedes Entscheidungsproblem aus P auch in FOppp liegen muss. O

Bemerkung: Der obige Satz gibt uns eine logische Beschreibung der Komplexitétsklasse P, die
ohne Turing Maschinen und Laufzeit auskommt. Obwohl die Voraussetzung der Ordnung nicht
direkt im Beweis eingeht, wird sie ben6tigt um die Vollstdndigkeit von REACH, zu beweisen.

Als Folgerung der letzten beiden Sdtze kénnen wir noch einen Normalformensatz fiir induktive
Formeln beweisen. Im allgemeinen kénnte es ja passieren, dass Formeln ¢ € FOpLgp sehr kompli-
ziert aussehen, da es erlaubt ist mehrere kleinste Fixpunkte ineinander zu schachteln, sowie diese
zu quantifizieren. Gliicklicherweise kann aber jede Formel so umgeschrieben werden, dass nur ein
einziges mal der kleinste Fixpunktoperator darin vorkommt:

Satz 2.5. Fir eine beliebige Formel ¢ € FOyppp existiert eine Formel i erster Stufe, sowie ein
Konstantentupel ¢, sodass in endlichen und geordneten Strukturen gilt:

¢ =LFP(¢¥)(c) (2.13)

Beweis. Fassen wir REACH, als Entscheidungsproblem auf, so haben wir oben schon gesehen dass
wir dieses mithilfe der Formel ¢, ausdriicken kénnen, also

REACH, = FP(¢.(R, x,y))(po, q) (2.14)

Da REACH, vollstindig in P beziiglich Reduktionen erster Stufe ist, existiert fiir jedes Problem
A € P eine k-stellige Abbildung 14 : &(o) — &(7), fiir die (2.9) gilt(wobei B durch REACH, zu
ersetzen ist). Das bedeutet aber, dass sich jedes Problem A aus P als I4(REACH,) schreiben liisst.
Wenden wir die Gleichheit (2.14) an und nutzen die Vertriglichkeit des Fixpunktoperators mit
dualen Abbildungen aus (siehe (2.6)), so sieht man, dass

IA(REACH,) = LFP(Ia(¢a))(La(po,q)) (2.15)

Das Resultat folgt, da 14 die Konstantensymbole pg und ¢ wieder mit den Konstantensymbolen 0
und maz ersetzt, was aus [Imm99] Satz 3.26 hervorgeht. O

2.3 Die Tiefe von rekursiven Formeln

Die Tiefe einer induktiven Definition ist in der Komplexitdtstheorie von grofiler Bedeutung. Of-
fensichtlich macht es auch in der praktischen Anwendung einen groflen Unterschied, wie oft ein
rekursiver Algorithmus die Rekursion durchlaufen muss um zum Stillstand zu kommen. Fiir eine
beliebige Struktur A und eine induktive Formel ¢ definieren wir die zu A relative Tiefe |¢ 4| der
Formel ¢ als kleinste Zahl r € N, sodass fiir die von A induzierte Abbildung ¢ 4 (siehe Satz 2.1)
gilt:

¢4(0) = ¢ (0) (2.16)

Satz 2.1 gibt uns die Existenz eines solchen r, sowie eine obere Schranke, welche von der Méchtigkeit
der Grundmenge von A abhéingt. Meistens ist es interessanter die Tiefe einer Formel unabhéngig
von einer bestimmten Struktur zu betrachten. Wir nehmen daher fiir die Tiefe |¢|(n)von ¢ in
Strukturen der Méchtigkeit n das Maximum iiber alle relativen Tiefen:



6n) i= max |64 (2.17)
|Al=n
Betrachten wir die Formel ¢(R, x,y) aus (2.1), so lidsst sich aus den Mengeninklusionen in (2.3)
schnell einsehen, dass |¢|(n) = n gilt. Natiirlich ist ¢(R,x,y) nicht die einzige Formel, dessen
Fixpunkt die transitive Hiille einses Graphen ausdriicken kann. Wir kénnten zum Beispiel auch
durch die Formel

V(R,z,y) =x=yV E(z,y) VvV Iz(R(x,z) A R(z,9)) (2.18)

das selbe erreichen, wobei nun |¢|(n) = [logn] + 1, also hat 1) generell eine eindeutig geringere
Tiefe als ¢. Es bezeichne ab sofort IND[f(n)] C FOrpp die Sprache aller Formeln ¢ fir die
|p|(n) = O(f(n)) gilt (wobei natiirlich nur Formeln zugelassen werden, die einen kleinsten Fixpunkt
besitzen). Mit dieser Definition kénnen wir FOppp auch anschreiben als

FOrrp = | | IND[n"] (2.19)
k=1

Als Anwendung zeigen wir, dass die numerische Relation BIT(%,j), welche wahr ist wenn in der
Binédrdarstellung von i das j-te Bit gleich 1 ist, in IND[logn] enthalten ist. Das bedeutet, dass
wir BIT als kleinsten Fixpunkt darstellen konnen, wobei die resultierende Tiefe der Formel durch
logn beschrénkt ist. Da durch die Existenz der numerischen Relationen PLUS(%, j, k), welche fiir
i+ j = k wahr ist und durch TIMES(¢, j, k), welche fiir ¢ x j = k wahr ist, in einem Vokabular
(inklusive Ordnung) schon folgt, dass BIT in Logik erster Stufe definierbar ist (siche [Imm99] Satz
1.17), reicht es IND/[log n| Definitionen fiir PLUS und TIMES zu finden:

Satz 2.6. Die numerischen Relationen PLUS und TIMES sind in IND[logn| enthalten.

Beweis. Es denotiere Succ die Nachfolger-Relation, sowie 0 das minimale Element beziiglich Succ
(Die Existenz dieser Relation und dieses Konstantensymbols sei vorausgesetzt). Wir finden zuerst
eine Formel vy (z,vy, z) , welche genau die Relation x 4+ y = z beschreibt. Dazu sei

P+ (R,z,y,2) =(x =0A 2z =1y) V Ju,v[Succ(u,0) A Succ(v,y) ANe =uA z=1v] V
E!Zlv 22, %35 %4, Q)B[R(aa ﬂ,l’) N R(O[, 21, 22) A R(B7 23, Z4) A (220)
R(z1,23,y) N R(22,24,2)]

Die erste Zeile gibt uns den Anfang der induktiven Definition: Entweder wir haben ein paar (0, y),
so gilt natiirlich 0 4+ y = 2z, mit z = y. Damit erfassen wir alle Tripel, welche eine Null in der ersten
Koordinate haben. Ansonsten haben wir ein Tripel (1,y, z) vorliegen, fiir das 1 +y = z, indem wir
z als Nachfolger von y dekodieren und x = 1 voraussetzen. Im Induktionsschritt seien schon alle
Tripel von (z,y, z) gegeben, mit x < k, fiir die x +y = z gilt. Nun schlieflen wir aus dem Bekannten
auf alle neuen Summentripel (2,4, 2/), fiir die 2’ < 2k ist. Dies funktioniert, indem wir o < k und
B < k mit a + 8 = 2’ finden, sowie z1, 29, 23,24 mit @ + 21 = 2o und S + 23 = z4. Addieren wir
die Tripel (a, 21, 22) und (B, z3, 24) auf (das heift wir addieren die zwei Gleichungen), so erhalten
wir die Vorschrift (o + 8) + (21 + 23) = (22 + 24), das heifit z; + 23 = y und 23 + 24 = z miissen
erfiillt werden. Dieses Verfahren funktioniert wirklich, da man natiirlich jede natiirliche Zahl n zum



Beispiel in 1+ (n — 1) aufpsalten kann. Damit wird auch R(z1, z3,y), sowie R(z2, z4,2) wirklich
erfiillt. Wir finden immer eine Zerlegung von y, sodass z; und z3 kleiner oder gleich k sind. Wir
setzen nun

V+(iaja k:) = LFP(¢+(R,:L’,Z/,Z))(Z,], k) (221)

Nach Konstruktion bricht diese Fixpunktiteration nach spitestens [logn]| + 1 Schritten ab. Also
gilt pPLUS € IND[logn]. Fiir TIMES ist das Vorgehen &hnlich: Sei

Ox(R,z,y,2) =(x =0A2=0)V Iu(Succ(u,z) N\e =0Az=1y) V
o, 8,7, 0, 21, 22, 23, 24, 212, 234(d4 (0, B, ) N D1 (7,8,y) A R(a,v,21) A
R(a, 8, 22) N R(B,7,23) N R(B,0,z4) N o421, 22, 212) N d4 (23, 24, 234) A
¢+ (212, 234, 7))

(2.22)

In der ersten Zeile dieser Formel wird wieder der Induktionsanfang ausgedriickt. Entweder man
hat ein Tripel (0,y, z) vorliegen oder ein Tripel der Form (1,y, z). In diesen Fillen muss natiirlich
z = 0 oder z = y sein. Im Induktionsschritt wollen wir wieder von allen Tripel (z,y, z) mit x < k
auf alle Tripel (2/,y/, 2') mit 2’ < 2k schlieBen. Dazu zerlegen wir jeweils 2/ und 3’ in eine Summe
und wir iiberpriifen, ob (a + ) * (v + ) = 2’ gilt. Durch Ausmultiplizieren erhélt man eine
Summe aus vier Summanden, in denen jeweils eine Multiplikation vorkommt mit Zahlengroflen,
deren Multiplikationsergebnis bereits nach Induktionsvoraussetzung bekannt ist. Gesamt erhalten
wir auch hier mit

Vx(iaja k) - LFP(¢X(R7$7y72))(17k7k) (223)
einen induktiven Algorithmus fiir die Multiplikation, der nach [logn| + 1 Schritten abbricht. [

2.4 Ein Normalformensatz fiir R-positive Formeln

In Satz 2.5 ging es darum, mehrfache geschachtelte Fixpunktoperatoren in einen einzelnen umzu-
schreiben. Im folgenden Normalformensatz wird gezeigt, dass man R-positive Formeln

d(R, 21, ...,Ty,) in eine Form umschreiben kann, in der die Relation R nur einmal nach einem Block
von Quantoren vorkommt:

Satz 2.7. Sei ¢(R,x1,...,zy) R-positiv. Dann gibt es Quantoren Q1,...,Q, und quantorenfreie
Ausdriicke My, ..., M,, in denen R nicht vorkommt, sodass

(R, z1,...,xn) = (Q121 : M1)(Qo2z22 : Ma) ... (Qrzy : My) (31, ... 20 : Myy1)R(21,...,2p)
(2.24)
wobei (Qizi : M;)(¢) fir den Ausdruck Q;zi(M = 1) steht.

Beweis. Der Beweis verlauft induktiv nach dem Aufbau der Formel. Fiir den Induktionsanfang sei
also ¢o(R,y1,---yn) = R(y1,...,yn). Wir setzen M1 = (x1 = y1,...,2Zn = yp) und erhalten

¢0 = (3.@1,...1}3 : Ml)R([Bl,...,J}n) (225)
Ansonsten sei ¢ eine Formel in der R nicht vorkommt, sowie keine Quantoren. Dann gilt

¢o = (Vz : =) (3xy, ..., 2y : FALSE)R(21, ..., Tp) (2.26)



weil (m¢9 == FALSE) = (¢9 AFALSE) und offensichtlich ist (¢g AFALSE) = ¢. Im Induktionsschritt
sind eigentlich nur die Fillle (¢ A1) bzw. (¢ V1)) interessant. Die Hinzunahme eines weiteren Quan-
toren @ kann direkt links an eine Formel, welche sich schon in der Normalform aus (2.24) befindet,
gehéngt werden und man erhélt wieder eine Formel in der gewiinschten Form. Wir betrachten nun
den Fall v = (¢ V ), wobei ¢ und v schon in Normalformen gegeben sind:

d=(Qry1: N1) ... (Qryr : No)(Fz1, .. 2yt Ney1)R(21, ..o, x0)
Y= (Q1z1 : My) ... (Qhzs : Ms)(3xq, ..., xn : Msi1)R(x1, ..., 2)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass die y von den z verschieden
sind (ansonsten tausche man die betroffenen gebundenen Variablen aus). Wir setzen nun

Nj=N;Vb=1
und modifizieren die Quantorenblécke von den beiden Formeln:
Qo = (Qy1 : N7) ... (Qryr : N))
Qy = (Qhz1: M) ... (Qhzs : M)

Dies ermoglicht uns, sobald beide Quantorenblécke hintereinander in einer Formel stehen, sich je-
weils nur einen der beiden Blocke auszusuchen und diesen einzeln auszuwerten. SchliefSlich definieren
wir

(b=0AN;41(@/Z))V (b=1AMy1(u/T))

S =
T=(up=x1 AN ANup = xp)

wobei die Notation N(u/Z) die Formel N meint, in der das Variablentupel Z durch das Tupel @
ersetzt wurde. In S und in 7" kommen weder Quantoren noch R vor, da N,;; und Ms;1 nach
Voraussetzung keines der beiden enthalten. Nun gilt

v=(F:b=0Vb=1])(Qs)(Qy)Bu1,...,up : S)3z1,..., 20 : T)R(x1,...,2n) (2.27)
O
Als Beispiel betrachten wir nochmals die Formel aus (2.1):
d(R,z,y) =z =yV I2(E(z,2) A R(2,9))
Wir kénnen mithilfe des eben bewiesenen Satzes eine Normalform finden. Zuerst setzen wir
(R, z,y) = (V2 : ~(z = y))(32)(E(z, 2) A R(z,9))

Nun muss nur noch der letzte Block umgeschrieben werden. Analog wie im Beweis des Satzes
erhalten wir

d(R,x,y) =Vz:=(z=y))32)(Vb: (b=0 V b=1))(Va(-E(x,z) V b=1))
(Fz1, 22 (z1i=aANz2=y)Vb=0)Fui,uz: (b=0 A u; =21 Aug = 22)) (2.28)

(31’1,112 : (u1 =1 N us = xg))R(xl,xg)



Diese Normalform von R-positiven Formeln, gibt uns eine praktische Beschreibung des kleinsten
Fixpunktes. Wir denotieren mit ()4 den Block der alle Quantoren enthilt, also die komplette Formel
bis auf das Relationensymbol R(z1,z2). Wendet man die von ¢ induzierte Abbildung ¢ 4 n-Mal auf
eine Relation R an, so bedeutet das im Wesentlichen, dass man den Block ()4 n-Mal hintereinander
schreibt und als Formel anwendet:

SA(R) = {(z1,22) € |AP | A (Qp)" R(x1,22)} (2.29)
Insbesondere bedeutet das, da in unserem Beispiel |¢|(n) = n, dass fiir A mit Méchtigkeit n gilt:
AELFP(¢(R,x1,22)) < A (Qg)"FALSE(x1,22) (2.30)

Bezeichnen wir nun allgemein FO[f(n)] als die Menge aller Strukturmengen, welche durch f(n)-
malige Iteration von Quantorenblécke beschrieben werden kénnen (wobei n wieder die Méachtigkeit
der Strukturgrundmenge bezeichnet), so sehen wir mithilfe der obigen Uberlegungen, dass fiir be-
liebige Funktionen f(n) (und iiber endliche Strukturen) gilt:

IND[f(n)] € FO[f(n)] (2.31)
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