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1 Grundlagen und Notation

1.1 Regulire Sprachen

Im Folgenden bezeichnen wir eine endliche Menge A als Alphabet. A* bezeichnet das freie Monoid
iiber A, also die Menge der endlichen Zeichenketten aus Elementen von A. Fiir w € A* bezeichnen
wir mit |w| die Linge des Wortes. Eine Menge L C A* wird als Sprache bezeichnet.

Ein nicht-deterministischer endlicher Automat ist ein Tupel M = (Q,4,&,F), wobei Q eine
endliche Menge von Zustidnden ist, i € @ der sogenannte Anfangszustand ist und F' C @ eine
Menge von Endzustidnden ist. £ C @ x A x @ wird als Ubergangrelation bezeichnet.

Ein M-Pfad ist eine endliche Folge von Tupeln (qo,a1,¢1), (q1,a2,62), -, (Gn-1,an, ), wobei
ai,...a, € Aund qq, ..., q, € Q. Wir sagen, der Automat M akzeptiert ein Wort w = ay - - an,
falls es einen M-Pfad (qo,a1,q1), (q1,a2,q2), -, (¢n—1,an, g) gibt, sodass qo =i und ¢,, € F.

Eine Sprache L heifst regulir, falls es eine nicht-deterministischen Automaten gibt, der ein Wort
w € A* genau dann akzeptiert, wenn es in L enthalten ist.

Wir geben nun einen anderen Zugang zur Definition regulirer Sprachen an:

Die Menge der reguléren Ausdriicke {iber einem Alphabet A ist induktiv wie folgt definiert:

1. Fiir w € A* ist {w} ein reguldrer Ausdruck

2. () ist ein regulirer Ausdruck

3. Fiir reguldre Ausdriicke F; und FEj ist E7 U Fs ein reguldrer Ausdruck
4. Fiir reguldre Ausdriicke E; und FEj ist E Fs ein regulidrer Ausdruck

5. Fiir einen reguldren Ausdruck F ist auch E* ein reguldrer Ausdruck

Es gilt nun:

Satz 1.1. FEine Sprache ist genau dann regulir, wenn sie durch einen reguldren Ausdruck be-
schrieben werden kann.

1.2 Pridikatenlogik und V-Strukturen

Im Folgenden sind z, 1, x2, ¥y, Y1, Y2, - . - Variablen erster Ordnung und X, X1, Xo,..., Y, Y7, Y5, ...
Variablen zweiter Ordnung, dh Relationsvariablen. Wir werden im Folgenden nur einstellige Re-
lationsvariablen betrachten.

Wir betrachten j-stellige numerische Prédikate Rg und fiir @ € A das einstellige Pradikat Q,.
Auf die Interpretation dieser Priadikate gehen wir spéter ein.

In Folgenden verzichten wir auf die Verwendung von Konstanten- und Funktionssymbolen. Atom-
formeln erster Ordnung sind also Q. fiir a € A und eine Variable z, sowie R!(z1,...,z;) fiir
ein numerisches Pradikat R} und Variablen 1, ..., z,.

Formeln erster Ordnung sind dann induktiv definiert:



e Atomformeln sind Formeln.
e Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, dann sind auch ¢ A ¢ und —¢ Formeln.

e Wenn z eine Variable und ¢ eine Formel ist, dann ist auch 3x¢ eine Formel.

Wir vereinbaren auch folgende Abkiirzungen bzw Schreibweisen: ¢ V 9 steht fiir —(—¢ A =),
¢ — 1 steht fiir ¢ V ¢» und der Allquantor wird iiber den Existenzquantor definiert: Va¢
bedeutet —Jzr—¢.

Zur Definition von monadische Formeln zweiter Ordnung ergénzen wir die Menge der Atomfor-
meln um Ausdriicke der Form X (x), wobei X ein Relationsvariable und « eine Variable ist. Fiir
das Bilden von monadischen Formeln zweiter Ordnung fiigen wir folgende Regel hinzu: Sei ¢ eine
Formel und X eine Relationsvariable, dann ist 3.X ¢ wieder eine Formel.

Kurz gesagt ist der Unterschied zwischen Formeln erster Ordnung und monadischen Formeln
zweiter Ordnung also, dass man nicht nur iiber Elemente des Universums, sondern auch iiber
Teilmengen quantifizieren kann.

Wir wenden uns nun der Semantik unserer Formeln zu, das heifit wir wollen kliren, was heifit,
dass ein Wort w € A* eine Formel ¢ erfiillt, in Zeichen: w |= ¢.

Der Ausdruck Q,x soll beispielsweise bedeuten, dass der z-te Buchstabe des betrachteten Wortes
ein a ist.

Wir geben nun eine genaue der Definition des Begriffes der numerischen Relation:

Definition 1.2. FEine k-stellige numerische Relation P ordnet jedem n € N eine k-stellige
Relation P, auf {1,...,n} zu.

Beispiel 1.3. Sei R eine k-stellige Relation auf N. Dann induziert R eine k-stellige numerische
Relation P, indem man P,, ;= RN{1,...,n}* setzt. So kann man beispielweise aus dem iiblichen
< auf N eine numerische Relation < gewinnen.

Es kommt aber nicht jede numerische Relation auf diese Weise zu Stande. Man kann zB eine
einstellige numerische Relation last durch last,, := {n} definieren. Der Ausdruck last(x) ist nun
genaw dann waehr, wenn x die Position des letzten Buchstaben des betrachteten Wortes ist.

Im Folgenden wird uns vor allem die Bedeutung von geschlossenen Formeln interessieren und es
ist intuitiv auch relativ klar, wie diese zu verstehen sind. Wir stehen aber vor dem Problem, dass
wir auch Formeln mit freien Variablen eine Bedeutung geben miissen, um induktive Definition
und Beweise iiber die Formelstruktur zu ermdglichen. Zu diesem Zweck fiithren wir das Hilfsmittel
der V-Strukturen ein:

Definition 1.4. Sei A ein Alphabet und V eine endliche Menge von Variablen erster Ordnung.
Eine V -Struktur iber A ist ein Wort

(al, Ul) N (an, Un)
iiber dem Alphabet A x 2V sodass Uy, ... ,U, eine Partition von V ist.

Definition 1.5. Sei A ein Alphabet, V1 eine endliche Menge von Variablen erster Ordnung und
Vo eine endliche Menge von Variablen zweiter Ordnung. Eine (Vi,Va)-Struktur dber A ist ein
Wort

(al, Sl,Tl) . (an, Sn,Tn)



iiber dem Alphabet A x 21 x 2V2| sodass S, ..., S, eine Partition von Vi ist.

Sei I eine Interpretation, das heifit eine Funktion, die jedem numerischen Pridikat Rf eine j-
stellige numerische Relation zuordnet. Wir kénnen nun induktiv die Interpretation der Formeln
beziiglich dieser Interpretation I definieren: Sei w eine (V7, V5)-Struktur, dann gelte:

w Er Qqx : < w enthilt einen Buchstaben (a,S,T) mit x € S

; I ordnet R’ die j-stellige Relation P, auf {1,...,|w|} zu,
w k= Rl (z1,...,2)) : <= i J & ‘ |l { lwl}
r}, kommt an der Stelle py, in w vor und P,(p1,---,p;)
whEr (pAY): <= wkr ¢ und w 9
wEr ¢ <= wlr ¢
w iy Jug : = w = (a1,51,T1) ... (an, Spn,Ty) und Ji € {1,...,n}:
(al,Sl,Tl)... (ai,Si U {.T},ﬂ) (an,Sn,Tn) ':] ¢
w =1 X(z) : <= w enthélt einen Buchstaben (a,S,T) mit z € Sund X € T
w = (al,Sl,Tl),...,(an,Sn,Tn) und 3J g {1,...,|w|}
w =y 3X¢ <= ( sodass fiir T/ := T; U{X} falls i € J bzw T/ = T; sonst gilt:

w/ = (al,Sl,Tll)7~~',(an7Sn’HL) ):I ¢

Daraus ergibt sich auch die Interpretation der anderen Booleschen Operationen und des Allquan-
tors. Aufierdem erhélt man damit eine Interpretation von V-Strukturen, indem man Vs = ) setzt
und eine Interpretation fiir Worter, indem man V; = Vo = () wahlt.

Wir kénnen nun — bei gegebenem Alphabet A und Interpretation I — die von einer Formel
akzeptierte Sprache definieren:

Definition 1.6. Sei ¢ eine geschlossene monadische Formel zweiter Ordnung. Dann ist die von
¢ akzeptierte Sprache definiert als

Ly:={we A" :wlks ¢}

Zwei geschlossene Formeln ¢ und 1) heiffen dquivalent, falls Ly = Ly.

2 Charakterisierung regulidrer Sprachen durch SOM[+1]

Wir betrachten monadische Formeln zweiter Ordnung mit den numerischen Predikaten R} und
R32. Die Interpretation I interpretiere R?(x,y) mit x = y und R2(z,y) mit y = = + 1. Der
Ubersicht halber werden wir in Zukunft die Pridikatsymbole in den Formeln durch z = y und
y = = + 1 ersetzen. Die auf die Weise definierte Sprache bezeichnen wir mit SOM[+1].

Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis der folgenden Aussage:
Satz 2.1. Eine Sprache L C A* ist genau dann regulir, wenn es eine Formel ¢ in SOM[+1]
gibt, sodass L = L.

Wir zeigen zuerst die folgende Richtung der Aquivalenz:



Lemma 2.2. Sei L C A* reguldr. Dann gibt es eine Formel ¢ in SOM[+1], sodass L = L.

Beweis. Wir beginnen mit folgender Beobachtung: Sei M = ({qo,-..,qn-1}, 40, F,E) ein nicht
deterministischer Automat fiir das Alphabet A und w = ay ...ay, € A" ein Wort, das von M
akzeptiert wird. Dann gibt es einen M-Pfad (po,a1,p1), ..., (Pjw|—1, @w|s P|w|) Mit po = go und
Plw| € F. Dieser Pfad induziert eine Partition Xo,... X, 1 der Menge {1,...,|w|}, indem man
definiert:

Xy = (ke {1 Jul} s pros = a5}

Diese Partition erfiillt folgende Eigenschaften:

(i) 1€ Xo (da po = qo gilt)
(i) jeXpNj+1e Xy = (g, aj,qe) € E (das ist die M-Pfad-Eigenschaft)
(iil) |w| € Xx = Jq € F': (g, apw|,q) € € (da q)y| € F gilt)
Umgekehrt kann man aus einer Partition Xy, ..., X,,_1, die (i) bis (iii) erfiillt, einen akzeptieren-

den M-Pfad fiir das Wort w rekonstruieren: Man setzt py := g, falls k +1 € X, und p,,| == ¢
fiir ein ¢, das (qjuw|—1,ajw|, q) € € erfiillt (so eines existiert wegen (iii)).

Insgesamt charakterisiert die Existenz einer solchen Partition also genau jene Worter, die von
M akzeptiert werden. Unser Ziel ist es nun, eine monadische Formel zweiter Ordnung zu finden,
die genau dann erfiillbar ist, wenn eine derartige Partition existiert.

Die Formel
n—1
¢p:vVr |\ Xi@) A N\ (K@) A X())
i=0 0<i<j<n—1
stellt sicher, dass X, ..., X,,_1 eine Partition ist.

Die Bedingung (i) wird durch
¢r: Ve [(Vy:x#y+1) = Xo(z)]

beschrieben, wobei (Vy : 2 # y + 1) codieren soll, das = = 1 ist. Bedingung (ii) kann durch

$o:VaVy ly=z+1— N\ Xi(@) A X;(y) =\ Quz

0<i,j<n—1 a€8y;

beschrieben werden, wobei S;; = {a € A: (¢;,a,q;) € £}. Fiir die Bedingung (iii) verwenden wir
die Formel

n—1
o3V |Vyly#x+1) — /\ (XZ(LU) — \/ Qﬁr)] )
1=0 a€T;
wobel T; ={a € A:3q € F : (g;,a,q) € E}.
Fiir die Formel
¢:3Xp... 34X, CPp NP1 A2 NP3

gilt nun w = ¢ genau dann, wenn es eine Partition mit den Eigenschaften (i) bis (iii) gibt, und
das ist wiederum genau dann der Fall, wenn w vom Automaten M akzeptiert wird. O



Fiir die andere Richtung der Aquivalenz zeigen wir:

Lemma 2.3. Sei V; eine endliche Menge von Variablen erster Ordnung und V eine endliche
Menge von Variablen zweiter Ordnung. Dann gilt fir jede SOM[+1]-Formel ¢ mit freien Va-
riablen erster Ordnung in Vi und freien Variablen zweiter Ordnung in Va: Ly ist eine reguldre
Sprache.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber den Formelaufbau:

e Der Automat (2V1,0, {V1},€), wobei
= {(Ul, (a,S,T),Ug) S 2V1 X (A X 2V1 X 2‘/2) X 2‘/1 U =U, H’JS}

erkennt, ob ein w € (A x 21 x 2V2)* eine (V}, V5)-Struktur ist. Daher ist die Menge der
(V1, Va)-Strukturen eine regulire Sprache (als Teilmenge von A x 2"* x 2V2). Wir bezeichnen
diese Menge im Folgenden mit L.

e Der Automat ({qo, 1}, 90,{q1}, &), wobei
E :={(qu,(,5,T),q.): b€ A S € oY1 T ¢ QVQ}U{(qo, (a,8,T),q1):x €8 € oY1 T ¢ 2V2}

{iberpriift, ob ein w € (A x 2" x 22)* einen Buchstaben (a,S,T) mit # € S enthélt. Das
zeigt, dass die Sprache

LN{w e (Ax 2" x 2¥2)* : y enthilt einen Buchstaben (a, S, T) mit = € S}
reguldr ist. Dies ist aber genau die Menge der (V1, V2)-Strukturen, die Q,z erfiillen.
e Seien x,y € V; beliebig. Der Automat (2V1,0, {V;}, &), wobei
E:={(U,(a,8T),Uy) €2V x (Ax2"1 x2"2) x 2" 1 U, =U W S,2 € S = yc S}
erkennt die Menge der (V1, Va)-Strukturen, die « = y erfiillen.
e Fiir z,y € V; betrachten wir den Automaten M = ({qo, q1, g2}, 90, {g2}, &), wobei
E={(qgi(a,8,T),q) :i€{0,2},a € A, S € 2" \M=v} 7 ¢ 92}

U{(go, (@, SU{z},T),q1):a € A,S € 2V1\{I’y},T S 2‘/2}
U{(q1,(a, SU{y},T),q2) :a € A, S € oViMew} T ¢ 2v21,

Man sieht leicht, dass L(M)N L genau die Menge der (V1, V»)-Strukturen ist, die y = x+1
erfiillen.

e Fiir x € V] und X € V; betrachten wir den Automaten M = ({qo, ¢1},90,{q1}, ), wobei
E={(qi(a,8,T),q):i€{0,1},a € A, S € 2", T € 2"2}
U {(qu (a,SU {ZL’},TU {X})a(h) ‘ac A,S € 2V13T € 2‘/2}'

Man sieht leicht, dass L(M) N L genau die Menge der (Vi, V3)-Strukturen ist, die X (x)
erfiillen.

Somit ist Aussage fiir alle Atomformeln gezeigt.



e Die Booleschen Operationen sind ebenfalls leicht, weil Lyry = Ly N Ly bzw Ly = LN L
gilt und die Klasse der reguléren Sprachen bzgl Durchschnitt und Komplement abgeschlos-
sen ist.

e Wir nehmen nun an, dass ¢ die Form 3z hat und dass die Aussage fiir 1) schon gezeigt ist.
Dann gilt insbesondere: Die Menge der (V3 U{z}, V2)-Strukturen, die v erfiillen, ist regulér
und wird daher von einem Automaten M = (Q, qo, F, ) entschieden. Wir definieren nun
einen neuen Automaten M’ = (Q x {0,1}, (go,0), F x {1},&’), wobei

& ={((g),(a,5.T),(¢",u)) : u € {0,1},x ¢ S, (q,(a,8,T),¢) € £}
U{((g;0), (a, S\ {z}, 7). (¢",1)) : 2 € S, (¢, (a, 9, T),¢) € € }.

Man sieht leicht, dass M’ eine (Vi, V5)-Struktur w genau dann akzeptiert, wenn es ein
i € {1,...,|w|} gibt, sodass man S; durch S; U {z} ersetzen kann und w dann von M
erfiillt wird; also leistet M’ das gewiinschte.

e Wir nehmen an, dass ¢ von der Gestalt 3X ) ist und dass nach Induktionsvorraussetzung die
Menge der (V1, VoU{X })-Strukturen, die 1 erfiillen, regulér ist, also von einem Automaten
M = (Q, qo, F, E) entschieden wird. Wir betrachten den Automaten M’ := (Q, qo, F, '),
wobei

& ={(q,(a,S, T\ {X}),¢) : (¢,(a,S,T),q) € E}.

Man sieht leicht, dass ein w von M’ akzeptiert wird, genau dann wenn w = 3X1).
O

Beweis von Satz 2.1. Die eine Richtung der Aquivalenz ist Lemma 2.2 und die andere Richtung
folgt aus Lemma 2.3, wenn man V; = V5 = () setzt. O

Ein Existenzsatz ist eine geschlossene Formel, die aus einen Block von Existenzquantoren zweiter
Ordnung gefolgt von einer Formel erster Ordnung besteht.

Korollar 2.4. Jeder Satz in SOM[+1] ist dquivalent zu einem Existenzsatz.

Beweis. Sei ¢ ein Satz in SOM[+1], dann ist Ls nach Satz 2.1 regulér. Lemma 2.2 liefert nun
einen Existenzsatz v, sodass Ly = L. O

3 Regulire numerische Pradikate

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass das Alphabet A einelementig ist, also A = {a}. In
diesem Fall kann eine Sprache L C A* vermittels der Abbildung w +— |w| als eine Teilmenge von
N betrachtet werden.

Wir erinnern daran, dass eine k-stellige numerische Relation P jedem n € N eine k-stellige
Relation P, auf {1,...,n} zuordnet, und fithren nun den Begriff der reguliren numerischen
Relation ein:



Definition 3.1. Sei ¢ eine SOM[+1]-Formel mit freien Variablen erster Ordnung x1,...,x)
und ohne freien Variablen zweiter Ordnung beziglich dem Alphabet {a}. Dann definiert ¢ eine
numerische Relation P durch

(jla'”vjk:) EPTL:<:'> w ):d)a
wobei w = (a,S1) - (a,Sy) jene {x1, ...,z }-Struktur ist, die xz; € S, firi=1,...,k erfillt.
FEine numerische Relation, die auf diese Weise durch eine SOM[+1]-Formel definiert werden
kann, wird reguldr genannit.
Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis der folgenden Aussage:
Satz 3.2. FEine numerische Relation ist genau dann reguldr, wenn sie durch eine Formel erster
Ordnung definierbar ist, in der alle Atomformeln die Form x < y oder x =,, 0 haben.
Dabei ist 2 =, y eine Kurzschreibweise fiir 2 = y mod m. Eine Richtung dieser Aquivalenz ist
mit unseren bisherigen Resultaten sehr einfach zu beweisen:
Lemma 3.3. Sei eine numerische Relation P durch eine Formel erster Ordnung, in der alle

Atomformeln die Form x <y oder x =, 0 haben, definierbar. Dann ist P reguldr.

Beweis. Da jede Formel erster Ordnung insbesondere eine monadische Formel zweiter Ordnung
ist, reicht es aus zu zeigen, dass die Atomformeln z < y und z =0 mod m in SOM[+1] definier-
bar sind. Nach Satz 2.1 reicht es also zu zeigen

(i) dass die Menge aller {z,y}-Strukturen, die z < y erfiillen, eine reguldre Sprache {iber dem
Alphabet {a} x 2129} ist;

(ii) und dass die Menge aller {z}-Strukturen, die  =,, 0 erfiillen, eine reguldre Sprache iiber
dem Alphabet {a} x 2{*} ist.

Fiir (i) geben wir den folgenden Automaten an:

(a,0) (a,0) (a,0)

start _)@ (a,{x}) é (a,{y}) @

und bei gegebenem m gibt es auch einen Automaten, der (ii) zeigt:

start —{ 4o




O
Fiir den Beweis der anderen Richtung der Aquivalenz beweisen wir zuerst eine Charakterisierung
der reguldren Sprachen {iber dem Alphabet {a}:

Proposition 3.4. Eine Sprache L C {a}* ist genau dann regulir, wenn es ein n € N sowie
r1,...7 und S1,...,S, € N gibt, sodass

L= U a" (a®)* (1)

Fiir den Beweis benotigen wir:
Lemma 3.5 (Lemma von Bézout). Seien p,q € N\ {0} relativ prim. Dann existieren s,t € Z,

sodass sp 4+ tq = 1.

Fir ABCNsei A+ B:={a+b:a€ Abe B} und in Anlehnung an den Kleene-Stern sei

A* = UA+A+-~-+A.

neN n-mal

Mit der Kommutativitat der Addition sieht man leicht, dass gilt (A + B)* = A* + B*.

Proposition 3.6. Seien a,b € N und p,q € N\ {0} und seien die arithmetischen Progressionen
A:={a+kp:k e N} und B:={b+{q:{¢ € N}. Dann gibt es ein ¢ € N und eine endliche
Menge E C N, sodass fir C .= {c+m-ggT(p,q) : m € N} gilt:

A+B=CUE.

Beweis. Wir zeigen zuerst: Fiir p, ¢ relativ prim gibt es ein N(p, q) € N, sodass:

Vn > N(p,q): Ik, e N:n=kp+{lq (2)

Seien dafiir kg, ¢y € N sowie 0 < dy <p—1und 0 < dy < g — 1 sodass

{%J = kop + d4 und [g—‘ = {oq + da, (3)

und s,t € Z, sodass sp + tq = 1. Dann gilt fiir d :=dy +d2 € {0,...,p+q — 2}:

n n
n = bJ + {ﬂ = kop + boq + d = kop + Log + d(sp + tq) = (ko + ds)p + (o + dt)g.

Wir miissen nun sicherstellen, dass kg + ds, £y + dt > 0 fiir hinreichend grofse n gilt.

Man sieht leicht, dass es ein N € N gibt, sodass fiir n > N die Zahlen kg und ¢, gewihlt wie
in (3) immer die Ungleichungen ko > (p — ¢ — 2)|s| und €y > (p — ¢ — 2)|t| gelten. Daraus folgt
sofort ko > d|s| und £y > d|t| und weiter kg + ds, by + dt > 0.

Wir wenden uns nun dem Beweis der eigentlichen Aussage zu; seien also A := {a+kp : k € N} und
B :={b+/{q: ¢ € N} zwei gegebene arithmetische Progressionen. Wir schreiben p’ = p/ggT(p, q)



und ¢’ = ¢/ggT(p, q) und definieren ¢ := a + b+ N(p', ¢ )ggT(p, q), wobei N(p',q") (2) erfiillt,
und definieren weiters C' := {¢+ m - ggT(p,q) : m € N}.

Wir wollen nun C' C A + B zeigen, sei also n = ¢+ m - ggT(p,q). Wegen (2) gibt es k,£ € N
sodass N(p',q') +m = kp’ + ¢q’. Es gilt dann

n=c+m-ggT(p,q) =a+b+ (NP, q¢)+m)eggT(p,q) = a+b+ (kp' + {4 )ggT(p, q)
=a+kp+b+ilge A+ B.

Wir definieren nun E := (A + B) \ C. Die Gleichheit A + B = C'U E ist nun offensichtlich; es
verbleibt zu zeigen, dass F tatsédchlich endlich ist. Sei n € A + B dann

n=a+kp+bg=a+b+kp'ggT(p,q) +Lq'egT(p.q) =c+ (kp' +4q' = N©®',q'))ggT(p,q),

also ist n € C, falls kp’ + ¢q' — N(p',q') > 0, was fiir alle bis auf endlich viele k,¢ € N der Fall
ist. O

Korollar 3.7. Sei A eine arithmetische Progression. Dann gibt es eine arithmetische Progression
B und eine endliche Menge E sodass

A*=BUE.
Beweis. Sei A= {a+ kp:k € N}, so gilt

n
—
n-mal i=1

und daher ist
A*={na+kp:n,keN}={na:neN}+{kp:keN}

also Summe zweier arithmetischer Progressionen. Damit liefert Proposition 3.6 das gewiinschte

Resultat. O

Wir iibersetzen diese zahlentheoretischen Resultate nun in Resultate iiber reguldre Ausdriicke

iiber dem einelementigen Alphabet. Dies ist sehr einfach moglich, da die Abbildung
¢:a" > N:w— |w|

ein Monoidisomorphismus vom freien Monoid iiber der einelementigen Menge in das additive
Monoid N ist. Es gilt also fiir L1, Ly C {a}*:

¢(L1La) = ¢(L1) + ¢(L2) und ¢(L1 U La) = ¢(L1) U ¢(L2).

Daraus folgt auch, dass ¢ mit dem * vertriglich ist:

oL =¢ | UL Ll=Uo|L-L|=]eL)+ - +6(L)=0o(L)".

n€N p_mal neN n-mal neN

n-mal

Lemma 3.8. (a) Seien ri,rs, 81,52 € N gegeben. Dann gibt es r,s,t1,...,t, sodass:

a™ (a81)*a’l"2(a82)* — ar(as)* U U ati

10



(b) Seien r,s € N gegeben. Dann gibt es p, q,t1,...,t, sodass:

(" (@*))" = a?(a)* U J o

i=1

Beweis. Offensichtlich sind Ausdriicke der Form ¢(a"(a®)*) arithmetische Progressionen. Die
Aussage (a) folgt also aus Proposition 3.6 und die Aussage (b) aus Korollar 3.7. O

Wir geben nun einige einfach Rechenregeln fiir Sprachen tiber dem einelementigen Alphabet an:

Lemma 3.9. Seien Ly,...L,, My,...,M,, C {a}*. Dann gilt:
(a) (U?:l Li) ( U;nzl Ml) = U?:l U;nzl LiM;
() (Ui, L) = Li--- Ly,

Beweis. Den Punkt (a) beweist man durch einfaches Nachrechnen. Fiir (b) bemerken wir zuerst,
dass fiir A, B C N gilt

(AUB)* = {Zci:neN,cl,...,cneAUB}
=1
= {ZaiJeri:n,mGN,al,...,an€A,bl,...,bm eB}
i=1 i=1
n m
= {Zai:neN,al,...,aneA}+{Zbi:bl...,bmeB} = A* + B*.
=1 =1

Daraus folgt (L; U Ly)* = LjL3. Die Aussage fiir allgemeines n kann man daraus nun per
Induktion folgern. O

Der Beweis von Proposition 3.4 ist nur mehr ein Zusammentragen der bisherigen Resultate:

Beweis von Proposition 3.4. Nach Satz 1.1 beschreibt jeder reguldre Ausdruck eine regulire
Sprache, daher ist die Sprache L definiert wie in (1) regulér. Umgekehrt reicht es wegen Satz 1.1
Zu zeigen:

Fiir jeden regularen Ausdruck F gibt es einen regulidren Ausdruck E’, sodass E’ in der Form
U ar,;(a,si)* (4)

ist und sodass E und E’ dieselbe Sprache beschreiben. Wir fiilhren den Beweis per Induktion
iiber die Struktur reguldrer Ausdriicke:

Fiir die reguléiren Ausdriicke () und {a*} ist die Aussage trivial. Wenn E; und F, die Gestalt (4)
haben, so hat offensichtlich auch E; U F> diese Gestalt.

11



Seien nun F; und Fy von der Gestalt (4). Wegen Lemma 3.9(a) konnen wir oBdA annehmen,
dass Eq = a"(a®*)* und Fy = a™(a®?)*. Lemma 3.8(a) liefert nun einen zu E; Fy dquivalenten
reguldren Ausdruck in der Form (4).

Seien nun E von der Gestalt (4). Wegen Lemma 3.9(b) und da wir die Aussage fiir die Konkaten-
ation schon gezeigt haben, kdnnen wir oBdA annehmen, dass E = a”(a®)*. Lemma 3.8(b) liefert
nun einen zu E* dquivalenten reguldren Ausdruck in der gewiinschten Form. O

Wir wenden uns nun wieder dem Beweis der zweiten Richtung der Aquivalenz in Satz 3.2 zu.
Dafiir benétigen wir noch folgende Hilfsaussage:
Lemma 3.10. Seien s,m € N fest. Dann gibt es eine Formel erster Ordnung, die nur die Atome

r <y und r =, y verwendet und die Relation x =, y + s definiert.

Beweis. Um schleppende Formulierungen zu vermeiden, bezeichnen wir im Folgenden Formeln
erster Ordnung mit Atomen vom Typ x < y und z =,,, 0 als zuléssige Formeln.

Wir {iberlegen uns nun wie man gewisse Relationen als zuldssige Formel darstellen kann und
wenn wir eine solche Darstellung gefunden haben, werden wir den jeweiligen Ausdruck auch als
Abkiirzung fiir diese Formel betrachten, das heift:

Die Relation z = y kann man durch die zuldssige Formel
—(z <y) A=y <)

beschrieben und in Folgenden werden wir = = y als Kurzschreibweise fiir diese Formel in anderen
Formeln verwenden.

Eine zuléssige Formel fiir z = y + 1 ist gegeben durch
x>yAVz(z >y = (2 < x))

Daraus kann man fiir s € N fix auch eine zulédssige Formel fiir x = y + s angeben

-2
yr- e (yr =y + 1) A /\(yi+1 =yt DA (@ =ye1+1).
i=1

Man beachte, dass der Ausdruck = = y + s als zweistellige Relation zu betrachten ist und s € N
ein fester Parameter ist. Wir haben keine Formel fiir die 3-stellige Relation x = y + z gefunden.

Firx € Nund 0 < p < m ist
(z=p)VIz((z = 0) A (x = 2 +m))

eine zuldssige Formel fiir x =, p. Eine zuldssige Formel fiir x =,, y fiir z,y beliebig ist nun
gegeben durch

\ (@ =mp) A (y=m D)
p=1
Nun ist  =,, y + s lediglich eine Kurzschreibweise fiir 32((z =, 2) A (z = 2 + 9)). O
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Lemma 3.11. Sei Sy,...,S; eine Partition von {x1,...,xx}, sodass S; # 0 fir alle in{1,... ¢}
und seien Lo, ..., Ly C {a}* regulir. Dann ezistiert eine Formel erster Ordnung mit den Atomen
T <y und x =, 0, die die Sprache

L= Lo(a, Sl)Ll (a, Sg) tee (a, Sg)Lg

definiert.

Beweis. Fiir i € {0,...,/} gibt es nach Proposition 3.4 r§,...,7r} ,sb,..., sl €N, sodass

. *
L;, = a’i (a53>
Jj=1
Es ist also:
NP NEIEAN NS
L= U a’io (a .70) (a,Sl) U a’i (a .71) (a, 52) ce (a, S@) U a’ie (a Je)
Jo=1 Jji=1 Je=1

*

U Ut () oSy (o) 050 S ()

Jo=1j1=1 Je=1

::LjO"'jIZ

Es geniigt also eine Formel anzugeben, die Sprachen vom Typ
a"(a*)*(a, S1)a" (a**)*(a, S2) - - (a, Se)a™ (a®*)", (5)
definiert. Eine Formel fiir L bekommt man dann als Disjunktion von derartigen Formeln.

Nach Lemma 3.10 kann die Relation & =,, y + s durch Formeln erster Ordnung mit Atomen
r <y und x =, 0 ausgedriickt werden. Man iiberlegt sich nun leicht, dass die Formel

-1
N @@= 0+r)A NN\ N @@= ytron N\ Va((vy-(e < y) = (@ =, yet-(retse—1)))

€S i=1xz€S;11 y€S; yESe
die Sprache aus (5) erkennt. O

Proposition 3.12. Sei P ein reguldres numerisches Pradikat. Dann gibt es eine Formel ¢ erster
Ordnung mit Atomen x <y und x =0 mod m, die P beschreibt.

Beweis. Sei P ein k-stelliges reguléres numerisches Pradikat. Dann gibt es eine SOM[+1]-Formel
¢ in den freien Variablen xi,...,xg, sodass (j1,...,jk) € Pp : < w = ¢, wobei w =
(a,51)---(a,Sy) jene {z1,...,xx}-Struktur ist, die z; € S;, fiir i = 1,...,k erfiillt. Wir be-
zeichnen mit Ly die reguldre Sprache der {1, ...,z }-Strukturen iiber {a} mit w = ¢.

Sei w = (a,51)...(a,Sn) € Ly. Dann gibt es ein ¢ < k und Indizes iy < --- < 4, sodass
V= UJ§=1 Si; und S;; # (. Die Familie (S;,,. .., S;,) nennen wir auch Ordnungstyp von w, denn
es gilt:

wE (T, <xq) <= (2p €S, Nrqg €85, = ip <ig).

13



Wenn wir a als Kurzschreibweise fiir (a, ) verwenden, kénnen wir nun schreiben:
m m my— m
w=a"(a,S;)am ...a™(a,S;,)a™*

mit passenden my, ..., my € N. Umgekehrt ist fiir eine gegebene Partition 7 = (V1,...,V;) von
{z1,...,2} die Menge der {z1,...,x}-Strukturen vom Ordnungstyp 7 gegeben durch

L, ={a™(a,V1)a™ ---a™(a,Vp)a™ : mg,...,my € N}.

Wir bezeichnen mit T}, die Menge der Ordnungstypen fiir {z1,..., 2y }-Strukturen; offenbar ist
Ty endlich.

Man kann sehr leicht einen Automaten M. angeben, der L, entscheidet:

(a,0 : 0

) (a,0) (a,0) (a,0)
start (. 1) __@_a-:_-.),

Daher ist L, N L, wieder eine reguldre Sprache und wird daher von einem Automaten M =
(Q,1, F, &) entschieden.

Eine FOlge Q= (p07 q0,P1,915 - - - 7pquf) mit Pos---3Pe;q05---,q0 € Q heift Spur der {ifl, s 7xk}_
Struktur w = a™°(a, S;, )a™ - --a™=1(a, S;,)a™*, falls gilt: Es gibt einen akzeptierenden M-Pfad
fiir w sodass gilt:

e Fiirallei =0,...,¢: Der Abschnitt des M-Pfades, der das Teilwort a™: beschreibt, beginnt
in p; und endet in ¢;.

e Firalle:=1,...,¢ (g;i—1,(a,S:),p;) €E.

Wir bezeichnen mit 77 die Menge aller Spuren von Wértern in Ly N L. Offensichtlich hat T7
maximal |Q|?* Elemente, ist also insbesondere endlich.

Fiir zwei Zusténde p, ¢ € @ sei Ly, die Menge Wérter, die durch M-Pfade von p nach ¢ beschrie-
ben werden. Der Automat M, := (Q,p,{q},E) zeigt, dass L,, wieder eine reguldre Sprache ist.
Die Menge der {x1,...,zx}-Strukturen in Ly, die Ordnungstyp 7 und Spur « haben, ist also
gegeben durch:

; = meqO (a, Vl)LPMJl e LPZ—I»QZ—I (a, VK)L;D@M

Nach Lemma 3.11 gibt es nun eine Formel erster Ordnung 1, mit Atomen der Form z < y und
x =, 0, die L beschreibt, das heifst: Ly = Ly, .

Wegen
Ly=J LenL-= |y U L}
TETY 7T} (XETJ;
erfiillt die Formel
¢\ tra
T€T OLET;
die gewiinschte Eingenschaft Ly = L. O
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4 Charakterisierung w-regulirer Sprachen

Wir bezeichnen mit A“ die Menge der unendlichen Zeichenketten von Elementen aus A.

Die Definition eines Biichi-Automaten M unterscheidet sich von der Definition eines nicht-deter-
ministischer Automaten lediglich im Akzeptanzverhalten: Ein Wort w € A“ wird genau dann
akzeptiert, wenn es einen unendlich langen M-Pfad gibt, der im Anfangszustand beginnt und
unendlich oft einen Endzustand besucht. Wir bezeichnen die Menge der von M akzeptierten
Worter als L, (M).

Eine Sprache L C A heifst w-regulér, falls es einen Biichi-Automaten gibt, sodass L, (M) = L.

Bemerkung 4.1. Fir Sprachen L C A* kann man die Klasse der reguldren Sprachen sowohl
iber deterministische als auch iber nicht-deterministische Automaten definieren. Im Falle von
w-Wartern ist die nicht mehr Fall: Es gibt w-reguldre Sprachen, die nicht von einem determinis-
tischen Automaten (mit dem oben beschrieben Akzeptanzverhalten) entschieden werden kénnen.

Man kann sich leicht {iberlegen, wie man die Definition von w = ¢ auf w-Worter ausdehnt. Es
gilt dann ebenfalls der folgende Satz:

Satz 4.2. FEine Sprache L C AY ist genau dann w-reguldr, wenn es eine Formel ¢ in SOM[+1]
gibt, sodass L = L.

Beweisskizze. Man kann sich iiberlegen, dass im Beweis von Satz 2.1 die Endlichkeit der Worter
nur an einer Stelle entscheidend eingegangen ist: Wir haben verwendet, dass der Durchschnitt
zweler reguldrer Sprachen regulér ist. Der restliche Beweis ldsst sich eins zu eins auf w-Worter
ibertragen. O

Der Beweis der w-Regularitit von Ly U Ly verlduft exakt wie im Falle reguldrer Sprachen: Man
konstruiert aus Automaten M, die L; entscheiden, leicht einen Automaten M, der ein Wort, w
genau dann akzeptiert, wenn es von einem M; akzeptiert wurde.

Hat man die Abgeschlossenheit der w-reguldren Sprachen unter Komplementbildung gezeigt,
folgt wegen Ly N Ly = (L§ U L§)° sofort die Abgeschlossenheit unter Durchschnitten. Der ent-
scheide Schritt ist also zu Abgeschlossenheit unter Komplementen zu zeigen. Wir werden das im
Folgenden grob skizzieren:

Proposition 4.3. Sei L eine w-regulire Sprache, dann ist A¥ \ L auch w-regular.

Beweisskizze. Man zeigt zuerst, dass gilt: L C A% ist genau dann w-regulér, wenn es Jy, ..., J, C
A*und Kq,..., K, C AT gibt sodass

L= 0 JiKY (6)

i=1

Sei nun M = (Q,4,F,€) ein Automat. Man kann nun eine Aquivalenzrelation =, auf A%
folgendermafien definieren: w =, w’, falls fiir alle p, ¢ € Q gilt:
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w beschriftet einen M-Pfad von p nach ¢ genau dann wenn w’ einen solchen beschriftet und
w beschriftet einen M-Pfad von p nach ¢, der in einem Endzustand vorbeikommt, genau dann
wenn w’ einen derartigen Pfad beschriftet.

Da die =a-Klassen durch Tupel (p,q) € Q? eindeutig bestimmt sind, gibt es nur endliche viele
M-Klassen. Man zeigt auch leicht, dass =x-Klassen wieder regulire Sprachen sind.

Fiir zwei =4-Klassen U,V C AT gilt nun:
UVYNL#0 — UV¥CL (7)

Existiert ndmlich ein o = wvjvy--- € UV¥ N L, so gilt fiir ein beliebiges 8 = v/vjvh--- € UVY,
dass u =p u' sowie v; =p¢ v, und mit der Definition von =, sieht man nun leicht, dass 3
ebenfalls von einem akzeptierten M-Pfad stammt, also 8 € L.

Fiir eine Menge X sei () die Menge der k-elementigen Teilmengen von X. Der Satz von Ramsey
sagt nun: Sei X eine unendliche Menge und K, ... K; eine Partition von ()k() Dann gibt ein
T C X unendlich und ein s € {1,...,t}, sodass (}) C K.

Damit wollen wir nun fiir ein beliebiges o = ajasas--- € A¥ zeigen, dass es =p-Klassen U,V
gibt, sodass a € UV“. Fiir ¢ < j € N sel o;; := a;---a;—1. Offenbar kénnen wir @) mit der
Menge {(i,7) € N? : i < j} identifizieren.

Fiir eine M-Klasse M sei Ky = {(¢,5) : ay; € M}. Dann ist {Ku : M ist M-Klasse} eine
endliche Partition von (}). Nach dem Satz von Ramsey gibt es nun eine M-Klasse V und eine
unendliche Menge I = {i; <y < ---} C N, sodass fiir alle £ gilt a;,;,,, € V. Wenn nun U jene
M-Klasse bezeichnet, die ay;, enthilt, so folgt o € UV®.

Dies zeigt gemeinsam mit (7), dass
A\ L = U{UV“ : U,V sind M-Klassen sodass UV N L = 0},

woraus mit (6) folgt, dass A¥ \ L w-regulér ist. O
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