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1 Einleitung und Definitionen

Diese Arbeit basiert auf [1]. Es wird definiert wie Worter Formeln erfiillen
konnen und es werden Klassifikationen gewisser Logiken gegeben und deren
Zusammenhang zu Sprachen untersucht. Dabei werden Figenschaften von
Sprachen zu Eigenschaften des zugehdrigen syntaktischen Monoids iibersetzt.
Dies fiihrt auf natiirliche Weise zu algebraischen Uberlegungen und Klassi-
fikationen. Es wird daher ein Grundwissen der Algebra und Mengentheorie
vorausgesetzt. Im Vordergrund stehen die in [1| Kapitel VII eingefiihrten
'modularen Quantoren’ der Art 3. Diese sollen fiir ’es existieren r modulo
q viele Stellen...” stehen. Eine genaue Definition und eine Klassifikation der
entstehenden Formeln werden in dieser Arbeit gegeben.

Sei A ein Alphabet, also eine Menge von Elementen, die wir Buchstaben
nennen. Dann ist ein Wort w {iber A definiert als eine endliche Folge von
Buchstaben, die konkateniert geschrieben wird:

W= a1as...a; mit a; € A

Die Linge eines Wortes w, geschrieben als |w|, ist die Anzahl der Buchstaben
aus denen das Wort besteht. Das leere Wort, also das eindeutige Wort,
das aus keinen Buchstaben besteht nennen wir €. Zwei Worter w, v kénnen
konkateniert werden und bilden ein neues Wort wwv. Statt ww wird auch w?
geschrieben. Nun definieren wir A* als die Menge aller Worter iiber dem
Alphabet A; AT soll als A* \ e definiert sein. Sei L C A*, dann nennen wir
L eine Sprache iiber A. Wenn der Kontext klar ist sagen wir einfach L ist
eine Sprache. Es folgen nun die nétigen Definitionen um Formeln die von
Wortern erfiillt werden zu definieren. Wir definieren Formeln induktiv iiber
deren Formelaufbau. Eine Variable (erster Stufe) ist ein Symbol der Art

T, T1,T2,---,Y,Y1,Y2, -

Ein numerisches Pradikat ist ein Symbol der Art R{ mit ¢ > 0,5 > 0. Es
gibt zwei Arten von Atom formeln.

e Falls x eine Variable und a € A ist, dann ist (Q,x eine Atomformel.

e Falls zy,...,xz; Variablen sind und ¢ > 0, dann ist Rg(xl, ..., xj) eine
Atomformel.

Definition 1.1. Man definiert eine Formel induktiv.
e Jede Atomformel ist eine Formel.

e Sind ¢ und Y Formeln, dann sind ¢ N, =¢ und Iz Formeln.
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o Istq € Z" und 0 < r < q und ¢ eine Formel, dann ist 39 z¢ eine
Formel.

Ein Vorkommen einer Variable in einer Formel heifit frei, falls es keine
Quantoren in der Formel gibt, die genau vor dieser Variable stehen. Falls es
so einen gibt, dann heifit die Variable gebunden.

Definition 1.2. Fine V — Struktur diber einem Alphabet A ist ein Wort der
Art (ay,Uy)...(an, Uy,) tber dem Alphabet A x P(V), sodass

o U; sind paarweise disjunkt
o die Vereinigung der U; ist V.

Sei w eine V-Struktur, sodass fiir eine Gleichung ¢ gilt, dass falls = frei
in ¢ ist, dann ist # € V und falls x gebunden ist, dann ist = ¢ V. Auferdem
darf keine Variable mehr als einmal gebunden werden.

Definition 1.3. Wir definieren w |=; ¢, d.h. eine V-Struktur w erfillt eine
Gleichung ¢, induktiv iber den Formelaufbau von ¢.

o w =y Q. & w enthdlt einen Buchstaben (a,S), mit x € S.

o w k= R¥(xy,...,x3) & die durch I zu RY assoziierte k-stellige Relati-
on st erfillt wobei die Variablen fir Positionen in w, an den Stellen
wy, ..., Wk, stehen.

wErOANY S wEr ¢ undw = Y
w = ¢ & w st kein Modell von ¢ in I.

w = Jxg & es existiert eine Position i, sodass (aq,51)...(a;, S; U

{z})...(ar, S)) =1 ¢

w = 3@z = es existieren r modulo g Positionen, sodass die um x
an diesen Positionen erweiterte Struktur w' =y ¢.

Falls ¢ ein Satz ist, also keine freien Variablen enthilt, dann definieren
wir Ly, := {w € A* : w = ¢}, da 0-Strukturen solche Formeln erfiillen
konnen. Falls der Kontext klar ist wird I nicht erwidhnt beziehungsweise L
statt L, geschrieben.

Seien ¢, : S — Ty, Ty zwei Homomorphismen. Wir sagen 1 faktorisiert
durch ¢ genau dann, wenn V(sq,s2) € S : (¢(s1) = ¢(s2) = ¥(s1) = ¥(s2)).
Dann gilt 3 Homomorphismus v : ¢(S) — T, mit v o ¢ = 9.



Zu einer Sprache L definiert man eine Kongruenzrelation auf A* durch
wy =g wy & (Yu,v € At uwv € L < uwyv € L). Wir nennen A*/=, =:
M (L) das syntaktische Monoid von L und den zugehérigen Homomorphismus
nL » A* — A*/=, den syntaktischen Morphismus. Diese Definitionen wollen
wir von Wortern auf V-Strukturen erweitern. Dazu definiert man L als eine
Familie von V-Strukturen und passt obige Definitionen auf natiirliche Weise
an. Mit 64 bezeichnet man nun die Einschrdnkung von 7, auf A* und man
schreibt N(¢) als das Bild von 6,. Ein Satz ¢ ist eine (-Struktur und die
zugehorige Familie L wird mit der Sprache L identifiziert. Wenn der Kontext
klar ist unterscheiden wir nicht zwischen den Schreibweisen n;, und 74, falls
L die von ¢ erzeugte Familie von V-Strukturen ist.

Ein Monoid N teilt ein Monoid M genau dann, wenn 30’ < M und es
existiert ein surjektiver Homomorphismus ¢ : M’ — N. Dies schreibt man
als N < M. Das bedeutet, dass N homomorphes Bild eines Untermonoids
von M ist. Wir sagen ein Monoid M erkennt eine Sprache L. C A* genau
dann, wenn 37 C M und 3¢ : A* — M, sodass L = ¢~'(T). Dann sagen wir
¢ erkennt L.

Satz 1.1. Se: L C A*, M ein Monoid und v : A* — M ein Homomorphis-
mus. Dann wird L von v erkannt genau dann, wenn np durch v faktorisiert.
Fin Monoid M erkennt L genau dann, wenn M(L) < M.

Definition 1.4 (bilaterale Semidirekte Produkt). Seien (S, +,0) und (T, -,1)
zwet Monoide, sodass eine Linksaktion: T x S — S und eine duale Rechtsak-
tion existieren. Falls diese Aktionen monoidisch und kompatibel sind, dann
definiert man das bilaterale Semidirekte Produkt S T := (S x T,-) durch

(s1,t1) - (s2,2) := (S1ta + t152,t1 - t2).

Man beachte, dass Terme der Art s,t5 die Rechtsaktion von 5 auf s; dar-
stellen und nach S abbilden, nicht zu verwechseln mit einer Multiplikation,
diese macht keinen Sinn fiir Elemente aus zwei verschiedenen Monoiden.

Definition 1.5 (Blockprodukt). Seien (M,-, 1) und (N,-,1) Monoide, mit
geeigneten Links- und Rechtsaktionen, dann definieren wir das Blockprodukt
M o N = MNN x«xN. Auferdem schreiben wir (M™*N 4 0) fir das Mo-
noid mit komponentenweiser Multiplikation, um konsistent mit der obigen
Schreibweise zu bleiben.

Mehr zu diesen Konstruktionen und, dass es sich dabei wieder um Alge-
bren handelt findet man in [1] Kapitel V.

Definition 1.6 (Pseudovarietéten). Eine Familie V von endlichen Halbgrup-
pen heifit Pseudovarietdt, falls



o Falls S, T € V, dann ist auch S xT € V.
o fullsT € Vund S <T, dann ist auch S € V.

Es folgt noch ein wichtiger Satz, der zu einem Monoid die Existenz eines
Blockprodukts sichert, sodass dieses Monoid das Blockprodukt teilt.

Satz 1.2 (Krohn-Rhodes). Sei M ein endliches Monoid. Dann existiert eine
Folge My, ..., My endlicher Monoide, sodass My = {1} und M < M und

VZ:L,]CMZ:NDMz

wobei N entweder eine einfache Gruppe ist, die M teilt, oder N = U; =
({0,1},-,1). Falls M eine Gruppe ist muss kein Faktor N = Uy auftreten.

Fiir einen Beweise siehe [1] Appendix A.

2 Charakterisierung von (FO + MOD(P))[<]

In diesem Kapitel definieren wir wann eine Formel aus (FO + MOD(P))[<]
ist und es wird eine Charakterisierung fiir solche Formeln gegeben. Genau-
er gesagt werden Bedingungen an das syntaktische Monoid der zugehorigen
Sprache dieser Formeln gegeben, die genau dann erfiillt sind, wenn die be-
sagte Formel in (FO + MOD(P))[<] ist. Im vorherigen Kapitel wurde schon
erlautert, dass die Struktur eines zu einer Sprache gehdrigen syntaktischen
Monoids wesentlich ist um Eigenschaften der Sprache herzuleiten.

Wir schreiben FO[C] fiir die Familie von Sprachen, die durch Sétze erster
Stufe iiber einer Klasse von numerischen Pradikaten C' definiert sind. Analog
schreiben wir M OD(P)[C] fir die Familie von Sprachen, deren Sétze durch
numerische Pridikate aus C' und modulare Quantoren 3" mit 0 < r <
q € Pund P C N definiert werden. Wir schreiben (FO + MOD(P))|[C]
fiir die Familie von Sprachen, deren Sétze sowohl aus Sdtzen erster Stufe,
numerischen Pradikaten aus C' und modularen Quantoren mit Modul p € P
definiert sind.

Ein Beispiel einer Sprache die mit modulare Quantoren definiert wird ist

320 (2 = 2).

Dieser Satz definiert Worter mit gerader Lénge, da eine gerade Anzahl an
Positionen existieren muss, sodass x = z erfiillt ist. Da True immer erfiillt
ist miissen Worter, die diese Formel erfiillen, eine gerade Anzahl an Stellen
besitzen. Ein weiteres Beispiel ist

IVeTy3z((y =2+ DA (2 =y + 1) AQar A Quy A Qu2).



Worter die diese Formel erfiillen haben Teilwortern der Art aaa an ungerade
vielen Stellen.

Eine wichtige Anmerkung ist, dass modulare Quantoren immer regulire
Sprachen definieren. Die Formel 39" z¢ ist dquivalent zu folgender monadi-
schen Formel zweiter Stufe

X (Va(d(x) © X () A (IX] = (mod q))).

Da |X| = r (mod ¢) durch monadische Logik zweiter Stufe ausgedriickt
werden kann, ist die gesamte Formel dquivalent zu einer monadischen Formel
zweiter Stufe. Die zugehorigen Sprachen sind regulir.

Sei GG eine endliche Gruppe. G hat eine Subnormalreihe, wenn eine echt
absteigende Kette von Normalteilern von G existiert, sodass G = Gy > G >
. > G, ={1}. G heit auflosbar genau dann, wenn G eine Subnormalreihe
mit abelschen Faktoren hat, also G;/G;;; ist abelsch fiir alle i. Ein endli-
ches Monoid M heift auflosbar genau dann, wenn jede Gruppe die in M
enthalten ist auflosbar ist. Gp nennen wir die Pseudovarietat der endlichen
Gruppen deren Méichtigkeit ein Produkt von Elementen aus P teilt, diese
ist tatsdchlich eine Pseudovarietdt. Dann definieren wir Mp als die Pseu-
dovarietidt der endlichen Monoide in denen jede enthaltene Gruppe in Gp
ist.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist der folgende Satz.

Satz 2.1. Sei P CZ" und L C A*.
a) Sei P # 0, dann gilt L € MOD(P)[<] & M(L) € Gp.
b) L € (FO+ MOD(P))[<] < M(L) € Mp.

Dieser Satz liefert eine Klassifikation von Sprachen aus MOD(P)[<] und
(FO+ MOD(P))[<].

Um diesen Satz zu beweisen bendtigen wir einige Hilfssétze. Im Folgenden
steht M (¢) und ), fiir das syntaktische Monoid und den syntaktischen Mor-
phismus von ¢ und N(¢) beziehungsweise 6, fiir die Einschrinkung dieser
auf A*.

Lemma 2.1. sei 0 <r < qund ¢ € (FO+ MOD)|[<], dann gilt:

a) Sei ¢ = 3 gp = 3¢+ A — Zy o M(), sodass sy © ¢ = Oy und
04 faktorisiert durch C.

b) Sei ¢ = Faxp = 3 : A" = Uy 0 M(v), sodass mary 0 ¢ = by und b,
faktorisiert durch (.



Beweis. Wir starten mit b).

Wir wollen zuerst einen Homomorphismus 7 mit den gewiinschten Eigen-
schaften auf einer grofseren Definitionsmenge konstruieren und erhalten dann
¢ durch eine geschickte Einschrédnkung von 7.

Sei V die Menge der freien Variablen von ¢ = Jx1). Man beachte dass x
frei in 1 aber gebunden in ¢ ist. Sei 7y : (A x P(V U {x}))* — M(¢) der
syntaktische Morphismus zu ¢ und 7' C M(¢) so, dass L, = nll(T) ist. Wir
definieren nun einen Homomorphismus

T (Ax PV U{z})) = U o M(9)

indem wir das Bild eines Buchstabens setzen als 7(a,S) — (F,ny(a,95)).
F e UlM(wXMW) definieren wir als

0 falls ny-ny(a,SU{z}) noeT
1 sonst.

F(ny,ng) = {

Nun erzwingen wir, dass 7 ein Homomorphismus ist indem wir fiir ein Wort
w = (a1, 51)...(an, S,) das Bild unter Tau definieren als

T(w) = 7(ay, Sy) - ... - 7(an, Sp)-
Also folgt

T(w) = (F1,n¢(ar, 51)) - .. - (Fn, nyp(an, Sp))-
Man beachte, dass wir Uy = ({0, 1}, -, 1) multiplikativ schreiben im Gegensatz
au (UMW) 4 0). Dann folgt nach n-maligem Ausmultiplizieren

T(w) = <Z ny(ay, Sy) ... Fy .. nw(amSn),nqp((al,Sl)...(an,Sn))> .

Der rechte Eintrag ergibt sich, da 7,, ein Homomorphismus ist und der Linke
durch die Definition der Multiplikation im Blockprodukt. Wir erinnern kurz,
dass die Summe zweier solcher Funktionen als komponentenweises Produkt
definiert war, also (F1+ F3)(ny,ns) := Fi(n1,ns) - Fa(ny, ny) € Uy. Hier wirkt
ny(.,.) dabei von links beziehungsweise rechts auf Fj.

Wir betrachten nun nur den linken Eintrag, nennen ihn G und werten ihn
an (ny,ny) aus.

n

G(n1,ng) = H (ny(ar, S1) .. F; ... ny(an, Sp))(n1, no)

=1



Dies ist weiter gleich

n

H-Fi(nl : Uw(ah 51) Tt W(az‘—h Si—1),77¢(az‘+1, Sz‘+1) Tt W(Clm Sn) : nz)-

i=1
Wenn wir nun G(1,1) betrachten erhalten wir

n

G(1,1) = [[ Bi((ar, $1)---(ai 1, Si-1)), no((@is1, Sis1)--(an, Sn)))-
i=1

Nun betrachten wir alle Worter fiir die G(1,1) = 0 gilt. G(1,1) = 0 gilt genau
dann, wenn zumindest ein Faktor des oberen Produkts gleich 0 € U; ist. Das
ist genau dann der Fall wenn ny((a1, S1)...(a;, S; U {z})...(an, Sn)) € T. Dies
gilt genau dann, wenn ((a1,S7)...(a;, S; U {z})...(an, Sn)) € n;l(T) = Ly.
Also sind die Menge dieser Worter genau die Worter, sodass eine Zerlegung
w = wi(a, S)wsy existiert und wy(a, S U {x})ws € Ly. Das sind genau jene
Worter fiir die w = Jxy gilt.

Nun definieren wir K := {(G,m) € U; o M(¢) : G(1,1) = 0}. Dann gilt
7Y K) = Lazy. Nach Satz 1.1 faktorisiert nun s,y durch 7 und my () o 7 ist
die Einschrénkung von 7, auf (A x P(V))*. Das gewiinschte Resultat erhélt
man nun durch Setzen von ( als Einschrankung von 7 auf A*.

Beweis von a). Dieser Teil folgt nun sehr analog zu Punkt b). Wir defi-
nieren diesmal

T:(AxPWVU{x})) = Z;o M(¢)
und setzen das Bild eines Buchstabens unter 7 als 7(a, S) — (F,ny(a,5)).

Mit F € Z2 M) gefiniert als

1 falls ny-ny(a, SU{z}) noeT
0 sonst.

F(ni,ng) = {

Dann folgt nach Multiplikation im Blockprodukt und gleicher Definition
von G

G(1,1) =Y Fi(ny((a1,91)--(ai-1, Si1)), (@i, Sigr) - (an, Sn))) € Zy.

=1

Man beachte, dass (Z,,+,0) additiv geschrieben ist. Nun ist G(1,1) = r
genau dann wenn r modulo ¢ viele Summanden gleich 1 sind. Mit denselben
Uberlegungen wie vorher erhalten wir, dass das genau dann der Fall ist, wenn

w = 30 ).

Damit erkennt das Blockprodukt Lg(q,r)w und wir erhalten das gewiinschte
Resultat durch Einschrianken von 7 zu A*. ]



Im Folgenden brauchen wir die zu einer Formel ¢ € (FO + MOD)|[<]
oder MODI[<] ’relativierte Formel’ ¢[< z]|. Sei dazu = ¢ V und w eine
VU {z}-Struktur, sodass alle Variablen in V links von der Variable = stehen.
Auferdem sei w’ das Wort bestehend aus allen Buchstaben von w, die links
von x stehen. Dann ist w’ eine V-Struktur und es gilt: zu ¢ 3 Formel ¢[< z]
mit freien Variablen in V U {x}, sodass w = ¢[< z] < w' = ¢. Wir nennen
¢[< x] die zu ¢ relativierte Formel.

Lemma 2.2. Seiq € P.

a) Sei M ein endliches Monoid, sodass jede Sprache die von M erkannt
wird in (FO+ MOD(P))[<] ist. Dann ist jede Sprache die von Uy o M
oder Z, o M erkannt wird auch in (FO + MOD(P))[<].

b) Sei M ein endliches Monoid, sodass jede Sprache die von M erkannt
wird in MOD(P)[<] ist. Dann ist jede Sprache die von Z, o M erkannt
wird auch in MOD(P)[<].

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall fiir U; und vollenden spéter die Ar-
gumentation fiir Z,.

Sei M so wie oben definiert. Nun setzen wir V := U}*M. Dann ist
Uy oM =YV x%xxM und V ist idempotent und kommutativ. Sei L C A* eine
Sprache, die von einem Homomorphismus v : A* — V % M erkannt wird.
Dann existiert ein 7' C V * xM, sodass L = v~ 1(T'). Wir wollen nun zeigen,
dass L in (FO + MOD(P))[<] ist.

Es reicht dazu zu zeigen, dass V(v,m) € V x xM gilt, dass v (v, m)
definiert wird durch eine Formel ¢, ) € (FO + MOD(P))[<]. Wenn wir
das gezeigt haben, nehmen wir fiir alle (v,m) € T die Disjunktion all dieser
Formeln und konnen so L darstellen. Sei nun w = ay...a, € A*, dann ist
v(w) = (v, m) genau dann wenn

1. myoy(w) =m
2. my oy(w) =v.

Wobei die zweite Bedingung bedeutet, dass

v = ZT{'V O’y(@l) c..."Ty O 7(ai_1) M O*y(CLZ‘) sy oy(aiﬂ) Ty oy(an).
i=1

Dies ist dquivalent zu

v = Z mar 0 y(wy) - mar o y(a) - war o y(ws).

w=w1aws



Nun ist my o y(w) = mp o np(w) = m genau dann, wenn w = «,, und
ay, € (FO+ MOD(P))[<]. Da V idempotent und kommutativ ist hingt die
obige Bedingung nur von den Summanden ab und nicht von der Reihenfolge
in der summiert wird. Deshalb erfiillt w diese Bedingung genau dann, wenn
es eine boolsche Kombination von Bedingungen der Art

w = wiaws und my o y(wy) = my € M und my o y(we) = mg € M.

Diese kann man nun mit Formeln beschreiben. Namlich durch
F2(Qux N iy [< T] A iy [> ]).

Hier sind ay,, [< ] und ay,,[> x] Relativierungen der obigen Formel. Nun
kann L als Konjunktion der o, und einer boolschen Kombination aus Sitzen
der obigen Form definiert werden.

Betrachten wir schlussendlich noch den Fall V' := Z}*M. Da V eine
abelsche Gruppe mit Exponent q ist, ist Gleichheit in obiger Summe nur von
der Anzahl der Summanden modulo ¢ und nicht deren Reihenfolge abhéngig.
Es ergeben sich dadurch die Bedingungen

w hat r modulo ¢ viele Aufspaltungen der Form w;aw, und
o y(wy) =my € M und 7y 0 y(wy) = my € M.

Dies kann nun durch die Formeln

3O 2(Qu A i,y [< ] Aty [> ]).

ausgedriickt werden. Dadurch kann jede Sprache die vom Blockprodukt er-

kannt wird durch eine boolsche Kombination solcher Sitze ausgedriickt wer-
den. =

Nun konnen wir den Klassifikationssatz 2.1. beweisen.
Satz 2.1. Sei P CZ" und L C A*.

a) Sei P # 0, dann gilt L € MOD(P)[<] & M(L) € Gp.

b) L€ (FO+ MOD(P))[<]| < M(L) € Mp.

Beweis. ’<’: Sei M (L) € Mp, dann sind die einfachen Gruppen, die M (L)
teilen genau die zyklischen Gruppen Z, und p ist ein primer Teiler eines
Elements von P. Nach Satz 1.2 (Krohn-Rhodes) teilt dann M (L) ein Block-
produkt der Art

M(L) <M, o (Mr,l m (Ml o {1}))

10



Wobei jedes M, entweder gleich U; oder Z, ist, p wie oben. Das triviale
Monoid {1} erkennt genau die Sprachen () und A*, da die Séitze o A —«
und a V -« diese Sprachen definieren. Also ist jede Sprache die von {1}
erkannt wird in (FO + MOD(Q))[<], fir alle @ C Z*. Nach Lemma 2.2
folgt, dass jede Sprache die vom iterierten Blockprodukt erkannt wird auch
in (FO+MOD(P"))[<] ist, mit P’ gleich der Menge der primen Teiler von P.
Wenn p|g dann kann man jeden modularen Quantor mit Modul p auch mit
einer Kombination aus modularen Quantoren mit Modul ¢ schreiben. Dazu
betrachtet man zu einer Formel ¢, = 3®"z¢ eine Formel 1), = 3@ x¢ v
@ +P) gy v @) gy v @30 ph v L mit Modul ¢, die zu ¢ #quivalent
ist. Daraus folgt, dass L € (FO + MOD(P))[<]. Falls M(L) € Gp, dann
kommen nach Krohn-Rhodes keine Faktoren U; im iterierten Blockprodukt
vor und mit Lemma 2.2 b) ist L € MOD(P)[<].

'=? Sei Ly € (FO 4+ MOD(P))[<]. Wir beweisen mit Induktion iiber
den Formelautbau von ¢, dass 74(A*) € Mp. Falls nur modulare Quantoren
auftreten, dann zeigen wir 74(A*) € Gp. Sei nun ¢ eine Atomformel, der
Art Q,x oder z < y, dann ist das zu der Sprache gehdrige syntaktische
Monoid trivial. Dies sieht man, da fiir w € A* und L C A* gilt, dass w einer
(-Struktur entspricht und damit w =, e. Das triviale Monoid {1} ist eine
auflosbare Gruppe. Da Gp und Mp Pseudovarietiten sind, sind sie unter
boolsche Operationen von Formeln abgeschlossen, siehe dazu [1] Kapitel V.
Nun betrachten wir noch die existenziellen Quantoren.

Sei dazu ¢ = IP"zyh und M(v)) € Mp, zu zeigen ist M(¢) € Mp.
Nach Lemma 2.1 existiert ein Homomorphismus ¢ : A* — Z, o M (%), so-
dass 0, durch ¢ faktorisiert. Das bedeutet es existiert ein Homomorphismus
v:((A*) = N(¢). Sei G eine Gruppe, die in Z, o M (1)) enthalten ist. Nach
[1] Satz V.4.2 existiert ein Normalteiler H von G, sodass G/H = mpy)(G)
isomorph zu einer Gruppe in M(v)) ist und H isomorph zu einer Gruppe in
Zéw WM jst Dann kann man G iiber die Projektion auf die beiden Koordi-
naten darstellen G = T M ()M () (G) x Tay)(G). Nun sind allerdings sowohl

7y M) o Mp als auch M (1)) € Mp, da Pseudovarietiten abgeschlossen
unter direkten Produkten sind. Also sind die Projektionen der Koordina-
ten von G auflésbar und damit ist G' auflésbar. Damit ist das Blockprodukt
Zg o M(v)) € Mp. Nach Lemma 2.1 teilt N(¢) das Blockprodukt Z, o M (1))
und damit ist auch M(¢) € Mp, da Pseudovarietiten abgeschlossen un-
ter Teilern und Erweiterungen sind. Falls nur modulare Quantoren auftreten
zeigt man mit Lemma 2.2 1, € Gp. Den 'normalen’ Existenzquantor behan-
delt man analog, nur nimmt man stattdessen das Blockprodukt U; o M (v))
und verwendet Lemma 2.1 b). O
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3 Charakterisierung von (F'O + MOD(P))|Reg]

Regulédre numerische Priadikate sind numerische Relationen, die durch end-
liche Automaten definiert werden konnen. Die Familie der reguldaren nume-
rischen Prédikate nennen wir Reg. Nach [1| Satz II1.2.1 sind alle reguldren
numerischen Pridikate in F'Oyq)[<,=| darstellbar. Wir betrachten deshalb
die Relationen < und = in den folgenden Uberlegungen.

Satz 3.1. Sei P C Z*. Sei L C A* eine requldre Sprache, dann sind dquiva-
lent:

a) L € (FO+ MOD(P))[Reyg]
b) Vt > 0: jede Gruppe in np(A?) ist in Gp

Beweis. a) = b). Sei Sp die Familie der endlichen Halbgruppen, in der jede
Gruppe in Gp ist. Dann ist Sp eine Pseudovarietit, siche [1] Proposition
V.6.4. Wir zeigen nun mit Induktion iiber den Formelaufbau von ¢, dass fiir
L € (FO+ MOD(P))[Reg] folgt, dass V¢t > 0 jede Halbgruppe in 7. (A") in
Sp ist. Sei ¢ eine der Atomformeln ),z oder x < y, dann ist, wie schon im
Beweis von Satz 2.1 iiberlegt wurde, das zugehorige syntaktische Monoid das
triviale Monoid {1}. Die Einschrinkung von A* auf A beziehungsweise A’
ergibt damit auch das triviale Monoid, das eine auflosbare Gruppe ist. Falls
¢ die Formel z = 0 (m) ist, dann ist 6,(A) einelementig, da € ¢ A und damit
ist 05(A") auch das einelementige Monoid.

Wir betrachten nun ¢» A ¢, wobei ¢ und ¢ in (FO + MOD(P))|Reg]
sind und jede Halbgruppe in 74(A") und n,(A") fiir alle t < 0 in Sp ist. Sei
G eine Halbgruppe in 04, (A"). Wie im Beweis von [1] Satz VI.4.1 gefolgert
wird existiert fiir alle ¢ ein p, sodass Oyny (AP") = Osne((AP")T) und damit ins-
besondere eine Unterhalbgruppe von N (¢ A 1) ist. Dies beweist man leicht,
indem man die Endlichkeit der betrachteten Monoide benutzt. Auferdem ist
G < Opny(APY). Nach [1] Satz V.6.1 ist N(¢ A1) < N(¢) x N(¢), daher
existiert ein surjektiver Homomorphismus 8 : N(¢) x N(¢) — N(¢p A )
mit Oypny = B 0 (04,0y). Schlieklich erhalten wir, dass G < Oy (AP) =
B o (0s,0y4)(APY) = B(0s(AP") x 0,(AP")). Also ist G eine Unteralgebra eines
Teilers von 045(AP") x 0,,(AP"). Nach Induktionsvoraussetzung ist 65(A*") und
Oy (AP") in Sp und damit das kartesische Produkt und damit auch G € Sp.
Nach [1] Satz V.6.1 ist 6., = 6, und mit der Induktionsvoraussetzung ist
das Bild in Sp. Sei nun ¢ = 39"z, ¢ € P und Vt > 0 ist jede Halbgruppe
in 7y (A") in Sp. Nach Lemma 2.1 existiert ein ¢ : A* — Z, o M (1)), sodass
() © ¢ = 0y und es existiert ein Homomorphismus v : Zg o M () — N(¢),
sodass v o ( = 0,. Sei nun G eine Halbgruppe in 6,(A"). Nach Satz (..)
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existiert ein p, sodass ((AP") = (((AP")"). Damit ist dann 6,(AP") = v o
C(APY) = v o (((AP")T) < N(¢). Die erste Gleichheit heift nichts anderes
als 0,(AP") < C(AP"). Also ist G < 04(AY) < 0,(AP") < ((AP"). Schlief-
lich ist noch ((AP") < Zg o mary)(C(AP")) und das ist genau Z, o 6, (AP).
Wenn man diese Ergebnisse nun zusammensetzt erhilt man, dass G ein Tei-
ler einer Unteralgebra von Z, o 0,(A"") ist. Nun ist Z, € Sp, da Z, eine
auflésbare Gruppe ist und 6,(AP") € Sp aufgrund der Induktionshypothese
und der Tatsache, dass Pseudovarietiten abgeschlossen unter Erweiterungen
sind. Aus dem Beweis von Satz 2.1 sieht man, dass Pseudovarietiten un-
ter Blockprodukten abgeschlossen sind und damit ist auch G € Sp, was zu
zeigen war.

a) < b). Der Beweis fiir dies Implikation verlduft im wesentlichen analog
zu dem Beweis von [1] Satz VI.4.1, wobei man Lemma 2.1 statt [1] Satz
VI.4.1 benutzt um die modularen Quantoren einzubeziehen. Man muss nur
noch bei der Relativierung aufpassen, die benutzt wird um einen Satz, der
L,w definiert, aus einem Satz, der L,, definiert, zu erhalten. Dazu benutzen
wir jenen Satz, der L,, definiert und schreiben alle numerischen Pradikate
mithilfe von Formeln der Art 2 < y und = 0(m). Die Atomformeln bleiben
unverindert unter der Relativierung, allerdings nur solange wir ’von links’
relativieren. Das bedeutet wir transformieren ¢ nur zu ¢[< z].

O

4 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei Klassen von Sprachen, die sich durch verschie-
dene numerische Pridikate unterscheiden, klassifiziert. Es folgt ein Uberblick
iiber mehrere Klassen von Sprachen und deren Zusammenhang zu ihren zu-
gehorigen syntaktischen Monoiden. Fiir eine genauere Beschreibung siehe [1]
Kapitel VIL.5.
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+1 < Reg
FO M (L) ist aperiodisch, | M(L) ist nL(A") ist
esfs'es” f =es" fs'esf | aperiodisch | aperiodisch
und e = €2, f = f2,
s,8's" € np(A")
FO + MOD(P) | M(L) erfillt M(L) € Mp | ni(AY) € Sp
g RaV(P) — gk
esfs'es” f =es" fs'esf
und e = €2, f = f2,
s,8', 8" €np(AT)

MOD(P) M(L) erfiillt M(L) € Gp HL(At) €Sp
gk tkaV(P) — gk und U, ist nicht
e-M(L)-e in ny (A1)
ist abelsche Gruppe
fir e = e* € n(AY)

SOM L ist regulér L ist regulédr | L ist reguldr

Damit erhalten wir zu jeder der angefiihrten Klassen eine geeignete Charakte-
risierung. Es reicht nun das syntaktische Monoid einer Sprache zu bestimmen
und die obigen Bedingungen zu iiberpriifen, ob die Sprache in einer dieser
Klassen enthalten ist. Dies ist wesentlich effizienter als Gegenbeispiele oder
Beweise zu finden um eine Sprache zuzuordnen.
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