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Aufgabe 1: (6 Punkte) Zeigen Sie, unter Verwendung der Peano-Axiome und
der Definitionen und Resultate aus der Vorlesung (insbesondere diirfen Sie die
Assoziativitidt der Addition verwenden):

(a) VaeNa+1=1+a.
(b) Va,beNa+b=>b+a.
(c) Ya,b,ce Na-(b+c)=a-b+a-c.

Hinweis zu (c): Vollstindige Induktion nach c.

Aufgabe 2: (4 Punkte) Beweisen Sie die folgenden Aussagen. Verwenden Sie
ausschliefflich die Peano-Axiome, die Definition der Addition und der Multiplika-
tion, die Resultate aus der Vorlesung, die jeweils vorhergehenden Aufgabenteile
und die Resultate aus Aufgabe 1.

(a) Vm,n €N m+4+n=0=m=0An=0.

(b) Vm,neN m-n=0=m=0Vn=0.

(c) VneN 0-n=0.

(d) Vm,neN m-n=1=m=1An=1.

Aufgabe 3: (5 Punkte) Zeigen Sie (bei (a)-(c) ausschliefllich unter Verwendung
der Peano-Axiome und der Definitionen aus der Vorlesung):
(a) Ya,b,ce N (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Va,b,c € N ab - a¢ = a’*<.
¢) Va,b,c € N (a®)¢ = a’c.
d) Zeigen Sie, dass Potenzieren keine assoziative Operation ist. Widerlegen
Sie also die folgende Aussage:

Vk,m,n € N (K™)" = k™",

(

(e) Wir notieren £™") im Folgenden als £™". Wir mochten die Notation m *n
fiir wiederholtes Potenzieren einfiithren. Es soll gelten:

m

m m

mxl=m mx2=m m*3=m

Definieren Sie m % n rekursiv nach n (definieren Sie m %0 und m * S(n) in

Abhéngigkeit von m % n).
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Aufgabe 4: (4 Punkte) Es gibt natiirlich verschiedene Moglichkeiten, die ganzen
Zahlen, ausgehend von den natiirlichen Zahlen, einzufithren. Wir wollen in dieser
Aufgabe etwas formaler betrachten, wie Sie das wahrscheinlich selbst als Schiiler
kennengelernt haben, und dies mit der Methode aus der Vorlesung vergleichen.
Wir betrachten hier + und — (auch) als mathematische Objekte, die etwa auch
Elemente einer Menge sein konnen. Sei ~ die Aquivalenzrelation auf {+, —} x N
so dass fiir a = (ag,a;) und b = (bg, by) in {+, —} x N gilt

arb < (a=bVa =b =0).

Statt (4, n) schreiben wir auch +n oder einfach nur n, statt (—, n) schreiben wir
auch —n. Mit Hilfe von ~ identifizieren wir also +0 mit —0. Sei nun

' =({+ -} xN)/~.

Definieren Sie (mittels Fallunterscheidungen, ausgehend von den entsprechenden
in der Vorlesung definierten Operationen auf N) eine Addition + und Multipli-
kation - auf Z*, so dass (Z*, +, -) die Struktur der ganzen Zahlen Z mit Addition
und Multiplikation (letztere jeweils wie in der Vorlesung definiert) représentiert.
Formal heisst das, es soll eine Bijektion ¢ von Z* nach Z geben, so dass fiir
x,y € Z* gilt:

p(x+y) = () + ¢(y) und (- y) = o(z) - p(y).
Beweisen Sie, dass fiir Thre Definitionen von Addition und Multiplikation diese

formale Bedingung erfiillt ist, d.h. definieren Sie eine solche Bijektion ¢ und
rechnen Sie nach, dass diese obige Bedingungen erfiillt.

Bemerkung: Lassen Sie sich nicht davon verwirren, dass etwa + in dieser Aufgabe
3 verschiedene Bedeutungen hat, einerseits dient es bei der Konstruktion von Z*
einfach als (quasi eigenschaftsloses) Symbol/Objekt, dann bezeichnet es die in
der Vorlesung eingefiithrte Addition auf Z und es soll auch als Symbol fiir die
Addition auf Z* dienen. Das sind im Grunde 3 verschiedene Dinge, die a priori
nichts miteinander zu tun haben. Solche Mehrfachverwendungen von Symbolen
sind in der Mathematik durchaus iiblich, vor allem wenn sich im Nachhinein
herausstellen soll, dass diese Symbole doch Dinge bezeichnen, die zueinander eng
in Beziehung stehen, und aus dem Kontext immer klar ist, welche Deutung des
Symboles gerade die richtige ist.



