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Kapitel 1

Allgemeine Algebren

1.1 Einfiihrung

Zu Beginn wird der Begriff einer allgemeinen (oder auch universellen) Algebra definiert und es 01.03.2023
werden weiter einige wichtige Klassen von Algebren vorgestellt.

Definition 1.1.1. Seien A eine beliebige Menge, 7 = (n;);c; eine Familie aus N iiber einer

beliebigen Indexmenge I und ( f?l)ze 1 eine Familie von Funktionen, wobei jeweils f;"‘ A™M — A.

Das Tupel 2 = (A, (f*)ier) heiit dann (allgemeine) Algebra vom Typ T oder auch 7-Algebra (mit
Trigermenge A). Die einzelnen Funktionen f?‘ nennt man fundamentale Operationen (von 21)
und diese haben Stelligkeit oder auch Aritdit n;. Die Familie der Funktionssymbole ( f;);er nennen
wir Signatur oder SpmcheE]

Bemerkung 1.1.2. Fiir eine endliche Indexmenge I = {1,...,m} wird der Typ auch als m-Tupel
7 = (n1,...,Ny) geschrieben und die Algebra als 2 = (A, f1,..., fm).

Bemerkung 1.1.3. Eine nullstellige Operation f; bildet von der Menge A° := {()} auf A ab. Es ist
also f; konstant mit f(()) = a € A. Im Folgenden wird bei n; = 0 nicht zwischen der Operation
fi und dem Element a, auf das abgebildet wird, unterschieden.

Wir betrachten nun einige wichtige Klassen von AlgebrenE]
Definition 1.1.4. Eine Algebra 20 = (A, +) vom Typ 7 = (2) heifit Halbgruppe, wenn
o Vr,yzeA: (z+y)+z=x+(y+2) (Assoziativitdt von +)

gilt.

Beispiel 1.1.5. (R, +), (R,-), (R?*2 .) (N, +) sind Halbgruppen.

Gibt es in einer Halbgruppe 24 = (A, +) ein Element e € A, fiir welches
ViceAet+rx=z+e=z

gilt, so nennen wir e ein neutrales Flement beziiglich +.

Definition 1.1.6. Eine Algebra 20 = (A, +,¢e) vom Typ 7 = (2,0) heiit Monoid, wenn

e (A, +) eine Halbgruppe ist und

e ¢ ein neutrales Element beztiglich + ist.

Beispiel 1.1.7. (R,+,0), (R, -, 1), (R?*2 . E5), (N, -, 1) sind Monoide.

"'Wir unterscheiden hier also zwischen den Funktionssymbolen f; und Funktionen f.
2Wie iiblich schreiben wir im Folgenden etwa x + z oder wenn nétig auch (z 4 z) an Stelle von +(z, 2) etc.
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Ist A = (A, +, e) ein Monoid, ist z € A und ist weiters y € A, so dass ¢ +y =y + x = e gilt, so
nennen wir y ein zu z (beziiglich +) inverses Element.
Definition 1.1.8. Eine Algebra 2 = (A4, +,e,—) vom Typ 7 = (2,0, 1) heifit Gruppe, wenn

e (A, +,¢e) ein Monoid ist und

o fiir jedes x € A ist —zx ein zu z (beziiglich +) inverses Element.

Beispiel 1.1.9. (R, +,0,—),(Z,+,0,—) sind Gruppen.

Bemerkung 1.1.10. Manchmal werden Gruppen auch als Algebra 20 = (A4, +) vom Typ 7 = (2)
definiert, fiir die

e VryzeA:(x+y)+z=a+(y+2),

e ecAVzeA:eta=x+e=czundVe e AdJyc A:x+y=y+x=¢

gilt. Bei der Definition von Unterstrukturen (siche Definition |[1.4.1)) macht es allerdings einen
Unterschied, welche der Definitionen verwendet wird, weshalb im Folgenden Gruppen immer im
Sinne von Definition [L1.8 zu verstehen sind.

Definition 1.1.11. Eine Halbgruppe / Monoid / Gruppe A = (A, +,...) heiit kommutativ
oder abelsch, wenn fiir die zweistellige Operation + gilt:

Ve,ye A:x+y=y+=x

Definition 1.1.12. Eine Algebra 2 = (A, +,0,-) vom Typ 7 = (2,0, 2) heifit Halbring, wenn
e (A, +,0) ein kommutatives Monoid,
e (A,-) eine Halbgruppe ist und

e Vr,yz€A:(v+y)-z=x-2+y-2 (- ist rechtsdistributiv iiber +)
Nz-(x+y)=z-z+z-y (- ist linksdistributiv iiber +)

gilt. Wir sagen insgesamt, dass - distributiv iber + ist.

Beispiel 1.1.13. (N, +,0, -), (R?*2, 4,0, -) sind Halbringe, wobei in zweiterem 0 die Matrix <8 8)
bezeichnet.
Definition 1.1.14. Eine Algebra 2 = (A,+,0, —,-) vom Typ 7 = (2,0, 1,2) heilt Ring, wenn
(A, 4,0, ) ein Halbring ist, und Va € A a + (—a) = 0, das heifit insgesamt gilt also:

e (A,+,0,—) ist eine kommutative Gruppe,

e (A,-) ist eine Halbgruppe und

e - ist links- und rechtsdistributiv iiber +.

Gibt es eine weitere nullstellige Operation 1, sodass (A,-,1) ein Monoid ist, so spricht man
von einem Ring mit 1 oder 1-Ring A = (A,+,0,—,-,1). Ein Halbring / Ring / Ring mit 1
A= (A,+,0,—,-,...) heiBBt kommutativ wenn (A, -) eine kommutative Halbgruppe ist.

Beispiel 1.1.15. (Z,+,0,—,-,1), (R[z],+,0, —, -, 1) sind kommutative Ringe mit 1.
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Definition 1.1.16. Ist 2 = (A, +,0,—,-,1) ein kommutativer Ring mit 1, so heifit 2 Kdrper,
wenn

e 0#1und
o Ve e A\{0}JycA:z-y=1

Verlangen wir von - keine Kommutativitéit, so nennen wir 21 Schiefkdrper oder Divisionsring.

Bemerkung 1.1.17. Im Vergleich zu allen anderen bis jetzt definierten speziellen Algebren ist
ein Korper nicht durch Allaussagen (es tritt ja etwa ein Quantor 3 auf) fiir alle Elemente und
Operationen definiert.

Definition 1.1.18. Seien R = (R, +,0, —,-) ein Ring, & = (G,—T—,ﬁ, ~) eine abelsche Gruppe
und ©: R x G — G, (a,v) — a ® v und gelte
e Va,be RVueG:(a-b)Ou=a0 (bOu),
e Va,bE RVueG: (a+b)Ou=(a®u)+ (bOu),
e Va€ RVu,v€G:a®(u+v)=(a®u)+ (a®v),
so heifit & mit © Modul diber R oder R-Modul.
Ein $3-Modul kann auch als allgemeine Algebra nach Definition definiert werden, namlich

als &% := (G, F,0,5, (my)rem), wobei m, : G — G, g — r ® g unire Operationen sind.

Bemerkung 1.1.19. Ein 8-Modul U ist ein Vektorraum (iiber fR), wenn R ein Korper ist und
10w =u fiir alle u € V gilt.

Beispiel 1.1.20. (Zg, +,0,—), (ZSX2,+,O, —) sind Moduln iiber (Zg,+,0,—, ).

Definition 1.1.21. Eine Algebra 2 = (A, A) vom Typ 7 = (2) heifit Halbverband, wenn
e 2 eine kommutative Halbgruppe ist und
eVreA:z Nz =uz. (A ist idempotent)

gilt.
Bemerkung 1.1.22. (Z,min), (Z, max) sind Halbverbénde.

Definition 1.1.23. Eine Algebra 2 = (A, A, V) vom Typ 7 = (2,2) heiit Verband, wenn
e (A, N), (A,V) Halbverbéinde sind,
e Va,be A:aAN(aVb)=aund
e Va,be A:aV (aANb) = a gilt,

wobei die letzten zwei Gesetze Verschmelzungsgesetze genannt werden. 01.03.2023

i

Ein Verband heift distributiv, wenn A distributivP] iiber V und V distributiv iiber A ist. 02.03.2023
Eine Algebra 2 = (A, A, V,0,1) vom Typ 7 = (2,2,0,0) heifit beschrinkter Verband, wenn
e (A,A,V) ein Verband ist,

3Es ist ausreichend Rechts- bzw. Linksdistributivitit zu fordern, da die jeweilig andere Distributivitéit aus der
Kommutativitdt folgt.
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eVac A:aN0=0 und
eVac A:aV1l=1gilt.

Bemerkung 1.1.24. Eine Relation < auf einer Menge X ist eine Halbordnung oder partielle
Ordnung, wenn gilt:

o Va € X a < a (reflexiv)
o Va,b,ce X (a<bAb<c)—a<c (transitiv)
e Va,be X (a<b A b<a)— a=>b (antisymmetrisch)

Eine Totalordnung (oder auch lineare Ordnung) auf X ist eine Halbordnung auf X bei der fiir
alle z,y € X entweder z < y oder y < z gilt.

Beispiel 1.1.25. Mit einer beliebigen Menge M, einem K-Vektorraum U und einer linearen Ord-
nung (L, <) sind (P(M),N,U), (Sub(V),N, (U1 UU3)), (L, min, max) Verbande. (P(M),N, V) ist
sogar ein distributiver Verband.

Betrachtet man die Abbildung rechts und definiert ei-
ne Ordnungsrelation, wobei die hoher stehenden Ele-
mente grofler als die niedrigeren sind, und sei A,V
das Infimum bzw. Supremum zweier Elemente, so ist 1 3
({0,1,2,3,4}, A, V) ein nicht distributiver Verband, da
IAN(2V3)=1A4=1#0=(1A2)V(1A3). Anderer-

seits kann jede endliche partielle Ordnung mit einer 0
Abbildung wie der rechts identifiziert werden, letzte-
re nennt man auch Hasse-Diagramm dieser partiellen
Ordnung.

(P(M),n,U,0, M) ist ein beschrinkter Verband. (Q, min, max) kann hingegen durch Auszeich-
nung von Elementen von Q als 0 und 1 nicht zu einem beschrinkten Verband gemacht werden,
da es in Q kein kleinstes und kein grofites Element gibt.

Abbildung 1.1: Hasse-Diagramm einer
Ordnungsrelation

Lemma 1.1.26. Jeder Verband 0 = (V,A,V) mit endlicher Trigermenge V. = {vi,...,vn}
kann zu etnem beschrinkten Verband gemacht werden.

Beweis. Sei 1:=wv; V...V v,, dann gilt fir beliebiges j € {1,...,n}, dass
v;Vi=v;Vuy V...V, =v1V...Vu;Vo;V...Vu, =v1 V...Vu, = L.

Analoges gilt fiir 0 := v; A ... Avy,. Damit ist (V,A,V,0,1) ein beschrinkter Verband. O
Definition 1.1.27. Eine Algebra 2l = (A, A, V,0,1, ) vom Typ 7 = (2,2,0,0, 1) heifit Boolesche
Algebra, wenn gilt:

o (A,A,V,0,1) ist ein beschrinkter distributiver Verband,

eVre A:z A2’ =0 und

eVreA:zVva =1

Beispiel 1.1.28. Fiir eine Menge M ist (P(M),N,U,0, M,”) mit X' := M \ X eine Boolesche
Algebra.
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Bemerkung 1.1.29. Alle Booleschen Algebren werden durch den Darstellungssatz von Stone bis
auf Isomorphie beschrieben (siehe Kapitel [5)).

Definition 1.1.30. Seien 2 = (A, (f*)icr), B = (B, (f*)ics) zwei Algebren vom selben Typ
T = (n;)ier. Eine Abbildung ¢ : A — B heifit Homomorphismus, wenn

Vi€ IVay, ... an, € A:o(fan,. .. an,)) = fP(e(a1), ..., olan,)).

Wir schreiben dann auch ¢ : 2l — B. Wenn ¢ bijektiv ist, dann nennen wir ¢ auch einen Isomor-
phismus. Ist ¢ : A — A ein Homomorphismus, dann nennen wir ¢ auch einen Endomorphismus.
Ein bijektiver Endomorphismus heifit Automorphismus.

Definition 1.1.31. Zwei Algebren 2 = (A, (f*)icr), B = (B, (f*)icr) vom selben Typ nennen

7
wir isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢ : 2 — B gibt. Wir schreiben auch 21 = B.

Sei 2 eine Algebra. Wir definieren die Mengen

End(20) :={f: A — A| f ist Endomorphismus} und
Aut() :=={f: A— A| f ist Automorphismus}.

(End(21),0,id4) ist dann ein Monoid, das Endomorphismenmonoid von 2.

(Aut(),0,id4, ~1) ist eine Gruppe, die Automorphismengruppe von .

1.2 Terme und Termalgebren

Definition 1.2.1. Sei X eine beliebige Menge und seien (f;);e; Funktionssymbole mit Aritéten
(n;)ier. Die Menge T'(X) := TE| ist rekursiv definiert durch

To:=X, Tgy1:=TU {fi(tl,. . -tni) ’ 1€l Nty,... ytn, € Tk} T:= U T:.
k>0

Ein Element t € T heifit Term, die Elemente aus X Variablen, (f;)ic; Sprache oder Signatur
und wir nennen 7' die Menge aller Terme idiber (X, (fi)ier). Fiir einen Term ¢ € T heifit vl(¢) :=
min{k | t € T}, } die Stufe von t.

Weiter werden die Variablen eines Terms rekursiv definiert. Fiir x € X ist var(z) := {z} und
fiir t = fi(t1, ..., tn,) ist var(t) == Ujeqr, n,y var(ty). Fiir einen Term ¢ und X 2 var(t) werden
wir auch ¢(X) beziehungsweise im Fall X = {z1,...,2,} auch t(x1,...,z,) schreiben.

Beispiel 1.2.2. Seien X = {z,y, z} und (f1, f2, f3) = (+, -, —) mit Aritéten (2,2, 1). Damit erhélt
man x,y, z als Terme 0-ter Stufe, —x,z + x,2 - 2,2 + x, ... als Terme 1-ter Stufe, (—z) + vy, (z -
z) —y,... als Terme 2-ter Stufe etc.

Definition 1.2.3. Sei T' die Menge aller Terme tiber (X, (f;)icr). Es ist dann (X, (fi)ier) :=
(T, (f})icr), die (erzeugte, oder induzierte) Termalgebra, eine Algebra vom Typ 7 = (n;)icr,
wobei f¥: T™ — T, (t1,. .. tn,) = filts, .. tn,).
“Hier gilt es zu beachten, dass die Notation T(X) die Funktionssymbole zwar nicht beinhaltet, aber die Menge
der Terme dennoch von der Sprache (fi)icr abhingt.

5Zu beachten ist, dass die f; hier Funktionssymbole, und keine tatséichlichen Funktionen sind. Wir bilden hier
also gewissermassen Terme rekursiv als Zeichenketten beziehungsweise als Folgen von Symbolen.
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Satz 1.2.4. Seien X eine Variablenmenge, (f;)ic; Funktionssymbole mit Arititen T = (n;)icr,
T die Menge aller Terme tiber (X, (fi)ic1), T = (T, (f)icr) die induzierte Termalgebra und

1

A = (A, (fMier) eine beliebige Algebra vom Typ 7. Dann kann jede Abbildung ¢ : X — A

7
eindeutig zu einem Homomorphismus @ : T — A fortgesetzt werdenﬂ

Beweis. Sei ¢ : X — A beliebig. Wir definieren @ : ¥ — 2l rekursiv nach der Stufe von Termen
in T. Fir t € X wird @(¢) := ¢(t) gewédhlt und fiir ¢t = f;(¢1,...,tn,) € T definiere P(t) :=
fA@(t1),- .., P(tn,)). Diese Definition ergibt Sinn, da fiir einen Term ¢, der als t = fi(t1,...,t,,)
geschrieben werden kann, die Terme t1,...,t,, von niedrigerer Stufe als ¢ sind.

Offenbar ist ¢|x = o. Fiir i € I und ty,...,t,, € T gilt P(fF(t1, ... tn,)) = P(filt, ... tn,)) =
fA@(t), ..., P(tn,)), also ist P : T — A ein Homomorphismus.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei ¢ : € — 2 ein beliebiger Homomorphismus mit
Ylx = ¢, so zeigen wir vermdge vollstandiger Induktion nach der Termstufe m, dass ¢ = @:

Induktionsanfang (m = 0): Fiir t € Tp = X gilt klarerweise ¢(t) = ¢(t) = p(t).
Induktionsschritt (m — m+1): Sei nun t = fi(t1,...,tn;) € Tint1 mit ¢y, ..., tn, € Tpy, dann gilt

P(t) = (filtr, -y tn) = BUE (s tn)) = FEBE), o, @tny) = FR@B(E1), - Pltny)) =
(1) m

Definition 1.2.5. Sei X = {z1,..., 71} eine Menge, T = T(X, (fi)icr) = (T, (f})ier) und
2 = (A, (f)ier) eine Algebra vom selben Typ. Fiir eine Familie a = (a1, . . ., a;) von Elementen
von A heifit ap : X — A, z; — a; eine Variablenbelegung. Nach Satz @l kann diese nun zum
sogenannten Finsetzungshomomorphismus ag : ¥ — 2 fortgesetzt werden.

Fiir einen beliebigen Term ¢ € T ist die durch t in A induzierte Termoperation oder auch Term-
funktion als t* : A¥ — A a + @y(t) definiert. Damit wird aus einem abstrakten Term eine
Funktion auf A. Die Abbildung ¢ — t% ist dabei, wie man sich leicht iiberlegt, ein Homomor-
phismus von ¥ in die Algebra aller Termfunktionen von L.

Beispiel 1.2.6. Sei + ein binédres Funktionssymbol und X = {z1, 9, ...}. Damit erhélt man u. a.
die abstrakten Terme ¢t = 1 4 (22 + x3) und s = (z1 + x2) + 23 € T.

Betrachtet man die Algebra ;8 = (R, +g), so erhélt man die induzierten Termfunktionen

" R 5 R, (a1, a2,a3) — a1 + (ag +a3) und s :R3 = R, (a1, az,a3) — (a1 + ag) + as.

Da +p assoziativ ist, gilt t™* = s®, obwohl ¢ # s.

Beispiel 1.2.7. Sei U = (V,+,0, —, (mg)reg) ein Vektorraum iiber einem Korper 8. Betrachtet
man Terme iiber der Sprache (+, (mg)keg), also z. B. x1 + x2, ma(x1 + x2), 1 + my(z2), so
stellen die davon induzierten Termfunktionen genau alle Linearkombinationen aus Belegungen
der Variablenmenge X = {z1,x2,...} dar.

Definition 1.2.8. Seien s,t € T'({z1,...,x;}) Terme iiber einer Sprache (f;)icr, dann heifit ein
Ausdruck der Form s ~ t ein Gesetz. Ein Gesetz kann auch als Paar (s,t) von zwei Termen
gesehen werden. Eine Algebra A = (A, (fM)ics) erfillt das Gesetz s ~ t oder kurz A |= s ~ t,
wenn s% = t%, also wenn

Va € AF : @a(s) = @alt).

6% ist also ein Homomorphismus von ¥ nach 21 mit @|x = ¢. Da wir im Funktionen im Allgemeinen als Menge
von geordneten Paaren (bestehend aus Elementen der Doméne und ihren Bildern) auffassen, schreiben wir
dafiir manchmal auch @ 2 ¢.
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1.3 Varietiten und Klone

In diesem Kapitel werden die Begriffe Varietdt und Klon definiert und es werden Beispiele dazu
gegeben. Aussagen dariiber folgen in den néichsten Kapiteln.

Definition 1.3.1. Sei ¥ eine Menge von Gesetzen iiber einer Sprache (f;);er, dann heifit die
Klasse

V(¥) := {2 | Aist Algebra iiber der Sprache (f;)ic; AVsrcte¥X: AEs~t}

eine Varietdt. Varietéiten sind also durch Gesetze definierte Klassen von Algebren.

Beispiel 1.3.2. Betrachtet man die Sprache (+,0, —) mit Stelligkeiten (2,0,1) und definiert die
Gesetzesmenge (mit Variablenmenge X = {z,y, z})

Y={(z4+y)+zra+y+2),0+x~z,2+0~xz,2+ (—2)~0,(—z) + = =~ 0},
so ist die Varietit V(X)) die Klasse aller Gruppen.

Betrachtet man hingegen Gruppen iiber der Sprache (+) wie in Bemerkung|1.1.10} so kann man
die Gruppenaxiome nicht iiber Gesetze definieren.

Definition 1.3.3. Sei M eine beliebige Menge. Fiir 1 < ¢ < n ist die n-dimensionale Projektion
auf die i-te Komponente definiert als

7'('2-(n) : M"™ — M, (z1,...,2,) & ;.
Definition 1.3.4. Sei M eine beliebige Menge. Eine Menge C C J,5{f : M" — M} von
Funktionen heifit Klon, wenn
e (C alle Projektionen enthélt und
e C unter Komposition abgeschlossen ist.
Die Komposition von f : M™ — M und g¢1,..., g, : M* — M definieren wir hier als

folgr, . ign): M¥ = M, (21, oxp) = fgr(zn,. @), gn(@1, - )

Definition 1.3.5. Sei 2 = (A, (fi)ics) eine Algebra und sei die Menge 7™ () := {f : A" —
A f ist Termfunktion von 2}. Dann ist 7 () := U, T (2A) ein Klon und wird der Termklon
von 2 genannt.

1.4 Konstruktion neuer Algebren

In diesem Kapitel werden drei verschiedene Konstruktionen vorgestellt um aus bereits gegebenen
Algebren neue Algebren zu gewinnen.

1.4.1 Unteralgebren

Definition 1.4.1. Sei 2 = (4, (f*)ics) eine Algebra und S C A. Dann heifit das Tupel & =

)

(S, (f?[|5)161)|j Subalgebra oder Unteralgebra von 2, wenn
Vi€ IVay,...,an; €S : fay,...,a,,) € S. (sprich S ist abgeschlossen bzgl. aller f;)
Wir schreiben in diesem Fall & < 2. Ist A eine Gruppe (ein Monoid, ein Ring,..@ SO nennen

"Zwecks besserer Lesbarkeit werden wir dafiir meist & = (S, flG ier) schreiben.
8Ké6rper nehmen eine Sonderrolle ein, siehe dazu Definition

104.998 Algebra 2023S Seite 10 von 85



Allgemeine Algebren 09.03.2023

wir § auch Untergruppe (Untermonoid, Unterring,...).

Beispiel 1.4.2. Sei U = (V,+,0, —, (my)reg) ein Vektorraum iiber einem Koérper & Dann stim-
men die Definition des Untervektorraumes aus Definition und aus der Linearen Algebra
iiberein.

Weitere Beispiele fiir Unteralgebren sind die Halbgruppen (N, +) < (Z,+) und die spezielle li-
neare Gruppe (das sind alle n x n-Matrizen mit Determinante 1) als Untergruppe der allgemeinen
linearen Gruppe (Sl,(K),-) < (Gl (K), ).

Proposition 1.4.3. Sei 2 = (A, (f*)icr) eine Algebra, s =~ t ein Gesetz und gelte A |= s ~ t.
Dann gilt fiir jede Unteralgebra & von A auch S | s =~ t.

Beweis. Seien s,t € T({x1,...,z}). Laut Definition gilt fiir alle Variablenbelegungen « :
{z1,...,2x} — A also a(s) = a(t), wobei & O « jeweils den zugehorigen Einsetzungshomo-
morphismus mit Ziel 2 bezeichne. Wegen S C A ist diese Bedingung insbesondere fiir alle
a:{z1,..., x5} — S erfiillt. Weiters erkennt man aus dem Beweis von Satz sofort, dass die
zugehorigen Einsetzungshomomorphismen mit Ziel & einfach die Einschrankungen der jeweiligen
Einsetzungshomomorphismen mit Ziel 2 sind. Also gilt & = s ~ t. O

Bemerkung 1.4.4. Sei U = (V,+,0, —, (mg)req) ein Vektorraum mit zumindest zwei verschiede-
nen Elementen iiber einem Korper K. Dann ist « ~ 0 ein Gesetz, welches in ({0}, +, 0, —, (mg)rer)
erfiillt ist, jedoch nicht in . Die Umkehrung von Proposition [1.4.3] gilt allgemein also nicht.

Korollar 1.4.5. Varietditen sind abgeschlossen unter der Bildung von Unteralgebren.

Bemerkung 1.4.6. Eine Folgerung ist unmittelbar, dass die Klasse der Kérper keine Varietit
bildet, denn (Z, +,0, —, -, 1) ist eine Unteralgebra von (Q,+,0,—,-,1), aber die ganzen Zahlen
stellen keinen Korper dar.

Bemerkung 1.4.7. An dieser Stelle kénnen wir einen Unterschied der gegebenen Definitionen
einer Gruppe feststellen, denn (N, +) ist eine Unteralgebra von (Z, +), jedoch keine Gruppe im
Sinne von Bemerkung Das bedeutet, dass in der Sprache + die Klasse der Gruppen keine
Varietét bildet.

Proposition 1.4.8. Sei A = (A, (f*)ics) eine Algebra und sei &; = (S;, (ff‘|5j)i61) <A fir

JEJ. Ist S = ;s Sj, s0ist & =(;c;6; := (S, (f*s)icr) eine Unteralgebra von 2.

jeJ

Beweis. Fir § = ﬂje ;5 gilt offenbar S C A, also bleibt lediglich die Abgeschlossenheit

beziiglich der Funktionen fiG zu zeigen. Seien aq,...,a,, € S beliebig. Dann gilt fiir alle j €
J:ay,...,an, € Sj und da &; < 2 ist auch fiGj(al, ...,Qp,;) € Sj. Damit gilt nach Definition
fS(at,...,an,) € Njes S5 =S, also ist & = (9, (fS)ier) eine Unteralgebra von 2I. O

Korollar 1.4.9. Sei A = (A, (f*)icr) eine Algebra und S C A. Dann ist die von S erzeugte
Unteralgebra von 24 definiert durch (S) := ({U| S CU AU = (U, (f¥v)ier) < A} die kleinste
S enthaltende Unteralgebra von A

9Die hier angegebene Notation (S) ist nur dann sinnvoll, wenn die Algebra 2 im Kontext klar ist. Ansonsten
sollte die Notation (S)a verwendet werden.
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Definition 1.4.10. Sei 2 = (A, (f¥)ics) eine Algebra und S C A. Die Menge Sy, ist rekursiv
definiert durch

So =5, Spr =Sk U{Mar,.. . an) [i €T Aar,...ay, €Sy}, Soo;:USk
k>0

Beispiel 1.4.11. Diese Skizze zeigt die anschauliche Motiviation der vorhergehenden Definition.

Abbildung 1.2: Subalgebra von unten

Proposition 1.4.12. Sei A = (A, (fM)icr) eine Algebra, S C A und X eine Menge mit | X| >

7

min{|S|, |N|}. Dann gelten die beiden Identititen:
1. (S) = S
2. (S) = {t¥a1,...,an) |n€N,ay,...,an € S, t(x1,...,2,) € T(X)}

Beweis. In beiden Behauptungen wird die gegenseitige Inklusion von zwei Mengen gezeigt.

1. Da SOOE eine S enthaltende Unteralgebra von A ist (jedes endliche Tupel aus S, kommt
aus einem Sy, dessen Bild unter einer Operation von 2 liegt also in Sgy1 C So), folgt aus
der Definition der erzeugten Unteralgebra, dass (S) C S gilt. Fiir die andere Inklusion
zeigen wir mittels Induktion, dass fiir alle k € N : Sy, C (S) gilt, woraus schlie8lich auch
Soo = Upen Sk € (S) folgt.

Induktionsanfang (k = 0): Sop = S C (S).

Induktionsschritt (k — k+1): Sei a € Sk1 beliebig. Falls a € S, ist, so folgt aus der Induk-
tionsvoraussetzung dass a € (S) gilt. Andernfalls existieren ein ¢ € I und ay,...,an, € Sk,
sodass a = f*(ai,...,an,). Nach Induktionsvoraussetzung gilt ay,...,a,, € (S). Da
(S) <2, gilt auch a = f(ay...,a,,) € (S). Daraus folgt Sgy1 C (S).

2. Definiere M := {t*(ay,...,a,) | n € Nya1,...,a, € S,t(x1,...,2,) € T(X)}. Es gilt
offenbar S C M, da alle Variablen aus X Terme sind. Auflerdem kann gezeigt werden,
dass (M, (fi)ier) eine Unteralgebra von 2 ist: Sei ¢ € I beliebig und seien by, ..., b,, € M,
dann kénnen diese Elemente 0.B.d.A. als b; = t?‘(al, ...,ap) mit paarweise verschiedenen

ai,...,a, € S dargestellt werdeng Ist nun a = f?(bl, ., by,), so sei

t:= f}(tl(xl, e @)yt (X1, X)),

10 Auch hier ist die Notation nur dann sinnvoll, wenn die Algebra 2 im Kontext offensichtlich ist.
"'Wir identifizieren hier (und oft auch im Folgenden) Algebren zur besseren Lesbarkeit mit ihren Trigermengen.
1215t S endlich, benstigen wir also hochstens |S|-viele Variablen.
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Dann gilt t*(ay,...,a,) = am also insbesondere a € M.

Fiir die andere Inklusion sei a = t*(ay,...,a,) € M beliebig. Zu zeigen ist, dass a € (S)
gilt, was mittels Induktion nach der Stufe von t gezeigt wird.

Induktionsanfang (k = 0): Dann ist ¢ = z; und a = t¥(a1, ..., a,) = a; € S C (S).

Induktionsschritt (m < k — k): Dann ist t = f*(t1,...,t,,) fiir Terme ty,...,t,, mit
Stufen < k und a = t*(ay,...,an) = fF({tT a1, ... an), ..., 12 (a1,...,ay)) € (S), da die
Argumente t?‘(al, ...,ap) fiir j € {1,...,n;} nach Induktionsvoraussetzung in (S) liegen,

und damit auch deren Funktionswert unter f?l

O]

Bemerkung 1.4.13. Fiir eine beliebige Algebra ist mit Sub(2() := {4l | & < A} durch (Sub(2), C)
eine Halbordnung gegeben. Weiter ist (Sub(2(), A, V), wobei Uy AUy := Uy NUs und Uy V Uy :=
(Uy UUs), ein Verband.

1.4.2 Produktalgebren

Bemerkung 1.4.14. Das kartesische Produkt von Mengen (M;);cs ist definiert als

HMi:_{f:I—>UM,'|Vie[:f(z‘)eMi}.

i€l iel

Genau genommen sind die Elemente von Produktmengen also Funktionen. Im Folgenden werden
statt Funktionsnotation oft Familien (welche nur eine andere Notation fiir Funktionen sind) und
bei endlicher Indexmenge I auch Tupel verwendet. Ist [ = {1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n
so schreiben wir auch M; x ... x M, an Stelle von [[,,, M;.

Definition 1.4.15. Sei 7 = (n;);er ein Typ und sei () e eine Familie von Algebren die-
ses Typs, wobei jeweils %; = (Aj, (f;”)ier). Dann heiBt 2 = [[,c,2; := (HjGJAj,(f?[)iel)
Produktalgebra, wobei die Operationen durch

o A (@ es . @ en) = (@Y, al)) e

definiert werden. Ist J = {1,...,n} fiir eine natiirliche Zahl n, so schreiben wir auch 24 x...x 2,
an Stelle von [],, 2;.

Beispiel 1.4.16. Abbildung [I.3] visualisiert die Bildung einer Produktalgebra.

o q e

bed

Abbildung 1.3: Visualisierung von Produktalgebren

3Hier verwenden wir, dass t — t* ein Homomorphismus ist.
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Bemerkung 1.4.17. Ist A = Hjeji)lj eine Produktalgebra und j € J, so ist durch die Projekti-
onsabbildung 7y, : A — A;, (aj)jes — ay ein surjektiver Homomorphismus gegeben.

Proposition 1.4.18. Seien (f;)icr eine Signatur, s =t ein Gesetz in dieser Sprache, () cs
eine Familie von Algebren in der Signatur und es gelte fir alle j € J : 2; = s = t. Dann gilt

auch A :=[;c, A Es~t.

Beweis. Seien s,t € T({x1,...,x;}) und seien aV), ..., a¥) € A beliebig. Dann gilt laut Voraus-
setzung fiir alle j € J : s% (ag-l), . .,ag-k)) = tﬁf(ag.l), e ,ag»k)). Daher folgt s%(aV),...,a®); =
g% (a§1), . ,a§-k)) = t% (a§1), .. ,ag-k)) = tm(a(l), . ,a(k))j fiir alle j € J, also insbesondere
s2(aM, ... a®) =t%aW, ..., a®) und damit s* = ¢, O

Korollar 1.4.19. Varietdten sind abgeschlossen unter der Bildung von Produkten.

Bemerkung 1.4.20. Auch an dieser Stelle wird deutlich, dass die Klasse der Korper keine Varietét
ist. Fiir einen Koérper £ und den Produktraum £ x 8 gilt (1,0)-(0,1) = (0,0). Da Kérper immer
nullteilerfrei sind, kann dieser Produktraum folglich kein Korper sein.

1.4.3 Faktoralgebren

Definition 1.4.21. Sei 2 = (A, (fM)ics) eine Algebra, m € N und R C A™ eine m-stellige
Relation auf A. Dann heifit R invariant unter 2, wenn

o Vie IvrW . rm) e r (£ ) AEY, ) e R,

Definition 1.4.22. Sei 2 = (A, (f*);cs) eine Algebra und ~ C A? eine Aquivalenzrelation.
Wenn ~ invariant unter 2 ist, dann heifit ~ Kongruenzrelation. Wir definieren

Con(2l) := {~C A? | ~ ist Kongruenzrelation auf 21}.

Beispiel 1.4.23. Sei X eine Menge, (f;)ics eine Signatur und T = (T, (fF)ics) die Termalgebra

iiber X. Sei auBerdem 2 = (A, (fM)ics) eine Algebra in derselben Signatur. Dann ist durch
t~ s t% = s% auf T eine Kongruenzrelation gegeben.

Beispiel 1.4.24. Fiir jede Algebra 2 = (A, (f¥)ier) sind durch die beiden Relationen A% und
{(a,a) | a € A} die trivialen Kongruenzrelationen auf 2 gegeben.

Bemerkung 1.4.25. Fiir eine beliebige Algebra 2l ist durch (Con(2l), C) eine Halbordnung gege-
ben. Da es zu zwei Kongruenzrelationen beziiglich der Mengeninklusion immer ein Supremum
und Infimum gibt, entsteht sogar ein Verbandllz‘-]

Definition 1.4.26. Eine Algebra 2 heifit einfach, wenn es keine nicht-trivialen Kongruenzre-
lationen auf A gibt.

1Das Supremum zweier Kongruenzrelationen ~; und ~y finden wir, indem wir alle Kongruenzrelationen schnei-
den, die ~; U ~2 enthalten.
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Definition 1.4.27. Sei 2 = (A, (f¥)ics) eine Algebra und sei ~C A? eine Kongruenzrelation.
Dann heifit A/ := (4/~, (ffl/w)iel) Faktoralgebra von A, wobei A/ = {[a]~ | a € A} die Men-
ge der Aquivalenzklasse ist und fiir ¢ € T ist f?/w([al]w, oo lang]a) = [fila, . an;)]~

Beispiel 1.4.28. Sei m € N\ {0}. Betrachten wir die Algebra (Z,+,-) und definieren darauf
die Kongruenzrelation a ~ b :< 3k € Z(a — b = k - m), so stellt (Zy,,+,-) := (Z,+,-)/~ eine

m+1 mal
Faktoralgebra dar. Man bemerke aulerdem, dass in (Z,,, +, ) das Gesetz = + ...+ = = z gilt,
wéhrend dieses in (Z, +, -) nicht gilt. Es konnen also in einer Faktoralgebra mehr Gesetze erfiillt
sein als in der urspriinglichen Algebra.

Bemerkung 1.4.29. Sei 2 eine beliebige Algebra und ~ eine Kongruenzrelation. Dann ist die
kanonische Faktorabbildung oder kanonische Projektion ¢ : A — A/~,a — |a]~ ein surjektiver
Homomorphismus, das heifit Faktoralgebren sind homomorphe Bilder von Algebren. Der folgende
Satz liefert in einem gewissen Sinn die Umkehrung.

Lemma 1.4.30. Seien 2 = (A, (f*)ic1) und B = (B, (fF)ic1) Algebren vom selben Typ und
sei h : A — B ein Homomorphismus. Dann ist kerh := {(a,b) € A? | h(a) = h(b)} eine
Kongruenzrelation auf 2.

Beweis. Sei i € I beliebig und ay ..., an,,b1...,b,, € A mit (aj,b;) € kerh fiir j € {1,...,n;}.
Es gilt also h(a;) = h(b;) fiir alle j € {1,...,n;} und daher auch

h(fim(alv"')ani)) = fz%(h(al)77h(am)) = fz%(h(bl)ﬂ . 7h(bnz)) = h(fzm(blv . 7bni))7

also ist (f(a1,...,an,), f2(b1,-..,by,)) € ker h. Damit ist ker h invariant unter 2 und da es sich

offensichtlich um eine Aquivalenzrelation handelt, ist ker h eine Kongruenzrelation auf 2I. 0

Satz 1.4.31 (Homomorphiesatz). Seien 2 = (A, (fM)ic1) und B = (B, (fF)ic1) 2wei Algebren
in derselben Signatur, h : A — B ein Homomorphismus und sei ¢ : A — A/xern, die kanonische
Faktorabbildung. Dann existiert genau ein Homomorphismus h : U/xern, — B mit h = h o .

Dieser Homomorphismus ist injektiv und, falls h surjektiv ist, auch surjektiv.

a0l

/7
wJ R

Q[/ker h

Abbildung 1.4: Visualisierung der Aussage des Homomorphiesatzes

Beweis. Eindeutigkeit: Seien h und h zwei HomomoArphismen von 2[~/ ker p, Nach % miNt den gefor-
derten Eigenschaften. Dann gilt fiir a € A beliebig h([a]) = h(a) = h([a]), also h = h.

Existenz: Sei [a] € A/yer s beliebig und definiere k([a]) := h(a). Diese Abbildung ist wohldefiniert,
da aus [a] = [b] laut Definition h(a) = h(b) folgt, das heifit die Definition ist unabhéngig von
der Wahl des Repréasentanten.

Homomorphismus: Sei ¢ € I und seien [a1], ..., [an,] € A/kern beliebig. Dann gilt laut Definition
= W -

RO ([, [an]) = RN an - an)]) = h(fMan s an) = FR(R(a1), -, Blan,)) =
fE(h([a1]), - - -, h([an,])), also ist h ein Homomorphismus.

5Fiir die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation wird hiufig [a] statt [a]. geschrieben.
16WWohldefiniertheit folgt direkt aus der Invarianz der Kongruenzrelation.
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Injektivitét: Seien [a], [b] € A/yern beliebig mit & ([a]) = h([b]). Dann folgt laut Definition h(a) =
h(b), also (a,b) € ker h und damit [a] = [b].

Fiir die Surjektivitéit von A ist nichts zu zeigen. O
Proposition 1.4.32. Seien 2 = (A, (f*)ic1) und B = (B, (f*)ic1) 2wei Algebren in derselben

Signatur, h : A — B ein surjektiver Homomorphismus, s =~ t ein Gesetz und gelte A |= s ~ t.
Dann gilt auch B = s ~ t.

Beweis. Seien s, t € T({z1,...,r,}) undseien ai,...,a, € A. Laut Voraussetzung gilt s*(a1, ..., a,) =
t*(a1,...,ay), woraus nach der Homomorphiebedingung (mehrfach angewandt) s®(h(ay), ..., h(a,)) =
h(s™(a1,...,a,)) = h(t™a1,...,a,)) = t®(h(ay),...,h(a,)) folgt. Aufgrund der Surjektivitit
von h gilt also B = s ~ t. O

Korollar 1.4.33. Varietditen sind unter homomorphen Bildern abgeschlossen. Insbesondere sind

Varietdten daher unter der Bildung von Faktoralgebren abgeschlossen.
15.03.2023

i

16.03.2023

1.4.4 Der Satz von Birkhoff

Definition 1.4.34. Sei K eine Klasse von Algebren in einer festen Signatur. Wir definieren:

e HK als die Klasse aller Algebren 93, fiir die eine Algebra 2l € K und ein surjektiver
Homomorphismus h: 2 — B existiert.

e SK als die Klasse aller Algebren (', zu denen es eine Algebra 2 € K mit 2/ < 2 gibt.

e PK als die Klasse aller Algebren [ jeq Uj, wobei J eine beliebige Indexmenge ist und alle
Q[j € K sind.

Die Bezeichnungen ,H*, ,S“ und ,P“ kommen von ,homomorphes Bild“, , Subalgebra* und
»,Produktalgebra“. Wir sagen, dass K unter HSP abgeschlossen ist, wenn HSPK = I gilt. Ist A
eine Algebra, so ist H2 := H{2} eine Kurzschreibweise. Entsprechend auch fiir S und P%.

Satz 1.4.35 (Birkhoff). Sei (fi)ier eine Signatur und K eine Klasse von Algebren in dieser
Signatur. Dann gilt:

IC ist abgeschlossen unter HSP & K ist eine Varietdt

Definition 1.4.36. Fiir eine Klasse L von Algebren sei die Menge aller Gesetze von K

YK)={s=~t|s,tcT{zi|ieN}) VAL :AEs~t}.

Fiir eine einzelne Algebra 2 sei die Menge aller Gesetze von 2 definiert als

D) = ({2}).
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Beweis des Satzes von Birkhoff. Ist K eine Varietit, so ist K laut [1.4.5] [T.4.19 und [T.4.33] unter
HSP abgeschlossen. Es bleibt die andere Implikation zu zeigen. Sei also K unter HSP abge-
schlossen und definiere ¥ := ¥(K) und V := V(3), womit es hinreichend ist, V = K zu zeigen.
Trivialerweise ist V O K erfiillt. Fiir die umgekehrte Inklusion sei 2l € V beliebig.

Fiir jedes Gesetz s = t, welches nicht in ¥ liegt, wihle eine Algebra s~y € K mit Ay [
s~ t. Essei B .= Hs%tQZ As~t- Da K unter Produktbildung abgeschlossen ist, gilt % € K. Da
eine Produktalgebra ein Gesetz genau dann erfiillt, wenn es komponentenweise erfiillt ist, folgt
Y(B) =X C (). Es ist nun hinreichend zu zeigen, dass A € HSP®B gilt.

Bilde die Produktalgebra BB = [I,c54 B und betrachte fiir alle a € A die Funktion m, :

BA = B,g — g(a) sowie die erzeugte Unteralgebra & = ({m, | a € A}) < B5". Dann kann
ein Homomorphismus ¢ : & — 2 mit ¢(m,) = a, welcher somit automatisch surjektiv ist,
folgendermaflen definiert werden: Bezeichne S die Trigermenge von &. Jedes Element aus S
besitzt eine Darstellung der Form t°(7,,,...,m,, ) fiir einen Term t und a3 ...,a, € A. Wir
definieren o(t®(7ay, ..., ma,)) = t*(a1, ..., an).

Wohldefiniertheit: Es ist zu zeigen, dass die Definition von ¢ unabhéngig von der Wahl der
Darstellung ist. Das heifit, wenn 0.B.d.A. u,v beliebige Terme und ag,...,a, € A paarweise
verschieden sind, sodass

6(7ral, ey Ta,) = 'UG(T('al, ey Tay,)

*(

u

gilt, dann soll auch v*(ay,...,a,) = v*(a1,...,a,) gelten. Es ist nun hinreichend zu zeigen,
dass B = u ~ v gilt, da dieses Gesetz wegen % (B) C X(2) dann auch in 2 gilt, was insbe-
sondere u*(a1,...,a,) = v™(ay,...,a,) bedingt. Sind by,...,b, € B beliebig, so sei g € B4
mit g(a;) = b; fiir i € {1,...,n}. Nach Voraussetzung ist u®(ms,,...,7a,) = v (Tay,- - -, Ta, )
womit nach Einsetzen von g

u%(bl,...,bn) = uG(ﬂ'al, ey Ty )(g) = 1)6(71',11, ey T, )(g) = v%(bl, sy bp)

folgt, was zu zeigen war.

Homomorphismus: Es bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Seien ¢ € I und
G1,...,Gp, € S beliebig. Zu zeigen ist p(f°(G1,...,Gy,)) = fF@(G),...,0(Gn,)). Wir
wihlen ay, ..., a, € A und fiir jedes j € {1,...,n;} einen Term ¢;, sodass G; = tje(ﬂ'al, ey Tay,)-
Wir setzen t := f(t1,...,t,,) und es folgt

(p(fF(Gl,,Gm)) = So(fze(t?(ﬂ-al?""ﬂ-an)v"'7t1§i(7ra17"‘77ran))) =

= go(te(ﬂ'al, ey Tay,)) = tm(al, ceyQp) =
= figl(t%[(ala--'7an)7'--at%¢(a17"'7an)):figl(so(G1)7'"a(p(Gni))‘

Damit ist 21 € HSPXC, was zu zeigen war. O

Korollar 1.4.37. Sei K eine Klasse von Algebren und V(3(K)) die erzeugte Varietit. Dann
gilt fiir alle Algebren 2
AeV(S(K)) < Ac HSPK.

Beweis. Ist 2 € HSPK, so ist X(2) D X(K), somit also 2 € V(X(K)). Ist nun umgekehrt
2 € V(E(K)), so sei wie im Beweis des Satzes von Birkhoff 8 € PK mit X(2() D X(K) = X(B).
Dann folgt weiterhin wie im Beweis des Satzes von Birkhoff, dass 2 € HSPB C HSPK. O
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1.5 Freie Algebren

Definition 1.5.1. Sei 7 = (n;);er, K eine Klasse von 7-Algebren, § € K und X C F'. Dann heif}t
§ frei dber X in IC, wenn es fiir alle 2l € K und alle ¢ : X — A genau einen Homomorphismus
?:F — A mit §|lx = ¢ gibt.

Abbildung 1.5: § frei iber X

Beispiel 1.5.2. Sei K die Klasse der Vektorrdume iiber dem Korper C, U € K beliebig und
X CV eine Basis von 2. Dann ist U frei iiber X in .

Mit einer Variablenmenge X ist die Termalgebra T(X, (fi)ier) frei iiber X in der Klasse aller
7-Algebren, wobei 7 = (n;);c; die Familie der Stelligkeiten der f; ist.

Beispiel 1.5.3. Sei K eine Varietit, definiert durch Gesetze 3 in der Sprache (f;)es, also K =
{A | A = X} Sei B € K so, dass L(B) = X; B existiert nach Beweis des Satzes von Birkhof.
Sei

S <BB', §:=({m.|ac A},

so ist & — ebenfalls nach dem Beweis des Satzes von Birkhoff — frei tiber {7, | a € A} in K.

Proposition 1.5.4. Sei K eine Klasse von T-Algebren, X eine beliebige Menge, §1,82 € K frei
iber X in KC. Dann ezistiert ¢: §1 = §o mit p|x = idx.

Beweis. Betrachten wir idx : X — X, so gibt es eindeutige Homomorphismen ¢ : §1 — §2 und
Y Fo — §1 mit p|x =idx,¥|x =idx. Es ist dann ¢ o ¢ : § — §1 ein Homomorphismus mit
(Y op)|x =idx. Da § frei iiber X ist gilt aufgrund der Eindeutigkeit ¢ o ¢ = idp,, womit
surjektiv und ¢ injektiv ist. Analog folgt, dass 1 injektiv und ¢ surjektiv ist. Insbesondere ist
etwa  ein Isomorphismus. O

Bemerkung 1.5.5. Sind 24,8 Algebren in derselben Sprache, A = (S) und ¢,¢ : A — B
Homomorphismen mit ¢|s = v|g, so folgt ¢ = . Das heifit, dass zwei Homomorphismen
iibereinstimmen, wenn sie dies auf einem Erzeuger tun.

Proposition 1.5.6. Sei I eine Klasse von 7-Algebren. Sei SKC C KC, was insbesondere der Fall
ist, falls K eine Varietdt ist. Sei § frei iber X in KC. Dann ist § = (X).

Beweis. Zunéchst gilt (X) < § € K, und damit auch (X) € K.

Nun ist (X) frei iiber X in K: Um dies einzusehen, seien 2 € K, : X — A beliebig. Da §
frei iiber X in K ist, gibt es einen eindeutigen Homomorphismus @ : FF — A mit @|x = .
Definieren wir @ := 3| (x), so bezeugt dieser Homomorphismus, dass (X) frei iiber X in K ist —
die Eindeutigkeit folgt aus Bemerkung [I.5.5
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Nach Proposition gibt es einen Isomorphismus h: (X) — § mit h|x = idx. Ist ¢ € (X)
beliebig, so gilt ¢ = X (1, ..., x,) mit 1, ..., 2, € X. Es folgt

hic) = h(tX) (@1, .., zn)) = 5 (h(21), oo, h(an)) = 5 (21, ooy n) = 5 (21, .y ) = ¢,

also h = id x). Da h surjektiv ist folgt damit (X) = §. O

Bemerkung 1.5.7. Ist K eine Varietét von 7-Algebren, so stellt sich die Frage ob
T = (X, (fi)ier)

frei iiber X in KC ist. Allgemein ist dies nicht der Fall, da T¥ nicht in IC enthalten sein muss.
Im Folgenden werden wir daher versuchen, aus dieser Termalgebra eine passende Faktoralgebra
zu gewinnen, welche frei iiber X in K ist. Dazu wird mithilfe einer Menge von Gesetzen eine
Kongruenzrelation auf der Termalgebra definiert.

Proposition 1.5.8. Sei K eine Klasse von Algebren in der Sprache (f;)icr, X eine beliebige
Menge und definiere

Yx(K):={(s,t) | s,t e T(X), VA€ K: A=s~t} CT(X)?
so ist Xx (K) eine Kongruenzrelation auf T(X).
Beweis. Lx(K) ist Aquivalenzrelation:

o reflexiv: Ist ¢ € T'(X) beliebig, so gilt VA € K : A =t ~ t.
e symmetrisch: Sind s,t € T'(X), (s,t) € ¥x(K), so gilt

VAEK: Aksnt = WAk AEtrs,

also (t,s) € ¥x(K).
e transitiv: Sind s,t,u € T(X), (s,t), (t,u) € Ex(K), so gilt

VMAelL:AEs=t N YVAeKk:AEtru) = WIek:AEs=u,

also (s,u) € X¥x(K).

Um zu sehen, dass Xx(K) auch eine Kongruenzrelation ist, seien i € I, (s1,t1), ..., (Sn;,tn;) €
Yx(K). Zu zeigen ist (fi(s1, ..., Sn,), fi(t1, .-, tn;)) € Bx (K). Es gilt

VQ[E/C:QIIzslztl/\.../\sm ~ ty,,
insbesondere folgt also
VA e K:AE fi(s, ...,Sni) ~ fi(t1, ...,tni)

und damit (f;(s1, ..., Sn,), fi(t1, ..., tn;)) € Tx(K). O

Satz 1.5.9. Sei K eine Varietit in der Sprache (f;)icr, X eine beliebige Menge. Dann ist
TX/EX(IC) frei diber {[z]s, (k) | * € X} in K. Enthilt K eine Algebra mit zumindest zwei ver-
schiedenen Elementen, so ist TX/EX(;C) isomorph zu einer Algebra, die frei iber X in IC ist.
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Beweis. Sei B € K mit X(B) = X(K), wobei wir die Existenz von B aus dem Beweis des Satzes
von Birkhoff folgern kénnen.

Sei ({m, |z € X}) =: & < BB", wobei m, : BX = B, a — a(z) (wie im Beweis des Satzes von
Birkhoff), so wissen wir, dass & frei iiber {m, | z € X} in K ist. Betrachte

p:6— TX/EX(,C),tg(le, vy T, ) 2 [, ...,ivn)]EX(/C)'

Zuniichst ist ¢ wohldefiniert: Seien dazu w,v € T(X) mit u®(mz,, ..., Tz,) = v (Tayyeos Ta,)
und z1,...,2, € X, so gilt, wie man durch Einsetzen beliebiger Variablenbelegungen zeigt,
B = u ~ v, somit gilt also nach Wahl von B fiir alle 2 € K, dass A = u ~ v, womit
(u,v) € Xx(K) und damit [u]s, (k) = [v]sy k) folgt.

Weiters ist ¢ surjektiv, da mit beliebigem [t(z1, ..., 7n)]5y (k) € ‘IX/EX(,C) sofort

£ (s oo T ) ¥ [H(T1, oo )] (1) St

Injektivitit: Sind u,v € T(X) mit [u]s (k) = [v]n, ) beliebig, so gilt fiir alle 2 € K, dass
2 |= u =~ v. Inbesondere gilt & |= u ~ v und damit u® (14, , ..., Tz, ) = Vo (T, ooy T, )-

Dass ¢ ein Homomorphismus ist verifiziert man unmittelbar in Analogie zum Beweis des Satzes

von Birkhoff. Damit ist ¢ insgesamt also ein Isomorphismus, & = TX /5, < (K)s womit TX /5 < (K)
frei {iber {[z]s, (k) | € X} ist.

Ist nun 1 # 22 in X und enthélt I eine Algebra 2 mit zumindest zwei verschiedenen Elementen,
so gilt A & z1 &~ x9, womit auch [v1]5, (k) # [T2]n, (k) folgt. Somit kénnen wir in der Algebra
TX /s, (k) jeweils [z] durch z ersetzen um eine isomorphe freie Algebra iiber X zu erhalten. [

Definition 1.5.10. Sei (H,-) eine Halbgruppe und a € H. Dann wird fiir n € N rekursiv
definiert:

ati=a, a"li=a-a"
Falls es ein neutrales Element e € H gibt, so wird a” := e definiert und im Fall, dass a ein
inverses Element a* € H besitzt, wird rekursiv definiert:

ali=a*, o ) i=g*.q"

Bemerkung 1.5.11. Ist (G, -, e, ~!) eine Gruppe, so gilt Vm,n € ZVa € G : a™ - a" = a™™ und
(™)™ = a™". Falls - in G kommutativ ist, gilt weiters Ya,b € GVm € Z: (a - b)™ = a™™ - b™.

Beispiel 1.5.12. Bezeichne (-,e, ') vom Typ 7 = (2,0,1) die Sprache der Gruppen. Ist X =
{z1,x2,...} eine Variablenmenge, so sind

Z1,X2,T3, ...
. . -1 —1%N . .
€, L1 " X2, T2 L1, Ty .. (T(X),-*,e*, ~17) ist frei iiber
e x1,1 €, (21 T2) - 3,21 - (T2 - T3), ... X in der Klasse aller 7-Algebren.

Beispiele fiir Terme 1., 2. und 3. Stufe. Bezeichne nun

Yx = {(e-z1,21), (21 - 22) - 3,21 - (22 - 3)), (€, 21 - ), ..}

Insbesondere sind diese Notationen also fiir Monoide beziehungsweise Gruppen definiert.
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die Menge aller Gesetze welche in allen Gruppen gelten. Faktorisieren wir nun nach Term-
dquivalenz, so erhalten Wiﬂ

T(X) /s, ={lel, [x1], [x2], ..oy [71 - @2], [x2 - 21], ...}

Jedes Element ¢ von T'(X)/s, hat also einen Représentanten der Form ap - ag - ... - a, mit
n € N, wobei a; = x; oder a; = xj_l fiir ein j, aber nie x; und xj_l aufeinanderfolgen oder
umgekehrt. Mit Hilfe von Definition 1.5.10 kénnen diese Reprisentanten auch als ZL‘?II e x;l:
mit nq,...,ny, € Z* und xj, # x;,,, fur i € {1,...,m — 1} geschrieben werden. TXEX st frei

itber X in der Varietét aller Gruppen.

Beispiel 1.5.13. Es sei (-, e, ~!) die Sprache der Gruppen und X = {z1,,...} eine Variablen-
menge. Ausgehend von Beispiel [1.5.12] kann analog die freie kommutative Gruppe iiber X in
der Klasse aller kommutativen Gruppen konstruiert werden. Jedes Element besitzt dann einen

Reprisentanten der Form 2™ xp®*mit k€ N,my,...,mg € Z* und V5, £ € {1,... .k} : j <
! = ’ij < 1.

ip 0 Zk

Beispiel 1.5.14. Betrachten wir die freie Gruppe iiber der einelementigen Menge X = {z}, so
konnen alle Elemente durch xz™ fiir n € Z représentiert werden. Auflerdem gilt fiir m,n € Z :
™. " = ™", Das bedeutet, dass diese freie Gruppe isomorph zu (Z, +,0, —) ist, vermoge
dem Isomorphismus ¢ : {z" | n € Z} — Z, 2™ — n. Insbesondere ist sie kommutativ. Dieses
Beispiel zeigt inbesondere auch, dass freie Algebren mehr Gesetze erfiillen koénnen, als in der
gesamten Varietit gelten. Die freie Gruppe iiber der Menge X = {x,y} ist jedoch nicht mehr
kommutativ, da etwa [z - y| # [y - z].

Bemerkung 1.5.15. (ohne Beweis) Sei X eine unendliche Variablenmenge. Sei K eine Varietét in
der Sprache (f;)ier, § frei iiber X in K, dann gilt

Vs,teT(X):FlEs~te VMIleK: AEs~t).

Beispiel 1.5.16. In Analogie zum letzten Beispiel kann auch die freie kommutative Gruppe iiber
der Menge X = {x,y} klassifiziert werden. Ihre Elemente besitzen eindeutige Reprisentanten
der Form ™ -y mit nq,...,ny € Z. Die Identitdt (z™ - y"2) - (™ . y™2) = (gM1Hm . yn2tmz)
begriindet die Isomorphie zur Gruppe (Z,+,0, —)? vermdge der Abbildung ¢ : {z™ -y |
(n1,m2) € Z2} — Z2, 2™ - y™2 > (ny1,na).

Beispiel 1.5.17. Es sei K ein Korper, (4,0, —, (m,),cq) die Sprache der Vektorrdume iiber £ in
der Signatur 7 = (2,0,1, (1);meq). Sei X = {x1,x9,...} eine Variablenmenge so sind

T1,X2,T3, ...
0,71 + x2, 02 + T1,7 © T1, — 1, ... (T(X),+%,0%, =%, (mY),cq) ist frei iiber
0+z1,7 O (21 +22), (r©x1) + (r © 22), ... X in der Klasse aller 7-Algebren.

Beispiele fiir Terme 1., 2. und 3. Stufe. Bezeichne nun
Yx ={0+4z1,21),(r © (z1 +22),(r©x1) + (r ®z2)),((r-s) @x1,7r® (s ®x1)), ...}

die Menge aller Gesetze welche in allen Vektorrdumen gelten. Faktorisieren wir nun nach Term-
dquivalenz, so erhalten wir

T(X)/EX = {[:El], [.1‘2], ey [Cl Ox1+c® 1'2], }

Jedes Element ¢ von T'(X) /s, hat einen Représentanten der Form ¢; ® x;, + ...+ ¢, ® x;, mit
Vi ke {l,...,n}:j <k =1i; <ij. Identifiziert man 2 € X mit [z] € T'(X)/x, so kann man
[z1], [z2], . . . als Basis des freien Vektorraumes iiber dem Korper R iiber der Menge X sehen.

"®Wir schreiben im Folgenden manchmal auch nur [21] statt [z1]5y .-
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Kapitel 2

Gruppen

2.1 Halbgruppen und Monoide

Zu Beginn wollen wir auf die Definitionen [1.1.4} [1.1.6|und [L.1.8 hinweisen, die die im Folgenden
verwendeten Begriffe Halbgruppe, Monoid, neutrales Element und inverses Element definieren.

Beispiel 2.1.1. Fiir eine beliebige Menge M ist die Menge MM aller Funktionen von M nach M
mit der Verkettung als zweistelliger Operation und der Identitét ids auf M als neutrales Element
ein Monoid M = (MM o,idyy).
Definition 2.1.2. Sei MM = (M, -, e) ein Monoid und a,a’ € M, dann heifit

e d linksinvers zu a, wenn ' - a = e und

e a’ rechtsinvers zu a, wenn a - a’ = e gilt.

Ist @’ links- und rechtsinvers zu a so nennt man a’ invers zu a.
Besitzt a ein inverses Element, so nennen wir a eine Finheit.

Lemma 2.1.3. Neutrale Elemente in Halbgruppen und inverse Elemente in Monoiden sind
eindeutiq.

Beweis. Sei $§ = (H,-) eine Halbgruppe und seien e,e¢’ € H neutrale Elemente. Dann gilt
e=e-e =¢.
Sei M = (M, -, e) ein Monoid und seien a,a’,a” € M, wobei a’ sowie a” invers zu a sind. Wir

erhalten dann o’ =d'-e=d - (a-d")=(a'-a)-a" =e-d" =d". O

Bemerkung 2.1.4. Da in einem Monoid 9t = (M, -, e) immer e - e = e gilt, also e zu sich selbst
invers ist, ist e immer eine Einheit. Seien G := {a € M | a ist Einheit von 9} und ~! : G — G
die Abbildung, die jedem Element sein inverses Element zuordnet, dann ist, wie man leicht zeigt,
& = (G, e, 1) eine Gruppe.

. . 2><2 . . . . . . ]. 0 . .
Beispiel 2.1.5. $ = (R“*°,.) ist eine Halbgruppe. Die Einheitsmatrix Iy := 0 1 ist ein
neutrales Element, womit (R?*2 - I5) ein Monoid ist. Die Menge der invertierbaren reellen 2 x 2

Matrizen ist definitionsgeméfl die Menge aller Einheiten von ).

Proposition 2.1.6. Sei (H, ) eine Halbgruppe und e & H. Wir definieren H' := H U {e} und

h1~h2, wennhl,hgeH,
Ti(H')? = H' (hi,hg) = < ha, wenn hy = e,
hi, wenn hy = e.

Dann ist (H',>,e) ein Monoid und es gilt |2 = -.
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Bemerkung 2.1.7. Die einfach nachzurechnende Proposition liefert eine einfache Moglichkeit
eine Halbgruppe zu einem Monoid zu ergénzen. Sie ist der Grund, warum sich die Theorien von
Halbgruppen und Monoiden sehr dhnlich sind.

Bemerkung 2.1.8. Betrachten wir das freie Monoid iiber X1 = {z1}. Wir erhalten damit z;
als einzigen Term O-ter Stufe, e, z; - 1 als Terme 1-ter Stufe, e - 1,z - (1 - x1),... als Terme
2-ter Stufe etc. Nach Faktorisieren wie im Beweis von Satz erhalten wir die Représentanten
e, Iy, x%, :z:l)‘ ,..., womit klarerweise das hier erhaltene freie Monoid kommutativ ist. Betrachten
wir allerdings das freie Monoid iiber X2 = {z1, 22}, so ist dieses nicht mehr kommutativ, da
wieder [x] - x2] # [z2 - x1] gilt.

Satz 2.1.9 (Darstellungssatz von Cayley fiir Monoide). Sei MM = (M, -, e) ein Monoid, so
existiert ein injektiver Homomorphismus ¢ : 9 — (MM o idyy).

Beweis. Wihle fiir a € M die Funktion f, : M — M,b+ a-bund sei ¢ : M — MM a — f,.
Sind a1,as € M, so gilt

QO(CL1 : aQ) = fa1~a2 = (M — M,b+— ay-ay- b) = fa1 © faz = (p(al) © 90(0’2)

idps. Somit ist ¢ ein Homomorphismus. Ist ¢(a1) = ¢(a2), so folgt

und es ist p(e) = fo =
= fa,(€) = a2 - e = ag, womit ¢ injektiv ist. O

ap =ay -e= fq(e)
Bezeichne P die Menge aller Primzahlen.

Satz 2.1.10 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei & = (S, +°,0°) < [Lep(N, +,0) definiert
durch
S = {(sp)per € HN | sp = 0 fiir fast alle p € P}.
peP

Dann ist & = (N\ {0}, -,1).

Beweis. Definieren wir ¢ : S — N\ {0}, (sp)pep — [[,cpp® und zeigen, dass dieses ¢ ein
Isomorphismus ist.

e ¢ ist wohldefiniert, da fiir fast alle p € IP : 5, = 0 ist und ¢ damit nur auf endliche Produkte
abbildet.

e Homomorphismus: Seien (sp)pep, (tp)pep € S. Dann erhalten wir o((sp)pep +° (tp)pep) =
[per prthr = [Lepr™ - HpGIPptp = ©((sp)pep) - ©((tp)pep)-

e Surjektivitdt: Zeigen wir mittels Induktion nach n die Existenz eines Elements s aus .5,
sodass ¢(s) = n.

Induktionsanfang (n = 1): Es ist n = ¢(0%).

Induktionsschritt (k < n = n): Ist n € P, so kann s = (d,,p)pep gewihlt werden und
damit ist ¢(s) = p. Betrachten wir nun den Fall n ¢ P. Wir wissen, dass es i,j < n gibt,
sodass i - j = n. Nach der Induktionsvoraussetzung existieren s(,s() € § mit go(s(i)) =1
und ¢(s)) = j. Sei s := sV 450 dann gilt p(s) = (s +s9)) = p(s¥)-(sV)) = i-j = n,
weil ¢ ein Homomorphismus ist.
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e Injektivitit: Ist s = (sp)pep € S mit ¢(s) = n € N\ {0}, so liefert s eine Primfaktor-
zerlegung p = [[,cpp® von p. Zu zeigen ist, dass es fiir alle n € N'\ {0} hochstens eine
Primfaktorzerlegung gibt (die Reihenfolge der Faktoren spielt dabei offenbar keine Rolle).
Wir wenden Induktion nach n an:

Induktionsanfang (n = 1): Klarerweise hat 1 nur die triviale Primfaktorzerlegung.

Induktionsschritt (K < n = n): Sei indirekt angenommen n hétte zwei Zerlegungen
N=P1 Pt =q1" ..  Qm, WObE1 p;, q; € IP’H Gibt es nun 4, j mit p; = g;, so betrachten wir

mn
]7 =P1 - Pi-1 " DPit1 - P =41 - qj—1"gj+1 " - " dm-
(3

Es folgt induktiv, dass diese Zerlegungen von 1% und damit auch unsere urspriinglichen

Zerlegungen von n bereits gleich sind. Gelte nun ]lol # qj firalled, j —0.B.d. A. seip; < q1.
Wir betrachten

n/3:p1‘~~'p2_p1‘QQ'---'Qm
=q1 - Qm —DP1°Qq " - Gm <N,

Nach der ersten Darstellung von n' gilt p; | n/, somit finden wir eine Primfaktorzerlegung
von n' in der p; als Faktor auftaucht. Jedoch gilt p1 1 g1 — p1, da ¢1 € P. Zerlegen wir nun

gu—p1=7T1"..."Ts
in Primfaktoren, so erhalten wir
' =(g1=p1) @ G =T TS Q2 G

eine Primfaktorzerlegung von n’, wobei fiir alle 7 r; # p1, q; # p1, also taucht p; hier nicht
als Faktor auf. Damit haben wir zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen von n’ < n
gefunden, im Widerspruch zu unserer Induktionsvoraussetzung.

O]

Wir definieren nun eine Halbordnung auf S durch
f<g:=VpeP: f(p) <g(p)
Mit

fVg:=(p—max(f(p),9(p))),
fAg:=(p— min(f(p),g(p)))

wird S zu einem Verband (S, A, \/)E|
Bemerkung 2.1.11. Wir betrachten (N\ {0}, ), wobei
n|lk:<3dseN:n-s=k,

was eine Halbordnung bildet. Wir beobachten nun, dass fiir alle f,g € S gilt, dass f < g &
©(f) | ¢(g). Damit ist ¢ ein Ordnungsisomorphismus.

!Einzelne Primzahlen diirfen hier mehrfach als Faktoren auftreten, weshalb wir nun keine Exponenten benétigen.
?Das kann man entweder leicht direkt iiberpriifen, oder man stellt fest, dass (S, min, max) eine Unteralgebra der
Produktalgebra von Verbidnden der Form (N, min, max) ist.
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Korollar 2.1.12. (N \ {0},|) ist eine Halbordnung und induziert durch n vV m := kgV(n,m),
n Am = ggT(n,m) einen Verband (N\ {0}, A, V).

Beweis. Seien n,m € N\ {0} und ¢: S — N\ {0} wie zuvor. Dann ist

(1 (n) vV o (m)) = kgV(n,m) =n Vm und
o™ n) AT (m)) = ggT(n,m) =n Am.

Da ¢ ein Isomorphismus ist, erhalten wir also einen Verband (N \ {0}, A, V). O

Definition 2.1.13. Sei $§ = (H, -, e) ein Monoid und a € H. Gilt fiir alle b, € H
ea-b=a-bV = b=1,so heiit a linkskiirzbar.
eb-a=b-a = b=1",so heiit a rechtskiirzbar.

e Ist a links- und rechtskiirzbar, so heifit a kiirzbar.

Bemerkung 2.1.14. Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist, ein Monoid $) = (H, -, e) in eine
Gruppe einzubetten. Wir beobachten, dass in einer Gruppe alle Elemente sowohl links-, als auch
rechtskiirzbar sind, ndmlich durch Multiplikation mit den jeweils inversen Elementen. Notwendig
fir die Einbettbarkeit von £ in eine Gruppe ist also jedenfalls, dass fiir alle « € H a sowohl
links- als auch rechtskiirzbar ist F]

Hinreichend hingegen ist obige Kiirzbarkeit mit der zusétzlichen Forderung, dass $ kommutativ

ist (siehe Satz [2.1.16)).

Beispiel 2.1.15.

1. Betrachte die Gruppe Glz(R) mit der Matrizenmultiplikation und das (nicht kommutative)
Untermonoid § = (H, -, E2) mit H := Gly(R) N Z?*2. Dieses Beispiel zeigt, dass sich auch
manche nicht kommutative Monoide (hier §)) in eine Gruppe einbetten lassen kénnen.

2. Betrachten wir die freie Gruppe iiber {z,y}, so erhalten wir mit der Menge aller Worter
der Form z™y™ - ... x™y™ ({,n;,m; € N) ein nicht kommutatives Untermonoid. Das
Beispiel zeigt, ebenfalls, dass Kommutativitdt nicht notwendig ist.

Satz 2.1.16. Sei $H = (H,-,e) ein kommutatives Monoid und jedes a € H ku'rzbaﬂ. Dann gilt

1. ~ C (H?)? mit
(a,b) ~ (¢,d) = a-d=b-c

ist eine Kongruenzrelation auf $?°.

2. 52/~ ist zusammen mit der einstelligen Operation [(a,b)]~ — [(b,a)]~ zur Bildung von
Inversen eine Gruppe.

3. Die Abbildung
R R N S (RO

ist eine Einbettung, also ein injektiver Homomorphismus.

4. Sei & eine Gruppe, so gibt es fir alle injektiven Homomorphismen ¢ : § — & einen
injektiven Homomorphismus 1 : 2/~ — & mit o p = 1.

3Dies ist nicht in allen Monoiden der Fall, so ist etwa in dem Monoid (M™ , o, id ) aus Beispiel die konstante
Funktion mit Wert 0 weder links- noch rechtskiirzbar.
4 Aufgrund der Kommutativitit reicht es lediglich Links- oder Rechtskiirzbarkeit zu fordern.
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Abbildung 2.1: Visualisierung der Einbettung von § in die Gruppen &, $2/

Bewets.
1. Priifen wir zunéchst, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
a) reflexiv: Es gilt (a,b) ~ (a,b), da ab = ba.
b) symmetrisch: Es gilt

(a,b) ~ (¢,d) & ad =bc < cb=da < (c,d) ~ (a,b).

¢) transitiv: Seien (a,b) ~ (¢,d) ~ (u,v), dann ist ad = bc und cv = du. Dann folgt
(av)(ed) = addu = bedu = (bu)(ed)

und damit av = bu und (a,b) ~ (u,v) aus der Kiirzbarkeit.

Seien (a1,b1) ~ (c1,d1), (az2,b2) ~ (c2,dz2), also ajdy = c¢1b; und agdy = ca2be. Dann gilt
ajasdids = c1caby by, also (ajag, biby) ~ (cic2,d1ds), womit ~ eine Kongruenzrelation ist.

2. Nach dem Satz von Birkhoff ([1.4.35) ist $2/. ein Monoid mit neutralem Element [(e, e)]~.
Fiir beliebige a,b € H gilt

[(@,0)]~ - [(b, @)~ = [(ab, ab)]~ = [(e; €)]~,

also ist [(b,a)]~ invers zu [(a,b)]~, womit $2/. eine Gruppe ist.

3. Es gilt
ole) = [(e,e)]~ neutral in $H2/.,

sowie fiir a,b € H
p(ab) = [(ab, )]~ = [(a,e)]~ - [(b; €)]~ = @(a) - ©(b),
womit ¢ ein Homomorphismus ist.

Sind nun a,b € H mit ¢(a) = ¢(b), also [(a,e)]~ = [(b,€)]~, so folgt a = ae = eb = b,
womit ¢ injektiv ist.
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4. Seio.B.d. A. ¢ = id und definiere 1 : $2/. — &, [(a,b)]~ > ab™ L.

Seien a,b,c,d € H beliebig. Dann ist afb_1 = c¢d~! genau dann wenn ad = bc, also genau
dann wenn [(a, b)]~ = [(¢, d)]~, womit ¢ wohldefiniert und injektiv ist.

Weiters ist

womit 1 ein Homomorphismus ist.

Sei nun @ € H. Dann ist ¥ o p(a) = ¥ ([(a,e)]~) = a-e~! = a = Y(a).

2.2 Nebenklassen und Normalteiler

Definition 2.2.1. Sei & = (G,-,e, 1) eine Gruppe.
e Wir nennen |G| die Ordnung der Gruppe G.

e Ist g € G, so erzeugt dieses Element eine Untergruppe

(9o = (9) :== ({g}) ={9" | n € Z}.

Wir nennen |(g)| die Ordnung von g und schreiben auch ord(g). Ist ord(g) endlich, so heifit
g Torsionselement.

o & heifdit zyklisch, falls es ein g € G mit G = (g) gibt.

Bemerkung 2.2.2. Im Folgenden werden wir Gruppen durch ihre Trdgermengen identifizieren:
Fiir die Gruppe & = (G, -, e, ') wird also oft nur G geschrieben.

Beispiel 2.2.3. In Z X Zy, ist ord(1,0) = oo und ord(0, 1) = m.

Beispiel 2.2.4.
1. Die Gruppen (Z,+,0,—) = (1) = (1)z und (Zy,,+,0,—) = (1) = (1)z,, sind zyklisch.

2. Die Gruppe (Gl2(Q),-, B2, ~1) ist nicht zyklisch, da zyklische Gruppen abelsch sind: Ist
G = (g), so sind beliebige Elemente von G von der Form g™ und ¢™ fiir m,n € Z. Dann gilt
aber g" - g™ = g"T™ = g™t = g™ . g" wobei die mittlere Gleichung die Kommutativitit

der Addition in Z benutzt. 29.03.2023

i

30.03.2023

Definition 2.2.5. Seien G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und g € G. Wir definieren
e die Linksnebenklasse von g nach U gU := {gu | u € U} und
e die Rechtsnebenklasse von g nach U Ug := {ug | u € U}.

Definition 2.2.6. Sei G eine Gruppe, U1, Us C G, so definieren wir das Komplexprodukt

Uy -Uy = {u1 - U2 ‘ uy € U1,ZL2 € UQ}.

5Diese Einschrénkung ist méglich, da v ein injektiver Homomorphismus ist.
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Lemma 2.2.7. Sei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und g,g',x,y € G. Dann gilt:
1. Die Menge {gU | g € G} aller Linksnebenklassen von g nach U bildet eine Partition von G.
2. Es gilt gU = ¢'U genau dann wenn g~'g' € U.

3. Die Partition aus Punkt 1 induziert eine Aquivalenzrelation ~ auf G, wobei
r~y<sdge G ix,yegU.

4. Es gilt fir diese Aquivalenzrelation x ~y <z 1y € U.
5. Esist U = [e]~.

Beweis.
1. Es gilt G = UgeGgU7 denn fiir h € G ist h € hU, weil e € U und h = h - e ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Nebenklassen disjunkt sind. Dafiir zeigen wir, dass nicht
disjunkte Linksnebenklassen gleich sind. Seien also g,¢’ € G beliebig mit gU N ¢g'U # 0.
Es existieren dann u, v’ € U, sodass gu = g'u’. Sei a = gu, € gU beliebig. Es ist dann

a= gug = guu_1

Ug = g’ v'utu, € g'U,
N——
€U
also gU C ¢’U. Analog erhilt man die andere Mengeninklusion, womit gU = ¢'U gilt.

2. BEs ist

gU=4¢U & Juu cU:gu=4g¢uv & EIu,u'GU:u(u’)_lzg_lg’ s gl el.

3. Klarerweise wird durch eine Partition eine Aquivalenzrelation induziert. 3g € G : z,y € gU
ist dquivalent dazu, dass xU = yU, was wiederum &quivalent dazu ist, dass z,y die gleiche
Aquivalenzklasse haben.

4. “=": Sei vorausgesetzt, dass x ~ y gilt. Dann gibt es g € G und u, v’ € U, sodass x = gu
und y = gu’ gilt. Esist also 2 'y =u"lg7' - gu' =u"t/ € U.

“<”: BEs gibt v € U mit x7! -y = u, also y = z - u. Es ist nun « € 2U und auch y € 22U,
also z ~ y.

5. Bsistac€le]le & e~a & ela=acU.

O

Bemerkung 2.2.8. Lemma [2.2.7] gilt analog fiir Rechtsnebenklassen. Im Allgemeinen erhélt man
dabei allerdings eine andere Aquivalenzrelation.

Lemma 2.2.9. Seien G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und g € G. Es gilt
lgU[ = U] = |Ugl.
Beweis. Definieren wir die Funktion ¢ : U — gU,u — ¢ - u und zeigen, dass sie bijektiv ist. Die

Surjektivitédt ist klar, da gU genau als das Bild von ¢ definiert ist. Die Injektivitét erhalten wir
wegen gu = gu' = u = u'. Damit ist |[U| = |gU|. Die zweite Gleichheit wird analog gezeigt. [
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Bemerkung 2.2.10. Ist G eine endliche Gruppe, dann gilt |G| = [{gU | g € G}| - |U|, da alle
Linksnebenklassen gleich miéichtig sind. Durch umformen zu [{gU | g € G}| = % erhalten wir
mit dem analogen Result fiir Rechtsnebenklassen, dass es gleich viele Linksnebenklassen wie

Rechtsnebenklassen gibt.

U=eU| qU 92U g3U

94U 95U 96U g7 U
G

Abbildung 2.2: Nebenklassenzerlegung einer endlichen Gruppe

Bemerkung 2.2.11. Es gilt auch fiir Gruppen mit unendlicher Tragermenge, dass es gleich viele
Linksnebenklassen wie Rechtsnebenklassen gibt. Es kann dafiir die Funktion ¢ : gU + Ug~!
definiert werden und gezeigt werden, dass diese wohldefiniert und bijektiv ist.

Satz 2.2.12 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, U < G eine Untergruppe und g € G.
Dann gilt

o |U]| teilt |G| und
e ord(g) teilt |G].

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Bemerkung [2.2.10} fiir die zweite sei U := (g). O

Beispiel 2.2.13. Betrachten wir (Zg, +,0, —) mit Ordnung 6. Es sind dann ord(0) = 1,ord(1) =
ord(5) = 6,0rd(2) = ord(4) = 3,0rd(3) = 2, welche alle Teiler von 6 sind.

Sei G eine Gruppe mit |G| = p € P. Fiir g € G\ {e} gilt nun ord(g) = p = (g9) = G, womit G
zyklisch ist. Gruppen mit Primzahlordnung sind also zyklisch.

Definition 2.2.14. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Der Index von U in G ist
definiert als [G : U] := |{gU | g € G}| = |{Ug | g € G}|.

Bemerkung 2.2.15. Ist G endlich, dann haben wir in Bemerkung [2.2.10| [G : U] = % gezeigt.

Satz 2.2.16 (Indexsatz). Sei G eine Gruppe und seien V < U < G Untergruppen, dann ist

G:V]=[G:U]-[U:V].
Beweis. Wurde in der Ubung bewiesen. O

Im Allgemeinen ist die durch Links-/Rechtsnebenklassen induzierte Aquivalenzrelation keine
Kongruenzrelation. Der folgende Satz [2.2.18] liefert Bedingungen, wann dies erfiillt ist.

Definition 2.2.17. Sei G eine Gruppe, dann heifit eine Teilmenge N C G Normalteiler (von
(), wenn eine der Bedingungen aus Satz [2.2.18| erfiillt ist. Man schreibt dann N < G.

Satz 2.2.18. Sei G eine Gruppe, N C G, dann sind dquivalent:
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(1) Es gibt genau eine Kongruenzrelation ~ auf G mit N = [e]~, namlich x ~y < 27 'y € N.
(1°) Es gibt eine Kongruenzrelation ~ auf G mit N = [e]~.
(2) Es gibt eine Gruppe H und einen surjektiven Homomorphismus ¢ : G — H mit N =
¢~ ({en}).
(2°) Es gibt eine Gruppe H und einen Homomorphismus ¢ : G — H mit N = o~ '({eg}).
(3) Esist N <G mitVor € G:xNx~ ' = N.
8’) Esist N <G mitVx € G:axNa~! C N.
(-
4) Esist N <G mitVer € G:xN = Nz.
(
4’) Esist N <G mitVe € G:xN C Nzx.
(

Bewezs.
(1) = (1’): Trivial.

(1’) = (2): Wihlen wir H = G/ und sei ¢ : G — H, g — [g]~ die kanonische Einbettung. Es
ist dann klarerweise ¢ surjektiv und ¢~ !({eg}) = [e]~ = N.

(2) = (2’): Trivial.

(2) = (37): Zeigen wir zuerst, dass N eine Untergruppe ist. Seien dazu n,n’ € N = o~ *({eg}).
Dann ist p(nn') = o(n)e(n') = egey = ey, womit nn’ € p~'({exg}) = N ist.
Zuletzt ist fiir n € N auch n=! € N nétig. Das gilt wegen ¢(n™!) = ¢(n)~! =

e ! =e, daher ist N < G.
Zeigen wir nun noch fiir x € G,n € N, dass y = znz~! € N ist. Wir erhalten

1

o(y) = (@) pn) oz™") = p(x)p(x) " =ex = ye ¢ '({en}) = N.

~——
=eq

(3") = (3): Wir wissen bereits, dass Vo € G : zN2~! C N gilt und wollen zeigen, dass fiir
alle y € G die umgekehrte Inklusion gilt. Es ist y~! € G, womit y ' N(y~1)~! =
y !Ny C N ist. Wir erhalten damit nun

N =y YNy E oy Nyt CyNy,

wobei (*) einfach nachzurechnen ist.

(3) = (4): Zeigen wir fiir z € G, dass tN C Nz ist. Fiir ein y € N gibt es ein n € N, sodass
y = xn. Wihlen wir n/ = yo~! = znz~! € aN2~! = N, so ist y = n/z und damit
y € Nz. Die andere Mengeninklusion zeigt man analog.

(4) = (4’): Trivial.
(4) = (1): Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit: Sei angenommen es gibt eine Kongruenzrelation
~ auf G mit N = [e]. Fiir z,y € G gilt dann

1

r~y & e~y & e~valy & a7 lyele]e =N

Zeigen wir nun noch, dass dieses ~ eine Kongruenzrelation auf G ist. Nach Lem-
ma ist ~ eine Aquivalenzrelation, bleibt also noch die Invarianz unter G zu
zeigen.
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— Zeigen wir fiir z,2",y,y € G mit x ~ y,2' ~ 3/, dass za’ ~ yy'. Es gilt

—

*) /—1_/

xx' ~yy & 2! m_ly y =n'2'""y €N,
~—— N——
=meN eEN

wobei wir bei (%) verwenden, dass nach (4’) ein n’ € N existiert, sodass

x/—ln — n/x/—I.

— Zeigen wir fiir z,y € G mit = ~ y, dass = ~ y~ 1. Es gilt

1 1 -1

T~y & ew:c_ly & ey_lwx_lyy_ Sy T~

— Es ist e ~ e, also ist ~ auch invariant unter der O-stelligen Operation e.

Bemerkung 2.2.19. Satz [2.2.18| beschreibt einige Eigenschaften von Normalteilern.

e (1), (1’) liefern den bijektiven Zusammenhang von Normalteilern und Kongruenzrelatio-
nen auf Gruppen. Betrachtet man die Menge N aller Normalteiler einer Gruppe G mit
den Operationen A Ay B:= AN B und AVy B := A+ B mit dem Komplexprodukt aus
Definition m so erhélt man einen Verbandﬁ Weiters kann man die Menge aller Kongru-
enzrelationen auf G betrachten, welche wir mit Cong(G) bezeichnen. Fir R, S € Cong(G)
definiert man R A S := RN S. Fiir eine beliebige Relation ~ auf G bezeichnen wir mit
clg(~) :=({T € Cong(G) |~C T} die kleinste (oder besser, feinste) Kongruenzrelation,
die ~ enthilt. Dass clg(~) tatséichlich immer eine Kongruenzrelation ist, lisst sich einfach
iiberpriifen. Dann ist mit RV .S := clg(RUS) durch (Cong(G), A, V) ein Verband gegeben.
Die beiden beschriebenen Verbénde sind isomorph, wobei die Bijektion ~+~ [e]. einen
Verbandsisomorphismus darstellt.

e (2), (2’) beschreiben die Darstellung des Normalteilers iiber den Kern eines Homomorphis-
mus ¢ : G — H. Esist kero={g€ G|p(9) =en}t =0 '({en}) = N.

e (3), (3’) liefern direkt, dass Normalteiler unter Abbildungen 7, : G — G, g +— zgz~! abge-
schlossen sind. Eine solche Abbildung 7, fiir x € G nennt man inneren Automorphismus
von G.

e (4), (4) besagen, dass die Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe genau dann
gleich sind, wenn die Untergruppe ein Normalteiler ist.

Insbesondere sind alle Aquivalenzklassen einer Kongruenzrelation auf einer Gruppe gleich gro,
da sie lediglich “Verschiebungen” g - [e]. der Aquivalenzklasse des neutralen Elements e fiir
Gruppenelemente g sind.

Korollar 2.2.20. In einer abelschen Gruppe G ist N C G genau dann ein Normalteiler, wenn N
eine Untergruppe von G ist.

Beweis. In einer abelschen Gruppe ist immer N = Nz. Satz [2.2.18 (4) liefert dann damit die
Behauptung. O

5Dass das Komplexprodukt zweier Normalteiler selbst wieder ein Normalteiler ist folgt etwa sehr leicht mit
Hilfe der Charakterisierung von Normalteilern in (4): Sind A und B Normalteiler von G und z € G, so ist
z(AB) = (zA)B = (Az)B = A(zB) = A(Bz) = (AB)z.
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Bemerkung 2.2.21. Seien G, H Gruppen, h : G — H ein Homomorphismus. Es sei erinnert,
dass h injektiv ist, wenn

{(z,y) [ h(z) = h(y)} = {(z,2) | = € G}.

Erstere Menge definiert eine Kongruenzrelation ~ auf GG. Also ist h genau dann injektiv, wenn ~
die triviale Gleichheitsrelation ist, also [e].. = {e}, also gerade ker h = {e}. Man vergleiche diese
Eigenschaft mit der Injektivitdt von Vektorraum-Homomorphismen aus der Linearen Algebra.

Bemerkung 2.2.22. Es sei an Definition [1.4.26| einer einfachen Algebra erinnert. Wir bemerken,
dass eine Gruppe genau dann einfach ist, wenn sie nur ihre Trigermenge und {e} als Normalteiler
hat.

Definition 2.2.23. Sei (G, -, ') eine Gruppe, N <I G ein Normalteiler und ~ die entsprechende
Kongruenzrelation. Wir definieren die Faktorgruppe

G/n:=G/.={aN|a€G}.
Dabei ist fiir a,b € G
e aN -bN :=(a-b)N,
e (aN)~!:=(a"')N und
e N das neutrale Element in G/ .

Die Eigenschaften einer Kongruenzrelation implizieren genau, dass (G/y,-, ') wohldefiniert
und eine Gruppe ist.

Beispiel 2.2.24. Betrachte die Gruppe (Z,+,0,—), so ist fiir jedes m € N die Menge mZ eine
Untergruppe, und da sie kommutativ ist nach Korollar [2.2.20] auch ein Normalteiler.

Sei ~ die entsprechende Kongruenzrelation und betrachten wir (Z,+,0,—)/~, so enthilt diese
Faktorgruppe
0+mZ, 1+mZ, ..., (m—1)+mZ.

In dieser Gruppe rechnet man

(i +mZ)+ (j +mZ) = (i+j) + mZ,
wobei man auch (i + j (mod m)) fiir einen “schoneren” Repréisentanten betrachten kann.
Im Falle n = 4 ist beispielsweise

(1+4Z) + (3+4Z) = 4+ 47 = 0 + 4Z.

Beispiel 2.2.25. Betrachte die Gruppe (Gly(R), -, B>, ~1) und
N :={A € Glx(R) | det A = 1}.
Fiir ein beliebiges A € Glo(R) gilt ANA™! C N, da mit C € N
det(ACA™) = det Adet C'det A~! = det C' = 1.

Also ist N ein Normalteiler. Sei ~ die entsprechende Aquivalenzrelation, wir wollen die Struktur
von Gla(R)/~ analysieren. Es gilt fiir A, B € Gla(R):

A~B&a A-B'eNedet(Ad B =14 detA=detB,

die Aquivalenzklassen hingen also nur von der Determinante und ansonsten nicht von der un-
terliegenden Matrixstruktur ab. Also ist Glo(R)/. = (R \ {0},-,1,71).
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Bemerkung 2.2.26. Sei G eine Gruppe, ~ eine Kongruenzrelation und N = [e].. Wir fragen uns,
wann G/~ kommutativ ist. Dazu bemerken wir

G/~ kommutativ < Va,be G: (ab)N = (aN)(bN) = (bN)(aN) = (ba)N.
Letzteres konnen wir umschreiben als a 'b~'abN = N, was genau dann der Fall ist, wenn fiir

beliebiges a, b gilt
[a,b] ;== a"'b"tab € N.

Wir nennen [a, b] den Kommutator von (a,b). Wir stellen fest, dass G/ .. genau dann kommtuativ
ist, wenn die Menge aller Kommutatoren in N enthalten ist (siehe dazu auch Satz [2.2.29)).

Definition 2.2.27. Definiere
G = {{[a,b] | a,b € G}) <G.

Wir nennen G’ die Ableitung oder auch die Kommutatorgruppe von G.
Bemerkung 2.2.28. Sei G eine Gruppe. Ist G abelsch, so ist G' = {e}.

Beweis. Ist G abelsch so ist

G'={a v ab|a,be G} = ({a v ba | a,b € G}) = (e) = {e}.

Satz 2.2.29. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:
1. "< G
2. G/¢ ist abelsch.
3. VN G :(G/n abelsch< N D G')

Beweis. (1). Sei h : G — G ein beliebiger Endomorphismus, dann gilt fiir alle a,b € G, dass
h([a,b]) = [h(a), h(D)], also h(G') C G'. Insbesondere ist also

Gz =71, (G C &,
womit G’ < G nach Satz [2.2.18 Punkt folgt. (2) ist ein Spezialfall von (3).
Um (3) einzusehen sei N < G, so folgt mit obiger Bemerkung sofort

G/n abelsch < Va,b: (aN)(bN) = (bN)(aN) <
eVa,b:a'blabe N & Va,b:[a,b] e N o N DG
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2.3 Innere direkte Produkte

Definition 2.3.1. Sei G eine Gruppe, Ui,...,U, < G. Wir nennen G ein inneres direktes
Produkt von (Uy,...,U,), wenn die Abbildung

e: U x...xUp— G, (U1,...up) = UL ... Up

ein Isomorphismus ist. In diesem Fall schreiben wir G = U; ® ... ® U,,.

Bemerkung 2.3.2. Wir sammeln nun notwendige Bedingungen dafiir, dass G ein inneres direktes
Produkt der Form Uy ®...®U, ist. Wir nehmen also an, dass die Abbildung ¢ wie oben definiert
ein Isomorphismus ist.

Firi e {1,...,n} definieren wir V; :=U; -... - U;—1 - Uj1 - ... - U,. Es muss dann U; NV, = {e}
gelten: Sonst gibe es (u;)j_; € (Uj)}_q,u; # e mit

i-te Stelle

/\ . o o
ole,....e, TU ey €) = U= UL e U] Ui e Uy = QUL e U1, €, Uit Ty e e Uy ),

womit ¢ nicht injektiv wire.

Weiters muss U; <1 G sein. Um dies einzusehen, betrachte die Abbildung
Vit Up X oo x Uy = Up X oo X Upy (i) iy = (U, e ooy Wis 1, € Ui 1y - - oy Up)-
Diese ist ein Homomorphismus, womit
ker; = {e} x ... x {e} x U; x {e} x ... x {e} < Uy x ... x Uy,

Damit ist U; = ¢(kerv);) = ker(¢; 0 1) < G.

Zuletzt gilt in einem direkten inneren Produkt fiir i # j,z € U;,y € Uj, dass vy = yr. Um dies
einzusehen sei 0. B.d. A. i < j, so gilt

i-te Stelle j-te Stelle
o ~ = =~ o
xy=ple,...;e, "z e, ....e)-ple,...e, Ty e, ...,e) =
i-te Stelle j-te Stelle
o = =~ o
=ple,...,e, “x ,e,...,e, Ty oLe,...,e)=
i-te Stelle j-te Stelle

=ple,...,e, Ty e ..,e)- (e, ... e, T Je,...,e) =y

Diese Form der Kommutativitét folgt aber bereits aus den vorherigen Eigenschaften:

Lemma 2.3.3. Sei G eine Gruppe, Uy,Us < G, Uy NUy = {e}, dann gilt fir alle uy € Uy und
ug € Ua, dass uiug = usgtq.

Beweis. Es gilt
ULU2 = UU] & uflugluluz =e.

Nun gilt aufgrund der Normalteilereigenschaft von Us, dass ul_lu; 1u1 € Us, und damit auch
ul_lu; 1u1 ug € Us. Andererseits gilt aufgrund der Normalteilereigenschaft von Uy, dass u, 1u1 Uy €
U1, und damit auch Uflu51U1u2 € Uy. Also folgt uflugluluQ = e und damit wjug = wguy. O
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Proposition 2.3.4. Sei G eine Gruppe und Uy, ..., U, < G. Gelte G = Uy ... -U,, beziehungs-
weise dquivalent die Surjektivitdt von @, welches wie in Definition definiert sei. Gelte
weiters fir i € {1,...,n}, dass U; < G und U; N'V; = {e}, wobei V; wie in Bemerkung [2.5.9
definiert ist. Dann ist G =U1 ® ... U,.

Beweis. ¢ ist ein Homomorphismus: Seien fiir i < n jeweils u;, v, € U;. Mit Lemma m gilt

o((ury .. un) - (U, .. ul)) = olugul, ... upul,) = ugu] . . upul, =
!/ !/ / /
=up...upuy ... u, = @(ul, ..., up)e(uy, ..., u,) und
O((uty . un) D =yt uyt = (ur e ug) T = (U, )T

Bleibt die Injektivitit von ¢ zu zeigen. Dazu reicht es nach Bemerkung [2.2:21] zu zeigen, dass
der Kern von ¢ trivial ist. Sei also ¢(u1,...,u,) = e, so ist (u1,...,uy) = (e,...,€) zu zeigen.
Sei dazu indirekt angenommen es wire nicht der Fall und sei 4 minimal mit u; # e, also

€=Ul .., Up) = €...€U ... U, = Uj...Up,

womit u;l = Ujy1...uy € Vj folgt. Da jedoch auch u;l € U; und U;NV; = {e} folgt damit u; = e,
im Widerspruch.

Insgesamt ist ¢ also ein Isomorphismus, was zu zeigen war. O

Bemerkung 2.3.5. Sei (U;)ic; eine Familie von Untergruppen einer Gruppe G, wobei (I, <)
totalgeordnet ist. Wir definieren das schwache Produkt

[[Ui={f: 1= JUi|VieT: f(i) € Ui A f(i) = e fiir fast alle i € T}.
i€l el

Definiere weiters

el
wobei i1 < ... < ik genau jene Indizes i € I sind, fiir die f(i) # e ist.

Falls ¢ ein Isomorphismus ist, so nennen wir G inneres direktes Produkt von (U;)c;.

Es sei angemerkt, dass Proposition [2.3.4nach demselben Argument entsprechend auch fiir solche

inneren direkten Produkte gilt. 19.04.2093

i

20.04.2023

2.4 Zyklische Gruppen

Es sei an die Definition einer zyklischen Gruppe in Definition erinnert.

Beispiel 2.4.1. Fiir m € N\ {0} sind Z = (1)z und Z,, = (1)z, zyklische Gruppen.

m

Proposition 2.4.2. Fir eine Gruppe G gilt:
1. G zyklisch < 3h : Z — G surjektiver Homomorphismus
2. G zyklisch = G abelsch
3. G zyklisch = VF € HG : F zyklisch
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4. G zyklisch = VF € SG : F zyklisch
Bewets.
1. <« Esgilt Z = (1) und damit folgt G = (h(1)).

2.

=: Sei g € G so, dass G = {g" | n € Z}. Definiere die Abbildung h : Z — G,n — g".
Dafiir gilt h(0) = ey, h(n)™! = (¢")"t = g7 = h(—n) und h(m + n) = g™ =
g™g" = h(m)h(n), womit h ein Homomorphismus ist. Aufgrund der Wahl von g ist
h nun surjektiv.

Diese Aussage folgt direkt aus 1., da abelsche Gruppen eine Varietdt bilden. Es ist Z
abelsch, also auch dessen homomorphe Bilder, insbesondere G.

Sei F' € HG beliebig, es gibt also einen surjektiven Homomorphismus ¢ : G — F. Aus 1.
erhalten wir auflerdem, da G zyklisch ist, die Existenz eines surjektiven Homomorphismus
h:Z — G. Die Verkettung @oh : Z — F ist nun erneut ein surjektiver Homomorphismus,
weshalb wir erneut aus 1. erhalten, dass F' zyklisch ist.

Sei F' € SG beliebig, also F' < G. Weiter sei h : Z — G ein nach 1. existierender surjektiver
Homomorphismus. Wir wihlen nun U := h~1(F) < Z und m := min{n > 0 | n € U} bzw.
0, falls die Menge leer ist.

Wir behaupten nun, dass U = mZ. Sei zuerst mk € mZ, dann folgt, da m € U und
U als Untergruppe unter Addition und Inversenbildung abgeschlossen ist, induktiv auch
mk € U. Es gilt also U D mZ. Seinunn € U und 0. B.d. A. n > 0. Es gibt dann k£ € N und
r € {0,...,m — 1}, sodass n = mk + r. Durch Umformen erhalten wir r = n —mk € U.
Aufgrund der Wahl von m folgt nun, dass » = 0, da es sonst ein kleineres positives Element
als m in U gébe, im Widerspruch zur Minimalitat von m. Es ist also n = mk € mZ, womit
U = mZ folgt.

Betrachten wir nun den surjektiven Homomorphismus h|,,z : mZ — F. Da mZ = ({m})
und mZ damit zyklisch ist, folgt aus 1., dass F' zyklisch ist.

O

Bemerkung 2.4.3. Es ist leicht einzusehen, dass Zs X Zs nicht zyklisch ist, obwohl Zs es ist. Die
zyklischen Gruppen sind also nicht unter P abgeschlossen und daher keine Varietét.

Proposition 2.4.4. Sei G eine zyklische Gruppe. Dann ist G = Z oder 3m € N\ {0} G = Z,,.

Beweis. Aus Proposition 2.4.2] folgt die Existenz eines surjektiven Homomorphismus h : Z — G.
Der Homomorphiesatz liefert, dass G = Z/xern- Ist ker h = {0}, so ist G = Z. Ist ker h
nicht trivial, so gibt es ein m € N\ {0}, sodass ker h = mZ, da der Kern immer eine Untergruppe
ist und im Beweis von Proposition [2.4.2] gezeigt wurde, dass alle Untergruppen von Z diese Form
haben. Es folgt also G 2 Z /7, = Zy, . d

Definition 2.4.5. Fiir m € N\ {0} bezeichnen wir mit C,,, die Gruppe ({0,...,m—1},+,0,—)
wobei fiir a,b € {0,...,m — 1}

a+b:=min{n >0|a+b=nmod(m)}.

Man verifiziert sofort, dass Cy, = Zy, gilt, mittels ¢ : Cp, = Zp,x — {x + km | k € Z}.
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2.5 Symmetrische Gruppen und Permutationsgruppen

Definition 2.5.1. Fiir eine Menge A sei
Sa={f:A— A]| f bijektiv}
definiert. Wir nennen (S4, 0,ida, 1) die symmetrische Gruppe von A.

Jede Untergruppe U < S4 einer symmetrischen Gruppe nennen wir eine Permutationsgruppe.

Satz 2.5.2 (Darstellungssatz von Cayley fiir Gruppen). Sei G eine Gruppe, dann ezistiert eine
Permutationsgruppe U, sodass G = U.

Beweis. Definieren wir die Abbildungen
fy:G—= G hgh und ¢:G—G% g f,

Im Beweis von Satz wurde bereits gezeigt, dass ¢ ein injektiver Monoid-Homomorphismus
beziiglich -/o ist. Sei nun g € G beliebig, dann gilt

idg = fe=¢(e) = o(gg™") = p(g)op(g™") = fyo fym

und analog f,-10 f; = idg, also sind diese invers zueinander und somit Bijektionen. Wir erhalten
daraus nun, dass p(g)™' = @(g7!) gilt, also ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist und, dass
o(G) < Sg. O]

Definition 2.5.3. Sei n € N beliebig. Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung = :

{1,...,n} = {1,...,n}. Eine Darstellung von Permutationen ist die sogenannte Zyklenschreib-
weise. Es wird eine gegebene Permutation 7 von {1,...,n} dabei dargestellt als
(a1 7(a1) 7 (a1) ... 7t Yay))(az w(ag) ... 7*2"Yag)) ... (a m(ay) ... 7t~ (ay)),

wobei die einzelnen Klammerausdriicke jeweils als Zyklus (von a;) bezeichnet werden und £,
die kleinste natiirliche Zahl ist, sodass 7% (a;) = a; gilt. Dabei sind die Mengen der in unter-
schiedlichen Zyklen vorkommenden Elemente jeweils zueinander disjunkt. Zyklen mit ¢,, = 1
(Fixpunkte) konnen in der Zyklenschreibweise weggelassen werden. Die Gruppe aller Permuta-
tionen fiir bestimmtes n € N ist die symmetrische Gruppe mit n Elementen und wir schreiben

auch Sy, 1= Sgy .

Eine Transposition ist eine Permutation der Form (i j).

Proposition 2.5.4. Firn € N gilt
1. |Sy| = nl,
2. Vw € Sy : wist das Produkt von Transpositionen und

8. VYm € Sy : # der Transpositionen modulo 2 ist unabhdngig von der Darstellung.

Bewezs.
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1. Wir beweisen mittels vollstdndiger Induktion, dass es n! Bijektionen zwischen zwei n-
elementigen Mengen X,, = {z1,...,2,}, Y, = {y1,...,yn} gibt.

Induktionsanfang (n = 1): Es gibt genau eine (bijektive) Abbildung f: {z1} — {y1}.
Induktionsschritt (n — n 4+ 1): Fir ¢ € {1,...,n + 1} gibt es wegen der Induktionsvor-
aussetzung genau n! Bijektionen von X, nach {y1,...,%i—1,Yi+1,-- - Yn+1}, also gibt es n!
Bijektionen zwischen X, 1 und Y, 41 mit f(z,41) = v;. Da nun i aus n+1 Zahlen gewéhlt
werden kann, gibt es (n + 1)n! = (n + 1)! Bijektionen zwischen X, 1 und Y, 4.

Mit X, =Y, ={1,...,n} folgt die Behauptung.
2. Wir zeigen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion:

Induktionsanfang (n = 2): Es ist Sy, = {id 2}, (1 2)}, wobei id; oy = (12) 0 (1 2).
Induktionsschritt (n — n + 1): Sei m# € Sp41. Falls m(n + 1) # n 4+ 1 wihlen wir die
(selbstinverse) Transposition 7 = (7(n+ 1) n+ 1). Wéhlen wir nun 7 :=7om oder 7 =7
falls m(n+1) = n+1. Es ist dann 7| {1,...n} € Sn, womit es nach der Induktionsvoraussetzung
eine Darstellung als Produkt von Transpositionen gibt. Da m = 7 oder m = 77 gibt es nun
also auch fiir 7 eine solche Darstellung.

3. Sei m € S,, mit zwei Darstellungen m = (i1 j1) ... (i jr) = (a1 b1) ... (a¢ be). Transpositio-
nen sind selbstinvers, wir haben also

(ag be) ... (a1 br) (i1 j1) - - (ix Jk) = idg1,ny -

Es reicht also zu zeigen, dass die Identitédt keine Darstellung als Produkt einer ungera-
den Zahl an Transpositionen besitzt. Sei (i,7) € M,i < j, dann nennen wir (,j) einen
Fehlstand von m € S,, wenn 7(i) > m(j) und mit f(7) bezeichnen wir die Anzahl der
Fehlstdnde von 7. Sei 1 < a < b < n und betrachte die Transposition 7., von a und b. Ein
Fehlstand von 7., muss klarerweise immer a oder b enthalten. Dann hat 7, die Fehlstéande
(a,b), (a,j), wobei a < j < b und (j,b), wobei a < j < b. Insgesamt ist die Anzahl der
Fehlstéinde also ungerade. In der Ubung wurde gezeigt: Wenn 7 eine Permutation und 7
eine Transposition ist, dann gilt f(7om) = f(7) 4+ 1 (mod2).

Damit hat eine ungerade Anzahl an verketteten Transpositionen immer eine ungerade
Anzahl an Fehlstdnden. Die Identitét hat jedoch eine gerade Anzahl (ndmlich 0), also
kann die Identitdt nicht aus einer ungeraden Anzahl von Permutationen erzeugt werden.

O]

Korollar 2.5.5. Sein € N beliebig. Die Abbildung

sgn : Sn — {_1’ 1}’ T (_1)# Transpositionen in der Darstellung von m mod 2

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Abbildung aufgrund von Proposition [2.5.4] wohldefiniert
ist. Zeigen wir nun die Vertriglichkeit mit den Operationen. Es gilt klarerweise sgn(id) = 1.
Seien nun 7,7’ € S,. Betrachten wir den Fall, dass m und 7’ Darstellungen durch eine gerade
Anzahl an Permutationen haben, dann hat auch mon’ eine Darstellung durch eine gerade Anzahl
an Permutationen und es gilt sgn(7) sgn(n’) = sgn(w o ). Die anderen drei Félle sind analog.
Zuletzt sei noch m € G, dann ist 1 = sgn(id) = sgn(m o 771) = sgn(n)sgn(7~1). Ist nun
sgn(m) = 1, so folgt sgn(n~!) = 1 = sgn(n) ™!, der andere Fall ist analog. O

Bemerkung 2.5.6. Es ist die alternierende Gruppe A, := kersgn < S,, ein Normalteiler der sym-
metrischen Gruppe. Mit dem Homomorphiesatz erhélt man, dass S, /A4,, = ransgn = ({—1,1},-).
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2.6 Abelsche Gruppen

Definition 2.6.1. Der Ezxponent einer Gruppe G ist definiert als
exp(G) == min{m € N\ {0} | Vg € G: g™ = e},

wobei wir exp(G) = oo setzen, falls obige Menge leer ist.

Definition 2.6.2. Sei G eine Gruppe, g € G,p € P, so nennen wir g ein p-Element, wenn es
ein k € N mit ord(g) = p* gibt. Weiters definieren wir den p-Anteil von G als

Gp:={g € G| g ist p-Element }.

Ist G = G, so nennen wir G eine p-Gruppe. Hier sei daran erinnert, dass g Torsionselement
heiBt, wenn es ein k € Z\ {0} mit g* = e gibt. Wir definieren die Torsionsgruppe von G:

G :={g € G| g ist Torsionselement }.

Lemma 2.6.3. Sei G eine abelsche Gruppe und seien ay,...,a, € Gt, so gelten:
1. ord(ay - ... ay) |ord(ay) - ...-ord(ay)
2. Vi,je{l,...,n},i+#j:ggT(ord(a;),ord(a;)) = 1] = ord(ay - ... a,) = ord(ay) -
ord(ay,)

3. Ja € G : ord(a) = kgV(ord(ay),...,ord(a,))

Beweis.

ord(ay)-....ord(an) — (a‘ird(al))ord(a2)~...-ord(an) Co (azrd(an))ord(al)-..sord(an,ﬂ = e.

1. (a1-...-ap)

2. Wir zeigen die Aussage wieder mittels Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 ist
trivial. Betrachten wir zunéchst n = 2. Sei ggT(ord(a;),ord(az)) = 1, m; = ord(ai), ma =
ord(az). Definiere r := ord(a; - az), so ist

7 ma

— Tm2
= al

. CLQ = (al . a2)r'm2 = e

und wir schlieBen m; | r-mg. Da my, my teilerfremd sind folgt damit m; | . Analog erhalten
wir meo | 7 und damit m;y - meo | 7. Nach 1 gilt r | my - mo, insgesamt folgt also r = m;y - mo.
Der Induktionsschritt n — n 4 1 folgt nun sofort mit der Induktionsvoraussetzung und
dem Fall n = 2.

3. Wir zeigen die Aussage wieder mittels Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 ist
trivial. Betrachten wir also wieder zunéchst n = 2. Setze m; := ord(a;). Wir kénnen nun
kgV(m1, mg) = ry - r9 schreiben, wobei ggT(r1,72) = 1,71 | mi,72 | ma. Betrachte nun

b, .= a;m/ "t S0 ist ord(b;) = r;. Da 71,7y teilerfremd sind, folgt aus dem zweiten Punkt
ord(by - ba) = ord(by) ord(ba) = 71 - ro = kgV(my, mg). Wieder folgt der Induktionsschritt
n — n + 1 sofort mit der Induktionsvoraussetzung und dem Fall n = 2.

O]

Korollar 2.6.4. Sei G eine abelsche Gruppe mit exp(G) = m < 0o. Dann gibt es ein g € G mit
ord(g) = m.
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Beweis. Fiir h € G beliebig, gilt h™ = e und damit ord(h) | m. Damit ist M := {ord(h) | h € G}
endlich, wir kénnen also M = {ord(h1),...,ord(hy)}, mit h; € G, schreiben. Nach Lemmam
gibt es nun ein g € G mit ord(g) = kgV(ord(h1),...,ord(hy)). Insgesamt folgt damit

m<ord(g)<m :

die erste Ungleichung gilt wegen h*d(9) = ¢ fiir alle h € G und die zweite wegen exp(G) = m
und g € G. O

Lemma 2.6.5. Sei G cine abelsche Gruppe und sei p € P. Dann gilt:
1. G, <G
2. G+ <G

Beweis.

1. Seien a,b € Gp, so gibt es u,v € N mit ord(a) = p*, ord(b) = p* und es gilt nach Lem-
ma ord(a - b) | ord(a) - ord(b) = p**?, also folgt a - b € Gp. Wegen ord(a~!) = ord(a)
folgt auch a=! € G),.

2. Seien a,b € Gy mit ord(a) = x,ord(b) =y, so gilt ord(a-b) | x -y, also a - b € G;.

O
Lemma 2.6.6. Sei G eine abelsche Gruppe und seien p,pi,...,pn € P paarweise verschieden,
50 15t

Gp N (Gpy - Gp,) = {e}-

Beweis. Sei a € G, N (Gp, - ... Gyp,), es gibt also a; € G, mit a = ay - ... a,. Dann gibt es
natiirliche Zahlen k und ki, ..., k, mit p*¥ = ord(a) | ord(ay) - ...-ord(a,) = p1* - ...p,"", also
ist ord(a) = 1, womit a = e folgt. O
Lemma 2.6.7. Sei G eine abelsche Gruppe und sei a € G mit ord(a) = pi* - ... p&", wobei
D1,--.,Pn € P paarweise verschieden und e1,...,e, € N>1 sind. Dann ist a € Gp, - ... - Gp,.

Beweis. Wir definieren
ord(a)
tit=—%—.
p;

Dann ist ggT(t1,...,t,) = 1. Es gibt also x1,...,2, € Z mit Y ;| #;t; = 1. Um dies einzusehen

betrachte
n
M = {Zyltz | Y1y---Yn c Z} g Z7
i=1

soist M < (Z,+,0,—) und M = ({t1,...,t,}). Es gibt nun ein m € N mit M = mZ. Dann gilt
fiir alle ¢, dass t; € M, also m | t;, womit m = 1 folgt und damit M = Z.

Betrachte nun
a = al =aq ?:1 xit; o (atl)zl N (atn)ivn.

Es ist aber ord(a") = p{’, womit a' € G, folgt. O

w

Satz 2.6.8. Sei G eine abelsche Torsionsgruppe. Dann ist G :HpeIP Gyp.
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Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass G, <1 G fiir alle p € P gilt, dann folgt die Aussage
aus den Lemmata [2.6.6] und [2.6.7] und Bemerkung Da jeder p-Anteil nach Lemma [2.6.5
eine Untergruppe ist und G abelsch ist, ist dies aber offensichtlich wahr. O

Lemma 2.6.9. Sei p € P, G eine abelsche p-Gruppe und a € G mit maximaler Ordnung
ord(a) = max{ord(g) | g € G} = p" fiir ein n € N. Dann gilt:

1. {(a) #G=3be G\ {e}: (b)N{a) ={e}
2. WUW<G:G={(a)0U

Beweis.

1. Sei (a) # G angenommen und ¢ € G \ (a) beliebig. Wir wissen, dass c?") = e € (a). Sei
j > 1 minimal mit ¢®) € (a), also ist ¢?") = a’ fiir ein ¢ € Z. Betrachte b := ¢~ ") .q=¢/7,
Damit dies wohldefiniert ist miissen wir zunéchst p | ¢ zeigen. Wére dies nicht so, so wére
geT(¢,p") = 1, also (a) = {a’) C (c), womit ord(c) > ord(a) wire, im Widerspruch dazu,

dass ¢ maximale Ordnung hat.

Nun gilt 5 = ¢®) . af = e. Da ¢® ™) & (a), a7 € (a) folgt also b & (a), insbesondere
ist b # e. Deshalb muss ord(b) = p und damit (b) = Z, gelten. Sei indirekt angenommen
es gibe ein x € ((a) N (b)) \ {e}, dann wire b € (z), damit b € (a), im Widerspruch. Also
folgt (a) N (b) = {e}.

2. Sei U < G maximal mit U N (a) = {e}, welches nach dem Lemma von Zorn, angewandt
auf ({U < G |UnN{a) ={e}}, Q), existiert.

Zunichst gilt fiir alle V < G/y,V # {U}, dass (aU) NV # {U}: Angenommen es wire
(aU) NV # {U}. Wir definieren U’ := {c € G | U € V : ¢ € bU} < G. Offensichtlich
handelt sich dabei um eine echte Obermenge von U. Fiir b € (a) N U’ gilt bU € (aU) NV
Wegen der indirekten Annahme folgen b € U, b € (a) N U, b = e und schliefllich U’ N (a) =
{e}. Das ist ein Widerspruch, da U maximal mit dieser Eigenschaft gew#hlt wurde.

Damit gilt fur alle b € G\ U, dass (bU) N (aU) # {U}. Falls nun die Ordnung von aU
maximal in G/ ist, so folgt mit 1. (aU) = G/y. Tatséchlich gilt ord(aU) = p™ = ord(a),
denn ist a*U = (aU)* = U, so gilt a* € U, womit a* = e folgen wiirde, also p" | k.

Nun existiert fiir alle b € G ein n € Z mit (aU)" = bU, also existieren u,us € U mit
a™u; = bus, also a”uluz_l = b und damit G = (a) ® U.

O]

Satz 2.6.10. Sei G eine endliche, abelsche Gruppe. Dann gibt esn € N, p1,...,pn € Pyeq,...e, €
N\ {0} und mq,...,m, € N\ {0}, sodass fir alle i < j gilt: (p;, €i) <iez (Pj,€;) und

G= (Cpelz1>ml X ... X <Cp;n)m".

Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis. Es existieren nach Satz p1,...,pe € P verschieden, sodass G = G, X ... X G,.
Da jede dieser p-Untergruppen genau der p-Anteil von G sein muss, ist diese Zerlegung in p-
Untergruppen auch eindeutig. Wir nehmen also an, dass G eine p-Gruppe ist (p € P), und zeigen
die Aussage des Satzes fiir G. Dann konnen wir aus den (eindeutigen) Zerlegungen der einzelnen
p-Anteile eine entsprechende (eindeutige) Zerlegung unserer gesamten Gruppe zusammensetzen.
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Zuerst wollen wir die Existenz einer solchen behaupteten Zerlegung zeigen: Sei ¢ € G mit
maximaler Ordnung p®», so wissen wir nach Lemma dass G = (a) x U, wobei (a) = Cpen.
Dies wird induktiv mit U wiederholt, wobei wir dies nur endlich oft machen miissen, da G endlich
ist.

Zeigen wir nun noch die Eindeutigkeit: Sei G dargestellt in der Form

G = (Cp)Ft x (C2)k2 x .. x (Cpe)Ps,
mit s € Nund kq,...,ks € N, wobei ks # 0 (da wir in unserer Darstellung nun keine Potenzen
von p auslassen, diirfen die restlichen k; = 0 sein). Damit ist, wie man sich leicht iiberlegt, die
maximale Ordung eines Elements von G aber p*, womit s = e, eindeutig bestimmt ist. Jetzt
ermitteln wir der Reihe nach (durch Z#hlen) die Anzahlen der Elemente von G' mit Ordnung
<p, <p?,...,<p®, welche natiirlich durch G eindeutig bestimmt sind. Nach unserer Darstellung
von G erhilt man aber wieder durch einfache Uberlegung, dass diese Anzahlen durch

ki+ko+ks+..+ks
b )

pk'l +2ko+2ks+...+2kg

)

pkl +2ko+3ks+...+3ks

pkl +2ko+3kg+--+sks

gegeben sind. Diese Exponenten liefern uns nun aber (durch Vergleich der entsprechenden Po-
tenzen von p mit den zuvor von uns gezihlten Anzahlen, welche nun natiirlich auch Potenzen von
p sein miissen) ein lineares Gleichungssystem mit s Gleichungen und s Unbekannten (nédmlich
ki,...,ks), welches somit die k; eindeutig bestimmt. O
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Kapitel 3
Ringe

3.1 Grundlagen

Zu Beginn dieses Abschnitts sei an Definition [1.1.14] eines Rings erinnert.

Beispiel 3.1.1. Ringe sind unter anderem
e der kommutative Ring mit 1 der ganzen Zahlen (Z, +,0, —, -, 1),

e der kommutative Ring mit 1 der reellen Polynomfunktionen (P, +,0,—,-,1), wobei P C
RR die Menge aller Polynomfunktionen sei, +,- punktweise Operationen sind und 0, 1
konstante Polynome mit entsprechendem Wert,

e der (nicht kommutative) Ring mit 1 der reellen 2 x 2 Matrizen (R**2, +, (0)ax2, —, -, E2)
und

e der kommutative Ring (mZ,+,0,—,-),m > 2 der kein Einselement enthélt.

Bemerkung 3.1.2. Wie auch schon im Abschnitt {iber Gruppen werden wir im Folgenden fiir
einen Ring R = (R, +,0, —, -) nur R schreiben, also den Ring mit der Trégermenge identifizieren.

Definition 3.1.3. Sei R ein Ring, so heifit ) # I C R Ideal, oder kurz I < R, genau dann wenn
e (I,+,0,—) eine Untergruppe von R ist und
eVrec R:rICINIrCl.

Gilt bei letzterer Bedingung nur rI C I, bezichungsweise Ir C I, so heifit I Linksideal, bezie-
hungsweise Rechtsideal.

Bemerkung 3.1.4. Ein Ideal I eines Ringes R ist ein Unterring von R, da I nach Definition unter
der Multiplikation abgeschlossen ist.

Bemerkung 3.1.5. Fiir ein Ideal I eines Rings R gilt 1 € I & I = R. Nach der Definition ist
I C R, fiir die andere Richtung bemerken wir, dass fiir alle r € Rgilt r- 1 =1r € I.

Beispiel 3.1.6. Betrachte den Ring (Q, +,0, —, -, 1), so ist Z ein Unterring, jedoch kein Ideal.

Beispiel 3.1.7. Es ist mZ C (Z,+,0,—,-,1) ein Ideal. Sei P der Ring der reellen Polynomfunk-
tionen. Dann ist (2 + 1) - P < P. Dies ist ein allgemeines Prinzip, wie wir spiter noch sehen
werden.

Sei M eine Menge und betrachte den Ring (P(M), A, 0, idp (), N, M). Sei A € M beliebig, so ist
P(A) <« P(M). Weiters ist (P(A), A, D, idp(4y,N, A) ein Ring mit Einselement. Es handelt sich
dabei um keinen Widerspruch zu Bemerkung da hier ein anderes Einselement gefunden
wird als im urspriinglichen Ring.
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Bemerkung 3.1.8. Sei (R, +,0, —,-) ein Ring und ~C R? eine Kongruenzrelation auf R. Dann ist
~ insbesondere eine Kongruenzrelation auf (R, +,0, —), womit ~ eindeutig durch [0]... bestimmt
ist.

Sind z,y € [0]~, so gilt z +y € [0]~,(—z) € [0]~, vergleiche die Theorie von Normalteilern
von Gruppen. Sei r € R beliebig, so gilt x ~ 0,7 ~ r, und da ~ Kongruenzrelation ist damit
r-x~0-r=0,also folgt [0]. < R.

Umgekehrt sei I <t R ein Ideal, wir wollen eine entsprechende Kongruenzrelation ~ definieren.
Fiir z,y € R definieren wir
r~y:sy—x el

Wir wissen, dass ~ eine Kongruenzrelation beziiglich (R, 4,0, —) ist. Sei a ~ b, ¢ ~ d, dann folgt
(a=b)-del, a-(c—d)el = (a—b)-d+a-(c—d)el.
Letzerer Ausdruck ist jedoch gleich
ad — bd + ac — ad = —(bd — ac),

also folgt ac ~ bd und ~ ist auch eine Kongruenzrelation beziiglich -.

Definition 3.1.9. Sei R ein Ring, I <1 R ein Ideal, dann definieren wir fiir a € R die Nebenklasse
von a modulo I als
a+I:={a+r|rel}.

Definition 3.1.10. Sei R eine Ring, I < R ein Ideal und ~ die wie in Bemerkung vom
Ideal I induzierte Kongruenzrelation. Wir definieren den Faktorring

R/i:=R/.={a+1]|ac R}.
Dabei ist
(a+I)+O+1):=(a+b)+I und (a+1I)-(b+1):=(a-b)+1.
Definition 3.1.11. Sei R ein Ring, A C R, a € R, so heifien
(A):=(WI<R|ACT}

(a)::ﬂ{I<R|aEI}

die von A, beziehungsweise a, erzeugten Ideale.

Bemerkung 3.1.12. Man beachte dass (A) und (a) tatséchlich Ideale sind, da Ideale unter Schnit-
ten abgeschlossen sind.

Bemerkung 3.1.13. Wir merken an, dass gilt

(A) = Zriaisi + Zr;-a;- + Za%s’é + Za}" | ai,a;,a'k' € Aa) € AU (—A),ri,r;-,si,sl,; €R
J k )4

7

Ist R sogar ein kommutativer Ring mit 1, so gilt

(A) = {Zriai | 7 € R,a; € A}.

)
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Letzteres wollen wir kurz zeigen: Klarerweise ist die Menge auf der rechten Seite dieser Gleichung
in (A) enthalten, da sie in allen Idealen von R enthalten ist, die A enthalten. Fiir die umgekehrte
Inklusion geniigt es zu beobachten, dass die Menge auf der rechten Seite der Gleichung schon
selbst ein Ideal von R ist welches A enthéilt, somit also in dem Schnitt von Idealen vorkommt,
welcher (A) deﬁniertﬂ

Ist im Fall eines kommutativen Ringes mit 1 nun a € R, so folgt insbesondere, dass
(a) ={ra|r € R}

genau die Menge aller Vielfachen von a ist.

Definition 3.1.14. Ein Ring R heif3t nullteilerfrei, wenn

Va,be R:a-b=0= (a=0VvVb=0)
Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und nullteilerfrei, so nennen wir R Integritdtsbereich.

Beispiel 3.1.15. Ist R ein Korper, so ist R nullteilerfrei, da mit 0 #£ a € R,b € R gilt

ab=0=b=a"tab=0a"'0=0.
Beispiel 3.1.16. Es ist (Z,+,0,—,-,1) ein Integritédtsbereich, jedoch kein Kérper.
Lemma 3.1.17. Ist R ein Integrititsbereich, so ist jedes a € R\ {0} in (R,-,1) kiirzbar.

Beweis. Seien z,y € R mit a -z = a-y. Dann folgt a(x — y) = 0. Wegen der nullteilerfreiheit
von R folgt also x —y =0 bzw. z = y. O

Proposition 3.1.18. Ist R ein Integrititsbereich und endlich, so ist R ein Kdrper.

Beweis. Seir € R\ {0}, wir wollen ein multiplikatives Inverses finden. Betrachte die Abbildung
or:R—> Rx—r1r-x.

©r ist injektiv: Sei ¢, (z) = ¢, (y), so folgt rz = ry, also = y nach Lemma|3.1.17, Da R endlich
ist, ist damit ¢, auch surjektiv, also gibt es ein x € R mit ¢, (z) =r -z = 1. O

Proposition 3.1.19. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0, dann ist R ein Kérper genau
dann, wenn
VI<R:(I={0}VvI=R).
Beweis.
=: Sei [ #{0},x € I,x#0,s0ist 1 =27 'z €1, also I = R.

<: Sei R kein Kérper, so gibt es ein z € R\ {0} sodass fiir alle y € R gilt xy # 1. Setze
I:=(z) < R, so gilt wegen = € I dass I # {0}. Wegen 1 ¢ [ ist auch I # R.

O]

'Fiir den nicht kommutativen Fall zuvor argumentiert man im Wesentlichen genauso.
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Korollar 3.1.20. Seien K, L Korper und ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus. Dann ist ¢
injektiv.

Beweis. Es ist ker ¢ < K ein Ideal mit 1 ¢ ker . Da der Korper K nur die trivialen Ideale hat,
folgt ker ¢ = {0} und ¢ ist injektiv. O

Definition 3.1.21. Sei I <« R. Wir nennen [

e echt, wenn I C R,
e prim, wenn I echt ist und Va,b € R:abe I = (ac€IVbel)und

e mazimal, wenn I echt ist und VJ < R:(J 2D I=J=R).
Beispiel 3.1.22. Sei p € P, so ist pZ < Z prim. Ist m € N>o \ P, so ist mZ nicht prim.

Proposition 3.1.23. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I < R. Dann gilt:
1. R/1 ist Kéorper < I ist mazimal
2. R/ ist Integrititsbereich < I ist prim
8. I ist mazimal = 1 ist prim

4. Tistecht=3J O 1:J < R ist maximal

Beweis.

1. =: Angenommen [ wire nicht maximal, es gibt also ein R # J 2 I,J < R. Sei J' :=
{a+1|a€ J}. Dann ist J' < R/;,J" # R/r und J # {I}. Also ist R/; nach
Proposition [3.1.19] kein Korper.

<: Sei I maximal. Wir behaupten, dass R/ keine echten Ideale auler dem trivialen hat.

Wiire dies nicht so, so sei J < R/ echt, J # {I} und sei J' := (Jy;c; M. Dann ist
J'21,J # R,J < R, im Widerspruch zur Maximalitéit von I.

2. Es gilt

R/ ist Integritdtsbereich < (Va, b€ R: (a+I)(b+I)=1=a+I1=1IVb+I=1)
& (Va,beR:abel=aclIVbel)
& [ ist prim.

3. Folgt direkt aus (1) und (2).

4. Diese Aussage kann leicht mit dem bekannten Lemma von Zorn bewiesen werden. Dazu
wird die Menge aller echten Ideale J mit J O I mittels Mengeninklusion partiell geordnet.
Ist nun K eine Kette von Idealen, so stellt ;o J wieder ein Ideal dar. Dieses ist tatséchlich
echt, denn es gilt fiir jedes Ideal J € K : 1 ¢ J, also ist 1 & [J ¢ J. Klarerweise ist
die Vereinigung damit eine obere Schranke und aus dem Lemma von Zorn folgt nun die
Existenz eines maximalen Elements. Dieses maximale Element ist auch maximal in der
Menge aller echten Ideale und ist trivialerweise eine Obermenge von I.

O]

03.05.2023
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Beispiel 3.1.24. Betrachte den Ring Z, p € P und pZ < Z, so erhalten wir Z/,7 = Z,. pZ ist
dabei ein maximales Ideal und Z, ein Korper.

Fiir ein m € N\P betrachte mZ < Z, so ist Z/ 7z = Zn, kein Integritétsbereich, also insbesondere
kein Korper.

Beispiel 3.1.25. Sei P die Menge der Polynomfunktionen auf R und (z* + 1) - P <1 P, so ist
dies ein Primideal’| und somit P/ (z4+1)-p €in Integrititsbereich. Jedoch ist es kein Korper, da
(z* + 1) - P nicht maximal ist — betrachte dazu beispielsweise

(z*+1)-PC(2*+1) - P+ (2*+1)-PC P,
und bemerke, dass (z* + 1) - P + (22 + 1) - P ein Ideal von R ist, welches etwa x nicht enthiilt.

Das Ideal I := (22—1)-P < P ist kein Primideal, da (z—1) ¢ I, (z+1) ¢ I, aber (z—1)(z+1) =
?—lel

Definition 3.1.26. Wir definieren die Charakteristik eines Rings R mit 1 als

char R e {mln{n e N\ {0} |> " ,1=0} falls existent,
0 sonst.

Ist R ein Ring mit 1, so schreiben wir im Folgenden auch n an Stelle von )" 1.

Beispiel 3.1.27. Fiir m € N ist Z,, ein bekanntes Beispiel fiir einen Ring mit Charakteristik m.
(Z)N ist beispielsweise ein unendlicher Ring mit Charakteristik m.

Ist R ein Integritdtsbereich mit 0 ## 1 und char R # 0, so ist char R eine Primzahl: Angenommen
char R = p # 0 und Im,n € N\ {1} p = mn. Dann wire m,n # 0, aber p = mn = 0, was der
Nullteilerfreiheit von R widerspricht.

Proposition 3.1.28. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, char R =p € P und k € N. Dann st

@:R—>R,:1:+—>xpk

ein Homomorphismus.

Beweis. Wir zeigen die Aussage mittels Induktion nach k.

Induktionsanfang (k = 1): Fiir a,b € R gilt

Wir beobachten
=0 mod p

(p> _p-p=1)- . (p—itl)

fiir ¢ # 0, p, daher folgt (a + b)P = aP + bP.
Induktionsschritt (k — &k + 1): Es gilt in R unmittelbar

(a + b)pk+1 _ (apk + bpk )p _ apk+1 + bpk+1.

O

?Dies folgt mit Hilfe von Ergebnissen spiiterer Abschnitte aus der Tatsache, dass z* 4+ 1 iiber R nicht als ein
nichttriviales Produkt dargestellt werden kann.
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Sei R ein kommutativer Ring mit 1, wir wollen R in einen Koérper K mittels eines Homomor-
phismus ¢ einbetten. Angenommen dies ist moglich, so muss in R die Ungleichung 0 # 1 gelten,
dain K ¢(0) =0+# 1= (1) giltE| Es muss R auch ein Integritédtsbereich sein, da fiir r,s € R
aus s = 0 und 7 # 0 folgt, dass in K gilt: ¢(r)¢(s) = 0, also auch o(r~Hp(r)p(s) = ¢(s) = 0.
Somit ist s = 0.

Esist R* := R\ {0} ein kommutatives Monoid mit der Operation -. Somit ist auch die Produk-
talgebra R x R* nach dem Satz von Birkhoff ein kommutatives Monoid. Da sich Kiirzbarkeit
offenbar auf Produktalgebren iibertrigt, ist jedes Element aus R x R* kiirzbar. Wir definieren
nun analog zu Satz eine Aquivalenzrelation ~C (R x R*)?,(a,b) ~ (c,d) := ad = be.
Man rechnet genau wie im Beweis von Satz nach, dass dies sogar eine Kongruenzrelation
auf R x R* ist. Dann ist ((Rx R*)/~,-,[(1,1)]~) =: M nach dem Satz von Birkhoff ein Monoid,
wobei jedes [(z,y)]~ mit x # 0 ein Inverses [(y, z)]~ besitzt. Statt [(a,b)]~ schreiben wir auch ¢.

Es ist, ebenfalls wie in Satz [2.1.16
x
p:R—= Mz~ 1

eine Einbettung von R als multiplikatives Monoid in M.
Fiir jedes multiplikative Monoid N mit einer Einbettung ¢ : R — N und der Eigenschaft
Ve e R*Jy € N :yp(z) = (z)y =1

gibt es eine Einbettung ¢ : M — N mit 1) 0 ¢ = 1: wie in Satz [2.1.16] sei 0.B.d.A. ) = id und
G(3) =ab.

Auf (R x R*) definieren wir nun eine Addition und additiv Inverse:
(a,b) + (¢,d) := (ad + bc,bd), —(a,b) = (—a,b),

so ist (R x R*,+,(0,1), —) eine Gruppe.
Lemma 3.1.29. ~C (R x R*)? ist eine Kongruenzrelation beziiglich +.

Beweis. Seien (z1,n1), (21,n}), (22,n2), (25, n5) € R x R* mit (z1,n1) ~ (2],n}) und (z2,n2) ~
(25,nf) gegeben. Dann ist zu zeigen, dass (z1ng + zan1,n1ng) ~ (zinh + zhn, ninf) gilt. Die
Behauptung folgt durch Einsetzen in die Definition:

! /
Zin1 25m2

! ! /! / !/ / !, ! ! !
(z1n2 + zon1)ning = z1n] nany + zang ning = (2115 + 29n7)nine

Somit ist, wieder nach dem Satz von Birkhoff, ((R x R*)/~,+, %, —) eine Gruppe.

Satz 3.1.30. 1. K := (R x R*)/~ ist ein Korper.
2. p: R— K,x+— T ist eine Einbettung.

3. Fir alle Einbettungen ¢ : R — L in einen Korper L gibt es eine Einbettung v : K — L
mit o p = 1.

3Wir bezeichnen mit 0 und 1 sowohl die entsprechenden Elemente von R als auch K.
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Beweis. 1. Hier haben wir schon alles gezeigt, nur das Distributivgesetz verifiziert man noch
unmittelbar durch Nachrechnen.

2. Wir wissen bereits, dass ¢ eine Einbettung beziiglich - ist. Fiir a,b € R gilt weiters, dass
pla+b) =9 =242 = p(a) + p(b). Wegen ¢(0) = ¢ = 0 wird auch das neutrale
FElement von ¢ erhalten, woraus bereits die Vertriglichkeit mit additiven Inversen folgt.
Daher ist ¢ auch eine Einbettung beziiglich +.

3. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Abbildung ¢: K — L, 7 ab™! mit der Addition
vertraglich ist:

(a1 az\  ;(aiby+agbi\ - (aibs+ asb -1
¢<bl+b2>_w< b1b2 >_¢< 1 >w<blb2>

=y
~=

=1 o p(arby + azby) - ¥ <b11b2)
Yoy Ppop

A PONG _

(" (atb2) + ¥ (agby)) - >

() ) () o)
(2)o(2)

1
<

O]

Proposition 3.1.31. Sei K’ ein Korper. Gibt es eine Einbettung ¢': R — K' und gilt Figen-
schaft (3) aus Satz fir K" und ¢’ (an Stelle von K und @), so gilt bereits

K =K,

fir den in Satz (1) definierten Kérper K.

Beweis. Gegeben sind also ¢ : R — K und ¢’ : R — K’ jeweils mit Eigenschaft (3). Fiir K’ be-
deutet das: Fiir jeden Korper L und jede Ringeinbettung v : R — L gibt es eine Kérpereinbettung
Y K' — L mit ¢/ o ¢/ = 1). Daher existieren ¢/ : K’ — K mit ¢/ 0 ¢/ = ¢ und ¢ : K — K’ mit
Yo =¢'. Wir zeigen zuerst die folgende Behauptung: Fiir jeden injektiven Homomorphismus
§: K — K mit {|,g) = idyg) folgt & = id. Dies folgt aus der folgenden Rechnung:

§)-<e()) -5 ()" -5

Insbesondere gilt daher 1/ o ¢ = idg, da (¢¥' 0o p)(a) = (¢ 0 ¢’)(a) = p(a) gilt. Damit ist )
ein Isomorphismus von K’ nach K. ]

Definition 3.1.32. Sei R ein Integritéitsbereich mit 0 # 1. Sei K ein Korper und sei p: R — K,
so dass Eigenschaft (3) aus Satz|[3.1.30| fiir K und ¢ erfiillt ist, so wird K ein Quotientenkiorper
von R genannt. Dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und der kleinste Korper, der
R enthalt.
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Definition 3.1.33. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wir definieren den Polynomring iber R
Rlz] := {(ai)ieN e RY ‘ {i € N | a; #0}| < oo}
mit den Operationen

+ 1 R[z] x R[z] — R[z], ((a:)ien, (bi)ien) > (@i + bi)ien

-+ R[z] x Rlz] = Rlz], ((ai)ien, (bi)ien) = | Y z5vi
7=0 ieN

Elemente von R[z] bezeichnen wir als Polynome und die einzelnen Folgenglieder der Elemente
als Koeffizienten. AuBerdem definieren wir fiir (a;);en € R[z| den Grad:

Nyl )T (ai)ien = (0)ien
deg((a)ien) = {max{i ey, e

Weiter definieren wir den Ring der formalen Potenzreihen
R[[z]] := R"
mit den Operation + und -, die genau wie zuvor definiert sind.
Elemente p = (a;)ien von R[[z]] wollen wir auch als p = p(z) = 37, a;z' € R[z] anschreiben,
wenn a; = 0 fiir ¢ > n gilt, oder sonst als p = p(z) = > 7 a;z* € R[[z]].
Bemerkung 3.1.34. Alternativ kann der Polynomring R[z]| wie folgt definiert werden:

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, z eine Variable und definiere
R[z] := {t(x) | t Term iiber x in Sprache +,-, (r)rcr}/~,

wobei ~ die von Gesetzen der kommutativen Ringe mit 1 und in R erfiillten Gesetzenﬁ erzeugte
Aquivalenzrelation ist. In R[x] gilt also beispielsweise

r+zr-z=z-c4+x, r-(s-x)=(r-s)-x

Ein Vorteil von Definition [3.1.33] ist, dass wir sehr einfach die Verallgemeinerung der formalen
Potenzreihen definieren konnten. Dies ist hier nicht mo6glich.

Folgende Punkte sind einfach nachzurechnen:

Proposition 3.1.35. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt:
e R[z] und R[[z]] sind kommutative Ringe mit 1.
e R[z] < R[[z]].
e R ist in R[x] eingebettet vermdge r +— rav.
e Folgende Aussagen sind jeweils zueinander dquivalent:

— R ist ein Integritditsbereich,

— R[x] ist ein Integrititsbereich,

“Gemeint sind hierbei Gesetze wie beispielsweise (2 - 3)z = 6z im Ring (Z, 4,0, —, -).
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— R|[[x]] ist ein Integrititsbereich.

Definition 3.1.36. Sei R ein Integritdtsbereich mit 1 # 0. Dann nennen wir den Quotien-

tenkérper von Rlz]
Rz~ {2 ]p,qe Ridg#0} /-
)

mit der iiblichen Relation Pl © & sp = qr den Korper der gebrochen rationalen Funktionen.

Bemerkung 3.1.37. Folgendes ist leicht einzusehen: Ist R ein Integritdtsbereich mit 1 # 0, so kann
der Quotientenkérper K und dann von diesem der Polynomring K[z] betrachten werden. Dieser
besitzt nun einen Quotientenkérper K (x). Andererseits kann man auch den Quotientenkorper
des Polynomrings iiber R betrachten und erhélt durch R(z) einen dazu isomorphen Kérper, also
K(x) = R(x).

Bemerkung 3.1.38. Als Verallgemeinerung des Polynomrings kann man auch den Polynomring
in n Variablen x1,...,x, rekursiv definieren durch R[xi,...,z,] := R[x1,...,Zn_1][xs]. Auch
fiir eine beliebige Variablenmenge X kann eine Verallgemeinerung getroffen werden, indem man
mit R[x] die Terme iiber der Sprache (+,0,—,-, 1, (2)zex, (m;)rer) nach den Ringgesetzen und
Gleichheiten in R faktorisiert.

Definition 3.1.39. Sei K ein Korper. Dann heiit K algebraisch abgeschlossen, wenn
Vpe Klz] :p¢ K =Fa€ K :pla) =0

gilt E|

Satz 3.1.40 (Nullstellensatz von Hilbert, klein). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper
und I < Klzy,...,x,] ein echtes Ideal. Dann gilt I(ay,...,a,) € K" : Vp(x1,...,2y) € I :
p(ala s 7an) =0.

Satz ist nicht Teil dieser Lehrveranstaltung, sondern soll einen Ausblick auf die Algebra 2
Vorlesung geben. Das Auftreten eines echten Ideals ist dabei sehr natiirlich: Ein echtes Ideal kann
nimlich keine Konstanten ¢ enthalten, dasonst c€e I = 1=clce I = I = K[zy,...,z,)] gilt.
Ist auBerdem F C K|xy,...,x,| eine beliebige Menge von Polynomen mit einer gemeinsamen
Nullstelle, so iiberzeugt man sich leicht davon, dass auch jedes Polynom aus dem von F' erzeugten
Ideal an dieser Stelle den Wert 0 annimmt.

Proposition 3.1.41. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und X # () eine Variablenmenge.
Dann gilt:

1. R < R[X]

2. Fir jeden Ring S mit R < S und jeden Homomorphismus ¢ : X — S existiert genau ein

Homomorphismus ¢ : R[X| — S, sodass ¢|x = ¢ und ¢|r =idg gilt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog wie bei Satz O

SHier wird K mittels der Einbettung aus Proposition [3.1.35| als Teilmenge von K[x] betrachtet. Der Ausdruck
p(a) wird mithilfe des Einsetzungshomomorphismus (a an Stelle von z) definiert — siehe Lineare Algebra.
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Definition 3.1.42. Sei R ein Ring und I <1 R. Dann definieren wir fiir r, s € R:
r=s modl:&r—sel.

Wir sagen auch r ist s modulo I.

Satz 3.1.43 (Chinesischer Restsatz, allgemein). Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und
Li,...., I, <RmitVi# j=1;+1; = R.

Dann wird I := (", I; definiert und es gilt:

1.Vry...,rp € RIre R:Vie{l,...,n}:r =r; mod I;. Weiters ist r modulo I eindeutig
bestimmd.

2. ¢ R/ = R/f,x...xR/p,,7r+1— (r+11,...,7+I) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Zuerst stellen wir die Behauptung Vi = 2,....n: I1 + (IxN...N1I;) = R auf, welche wir
mit Induktion beweisen wollen:

Induktionsanfang (i = 2): Die Behauptung gilt laut Voraussetzung.

Induktionsschritt (i — 7 + 1): Da R ein Ring mit 1 ist gilt R = R - R. Nun kann die Induk-
tionsannahme auf den ersten Faktor und die Voraussetzung des Satzes auf den zweiten Faktor
angewendet werden, woraus man R- R = (I1 + (IaN...N 1)) - (I3 + Li41) erhélt. Das ist offen-
sichtlich eine Teilmenge von I1 + (Ia N ... N I;) - Ij41. Der zweite Summand ist eine Teilmenge
von I;y1, da I;1 ein (Links-)Ideal ist. Gleichzeitig ist er eine Teilmenge von I N ... N I;, da
diese Menge ein (Rechts-)Ideal ist. Damit folgt, dass R = R+ R schon in I; + (IaN...N Ii11)
enthalten sein muss, also die Gleichheit.

Analog gilt mit der Definition Ij := (0, ; I;, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} auch [; + I} = R ist.

Daher existieren fiir jedes i € {1,...,n} ein a; € I; und ein @} € I/ mit r; = a; + a. Definiert

man nun r := y -, a;, so erhélt man fiir alle ¢ € {1,...,n}, dass r = a; = r; mod I; gilt, also

i=1 Qs
die Existenz.

Dieses Element ist eindeutig modulo I bestimmt, denn falls v’ und r beide die gewiinschte
Eigenschaft haben, so folgt ' — r € I; fiir alle 4, also v’ —r € (i, I; = 1.

Schliefllich ist die Abbildung ¢ laut Definition wohldefiniert. Die Surjektivitéit ist die Existenz
von r im ersten Punkt, die Injektivitéat ist die Eindeutigkeit modulo I. Fiir die Homomorphie-
bedingung rechnen wir exemplarisch nach, dass ¢ mit der Addition vertréiglich ist:

o((r+D)+s+D)=¢((r+s)+1)=((r+s)+1i,....,(r+s)+ 1) =@r+1)+e(s+1I).

Die Multiplikation zeigt man analog. O
Aus dem obigen Satz folgt unmittelbar:

Korollar 3.1.44 (Chinesischer Restsatz, klassisch). Seien my,...,m, > 2 und Vi # j : m;Z +
m;Z = Z oder dquivalent dazu ggT(m;, m;) = 1. Dann gilt

1. Yai,...,an € Z3a € Z : Vi € {1,...,n} : a = a; mod m;. Weiters ist dieses a eindeutig
modulo (/_y miZ =my ... myZ.

2. 0 Lony..omyy, = Lony X oo . XL, [a] = (@ mod my,...,a mod my,) ist ein Isomorphismus.
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3.2 Teilbarkeit

Definition 3.2.1. Sei (H,-) eine Halbgruppe und a,b € H. Dann sind definiert:
ealbe3ceH:a-c=b (a teilt b)
ea~b:salbAb]|a (a ist assoziiert zu b)
Bemerkung 3.2.2. Ist (H,-) eine Halbgruppe, so ist die Teilbarkeitsrelation | transitiv. Falls H
ein neutrales Element e besitzt, so ist | auch reflexiv. Relationen mit diesen beiden Eigenschaften

werden auch Quasiordnung genannt. Im Falle eines kommutativen Monoides handelt es sich bei
~ um eine Kongruenzrelation.

Beispiel 3.2.3. In (Z,-) gilt beispielsweise fiir alle a € Z : a | a und a | —a.

Proposition 3.2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und p € R. Dann sind dquivalent:
1. (p) < R ist prim.

2. p 1 und fir alle a,b € R folgt aus p| a-b, dass p | a oder p|b gilt.

Bewess.

(1) = (2): Da (p) prim ist, ist das erzeugte Ideal insbesondere echt, daher ist 1 ¢ (p), also
gilt pt1 und p # 1. Seien a,b € R beliebig mit p | a - b. Dann ist ab € (p), also
a € (p) oder b € (p), da (p) prim ist. Das ist aber dquivalent zu p | a oder p | b.

(1) <= (2): Dap # 1 gilt, folgt dass (p) # R ist, also ist das erzeugte Ideal echt. Seien weiters
a,b € R mit ab € (p). Dann gilt p | ab und geméif Voraussetzung folgt p | a oder
p | b. Das ist wiederum dquivalent zu a € (p) oder b € (p).

O]

Definition 3.2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und p € R. Dann heifit p
o prim:=p#0,ptlundVa,be R:p|lab= (p|aVplb),
o irreduzibel = p A lundVa,be R:ab=p= (a~1Vb~1).

Proposition 3.2.6. Sei R ein Integrititsbereich und p € R. Dann folgt wenn p prim ist, dass
p auch irreduzibel ist.

Beweis. Seien a,b € R mit ab = p. Dann gilt nach Definition p | ab, also p | a oder p | b.
O.B.d.A. gelte p | a, das heifit es existiert ¢ € R sodass pc = a. Dann gilt p = pcb, somit wegen
Kiirzbarkeit ¢b = 1, also b ~ 1. O

Beispiel 3.2.7. Die Umkehrung dieser Proposition stimmt nicht. Durch Z[v/—5] := {a + bv/—5 |
a,b € Z} ist ein Integritdtsbereich gegeben, in welchem es irreduzible Element gibt, welche nicht
prim sind, beispielsweise 2 oder 3 (siche Ubung).
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3.3 Faktorielle Ringe

Definition 3.3.1. Sei R ein Integritéitsbereich, so heifit R faktorieller Ring (oder Gaufscher
Ring, oder auch ZPE-Ring), wenn

Vre R\ ({0} U[1l]~)3ry,...,r, € Rirreduzibel : r =ry - ... 1,

wobei die r; bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig bestimmt sindlﬂ

Bemerkung 3.3.2. Wir bemerken, dass eine Zerlegung in Primelemente immer eindeutig ist
(wieder bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit).

Um dies einzusehen sei a € R mit zwei Zerlegungen

a=p1-..."Pu=4q1- ... " Qu,

wobei p;, ¢; prim sind. Damit folgt py | g1 - ... ¢y, da p; prim ist gibt es also ein j mit p; | g;.
Nach Voraussetzung ist g; irreduzibel, also folgt p; ~ ¢; und damit x - p; = ¢; mit einem = ~ 1.
Kiirzen von p; liefert

b2 Pu=4qr.-."qj—1"T gj41" .- Qu-
Induktiv folgt dadurch die Eindeutigkeit.

Tatséchlich haben wir hier nicht verwendet, dass die ¢; prim sind - wir haben also die stérkere
Aussage gezeigt, dass es, sobald es eine Zerlegung in Primelemente gibt, es keine andere Zerlegung
in irreduzible Elemente, bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit der Faktoren, gibt.

Proposition 3.3.3. Sei R ein Integrititsbereich, dann sind dquivalent:
1. R ist faktoriell.
2.¥r e R\{0},r 4 1:3p1,....ps ER prim:7T =py - ... Dps
3. Fir aller € R\ {0},r ¢ 1 gilt:
1. 3ry,...,1 € R wrreduzibel : v =11 - ... -1

1. T irreduzibel = r prim

Beweis.

(1) = (3): Die erste Aussage gilt nach Definition. Ist nun r € R irreduzibel, so wihle a,b € R
mit 7 | a - b, es gibt also ein ¢ mit r - ¢ = a - b. Mit (1) erhalten wir Zerlegungen

C=Cl ..."Cy, A=0a1 ... Gy und b="01 ... by,
wobei alle auftretenden Faktoren irreduzibel sind. Damit erhalten wir insgesamt
TeCl eee Cu=0Q1" .. Ay b1 ... by.

Mit Hilfe der Eindeutigkeit in (1) gibt es nun ¢ < v mit r ~ a; oder j < w mit
r ~ b;, womit r | @ oder r | b folgt und r somit also prim ist.

(3) = (1): Folgt aus Bemerkung |3.3.2

SWir haben also zwei geforderte Eigenschaften fiir faktorielle Ringe, die Existenz und die Eindeutigkeit. In der
Literatur werden oft Ringe mit der ersten Eigenschaft mit factorization domain (FD) bezeichnet, Ringe wo
zusétzlich die letztere gilt oft mit unique factorization domain (UFD).
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(3) = (2): Trivial.

(2) = (3): Die erste Aussage folgt da Primelemente irreduzibel sind. Fiir die zweite seir € R
irreduzibel, nach (2) gibt es eine Zerlegung r = p; - ... - ps in Primelemente. Da
r irreduzibel ist folgt s = 1, womit r prim ist.

O]

Beispiel 3.3.4. Betrachte R = Q+z-R[z] < R[z], so ist R ein Integritétsbereich. Nun gilt jedoch
x| (v2z)? = 222, aber x { /22, womit 2 nicht prim ist.

Weiters ist x irreduzibel, da x = p - ¢ implizieren wiirde degp = 0 und degq = 0. Dann wére
jedoch p € Q, also p ~ 1.

Nun gilt
Tor=a= (?w) (V2x),

wobei alle Faktoren rechts und links irreduzibel sind. Die Zerlegungen sind unterschiedlich, da

x%\/ﬁa},gl‘, daﬁ,@gﬁR.

Definition 3.3.5. Sei R ein Ring. Wir nennen I << R Hauptideal, wenn gilt
daeR: 1= a).
Weiters nennen wir R einen Hauptidealring, wenn R ein Integritétsbereich ist und

VI < R : I ist Hauptideal.
Beispiel 3.3.6. (Z,4+,0,—,-,1) ist Hauptidealring: alle Unterringe sind von der Form mZ = (m).
Proposition 3.3.7. Jeder Hauptidealring ist ein faktorieller Ring.

Beweis. Sei r € R irreduzibel, wir zeigen, dass r prim ist. Wir bemerken, dass (r) < R echt
ist, womit es nach Proposition ein maximales Ideal I gibt mit (r) € I < R. Da R
ein Hauptidealring ist, gibt es ein ¢ € R mit I = (¢). ¢ ist prim, da [ maximal und nach
Proposition damit prim ist. Nun gilt r € (¢), womit ¢ | r folgt. Da 7 irreduzibel und ¢ 7 1
ist, folgt 7 | ¢, also folgt r ~ ¢ und damit, dass r prim ist.

Sei nun r =19 € R\ {0}, 7 ¢ 1. Wir nehmen fiir einen Widerspruch an, dass ¢ keine Darstellung
als Produkt irreduzibler Elemente von R besitzt. Wir werden nun induktiv eine Folge (7;);en
von Ringelementen konstruieren, welche keine Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente
von R besitzen. Sei r; bereits gefunden. Dann ist r; insbesondere nicht irreduzibel, hat also
eine Darstellung der Form r; = r? . rz-l, wobei r?,r} o 1. Nun wéhlen wir ;1 entweder gleich
79 oder 7}, so dass 741 keine Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente von R besitzt.
Dies ist moglich, denn hétten 7‘? und ril beide eine solche Darstellung, so konnten wir diese, im
Widerspruch zu unserer Annahme an r;, zu einer Darstellung von r; als Produkt irreduzibler

Elemente von r kombinieren. Es gilt nun Vi 741 | 7; und r; % riy1, also insbesondere

(ro) € (1) € (r2) € ...

Setze
I := U(TZ) < R.
1€EN
Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein ¢ € R mit I = (¢), womit es ein ¢ € N mit ¢ € (r;) gibt.
Also folgt ¢ ~ r; und weiters I = (r;) C (r;4+1) C I, ein Widerspruch. O

=
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Beispiel 3.3.8. Betrachte Z[z|. Sei a € Z,a +# 1,a # 0. Betrachte ({a,z}) < Z[x], welches zwar
echt, aber kein Hauptideal ist. Wire nédmlich ({a,z}) = (b), so wiirde wegen a € (b) direkt
deg b = 0 folgen. Wegen x € (b) folgt dadurch b ~ 1, im Widerspruch.

Es ist aber Z[z] sehr wohl faktoriell, wie wir spéter noch sehen werden.

Definition 3.3.9. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, A C R und d € R. Dann ist d ein
grofiter gemeinsamer Teiler von A (wir schreiben auch d = ggT(A), obwohl diese Gleichheit
formal nicht korrekt ist, da der groBite gemeinsame Teiler nicht eindeutig sein muss), wenn

(VacA:d|a)A(Vd € R: (Vbe A:d |b)=d | d).

Im Fall der Existenz ist der grofite gemeinsame Teiler eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Entsprechend kann man auch das kleinste gemeinsame Vielfache einer Menge A definieren (wir
schreiben analog v = kgV(A), wobei diese Gleichheit mit derselben Begriindung nicht formal
korrekt ist).

Bemerkung 3.3.10. Ist R ein faktorieller Ring, so gibt es zu je zwei Elementen a,b € R, die
nicht beide 0 sind, stets einen gréfiten gemeinsamen Teiler in R: Falls eines der beiden Elemente
0 ist, so ist das andere Element der grofite gemeinsame Teiler. Ist eines der beiden Elemente
zur 1 assoziiert, so ist 1 der grofite gemeinsame Teiler. Andernfalls kénnen wir zwei Primfak-
torzerlegungen @ = a1 - ... @y, b = by - ... - b, finden. Durch Umnummerierung kénnen wir
re€N,0 <r <min{u,v} mit

a; ~b; firi <r und a; #b; fiiri,j >r

wihlen. Die Behauptung lautet: d := []'_; a; = ggT({a, b}). Offensichtlich teilt d sowohl a als
auch b. Sei t ein weiterer gemeinsamer Teiler von @ und b. Findet man nun eine Primfaktorzer-
legung t1,...,t, von t, so erhélt man, dass es ¢« < v und j < v mit a; ~ t; ~ b; geben muss.
Wegen der Wahl von r» muss ¢ < r oder j < r gelten und wieder wegen der Wahl von r kann
man sogar ¢ = j < r verlangen, 0. B.d. A. t; ~ a1 ~ b1. Division der Elemente a,b und ¢ durch
a1, b1 beziehungsweise t; zeigt: Die analoge Argumentation gilt fir £ € {2,...,w}, das heifit
die Elemente kénnen so umnummeriert werden, dass tx ~ ap ~ by fiir alle k € {1,...,w} gilt.
Wieder wegen der Wahl von r folgt schliefilich w < r, also t | d.

Bemerkung 3.3.11. Sei R ein Integrititsbereich und seien a,b € R. Dann gilt die Aquivalenz
alb< (b) C (a). Es ist daher die Struktur (R/~,|) ordnungstheoretisch isomorph zu der
Menge aller Hauptideale mit Mengeninklusion, vermoge der Abbildung v ([a]~) := (a). Dabei
ist ~ die Assoziiertheitsrelation. Im Fall eines Hauptidealrings kann ,,Menge der Hauptideale*
offensichtlich mit ,Menge der Ideale“ ersetzt werden. Fiir A C R sei A/~ = {[a]~ | a € A}.
Dann ist, jeweils im Falle der Existenz,

geT(A) € inf |(A/.) und kgV(A) € sup|(A/~),

unter Verwendung der Infima und Suprema beziiglich der Teilbarkeitsrelation. Sei R nun ein
Hauptidealring. Dann existiert ein d € R mit (A) = (d) und es folgt

Y([geT(A)]~) = ¢(inf (4/.)) = inf 5{(a) | a € A} = | J (a) = (4) = (d),

a€A

unter Verwendung der Infima beziiglich den jeweils angegeben Relationen. Es ist also ggT(A) = d
fiir d € R mit (A) = (d).
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Lemma 3.3.12 (Lemma von Bézout). Sei R ein Hauptidealring und A C R. Dann existieren
neN, ar,...,ap € Aundry,...,rn € R, sodass ggT(A) = > """ | ria;.

Beweis. Aus der vorangegangen Bemerkung folgt (ggT(A)) = (A). Aufgrund der Darstellung
iiber das erzeugte Ideal folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.3.13. Ein Beispiel in R = Z ist ggT(5,3) =1=(-1)-5+2-3.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einer weiteren Beobachtung iiber Hauptidealringe:

Lemma 3.3.14. Sei R ein Hauptidealring, und a € R. Dann ist (a) ein maximales Ideal von R
genau dann wenn a irreduzibel in R ist.

Beweis. Sei a € R irreduzibel. Sei J ein echtes Ideal von R mit (a) C J. Dann gibt es ein b € R
mit J = (b), also (a) C (b), womit b | a folgt. Da a irreduzibel ist folgt dadurch b ~ a und damit

J = (a). Also ist (a) maximal.

Sei nun andererseits a € R und (a) maximal. Sei bla, b ¢ 1. Dann ist R D (b) D (a), also folgt
wegen der Maximalitidt von (a) schon (b) = (a) bzw a ~ b. Also ist a irreduzibel. O

3.4 Euklidische Ringe

Beispiel 3.4.1. Das folgende Beispiel illustriert die Motivation dieses Kapitels: In den ganzen
Zahlen kann die bekannte Division mit Rest durchgefiihrt werden. Das heifit fiir zwei ganze
Zahlen a,b € Z mit a # 0 existieren ¢,r € 7Z sodass b = ga + r gilt, wobei 0 < r < |al.
Beispielsweise ist 16 = 5 - 3 4+ 1 eine solche Division mit Rest, wihrend 16 = 4 - 3 4+ 4 diese
Definition nicht erfiillt.

Definition 3.4.2. Sei R ein Integritédtsbereich. Dieser heifit euklidischer Ring, wenn es eine
Funktion H : R\ {0} — N mit

Vae R\ {0},Vbe R3g,re R:b=aq+r AN (r=0VH(r)<H(a))

gibt. Die Funktion H heifit euklidische Bewertung.

Beispiel 3.4.3. Ein Beispiel fiir einen euklidischen Ring ist Z mit H(z) = |z|. Weiters ist fiir
einen Korper K der Polynomring K[z] ein euklidischer Ring, wobei die Bewertung der Grad ist.
Jeder Korper K mit einer beliebigen Funktion H : R\ {0} — N ist ein triviales Beispiel, da man
immer 0 als Divisionsrest erhalten kann.

Beispiel 3.4.4. Wie wir gleich sehen werden, ist jeder euklidische Ring auch ein Hauptidealring.
Da Z|[x] kein Hauptidealring ist, ist Z[x] insbesondere kein euklidischer Ring. Ein Beispiel fiir

B C(

einen Hauptidealring der kein euklidischer Ring ist, wére Z] ohne Beweis).

Satz 3.4.5. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.
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Beweis. Sei R ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion H und sei I ein Ideal von R.
Falls I = {0} ist, so gilt trivialerweise I = (0). Falls I # {0} gilt, so muss ein a € R mit
I = (a) = {aq | g € R} gefunden werden. Wahle daher a € I\{0} mit H(a) = min{H (z) | z € I}.
Dieses Minimum existiert, da jede nichtleere Teilmenge natiirlicher Zahlen ein Minimum hat.
Offensichtlich gilt (a) C I.

Fiir die andere Mengeninklusion sei b € I. Da R ein euklidischer Ring ist, existieren ¢,r € R
mit b=ag+rund r =0V H(r) < H(a). Wegen r = b — aq € I und der Minimalitit von H (a)
folgt, dass r = 0 gilt, also b = aq und b € (a). ]

Satz 3.4.6 (Euklidischer Algorithmus). Sei R ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion H.
Seien a,b € R, wobei a # 0. Sei rg = a. Wihle q1,71 € R so0, dass

b=agqi+ri mitr; =0V H(r1) < H(ro) = H(a).

Wenn r1 = 0 ist, dann terminiert der Algorithmus. Ist ansonsten i € N\ {0} und ¢; und r; # 0
gewdhlt, so wihlt man q;+1,7141 o, dass

Tio1 = TiGi+1 + Tip1 mit i1 =0V H(Ti—f—l) < H(Tl)
Wenn r;y1 = 0 ist, dann terminiert der Algorithmus. Aufgrund der Schachtelung
H(a) = H(rg) > H(r1) > H(r2) > ...

terminiert der Algorithmus, das heifit, es ist v, = 0 fiir ein k € N\ {0}. Dann ist ri_q der letzte
von 0 verschiedene Rest und es gilt r,_1 = ggT(a,b).

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass rp_1 ein Teiler von a und b ist. Das folgt induktiv, da
Tk—1 | rr—o (wegen rp = 0) und ri_1 | rg—oqr—1 + k-1 = rk—3. Mit Induktion folgt, dass rp_1 | a
und r;_1 | b gilt.

Ist nun ¢ ein beliebiger Teiler von a und b, so miissen wir zeigen, dass t | r,_1 gilt. Diese Aussage

folgt &hnlich da ¢ | b — agqy = r1 und man wieder mit Induktion ¢ | 75—y leicht folgert. Daher
folgt, dass rp_1 = ggT(a,b) gilt. O

Bemerkung 3.4.7. Eine Anwendung des euklidischen Algorithmus ist die Berechnung von Koef-
fizienten x,y mit ax + by = ggT(a,b). Mit der Notation aus Satz folgt

ggT(a,b) =rp—
= Tk—3 — Tk—24k—1
=7p-3— (Th—a — Tk—3qk—2)qk—1
= rp—a(—qr-1) +rr-3(1 + qr—2qx—1)
=...=azr+ by.

Die Koeffizienten z,y sind klarerweise nicht eindeutig, so ist in Z beispielsweise 1 = ggT(5,3) =
5(-1)+3-2=5-243(-3).

Bemerkung 3.4.8. Wir wollen an dieser Stelle noch einen kurzen Uberblick iiber die verschiedenen
Arten von Ringen geben und vor allem auch auf die Unterschiede iiber darin giiltigen Aussagen
eingehen.

In Faktoriellen Ringen gibt es zu a,b € R einen grofiten gemeinsamen Teiler ggT(a, b).
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In einem Hauptidealring gibt es nicht nur den gréfften gemeinsamen Teiler, sondern dieser kann
auch als Linearkombination dargestellt werden, das heifit fiir a,b € R existieren x,y € R mit
ggT(a,b) = ax + by.

In einem euklidischen Ring gibt es den ggT, dieser kann linearkombiniert werden und mithilfe
des euklidischen Algorithmus koénnen die entsprechenden Koeffizienten berechnet werden.

Proposition 3.4.9. Sei R ein faktorieller Ring, K der Quotientenkdrper und g € K. Dann

gibt esp',q' € R,q # 0 sodass % = % und ggT(p',q') = 1. Wenn Z—,l: =2 mit geT(p",q") =1,
dann gilt p”" ~p' und ¢" ~ ¢'.

Beweis. Mit p’ := ggT’(’p’q) und ¢ = m folgt die Existenz, wobei % = gﬁnach Definition
gilt und man (ggT)(p’,¢') = 1 iiber die Primfaktorzerlegung nachweist. Ist é% ebenfalls eine
solche Darstellung von %v so iiberzeugt man sich von p’ ~ p” und ¢’ ~ ¢” ebenfalls mithilfe der
Primfaktorenzerlegung in R. O

Bemerkung 3.4.10. Die folgenden beiden Lemmata waren nicht Teil der Vorlesung und wur-
den nachtriglich ergénzt. Sie konnen beispielsweise fiir den Beweis von Satz 4.2.52 (Satz vom
primitiven Element) verwendet werden.

Lemma 3.4.11. Sei R ein euklidischer Ring. Dann existiert eine euklidische Bewertung H' :
R\ {0} - N mit VYa,b € R\ {0} : H'(ab) > H'(a).

Beweis. Sei H eine euklidische Bewertung auf R und definiere H'(a) := mingep oy H (ax) fiir
a € R\ {0}. Seien nun a,b € R beliebig, wobei a # 0. Es existieren ¢/,7’ € R mit b = (az)q' +1/,
wobei ' = 0 oder H(r") < H(axz) gilt. Nun gilt nach Definition H'(a) = H(ax) fir ein x € R\{0}.
Insgesamt folgt also b = a(zq’) + ' mit v = 0 oder H'(+') < H(r') < H(ax) = H'(a), also ist
H' eine euklidische Bewertung. Die Ungleichung H'(a) < H'(ab) gilt offensichtlich, da wegen
bR\ {0} C R\ {0} das Minimum auf der rechten Seite der Ungleichung iiber eine kleinere Menge
gebildet wird. O

Lemma 3.4.12. Sei R ein euklidischer Ring, z,y € R, ({z,y}) =: I und d € I'\{0}. Sei weiters
H eine euklidische Bewertung mit H(ab) > H(a) fir alle a,b € R\ {0}. Dann gilt: d ist genau
dann ein ggT von x und y, wenn H(d) = min{H (z) : z € I \ {0}} gilt.

Beweis. Sei d ein ggT von z,y und sei z € I \ {0} beliebig. Da d jede Linearkombination von
x und y teilt, gilt d | z, das heiit es existiert ein ¢ mit z = cd. Laut Voraussetzung gilt nun
H(z) = H(ced) > H(d).

Sei nun d € I\ {0} mit H(d) = min{H (I \ {0})}. Es ist zu zeigen, dass d ein Teiler von einem
beliebigen ggT ist, da diese dann assoziiert sind, also auch d ein ggT von = und y ist. Sei daher
d’ ein ggT von z,y. Aufgrund von Bemerkung existieren a,b € R mit d = ax + by. Nach
dem Lemma von Bezout existieren a/,0’ € R mit d’ = o’z + b'y. Die Division mit Rest von d’
durch d liefert die Existenz von ¢, € R mit d = gd + r und » = 0 oder H(r) < H(d). Im
Fall » = 0 sind wir fertig, daher zeigen wir dass der andere Fall nicht eintreten kann. Es gilt
r=d —qd=(dz+Vy)—qlax+by) = (d' —qa)z + (V/ — ¢b)y € I und wegen der Minimalitét
von H(d) muss r = 0 gelten. O

104.998 Algebra 2023S Seite 59 von 85

17.05.2023
24.05.2023



Ringe 24.05.2023

3.5 Der Satz von Gaufl

Satz 3.5.1 (Satz von GauBl). Ist R ein faktorieller Ring, so ist auch R|x] faktoriell.

Korollar 3.5.2. Sei R ein faktorieller Ring. Dann gilt:
e Der Polynomring R|x1,. .., xy,] ist faktoriell.

o Ist X eine beliebige Menge, so ist auch R[X] faktoriell.
Korollar 3.5.3. Z[z] ist faktoriell.

Definition 3.5.4. Ist R ein Ring und f = >_" ;a;2’ € R[z] mit ao,...,a, € R, so nennen wir
f leer (oder auch primitiv), wenn

geT(ag,...,a,) = 1.

Bemerkung 3.5.5. Ist R ein faktorieller Ring, so existiert fiir alle f = > a2’ € R[] eine
Darstellung

f = ggT(QOa" . aan) : an

wobei fy € R[x] leer ist. Ist andererseits f = ¢+ fo mit ¢ € R und fy € R]x] leer, so folgt bereits
¢ = ggT(ao,...,an): Offenbar folgt ¢ | ggT(ao,...,an). Ware b o¢ 1 mit ¢- b = ggT(ao,...,an),
so wiirde b | fo folgen, was aber der Annahme widerspricht, dass fy leer ist.

Lemma 3.5.6. Sei R ein faktorieller Ring und p € R prim. Dann ist p auch in R[z] prim.

Beweis. Seien f,g € R[z] und gelte p | f - g. Wir zeigen, dass entweder p | f oder p | g mittels
Induktion nach deg fg = n + m, wobei

m
f:Zai:L‘Z, g:ijx] mit ag,...,an,bo,...,bm € R.
i=0 j=0

Induktionsanfang (n +m = 0): Es sind f,g € R, womit aus p | fg folgt p | f Vp | g, da p prim
in R ist.

Induktionsschritt (n+m — n+m+1): Gilt p | fg, so gilt p | anbm,, da a,by, der Leitkoeffizient
ist und damit, da p prim in R ist, p | a5, V p | by,. Nehmen wir 0. B.d. A. p | a,, an. Schreiben wir
nun f = a,x" + f'. Es gilt

fg=ana"g+ f'g.
Nun teilt p jedoch fg,a, und damit auch f’g. Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit p |
'V p| g, und damit entweder direkt die Behauptung oder p | an,p | f’ und damit p | f. O

Korollar 3.5.7. Sei R ein faktorieller Ring, f,g € Rx] leer, so ist auch fg leer.

Lemma 3.5.8. Sei R ein faktorieller Ring, Q der Quotientenkérper von R und f € Q[x]. Dann
existieren cy € Q, fo € Rx] leer, mit

f=cr- fo
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Einheit (aus R).
Weiters gibt es zu f, g € Qx| eine Einheit e € R mit

cf.g:e-cf-cg.
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Beweis. Sei f = Zfzo a;x'. Die Koeffizienten a; von f in Q haben eine Darstellung als Quotient
mit teilerfremden Elementen z;,n; € R, also a; = v% Sei fiir ¢ < ¢ nun z, = z - []| iy Wir
konnen also schreiben

14
88T (2, -, 7)) i
a;zt = z’ bix’,
Z ' ZH]<£”J ngénj ZZ; ’
wobei die b; = z//ggT(z(,...,2;) € R teilerfremd sind und sich somit sofort die geforderte

Darstellung ergibt.

Seien nun f = d - g eine weitere Darstellung von f, wobei g € R[z] leer ist. Sei ¢y = 5, d = gi,

mit cjc, c?, d?,d"™ € R. Wir multiplizieren unsere Gleichungen mit cf d™ und erhalten
cj-d" - fo=d*-c}- g€ R[]
Nach Bemerkung folgt nun g -d" ~d* - %, und somit auch fo ~ g, wie gewiinscht.
Ist nun f = c¢s - fo,9 = cg - go, mit cf,cg € Q und fo, go € R[z] leer, so folgt
fg={(cs-cq)-(fo-90)
und damit sofort die Aussage, da nach Korollar auch fy - go leer ist. O

Lemma 3.5.9. Sei R ein faktorieller Ring und Q der Quotientenkérper von R. Sei f € R[x]
irreduzibel in R[z], deg f > 1, so ist f irreduzibel in Q[x].

Beweis. Sei f = g-h, g, h € Q[z]. Gilt deg g = 0Vdegh = 0, so folgt sofort die Assoziiertheit von g
oder h zu 1 in Q[z]. Sind deg g, deg h > 1, so schreibe mit obigem Lemma g = ¢4 - go, h = ¢, - ho,
wobei ¢g,¢, € Q und go,hy € R[z] leer sind. Wir nehmen 0.B.d.A. ¢y = ¢4 - ¢, an. f ist
irreduzibel in R[z], insbesondere ist f also leer. Wir konnen somit o. B.d. A. ¢y = 1 annehmen.
Damit ist also

f=9g-h=cg-go-cn ho=go-ho,
im Widerspruch dazu, dass f irreduzibel in R[z] ist. O

Lemma 3.5.10. Sei R ein faktorieller Ring. Ist f € R[z] irreduzibel, so ist f prim.

Beweis. Seien g,h € Rlz],f | g-h. Wir wollen f | gV f | h zeigen. Da R faktoriell ist,
konnen wir aus Gradgriinden o.B.d. A. deg f > 1 annehmen. Nach Lemma ist f dann
irreduzibel in Q[x]. Da Q[z] als euklidischer Ring insbesondere ein faktorieller Ring ist, gilt nach
Proposition [3.3.3] dass f in Q[z] prim ist, also f | gV f | h in Q[z], 0.B.d. A. sei p € Q[z] mit
f-p=g. Nun konnen wir also
J-ep-po=9g=cg-g0

schreiben, also ¢, - (f-po) = ¢4 - go. Da f irreduzibel ist, is f-po leer. Aufgrund der Eindeutigkeit
dieser Darstellung gibt es eine Einheit e € R mit ¢, = e - ¢4. Damit ist jedoch auch ¢, € R,
womit p € R[z] folgt. Damit gilt f | g in R[x]. O

Beweis (Satz von Gauf). Sei f € R[z], dann existieren c}, ...,Cf € R prim und fo o f8 €
R][z] irreduzibel mit

f=crfo=ch-. o fo o £
Die Zerlegung von ¢ in Primelemente existiert, da R faktoriell ist und CZ]} prim in R[z] ist, nach

obigem Lemma. Die Existenz der Zerlegung von fy in irreduzible Polynome argumentiert man
mit Hilfe des Grades, wobei die fJ prim nach obigem Lemma sind. O
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Kapitel 4
Korper

Das Ziel dieses Kapitels ist es die Konzepte, beziehungsweise das Verhalten, von Korpererweite-
rungen zu verstehen, beispielsweise von R auf C, oder von QQ auf R. Weiters werden alle endlichen
Korper vollsténdig klassifiziert.

4.1 Einfiihrung

Definition 4.1.1. Sei L ein Korper. Wir nennen K C L einen Unterkdper, wenn K mit den
von L auf K eingeschrénkten Operationen ein Korper istE] Dafiir schreiben wir auch K < L. In
diesem Kontext heifit L auch Oberkérper von K.

Durch
(WU U <L}

ist ein Unterkorper von L gegeben, welchen wir den Primkdrper von L nennenE]

Sei K < L, S C L so definieren wir die Kdrpererweiterung von K um S (innerhalb von L) durch
K(S):=({U|K<U<LUDS}

Ist S = {a,...,an}, so schreiben wir auch K(aq,...,ap,).

Analog ist die Ringerweiterung von K um S (innerhalb von L) definiert:
K[S]:=({U|URingAK CUC L,U 2 S}.
Ist S = {ai,...,an}, so schreiben wir auch Kaq, ..., ay].

Beispiel 4.1.2. o K < K(z).
e R(i) = C (innerhalb von C).

Definition 4.1.3. Ein Koérper K heifit Primkdrper, wenn K keine echten Unterkorper hat.
Bemerkung 4.1.4. Sei L ein Korper und K der Primkoérper von L. Dann ist K ein Primkorper.

Satz 4.1.5. Sei K ein Primkdrper.
e Ist char K =0, so ist K = Q.
o Istchar K =peP, soist K=7Z,.

'Es geniigt aber hier nicht zu fordern, dass K unter den Operationen von L abgeschlossen ist, da das Bilden
multiplikativer Inverser per Definition keine Kérperoperation ist.

2Dazu beachte man, dass Durchschnitte von Unterkdrpern selbst wieder ein Kérper sind: was hier nicht véllig
trivial ist, ist der Abschluss unter multiplikativen Inversen — aufgrund ihrer Eindeutigkeit ist aber zu jedem
Element # 0 im Durchschnitt der Unterkérper das multiplikativ Inverse in jedem Unterkérper im Schnitt
enthalten (und jeweils gleich), also auch in deren Durchschnitt.
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Beweis. Sei K zuerst ein Korper mit Charakteristik 0. Dann definieren wir eine Abbildung

a

——
Qo K (ia)_i1+...+1_ia
v Y T T LT Ty

——

b

mit a € N, b € N\ {0}. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da der Nenner wegen char K = 0
niemals 0 wird und sie unabhéngig von der Wahl der Représentanten ist (kiirzbare Ausdriicke
in Q sind in K ebenso kiirzbar). Wie man leicht sieht, ist die Abbildung ein Homomorphismus.
Und ¢ ist auBlerdem injektiv, denn gilt o(3) = 0, so folgt wegen char K = 0 sofort § = 0. Da
¢(Q) < K und K ein Primkorper ist, folgt die Surjektivitiat von ¢, also K = Q.

Sei nun char(K) = p. Zuerst definieren wir
i

. ﬁ .
0:Z—K, oi)=1+...+1=1.

Man sieht leicht, dass ¢ ein Homomorphismus istE] Offenbar ist dann ker(p) = (p). Damit ist
Zyp =17/(p) = ¢(Z) < K. Da K ein Primkérper ist, folgt also K = Z,, via ¢|z,. O

4.2 Korpererweiterungen

Im Folgenden werden wir oft K < L schreiben, dabei ist stets K ein Korper und L ein Oberkorper
(beziehungsweise eine Korpererweiterung) davon.

4.2.1 Einfache algebraische Erweiterungen

Definition 4.2.1. Sei K < L, so definieren wir [L : K] als die Dimension von L als Vektorraum
iber K.

Satz 4.2.2 (Gradsatz). Sei K < E <L, [L: E],[E: K] < co. Dann ist

[L:K|=[L:E]-[F:K]<oo.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 4.2.3. Sei K < L, € L. Dann nennen wir « algebraisch dber K (kurz a alg./r),
wenn

df € K[z]\ {0} : f(a) = 0.
Ansonsten ist « transzendent dber K (kurz o transz./g).
Wir nennen eine Kopererweiterung K < L algebraisch, wenn alle a € L algebraisch iiber K sind.
AuBlerdem heifit L einfache algebraische Erweiterung von K, wenn es ein iiber K algebraisches

Element o € L mit L = K (a) gibt[]

Beispiel 4.2.4. Sei K ein Korper und betrachte K < K (x). Dann ist z nicht algebraisch iiber K,
da x klarerweise nicht annullierbar ist.

3Fiir die Multiplikation erfolgt dies induktiv mit Hilfe der Distributivgesetze: so gilt im Induktionsschritt von b
nachb+1letwap(a-(b+1))=¢(a-b+a)=p(a-b)+¢la)=a-b+a=a-(b+1)=¢a) pb+1).
4Wir miissen erst zeigen, dass einfache algebraische Erweiterungen tatsichlich algebraische Erweiterungen sind.
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Beispiel 4.2.5. Betrachte R < C. Dann ist i € C algebraisch/g, da wir f(x) = 2% + 1 withlen
koénnen.

Beispiel 4.2.6. Betrachte Q < R. Dann ist v/2 € R algebraisch/g. Jedoch sind 7, e € R nicht
algebraisch/q.

Bemerkung 4.2.7. Ist a algebraisch iiber K, so kdnnen wir das nichttriviale Ideal
Ii={f € Klz] | f(@) = 0} < Kla]

wéhlen. Nun gibt es ein pu, € K[z| normiert, mit I = (uq), da K[z] ein Hauptidealring ist.
Diese Erzeuger sind eindeutig bis auf Assoziiertheit, denn ist I = (uq) = (g), so gilt pa | g
und ¢ | fta, womit g ~ p,. Insbesondere ist das normierte Polynom p, mit dieser Eigenschaft
eindeutig bestimmt.

Definition 4.2.8. Sei K < L und « € L algebraisch/g. Dann heifit das eindeutig bestimmte
Polynom p, aus Bemerkung [4.2.7 das Minimalpolynom von « iber K.

Unter den obigen Voraussetzungen bzw mit obigen Bezeichnungen ist u, stets irreduzibel: wére
es das nicht, so wiirde ja schon einer der nichttrivialen Teiler von p, « annullieren, was aber
I = (uq) widerspricht.

Verschiedene «, 8 € L konnen dasselbe Minimalpolynom besitzen. Jedoch sind die jeweiligen
Korpererweiterungen dann zueinander isomorph, wie wir in folgender Proposition sehen werden.
Proposition 4.2.9. Sei K < L,« € L algebraisch tiber K und deg o = k. Dann gilt:

1. Die Abbildung ¢ : K[z]/ () — K[a], f + (pa) = f(a) ist ein Ring-Isomorphismus.

2. Klo] = K(a).

3. Vp e K(a)Jag,...,ay1 € K: = Zi‘:ol a; o

4. a% ..., aF ! bildet eine Basis von K(o)/x als Vektorraum.
5. [K(a): K] =k.

0.

Ist B € L,pa = pg, so existiert ein eindeutiger Isomorphismus v : K(a) — K(f) mit
() = B und ¥lx = idx.

Beweis.

1. Folgt sofort aus dem Homomorphiesatz, angewandt auf den Einsetzungshomomorphismus.

2. Da pq irreduzibel ist und K[z] ein Hauptidealring, ist (po) nach Lemma (3.3.14] ein maxi-
males Ideal von Klz]|. Damit ist K[a] nach (1) aber ein Korper, somit K[a] = K(«).

3. Existenz: Nach (1) und (2) gibt es ein f € K[z] mit o(f + (pa)) = fla B. Nun ist
f =9 tio + [ mit einem Polynom f’ mit Grad kleiner k. Damit ist f'(«) = f(a) = 3.

Eindeutigkeit: Ist f(a) = 8 = g(«a), wobei der Grad von f,g kleiner als k ist, so folgt
(f —9)(o) =0, womit (f — g) € (ua), also gilt o | (f — g), womit f — ¢ = 0 und damit
f =g ist.

4. Folgt sofort aus (3).

5. Folgt sofort aus (4).
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6. Existenz: Nach (1) und (2) gibt es Isomorphismen ¢ : K[z]/(,,) — K(a) und ¢ :
K[z]/(u.) — K(B) welche p|gx = idx und ¢'|g = idx erfiillen. Wegen ¢(x + (11a)) = «
und ¢’ (z + (a)) = B liefert ¢’ 0o ™! : K(a) — K(B) einen gewiinschten Isomorphismus.

Eindeutigkeit: Sei ¢ : K(a) — K(f) ein Isomorphismus mit ¢(a) = § und ¢|g = idg.
Dann gilt insbesondere (o) = 3%, da v ein Korperautomorphismus ist. Daher ist 9 als
lineare Abbildung von K («) als Vektorraum iiber K in den Vektorraum K (/3) bereits auf
einer Basis eindeutig festgelegt, womit 1 insbesondere als Kérperautomorphismus eindeu-
tig ist.

O]

4.2.2 Nicht-einfache algebraische Erweiterungen

Definition 4.2.10. Wir nennen K < L (rein) algebraisch, wenn

Va € L : « ist algebraisch iiber K.

Proposition 4.2.11.
1. Sei K < L. Gilt [L : K] < o0, so ist K < L algebraisch.
Insbesondere sind also einfache algebraische Erweiterungen stets algebraisch.
2. Ist K < K(a) algebraisch, so ist [K(a) : K] < c0.
3. Ist K < L algebraisch und L < M algebraisch, so ist K < M algebraisch.
4. Ist K <L und S :={a € L | « ist algebraisch iber K}, so ist K < S < L.

Beweis.

1. Sei a € L\ {0}. Da die Dimension der Erweiterung endlich ist, ist die Folge der Potenzen
a®, al, ... linear abhingig iiber K. Es gibt also aq, . .., a, € K, welche nicht alle 0 sind, mit
Y pait =0, womit wir f(z) = > I ja;x’ wihlen kénnen. Es ist f(a) = 0 und f # 0,
womit « algebraisch ist. Die zweite Aussage folgt nun sofort aus Proposition (5).

2. Ist K < K(«a) algebraisch, so ist insbesondere « algebraisch iiber K. Es gilt dann also
nach Proposition (5) [K(a) : K] = deg po < o0.

3. Sei @ € M beliebig, so gibt es f(z) = Y. ja;a’ € Lz] \ {0} mit f(a) = 0. Es ist dann
auch « algebraisch iiber K(ag,...,ay). Nun gilt

= [K(a,a0,...,a,) : K(ag,...,an)] - [K(ag,...,an) : K] =
[ ): K(aog,...,an)] [K(ag,...,an): K(ai,...,an)]-
(K (an—1,an) : K(an)] - [K(ay) : K] < o0

und nach (1) ist K («) algebraisch iiber K, also insbesondere ist « algebraisch iiber K.

4. Seien a, B € S, es reicht a-3,a+B,a~! € S zu zeigen. Nach (1) ist K < K (a) algebraisch,
genauso ist K(«a) < K(«, ) algebraisch, wobei letzteres ein Korper ist, womit « - 3, o +
B,a! € K(a,p) folgt und diese damit nach (3) algebraisch iiber K sind, also in S liegen.

O]
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4.2.3 Transzendente Erweiterungen

Proposition 4.2.12. Sei K < L,a € L transzendent tber K. Dann ezistiert ein eindeutiger
Isomorphismus 1 : K(x) — K(a) mit ¥(x) = o, Y| = idk.

Beweis. Existenz: Sei ¢ : K[z] — K][a] der Einsetzungshomomorphismus, ¢(f(z)) = f(«).
Da « transzendent ist, ist ker ¢ trivial. Damit ist ¢ ein Ringisomorphismus. Nun ist K(z) der
Quotientenkorper von K[z, genauso ist K(«) der Quotientenkérper von K|a]. Aufgrund der
Eindeutigkeit des Quotientenkorpers existiert genau ein v : K(z) — K(a) mit 9[g(, = ¢.

Eindeutigkeit: Sei ¢ : K(z) = K(a) ein weiterer Isomorphismus mit ¢ (z) = o und 9|x = idg.
Damit folgt 1| K[z) = - Nach der oben erwihnten Eindeutigkeit des Quotientenkérpers folgt
dadurch bereits {/; = ). O

Definition 4.2.13. Sei K < F.

e Sei S C F. Wir nennen S algebraisch abhingig iiber K, wenn es ai,...,a, € S paarweise
verschieden und f(z1,...,2,) € Klx1,..., 2], f # 0 mit f(ay,...,a,) = 0 gibt. Sonst
nennen wir S algebraisch unabhdngig.

e Wir nennen E rein transzendent tber K, wenn es eine algebraisch unabhéngige Teilmenge
S C E gibt mit £ = K(S). Weiters heifit E einfache transzendente Erweiterung von K,
wenn es ein iiber K transzendentes Element o € E mit £ = K(«) gibt.

e Sei S C E. Wir nennen S Transzendenzbasis von E iiber K, wenn S maximal algebraisch
unabhéngig tiber K ist.

Bemerkung 4.2.14. Ist S eine Transzendenzbasis von E iiber K, so bedeutet das nicht unbedingt
E = K(S), wie wir gleich sehen werden.

Proposition 4.2.15. Sei K < E,S C E. Dann sind dquivalent:
1. S ist mazimal algebraisch unabhdngig iber K, also eine Transzendenzbasis von E tiber K.
2. S ist minimal, sodass E algebraisch iiber K(S) ist.
3. S ist algebraisch unabhingig und E ist algebraisch iber K(S).

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Proposition 4.2.16. Seien K < L1, Lo und S1 C L1,Ss C Lo algebraisch unabhdngig tiber K,
sowie ¢ : S1 — So eine Bijektion. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung @ : K(S1) — K(S2)
sodass @ ein Isomorphismus ist und P|x = idk,P|s, = .

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 4.2.17. Sei K < E, dann gibt es eine Transzendenzbasis S von E iber K.
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Beweis. Betrachte
S :={S C F | S ist algebraisch unabhingig iiber K}.

Wegen () € S ist S nicht leer und daher (S, C) eine Halbordnung. Ist M C S eine beliebige
Kette, so ist [JM € S. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element, welches
gerade unsere Transzendenzbasis darstellt. ]

Korollar 4.2.18. Sei K < FE und S C E eine Transzendenzbasis von E iiber K. Dann ist
K < K(S) < E, wobei der erste Schritt (von K auf K(S)) rein transzendent und der zweite
Schritt (von K(S) auf E) rein algebraisch ist.

Definition 4.2.19. Sei K < E, A C E. Dann definieren wir die algebraische Hiille von A als
[A] := {b € E | b ist algebraisch iiber K(A)}.

Gilt E = [A], so heiit A algebraisches Erzeugendensystem von E tber K.
Ist insbesondere A also Transzendenzbasis von E iiber K, so ist [4] = E.
Lemma 4.2.20. Sei K < E, A C E. Dann gilt [[A]] = [A].

Beweis. Es gilt K(A) < [A] als Korper, sowie [A] < [[A]]. Beide dieser Kérpererweiterungen
sind algebraisch, womit auch K(A) < [[A]] eine algebraische Erweiterung ist. Also gilt fiir alle
b € [[A]] bereits b € [A]. O

Lemma 4.2.21 (Austauschlemma). Seien K < E; A C E und b,c € E mit c € [AU{b}],c ¢ [A].
Dann ist b € [AU{c}].

Beweis. Sei f € K(AU{b})[z]\{0} mit f(c) = 0. Aufgrund von Lemma[3.5.8 und da K(AU{b})
ein Quotientenkorper von K[AU{b}] ist, konnen wir sogar f € K[AU{b}|[x] wéhlen. Sei g(z,y) €
K[A][z,y] miﬂ g(z,b) = f(x). Wahle h(y) := g(c,y) € K[AU {c}][y]. Dann ist degh(y) > 1:
wére degh(y) = 0, so wire f € K|[A][z]|, was unserer Annahme ¢ ¢ [A] widerspriiche. Nun gilt
h(b) = g(c,b) = f(c) = 0, womit b algebraisch iiber K (AU {c}) ist. O

Korollar 4.2.22. Seien K < E,AC E,b,c € E mit c € [AU{b}],c ¢ [A]. Dann gilt:
o [AU{b}] =[AU{c}]
o [st A algebraisch unabhingig, so ist auch AU {b} algebraisch unabhingig.
Beweis. Es ist ¢ € [AU {b}], womit [A U {c}] C [A U {b}] folgt. Mit dem Austauschlemma folgt

die andere Mengeninklusion.

Sei nun A algebraisch unabhéngig. Ware A U {b} algebraisch abhingig, so wire b € [A] und
damit ¢ € [4], im Widerspruch. O

Korollar 4.2.23. Seien B,C Transzendenzbasen von E iiber K. Dann gibt es fiir alle b € B
ein c € C, sodass (B \ {b}) U{c} eine Transzendenzbasis von E iiber K ist.

®An dieser Stelle geht die Voraussetzung f € K[A U {b}][z] ein. Die Koeffizienten a; € K[A U {b}] von f sind
von der Form ¢;(b), wobei die ¢; € K[A][y] ebenfalls Polynome sind.
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Beweis. Zunéchst gibt es ein ¢ € C' mit ¢ ¢ [B\{b}], da wir sonst eine kleinere Transzendenzbasis
von E iiber K hitten. Wegen ¢ € [B] folgt mit dem Austauschlemma, dass b € [(B \ {b}) U
{c}]. Damit ist E algebraisch iiber K((B\ {b}) U {c}). Weiters ist (B \ {b}) U {c} algebraisch
unabhingig. O

Lemma 4.2.24. Sei K < E und seien B, C Transzendenzbasen von E tiber K, wobei B endlich
sei. Dann ist |B| = |C).

Beweis. Wir tauschen induktiv Basisvektoren aus. Dazu sei By := B = {bi,...,b,}. Wihle
c1 € C, sodass By := (B \ {b1}) U {c1} eine Transzendenzbasis von E iiber K ist. Es ist
c1 & B\ {b1}, da sonst B keine Transzendenzbasis von E iiber K wire. Féhrt man induktiv
fort, so erhédlt man nach n Schritten, dass B, C C' eine Transzendenzbasis von F iiber K ist,
also folgt |B| = |B,| = |C/. O

Fiir den folgenden Satz sowie Proposition [4.2.36] erwiihnen wir einige relevante Eigenschaften
iiber Kardinalitéten. Fiir zwei Mengen B und C' schreiben wir |B| = |C/|, wenn es eine Bijektion
zwischen B und C gibt. Falls es eine injektive Abbildung von B nach C gibt, so schreiben wir
|B| < |C|, andernfalls schreiben wir |B| > |C|. Dieses ,,<“ erfiillt alle Eigenschaften einer linearen
Ordnung, sie ist also reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Ist I eine beliebige Indexmenge und
sind M; beliebige Mengen, so bezeichnet . [M;| die Kardinalitdt der Menge (J;c; M; x {i}.
Fiir beliebige Mengen M und I definieren wir M! := {f | f : I — M ist Funktion} und
| M| := |M'|. Im Beweis von Satz verwenden wir diese Tatsache: Ist I unendlich und sind
alle M; endlich, so gilt » .. [M;| = |I|. Fiir den Beweis von Proposition verwenden wir
das folgende Resultat der Mengenlehre: Ist M unendlich und I # () endlich, so gilt |M|l = |M]|.

Satz 4.2.25. Seien K < E, B,C Transzendenzbasen. Dann ist |B| = |C]|.

Beweis. Sind B oder C' endlich so folgt die Aussage aus dem vorigen Lemma. Seien also B,C
unendlich. Es gibt fiir alle ¢ € C ein B. C B endlich mit ¢ € [B.]. Es gilt |J ..o B. = B, womit
1Bl < > ccc |Be| < |C| folgt. Aus Symmetriegriinden folgt die andere Ungleichung und damit
die Gleichheit. O

Definition 4.2.26. Sei K < E. Wir definieren den Transzendenzgrad von E tber K als |B|,
wobei B C FE eine beliebige Transzendenzbasis ist.

4.2.4 Adjunktion von Nullstellen

Lemma 4.2.27. Sei K ein Korper, f € K[x] irreduzibel mit deg f > 2. Dann hat f keine
Nullstellen in K.

Beweis. Wir behaupten f(a) =0 < (x—a) | f. Die Implikation von rechts nach links ist klar. Ist
a eine Nullstelle von f, so kénnen wir mit dem Divisionsalgorithmus f(z) = ¢(x) - (x —a) +r(z)
mit degr < 1 schreiben. Dann ist 0 = f(a) = 0 + r(0), womit » = 0 folgt und die Aussage
gezeigt ist. O

Beispiel 4.2.28. Betrachte R < C. Es ist f(x) = 22+ 1 irreduzibel iiber R. Wir wollen i zu einer
Nullstelle machen, dann gilt also i? + 1 = 0. Damit kénnen wir auf i3 = i-i? = - (—1) schlieBen,
analog fiir i, .. .. Wir konnen also das Verhalten von i nur durch die Eigenschaft eine Nullstelle
zu sein analysieren.
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Proposition 4.2.29 (Kronecker). Sei f € K|x] irreduzibel. Dann gilt:
1. K[z]/(5) =: L ist ein Korper.
2. Die Abbildung ¢ : K — L,c— ¢+ (f) ist eine Korpereinbettung.
3. Es gibt eine eindeutige Ringeinbettung @ : Klx| — L[x] mit |k = ¢, p(x) = =.
4

. Identifiziert man K[x] mit (K |x]) und K mit o(K), so ist x + (f) € L eine Nullstelle
von f (formal von p(f)).

5. [L: K] =deg f < o0, insbesondere ist L algebraisch iiber K.

Beweis.

1. Wegen Proposition [3.1.23| ist nur zu zeigen, dass (f) ein maximales Ideal ist. In Haupt-
idealringen sind die maximalen Ideale gerade die von den irreduziblen Elementen erzeugten
Ideale — da K[x] ein Hauptidealring ist, folgt also das zu Zeigende.

2. Klarerweise ist ¢ ein Homomorphismus. Angenommen ¢,d € K und ¢ + (f) = d + (f).
Dann ist c—d € (f), also f | ¢ — d, womit (da deg(f) > 1) jedoch bereits ¢ = d folgt. Also
ist ¢ injektiv.

3. Fiir Y, a;z* € K[z] definieren wir (3>_, ., a;z’) = Y.,., ¢(a;)x’ — aufgrund der ver-
langten Homomorphieeigenschaft ist das auch schon die einzige mogliche Definition. Man
priift unter Verwendung der Homomorphieeigenschaften von ¢ einfach, dass @ ein Ho-
momorphismus ist. Seien g,h € Klz] mit p(g) = @(h). Da ¢ injektiv ist folgt (durch
Koeffizientenvergleich) sofort g = h, also ist @ ebenfalls injektiv.

4. Bsist fz+(f) = f(z) + (f) =0+ (f) = 0z, da f(z) € (f).

5. Es gilt L = K(z + (f)), da K[z] von K U {x} erzeugt wird. Weiters ist gerade f das
Minimalpolynom von x + (f) iiber K, womit [L : K| = deg f folgt.

O

Beispiel 4.2.30. Es ist C = R[z]/(y) fir f = 2 4+ 1. Dabei entspricht i € C dem Element
z+ (f) € Rlz]/() und es gilt etwa (z + (f))* = 2>+ (f) = =1+ (f).

Definition 4.2.31. Sei K < F und P C K[z].

e E heifit Nullstellenkérper von P (iiber K), wenn jedes f € P iiber E in Linearfaktoren
zerfillt, das heifit es gibt aq,...,0p, € E,a € K mit f(z) = a(x — 1) ... (x — ay), wobei
die Linearfaktoren nicht paarweise verschieden sein miissen.

e Wenn E minimal mit dieser Eigenschaft ist (das heifit, dass £ von K und den Nullstellen
aller f € P erzeugt wird), dann heifit E Zerfillungskérper von P (iiber K).

e K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom in K[z] iiber K in
Linearfaktoren zerfillt.

e Ein algebraischer Abschluss von K ist ein Erweiterungskorper L, sodass K < L algebraisch
und L algebraisch abgeschlossen ist.
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Beispiel 4.2.32. Betrachte K = Q, P = {22 — 2}, so ist E = Q(v/2) ein Zerfillungskorper.

Mit P = {2 —2} ist beispielsweise C ein Nullstellenkorper. Es ist Q(+/2) kein Zerféllungskorper
und auch kein Nullstellenkorper, da die komplexen Wurzeln fehlen. Q(+/2, \3/56%, \3/56%) hin-
gegen ist ein Zerfallungskorper.

Bemerkung 4.2.33. Wie wir spéter sehen werden sind Zerféllungskorper (bis auf Isomorphie)
eindeutig — es macht also durchaus Sinn von dem Zerfiallungskorper zu sprechen.
Proposition 4.2.34. Sei K ein Kiorper, dann sind dquivalent:

1. K ist algebraisch abgeschlossen.

2. Jedes nicht konstante Polynom in K|x] hat eine Nullstelle in K.

3. Jedes nicht konstante irreduzible Polynom in K[x] hat eine Nullstelle in K.

4. Jedes nicht konstante irreduzible Polynom in K[z]| hat Grad 1.

5. Fiir jede algebraische Erweiterung L > K gilt L = K.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 4.2.35. Sei K < L, dann sind dquivalent:
1. L ist ein algebraischer Abschluss von K.
2. L ist ein Nullstellenkorper von K[z dber K und L ist algebraisch iiber K .
3. L ist ein Zerfillungskdrper von K[z dber K.

4. L ist algebraisch iiber K und fir alle L' > L qilt, dass wenn L' algebraisch iiber K ist,
dann ist bereits L' = L.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Proposition 4.2.36. Sei K ein Korper.
o |Kfz]| = max(|K], |NJ)
o Sei K < L algebraisch. Dann gilt |L| < max(|K]|,|N]).

Beweis. Wegen K U {z" | i € N} C K[z] ist |K[z]| > max(|K]|, |N|). Definieren wir M,, := {f €
Klz] : deg f < n} fir n € N, so gilt
Klz] = | M.
neN

Jede der Mengen M,, hat |K|™ Elemente. Ist K endlich, so sind also alle M,, endlich und es
folgt |K[z]| = |N|. Andernfalls gilt |K|" = |K| und damit |K[z]| <> n|Mp| =, cn |[K|" =
> nen | K| = max(| K|, |N|). Also folgt in jedem Fall [K[z]| = max(| K|, |N|).

Sei a € L, dann gibt es ein f € Klz| \ {0} mit f(a) = 0. Nun ist
Np:={BeL|[f(B) =0}

endlich. Weiters ist

Lc |J Ny,
JeKz]\{0}

womit wegen |K[z]| = max(|K|, |N|) folgt |L| < |K[z]| - [N| = max(| K], |N|). O
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Proposition 4.2.37. Sei K ein Kéorper. Dann gibt es einen Zerfillungskérper von K|z] iber K.

Beweis. Wir wihlen eine Menge X mit K C X und |X| > max(| K/, |N|)[f] Sei
S ={F | K < E ist eine algebraische Erweiterung und F C X }.

Dann ist S eine Menge von Kérpernm Es ist (S, <) eine Halbordnung. Es ist K € S # (). Weiters
sind alle Ketten in (S, <) beschrankt: Sei K = {E; | i € I} eine Kette in S. Sei E := J;¢; EZH
Da alle Elemente dieser Vereinigung algebraisch iiber K sind, ist auch F algebraisch iiber K.
Klarerweise gilt auch K < E. Dann ist ' € S eine obere Schranke von K. Mit dem Lemma von
Zorn erhalten wir also ein maximales Element F € S.

Sei nun E’ > FE algebraisch iiber K. Wir wollen zeigen, dass dann schon E' = E folgt, womit
nach dem letzten Punkt von Proposition folgt, dass F ein Zerfiallungskorper von K|[z]
iiber K ist. Nach Proposition ist |E’'| < |X|. Wir finden insbesondere also eine Injektion
7 von E'\ E nach X \ Eﬂ Sei nun 7: B/ — X mit 7|png = 7 und 7| = id. Dann ist
E' = 7[E'] C X, wobei im Kérper w[E'] alle Elemente von E’ entsprechend 7 umbenannt
werden (und etwa 7(ep) + w(ez) = 7w(er + e2) ete festgelegt wird). Dann ist aber 7[E’] € S
ebenfalls eine algebraische Erweiterung von E. Wegen der Maximalitdt von F in S folgt nun
aber 7[E'] = E und damit aber auch £’ = E (denn sonst géibe es e € E' \ E, dann folgt aber
m(e) = 1(e) ¢ E), wie gewiinscht. O

Satz 4.2.38. Sei K ein Kiper. Dann gibt es fir jedes P C K|[x] einen Zerfillungskérper Zp
von P tber K, welcher algebraisch iiber K ist.

Beweis. Z|,) existiert nach Proposition [4.2.37, Sei P C K[z] beliebig und definieren wir Zp :=
K(S) < Zgpy mit S := {a € Zgpy | 3f € P\ {0} : f(a) = 0}. Zp ist offenbar ein minimaler
Nullstellenkorper, also ein Zerfallungskoérper von P iiber K. ]

Satz 4.2.39. Seien K ein Korper, P C K|x]| und Z1, Zy Zerfillungskorper von P iiber K. Es
gibt dann einen Isomorphismus ¢ : Z1 — Za mit |k = idk.

Bemerkung 4.2.40. Im Allgemeinen ist der Isomorphismus aus Satz nicht eindeutig.

Betrachten wir zum Beispiel R < C und ¢ : C — C,z — Z, so ist ¢ ein Automorphismus mit
¢|r = idg. Die Identitét ist allerdings ein zweiter Isomorphismus der R festhilt.

Es ist fiir einen Korper K und einen algebraischen Abschluss K die Menge AutK(F) =

{¢ € Aut(K) | ¢|x = idrx} mit der Komposition eine Gruppe. Die Galoistheorie stellt einen
Zusammenhang zwischen dieser Gruppe und den Korpererweiterungen her.

bEs erfiillt etwa die Potenzmenge P(K UN) diese Anforderung.

"Es wiire naheliegend, S := {FE | E ist Korper, K < F algebraische Erweiterung } festzulegen versuchen. Dies
wire aber problematisch (und im Folgenden, wenn wir das Lemma von Zorn anwenden wollen, falsch), da S
unter dieser Definition keine Menge wire — das Problem hierbei ist, dass sich die Elemente von E \ K fiir
K < E beliebig umbenennen lassen. Es gibt also zu viele solche Erweiterungen.

8Wir definieren die Operationen in E folgendermassen: Etwa sei 4y in E das Ergebnis von x +y in E; fiir ein
i € I sodass z,y € E; gilt. Aufgrund der Ketteneigenschaft ist die Definition unabhéngig von der Wahl von 1,
das heifit die Addition auf F ist wohldefiniert, die anderen Operationen definiert man analog. Man sieht sehr
leicht, dass E selbst auch wieder ein Koérper ist.

9Denn wegen |E| < | X| gilt | X \ E| = |X| > |E'| > |E'\ E|.

10Djese Gruppe wird auch als Galoisgruppe bezeichnet

104.998 Algebra 2023S Seite 71 von 85

01.06.2023
07.06.2023



Korper 07.06.2023

Beweis von Satz[{.2.39. Betrachten wir
S:={¢p| K <domg < Z;, K <rang < Zy, ¢ Isomorphismus , ¢|x = idg },

so stellen wir fest, dass (S, C) eine Halbordnung ist, S # 0, da idx € S und fiir jede Kette K C S
auch [J K € S ist. Nach dem Lemma von Zorn folgt die Existenz eines maximalen Elements ¢
in S.

Wir zeigen, dass fiir ¢ € S mit dom ¢ # Z; ein ¢ € S existiert mit @ 2 @.

Es ist Z; ein minimaler Nullstellenkérper von P, also existieren f € P und o € Z; \ dom ¢ mit
f(a) = 0. Sei p, das Minimalpolynom von « iiber dom @, also p, € (dom @)[z] mit deg(uq) > 2.
Als Minimalpolynom ist p,, irreduzibel iiber dom . Wenden wir nun ¢ auf die Koeffizienten von
o, an und schreiben dafiir (u,,), dann ist auch @(p, ) irreduzibel in ran @ und aus p, | f folgt
O(la) | f. Es zerféllt f iiber Zy in Linearfaktoren (da f € P) und wegen ¢(pq) | f zerféllt damit
auch ¢(uq) tiber Zs in Linearfaktoren. Es gibt daher ein § € Zs mit ©(1a)(8) = 0. Da ©(1q)
als Minimalpolynom irreduzibel iiber ran ¢ ist und deg(@(uq)) > 2 gilt, erhélt man S ¢ ran .
Nach Proposition erhélt man eine Abbildung @ : (dom ¢)(a) — (ran @)(8) mit P|gomz = @
und @) = 5.

Es muss nun also ¢ auf ganz Z; definiert sein, da wir es sonst wie eben gezeigt erweitern kénnten,
was ein Widerspruch zur Maximalitdt wére. Dass ran ¢ = Z ist erhélt man entweder indem man
den Beweis mit vertauschten Rollen wiederholt oder mit folgendem Widerspruch. Sei indirekt
angenommen rany C Zy. Es ist ran ¢ ein Nullstellenkérper, da er isomorph zu Z; ist. Dies
ist ein Widerspruch zur Minimalitéit von Zy als Zerfdllungskorper. Somit ist ¢ unser gesuchter
Isomorphismus. O

Korollar 4.2.41. Sei K ein Kérper, Z > K Zerfillungskérper von P C K|z], dann ist Z
algebraisch iber K.

Beweis. Wir kennen einen algebraischen Zerfallungskorper und da alle anderen isomorph zu
diesem sind, sind alle algebraisch. O

Bemerkung 4.2.42. Proposition [4.2.37 und die Sétze [4.2.38 und [4.2.39| liefern die Existenz und
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie von algebraischen Abschliissen und Zerfallungskorpern. Damit
ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 4.2.43. Sei K ein Korper, dann schreiben wir K fiir den algebraischen Abschluss.
Ist P C Klz|, so schreiben wir Zp fiir den Zerfiallungskorper von P iiber K.

Bemerkung 4.2.44. Es gilt Q < Q < C. Die erste Erweiterung ist eine algebraische, abzihlbare
Erweiterung von Q. Die zweite Erweiterung ist transzendent und iiberabzahlbar.

4.2.5 Der Satz vom primitiven Element
Es stellt sich die Frage, wann ein irreduzibles f € K[z] in K mehrfache Nullstellen hat.

Definition 4.2.45. Sei f € K[z] mit einer Darstellung

f@)=a - [J@—a"

i=1

mit a € K, paarweise verschiedenen o; € K und e; € N*. Wir nennen e; die Vielfachheit der
Nullstelle «;. Ist e; > 1, so nennen wir «; mehrfache Nullstelle.
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Beispiel 4.2.46. Sei f(z) = aP — 1 mit p € P.

2mik J—
Betrachten wir K = Q: e » mit k = 0,...p — 1 sind verschiedene (einfache) Nullstellen in Q
und aufgrund des Grades von f auch bereits alle.

Betrachten wir K mit char K = p. Esist a? —1 = 2P — 1P = (x — 1)P. Es gibt also nur die p-fache
Nullstelle 1 (in K wie auch in K).

Definition 4.2.47. Sei K ein Korper, f(z) = Y., a;z’ € K[z], dann definieren wir die formale
Ableitung

n
f(z) = Ziaiwi_l,
i=1

wobei (nach bereits erfolgter Konvention) i = 1+ ...+ 1, also ia; = a; + ... + a;.

i—mal i—mal

Bemerkung 4.2.48. Die allgemein bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen (wie zum Beispiel
Linearitdt oder Produktregel) gelten auch fiir die formale Ableitung.

Lemma 4.2.49. Seien K ein Kérper, f € K[z]\ {0} und a € K. Es sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. « ist mehrfache Nullstelle von f.
2. ggT(f. f')(e) = 0.
3. fla) = f/(a) =0.

Bewess.

1 — 2: Es gibt ein g € K[z] mit f = (z — a)?g. Es ist dann f’ = 2(x — a)g + (z — a)?¢/, also
(@) = 0. Es gilt also u, | f, f also weiter uq | ggT(f, f') und damit ggT(f, f')(a) = 0.

2 — 3: Folgt sofort aus ggT(f, f)If, [

3 — 1: Wegen f(a) = 0 gibt es g € K[z] mit f = (z — a)g. Damit ist f' = g+ (r — a)g’. Es ist
0 = f'(a) = g(a)+0. Damit gibt es h € K[z] mit ¢ = (z—«)h und daher ist f = (z—a)?h,
also « eine mehrfache Nullstelle von f.

O]

Lemma 4.2.50. Seien K ein Kérper und f € K[z] irreduzibel. Dann hat f genau dann eine
mehrfache Nullstelle in K, wenn char K = p € P un Jdg € K[z] : f(x) = g(aP).

Beweis.

=: Sei angenommen f hat eine mehrfache Nullstelle in K. f ist irreduzibel, also wissen
wir ggT(f, f') € {1, f}. Nach obigem Lemma hat ggT(f, f’) eine Nullstelle womit wir
geT(f, f') = f erhalten. Es gilt daher f | f’ und da f # 0 ist, muss deg f' < deg f gelten.
Gemeinsam impliziert das f/ = 0. Da f eine mehrfache Nullstelle in K hat, muss deg f > 2
gelten. Aus der Definition der formalen Ableitung wird klar, dass K endliche Charakteris-
tik p € P haben muss. Schreiben wir f(z) = Y a;z’, dann ist 0 = f'(z) = Y1 ia;z* "t
Wir erhalten also, dass jeweils ia; = 0 gilt, womit also fiir alle i € {0,...,n} gilt: Aus
a; # 0 folgt p | i. Das liefert die Darstellung f = g(«P).

HWir setzen hier P fiir z in g ein.
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<: Sei angenommen Y i, a;az’ = f(z) = g(«P) und char K = p € P. Es gilt dann f'=0,da
p | i wenn a; # 0. Daher ist ggT(f, f') = ggT(f,0) = f. In K hat f eine Nullstelle, womit
geT(f, ') eine Nullstelle hat und nach obigem Lemma f damit eine mehrfache Nullstelle
hat.

O

Lemma 4.2.51. Seien K < K’ Korper und s,t € K(z]. Dann gilt ggT i1 (s,t) ~ g8T k(5 (s, 1)

Beweis. Sei d ein ggT in K[z] und d' ein ggT in K'[z], beide von (s,t). Klarerweise gilt d | d’ (in
K'[z]). Nun existieren nach dem Lemma von Bezout u,v € K|[x] mit d = us+vt. Wegen d’ | s und
d' | t existieren §',t' € K[x] mit s = d's’ und t = d’s’. Also folgt d = us+vt = u(d's’) +v(d't') =
d'(us' + vs'), daher gilt auch d' | d (wieder in K’[z]). Also folgt die Behauptung d ~ d'. O

Satz 4.2.52 (Satz vom primitiven Element). Ist K < L eine endlichdimensionale Erweiterung
mit char K = 0, so gibt es ein a € L, sodass L = K(a).

Beweis. Sei L = K(uy,...,u,) mit r minimal. Wir zeigen die Aussage mittels Induktion nach r.
Ist » = 1, so ist die Aussage trivial. Sonst ist L = K(u1,...,ur41) = K(u1,...,ur)(Upy1) =
K (a)(tr41). Nennen wir 8 := uy41. Wir miissen also nur die Existenz eines 6 € L zeigen mit
K () = K(a, B). Betrachte in K|[z]

o= (@ —a1)...(e—ay) wd pg=(x—p)...(x—B),

mit « = «a1,8 = [1. Wegen char K = 0 gilt nach Lemma [4.2.50| ¢ # ¢ = «; # ay und
Jj # k = Bj # Bk. Betrachten wir nun Gleichungen der Form

a; + 2B = a+ 8,

wobei i > 1,7 > 2. Jede dieser Gleichungen besitzt hochstens eine Losung. Da der Korper K
wegen char K = 0 unendlich ist, existiert ein ¢ € K sodass fiir alle solchen Gleichungen gilt:

i + cB; # o+ cB.
Definiere § := o + ¢ € K(a, B). Es bleibt o, 3 € K(8) zu zeigen. Definiere
f(@) = pa(d — cx) € K(9)[x].
Dann ist f(8) = f1a(8 — cB) = pala) = 0. Fir j > 2 ist f(8)) = pa(d — cfj) # 0. Also gilt
(x = B) | f, g, sowie fiir j > 2 (z — B;) 1 f (aber | ug). Es folgt ggT(f, ug) = (z — B) in K|z]

und wegen Lemma auch in K (6)[z]. Damit muss x — 5 € K(0)[z] gelten, also 5 € K(0)
und auch o = § — ¢f € K(9). O

4.3 Endliche Korper

Satz 4.3.1.
1. Ist K ein endlicher Kéorper mit char K = p € P, so gibt es ein n > 1 mit |K| = p™.

2. Fir alle p € P und n > 1 gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutigen Korper K mit
char K = p und |K| = p™.
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Beweis.
1. Seinach Satz 0.B.d.A. K > Z, und wihle n := [K : Zj). Es gilt klarerweise | K| = p".

2. Nehmen wir zuerst an, es géibe einen Korper K > Z, mit |K| = p". Die multiplikative
Gruppe K* = K \ {0} von K hat p" — 1 Elemente. Nach dem Satz von Lagrange gilt also
Va e K* a?"~! = 1. Sei

fla) = ("1 = 1) € Zyla].

Die Nullstellen von f sind dann genau alle Elemente von K. Damit ist K = Z{4(Z) ein
Zerfallungskorper von f iiber Z,, und somit bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Es geniigt nun zu zeigen, dass |Z{sy(Zy)| = p". Es ist in Zy[z]
flla)=p"a” "1 —1=-1,

also folgt geT(f, f') = 1, womit die p™ Nullstellen von f nach Lemma 4.2.49 paarweise
verschieden sind. Wihle

N :={a€ Zy(Zy) | f(a) =0},

so gilt gerade |N| = p" = deg f. Wir behaupten, dass N ein Korper ist. Klarerweise sind
0,1 € N. Sind o, 8 € N, so ist o?" = o, BP" = 3, also ist (a + B)P" = o?" + V" = a + B.
Damit ist o + 3 € N. Ist a € N, so gilt (—a)?" = (—=1)P"(a)?" = (—1)""a. Falls p = 2
ist, so gilt —1 = 1 und daher folgt —a € N. Andernfalls ist p” ungerade und daher folgt
ebenfalls —a € N. Ahnlich verifiziert man Abgeschlossenheit unter - und ~!. Da Z o (Zyp)
aber der minimale Nullstellenkérper von f iiber Z, ist, folgt also N = Z;fy(Zy).

O
Fiir diesen bis auf Isomorphie eindeutigen Koérper im obigen Satz schreiben wir auch GF(p™).
Lemma 4.3.2. Seien K1, Ky < L, |K;| = |K2| < c0. Dann gilt K1 = K.

Beweis. Wihle p" := |K1| = |Ks| mit p € P,n > 1, so ist nach (dem Beweis von) Satz[4.1.5] eine
(gemeinsame, denn 1 € K; N K>) isomorphe Kopie von Zj, ein Unterkérper von K; und K. Nun
sind nach dem Beweis von Satz sowohl K als auch Ky Zerfillungskorper von P — z iiber
Zyp in L. Wieder nach dem Beweis von Satz m sind K7 und K5 genau die Nullstellenmenge
von 2" — z in L, also folgt K; = K. ]

Lemma 4.3.3. Seien k,n > 1 mit k | n und sei p € P. Dann gilt:
1 (" =1 (2" —1)
2. (=1 -1
3. (2Pl 1) | (a?" "1 = 1)

Beweis.

1. BEsgilt (2" — 1) = (zF — 1)(2" % + 2"2) 4 ... 4+ 2% + 1), da man durch ausmultiplizieren
eine Teleskopsumme erhélt.

2. Folgt aus (1) mit dem Einsetzungshomomorphismus.

3. Folgt direkt aus (1) und (2).
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Proposition 4.3.4. Seien k,n > 1 und p € P. Dann existiert ein K < GF(p") mit |K| = p”
genau dann wenn k | n.

Beweis.
“=7: Es gilt n = [GF(p") : Z,) = [GF(p") : K| - [K : Zp] = [GF(p") : K] - k.
“<”: Es gilt g := | | 2P" =1 — 1 =: f. Damit folgt

Zp < GF(p*) = Z(y)(Zy) < Z(5y(Zy) = GF(p").

Lemma 4.3.5. Sein > 1,p € P. Dann gilt:
1. Fir alle f € Zp|z] irreduzibel, deg f = n, gilt:
a) GF(p") = Z5(Zyp)
b) Fiir alle o € GF(p™) mit f(a) =0 folgt GF(p") = Zp(cv).
o) fla¥"
d) f hat nur einfache Nullstellen.
2. Ist g € Zp|x] irreduzibel, deg g = k, so gilt g | 27" — x genau dann wenn k | n. Weiters gilt

g*tar" —a.

Beweis.
L. a) Esgilt [Z{p(Zp) : Zp] = n und damit Z¢4y(Z,) = GF(p").

b) Sei f(a) = 0. Da f irreduzibel ist folgt f = jo. Dann bilden o, al, ..., a"" ! eine
Basis von GF(p") iiber Zj, also folgt bereits Z,(a) = GF(p").

c) Sei a € GF(p"), f(a) =0, so gilt f = py und o?" —a = 0, also gilt f | 2" — .

d) Aus (c) erhalten wir f | 27" — z, wobei 2" — x nur einfache Nullstellen hat, also hat
auch f nur einfache Nullstellen.

2. “=7: Es gilt Z, < Zp(Zy) < GF(p"). Nach (1a) gilt Zy,y(Z,) = GF(p*), womit k | n
folgt.

“<”: Nach (1c) gilt g | 27" —z | 2" — 2. Weiters gilt g2 { 27" — z, da 27" — z nur cinfache
Nullstellen hat.

O]

Definition 4.3.6. Ein irreduzibles Polynom f € Zy[z] mit deg f = n heifit primitiv, wenn

Ja e GF(p") : f(a) =0AGF(p") \ {0} = {a,al,.. }.
Bemerkung 4.3.7. In der Tat ist die Forderung 3o € GF(p") : f(a) = 0 A GF(p") \ {0} =
{a® a!,...} in der Definition des primitiven Polynoms #quivalent zu Yo € GF(p") : (f(a) =
0= GF(p")\ {0} ={alal,...}).

Lemma 4.3.8. Ist K ein Kérper und G < (K \ {0},-,1,71) eine endliche Untergruppe, dann
ist G zyklisch.
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Beweis. Nach Korollar gibt es ein g € G, sodass fiir alle h € G gilt ordh | ord g =: £ | |G|.
Nun ist jedes h € G eine Nullstelle von ¢ — 1 und da dieses nur ¢ Nullstellen haben kann, ist
¢ > |G|. Es gilt daher ord g = |G|, womit G zyklisch ist. O

Korollar 4.3.9. Firn € N gibt es ein primitives Polynom in Z,[x] vom Grad n.

Beweis. Es ist (GF(p™)\ {0},-,1, 1) nach dem vorherigen Lemma zyklisch, womit es ein a mit
GF(p") \ {0} = {a at,...} gibt. Dann ist y, primitiv. O

Lemma 4.3.10. Sei f € Z,[x] irreduzibel, n := deg f und seien ai,...,a, € GF(p") die
paarweise verschiedenen Nullstellen von f. Dann gilt

1. Yo € Aut(GF(p")) : ¢l{ar,...an} 8t €ine Permutation von {ay,. .., an}.
2. Firallei e {1,...,n} existiert ein eindeutiges ¢ € Aut(GF(p")) mit ¢(a1) = a.

Beweis.

1. Mit ¢(f) bezeichnen wir jenes Polynom, welches man erhilt, wenn man ¢ auf die Ko-
effizienten von f anwendet. Da sich jedes Element von Z, als Summe der 1 darstellen
ldsst, gilt @[z, = idz,. Da f ein Polynom mit Koeffizienten in Z, ist, folgt ¢(f) = f. Es
ist o € Aut(GF(p")), also gilt Yo € GF(p") : f(a) = 0 = f(e(a)) = o(f)(p(a)) = 0.
Daher werden Nullstellen von f durch ¢ auf Nullstellen von f abgebildet. Da @‘{ah...,an}
injektiv ist und {a1,...,a,} endlich ist, ist ¢|(q,, . a,} surjektiv und damit eine Permu-
tation.

2. Esist f = pta; = fta;, also gibt es nach Proposition einen eindeutigen Isomorphismus
@ Lp(o1) = Zp(cy) mit SO‘Z,, = idgz, und o(aq) = a;. Da GF(p") = Zp(on1) = Zp(ay) gilt,
folgt die Aussage.

O

Satz 4.3.11.

1. Fir alle k € N ist die Abbildung ¢y, : GF(p") — GF(p"),x — a?" ein Automorphismus
(genannt Frobeniusautomorphismus ).

2. Yo € Aut(GF(p"))3k < n:p = p.

Beweis.

1. Es ist wegen Proposition 3.1.28 ein Ringhomomorphismus gegeben. Man sieht leicht, dass
pr sogar ein Korperhomomorphismus ist. Nach Korollar 3.1.20 ist ¢ injektiv und da
GF(p™) endlich ist, ist die Abbildung surjektiv, also ein Kérperautomorphismus.

2. Das vorherige Lemma liefert | Aut(GF(p™))| = n. Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir
i,j <mn,i# jauch ; # p; gilt. Sei nun f € Z,[z] ein primitives Polynom vom Grad n
und a € GF(p") mit f(a) = 0 und GF(p") \ {0} = {a®,al,...}. Es ist nun o?" # o?,
womit ¢;(a) # ¢;(a) ist.

O
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Definition 4.3.12. Wir definieren

GF (p>) := | J GF (pk’) :

k>1

wobei jeweils GF (pk!) < GF (p("“rl)!) erfiillt sein soll, was wegen k! | (k + 1)! und Propositi-
on [4.3.4] moglich ist.

Bemerkung 4.3.13. GF(p>) ist ein Korper und ist algebraisch iiber Z,, denn jedes Element
von GF(p™) ist in einem GF (pk!) enthalten, also algebraisch iiber Z,. Weiters ist GF(p>)
algebraisch abgeschlossen, denn sei f € GF(p®)[x] nicht konstant, dann gibt es ein k, sodass
f € GF(p")[z] und ein ¢, sodass Z{f}(GF(pk!)) < GF(p"): denn ist \Z{f}(GF(pk!)N = p", so gilt
wegen n | n!, dass Z{f}(GF(pk!)) = GF(p") < GF(p™) < GF(p>) nach Proposition Daher
hat f eine Nullstelle in GF(p).

Bezeichnet ({GF(p") | n € N}, ) die Halbordnung aller GF(p™) mit der Einbettungsabbildung ¢,
so kann diese Konstruktion (mit dem selben Beweis) auch mit einer beliebigen anderen kofinalen
Kette durchgefiihrt werden. Kofinal bedeutet, dass fiir jedes GF(p™) ein Element in der Kette
vorkommen muss, welches in der Halbordnung nach GF(p") liegt. Wie wir oben gezeigt haben,
erfiillt die von uns zuvor gewihlte Folge (GF(p™))>; diese Voraussetzungen.
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Kapitel 5
Boolesche Algebren

Das Ziel dieses Kapitels ist den Darstellungssatz von Stone fiir Boolesche Algebren zu beweisen.

5.1 Einfiihrung

Zuerst sei an die Definition [1.1.27] einer Booleschen Algebra erinnert.

Beispiel 5.1.1. Fiir eine Menge M ist (P(M),N,U, 0, M,") eine Boolesche Algebra. {4 C M |
|A] < 00V |A| < 0o} ist eine Unteralgebra davon. Im Fall, dass |M| = |N| gilt, liefert das zweite
Beispiel eine abzihlbare Boolesche Algebra, wihrend P (M) dann iiberabzihlbar ist.

Beispiel 5.1.2. By = ({0,1},A,V,0,1,-) ist eine Boolesche Algebra. Diese ist offensichtlich
die einzige zweielementige Boolesche Algebra und erzeugt die gesamte Varietdt der Booleschen
Algebren. Mit Hilfe von Produktbildung erhélt man eine zu (P(M),N,U, ), M,*) isomorphe
Algebra. Die Abbildung
{mM) = {0, 1}
@
A xa

stellt einen Isomorphismus zwischen diesen beiden Booleschen Algebren dar, wobei x 4 die Indika-
torfunktion der Menge A ist. Mit dem noch folgenden Darstellungssatz ist jede Boolesche Algebra
isomorph zu einer Unteralgebra einer Booleschen Algebra von der Form (P(M),N,U, 0, M,").
Das heifit wenn C die Varietdt der Booleschen Algebren bezeichnet, so gilt £ = SP(B3). Ins-
besondere gelten in By genau alle Gesetze die in der gesamten Varietét gelten.

Beispiel 5.1.3. Fiir einen beliebigen topologischen Raum bilden die clopen Mengen (also jene
die sowohl offen als auch abgeschlossen sind) eine Boolesche Algebra, analog wie beim ersten
Beispiel.

Beispiel 5.1.4. Die freie Boolesche Algebra iiber der Variablenmenge {z1, z2, ...} bildet ebenfalls
eine interessante Boolesche Algebra. Sie ist bis auf Isomorphie die einzige abzéhlbare Boolesche
Algebra ohne Atome, das heifit fiir jeden Term ¢ # 0 (wobei die Terme nach den Gesetzen der
Varietéit faktorisiert werden) existiert ein Element s # 0 das in der induzierten Halbordnung
unter t liegt. Insbesondere existieren auch keine Co-Atome.

Lemma 5.1.5. Sei B eine Boolesche Algebra und a,b € B.
1. Giltavb=1,aNb=0, dann gilt ’ = b (das heifst die Abbildung’ ist eindeutig festgelegt).
2. Es ist d" = a.
3.0=11=0.
4. (avb) =d AV, (aNb) =d V.
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=1

—
Beweis. Wir zeigen zunéichst den ersten Punkt. Es gilt (a V b) Aa’ = o’. Nach dem Distributiv-
gesetz gilt aber auch (aVb)Ad' = (aAd' )V (bAd) =bAd . Insgesamt folgt also ' = bAa’ und
daher gilt in der induzierten Halbordnung @’ < b. Analog zeigt man b < a’ und es folgt a’ = b.

Wendet man das auf ¢’ und a an, so erhiilt man a = a”. Offensichtlich folgt aus dem ersten
Punkt auch sofort 0 =1 und 1/ = 0.

Wegen (a Vb))V (d AV) = ((avb)Vd)A((avb)V)=1A1=1und (aVb)A(dAV)=
(an (@ ANV))V (DA (a' Ab)) =0V 0 =0 folgt wieder aus dem ersten Punkt (aVb) = o’ AV. Das

zweite Gesetz folgt aus diesem gemeinsam mit dem zweiten Punkt. O
15.06.2023

21.06.2023

i

Definition 5.1.6. Sei R ein kommutativer Ring mit 1, dann heiit R Boolesch, wenn

Vie R:x-x=ux.

Lemma 5.1.7. Sei R ein Boolescher Ring, dann gilt

Vre R:z=—ux.

Beweis. Es gilt
l+z=014+z)14+z)=z-z+z+zx+l=c+z+z+1,

womit durch Kiirzen 0 = x + « folgt. O

Proposition 5.1.8.
1. Sei R ein Boolescher Ring. Dann definieren wir die Opemtionerﬂ

/

TNy =x-y, xNVy=zr+y+x-y x:=-—2x.

Dann ist (R,A,V,0,1,) eine Boolesche Algebra.

2. Sei B eine Boolesche Algebra. Dann definieren wir die Operationen
roy:=xzAy, z+y:=(@Ay)V@yArd)=2Ay, —x:=ux.

Dann ist (B,+,0,—,+,1) ein Boolescher Ring.

3. Die durch die obigen Operationen beschriebenen Ubersetzungen von Booleschen Ringen auf
Boolesche Algebren und umgekehrt sind zueinander invers.

4. Die Homomorphismen auf den Strukturen tbersetzen sich, das heifit eine Abbildung ¢
von einem Booleschen Ring Ri in einen Booleschen Ring Rs ist genau dann ein Ring-
Homomorphismus, wenn sie ein Homomorphismus beziiglich der zugehdrigen Booleschen
Algebren ist.

Beweis.
1. Folgt durch Nachrechnen.
2. Folgt durch Nachrechnen.

IMit dem obigen Lemma sehen wir e Vy =z +y —z - y.
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3. Folgt durch Nachrechnen.

4. Fiir jeden Term t gilt ¢t/ = tP1. Da die Eigenschaft ein Homomorphismus zu sein lediglich
von den Termfunktionen abhéngt, und die Termfunktionen iibereinstimmen, ist auch der
Homomorphismus-Begriff derselbe.

O]

Definition 5.1.9. Sei U ein Verband und sei ) # A C 0. Dann heifit A Filter, wenn
e Ve AVyeU: (z<y = yeA),
e Vx,yc A:xz ANy € A

Ist A ein Filter, so nennen wir A prim, wenn

Ve,yeU:(zVye A = z€ AvyeA).

Definition 5.1.10. Sei U ein Verband und sei ) # A C 0. Dann heifit A Ideal, wenn

e Ve AVyeV: (y<z = yeA),

e Vr,yc A:xVyeA.
Ist A ein Ideal, so nennen wir A prim, wenn

Ve,y e U:(zANye A —= z€ AVvyec A).

Proposition 5.1.11. Seien R und B die zueinander “assoziierten” Booleschen Ringe, bezie-
hungsweise Booleschen Algebren. Ist I C B ein Ideal von B, so ist I ein Ideal von R. Ist
entsprechend I C R ein Ideal von R, so ist I ein Ideal von B.
Beweis.

1. Seien z,y € . Dannist x +y = (x Ay') V (y A 2') € I.

Sindxel,yec R,soistz-y=xANye€l
2. Seien z,y € I. Dannist eVy=ax+y+x-y € 1.

Sindxel,Ly<z,soisty=yANax=y-z€l.

Bemerkung 5.1.12. Sei B eine Boolesche Algebra und F' C B ein Filter. Dann ist
{d' | a € F}
ein Ideal.
Bemerkung 5.1.13 (Homomorphiesatz fiir Boolesche Algebren). Seien By, B2 Boolesche Algebren

und f : By — By ein surjektiver Homomorphismus. Dann induziert dies einen Isomorphismus
f i Bi/xer f — Ba. In diesem gilt (z,y) € ker f genau dann, wenn z +y € f1(0).

Definition 5.1.14. Sei B eine Boolesche Algebra. Dann heifit a € B Atom, wenn a # 0
und Vb € B\ {0} : b < a = b = a. a ist also ein minimales Element, wenn wir die 0 nicht
beriicksichtigen.

Beispiel 5.1.15. Betrachte P(N) und I := {A € P(N) | A endlich}, so ist I ein Ideal. Da I
abzahlbar ist, ist jedoch P(N)/; immer noch iiberabzihlbar. Es handelt sich dabei auflerdem
um ein weiteres Beispiel einer atomfreien Booleschen Algebra.
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5.2 Der Satz von Stone

Satz 5.2.1 (Satz von Stone).

e Sei B eine Boolesche Algebra. Dann gibt es eine Menge M und einen injektiven Homo-
morphismus f : B — P(M).

e Sei B eine endliche Boolesche Algebra. Dann gibt es eine Menge M und einen bijektiven
Homomorphismus [ : B — P(M).

Korollar 5.2.2. Ist B eine Boolesche Algebra, so ist B € SP(B2).

Beweis. Diese Aussage folgt sofort aus dem Darstellungssatz von Stone, mit der Bemerkung,
dass [],,cp B2 = By isomorph zu P(M) ist. Dazu betrachte man die Abbildung die jede
Menge auf ihre Indikatorfunktion abbildet, also ¢ : P(M) — B A+ x4, wobei ya wie folgt
definiert ist:
1, z€A
M — {0,1},2—~ < ’
xa {0.1) {Q v A
O

Lemma 5.2.3. Sei B eine Boolesche Algebra, ) # I C B ein Ideal. Dann ist I ein mazimales
echtes Ideal genau dann wenn
Vae B:(aelIVvd el).

Beweis.
“<7: Sei I C J, dann gibt es ein a mit a € I Aa’ € I, womit 1 € T ist und damit I nicht echt
ist.

“=7: Angenommen es giibe ein a € B mit a ¢ I,a’ ¢ I. Betrachte
J={xeB|Jyel:x<yVa}.

Klarerweise gilt I C J. Weiters ist J ein Ordnungsideal nach Definition. Sind z,z in J, dann
gibt esy,y € I mit x <yVa,z < yVa, womit folgt xVz < (yVy)Va Weiters ist 1 ¢ J, sonst
gibe es ein y € I mit 1 = a V y, womit folgen wiirde a’ = y A d’, damit o’ < y und damit o’ € I,
im Widerspruch. O

Definition 5.2.4. Sei B eine Boolesche Algebra. Wir nennen F' C B einen Ultrafilter, wenn F
ein maximaler echter Filter ist, was genau dann der Fall ist, wenn F” ein maximales echtes Ideal
ist.

Satz 5.2.5. Jeder echte Filter in einer Booleschen Algebra ist in einem Ultrafilter enthalten.
Beweis. Folgt mit dem Lemma von Zorn. O

Lemma 5.2.6. Sei B eine Boolesche Algebra, |B| > 2, und I C B ein mazximales echtes Ideal.
Dann ist B/1 = Bs.

Beweis. Seien a,b € B\ I, dannist a—b=a+b= (aANV)V (bAd) €I, womit a+1=0b+1
folgt. Damit ist |B/;| = 2, womit bereits die Aussage folgt. O
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Beweis vom Satz von Stone. Sei B eine Boolesche Algebra. Definiere
M :={F C B | F ist Ultrafilter},

f:B—=PM), x—{FeM]|xecF}

f ist injektiv: Wir wollen zeigen, dass wenn = # y, dann gibt es ein F € M mit z € F,y ¢ F
oder andersherum. Dazu unterscheiden wir:

x < y: Wir wihlen F mit 2/ Ay € F. Dies ist moglich, da der einzige Problemfall 2’ Ay = 0 ist.
In diesem Fall wire jedoch y V z = x, im Widerspruch zu =z < y.

y < x: Analog mit vertauschten Rollen.
z £ y,y £ x: Wihle F wie im ersten Fall.

f ist ein Homomorphismus:

o f(1)=M
o f(0)=0
e zeB: f(a') =M\ f(z)

ox,yEB:f(a;\/y):{FEM\x\/yEF}(*:){F€M|J:EF\/y€F}:f(x)Uf(y)
e yceB:fxAy)={FeM|zhyceF}={FeM|zecFAycF}=Ff(z)nf(y)

An der mit (%) markierten Stelle wurde in der Mengeninklusion ,,C* verwendet, dass Ultrafilter
insbesondere prim sind. An allen anderen Stellen wurden nur die Filteraxiome verwendet.

Sei nun B endlich. Wir bemerken, dass wenn a ein Atom ist, dann ist
F,={beB|b>a}

ein Ultrafilter, da wenn b ¢ F,, also wenn b # a erfiillt ist, dann ist bA a = 0 und damit b/ € Fj,.

Sei x € B, dann ist
flz) ={Fy|a <z}
Jedes F' € M ist von der Form Fy, indem wir a := () F setzen.

f ist surjektiv: Seien Fy,, ..., F,, € M beliebig. Wahle z := a1 V...V a,. Dann gilt zunéchst

sicher Fy,,..., F,, € f(x). Sei angenommen a ist ein Atom und F, € f(z), dann ist a < z =
ap V...V ay,. Schneiden mit a liefert a < (a; Aa) V (a2 Aa) V... (ap A a). Falls a; # a fiir alle
i=1,...,ngilt, soist a <0V ...V0 ein Widerspruch. O
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Index
abelsch, p-Anteil,
Algebra p-Element,

allgemeine, [ p-Gruppe, [39]

einfache, abelsch, [

freie, Ableitung,

Typ, [ Exponent, [39]
algebraisch, Faktor-,
algebraisch abhéngig, kommutativ, [5]
algebraisch unabhéngig, [66] Kommutatorgruppe, [33]
algebraische Hiille, [67] Ordnung, 27]
algebraisches Erzeugendensystem, [67] symmetrische,
alternierende Gruppe, Torsionselement, [27] [39]
Aritét, [ Torsionsgruppe, [39]
Assoziativitit, [4] zyklisch, [27]
Automorphismengruppe, grofiter gemeinsamer Teiler,

Automorphismus, Halb
albgruppe,

Boolesche Algebra, [7] Halbring,

o Halbverband, [6]
Charakteristik, [47] Hauptideal,
Chinesischer Restsatz _ring, [55

allge@ein, Homomorphiesatz,
klassisch, Homomorphismus,
distri‘butiv Ideal,
links-, echt, [
 rechts-, Links.,
Divisonsring, [6] maximal, [
Einbettung, prim, [0
Einheit, ~ Rechts-,
Einsetzungshomomorphismus, [9] idempotent, [f
Endomorphismenmonoid, [§] Index,
Endomorphismus, .Indexsatz, .
erzeugte Unteralgebra, rherer A.utomorphlsmus,
erzeugtes Ideal, [1] inneres d1rekte§ Produkt,
euklidische Bewertung, ‘Integ.rltéitsberelc'h,
euklidischer Algorithmus, invariante Relation,
invers, [22]
Faktoralgebra, inverses Element,
formale Ableitung, links-,
formale Potenzreihe, rechts-,
fundamentale Operation, irreduzibel,
Fundamentalsatz isomorph,
der Arithmetik, Isomorphismus,

ist assoziiert zu, 53]
gebrochen rationale Funktion,

Gesetz, [9] kanonische Faktorabbildung,
Grad, kanonische Projektion,
Gruppe, [7] kleinste gemeinsame Vielfache,
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Klon,
Koeffizient,
kommutativ,
Kommutator, [33]
Komplexprodukt, [27]
Kongruenzrelation,
trivial, [14]
Koper
Prim-, [62]

Korper, [0]

algebraisch abgeschlossen,

Korpererweiterung,
rein algebraisch,
kiirzbar,
links-,
rechts-, [25]

Lemma von Bézout,
Linksnebenklasse,

mehrfache Nullstelle, [72]
Minimalpolynom,
Modul, [6]

modulo,
Monoid, [4]

Nebenklasse,

neutrales Element, []
Normalteiler,
Nullstellensatz von Hilbert, [51]

Oberkorper,

Permutation, [37]
Permutationsgruppe, [37]
Polynom,

leer,

primitiv, [60] [70]
Polynomring,
prim, 53]
Primkorper,
Produktalgebra,
Projektion,

Quotientenkorper, [49]

Rechtsnebenklasse,
Relation

invariant, [T4]
Ring, ]

euklidisch,
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Faktor-, [44]
faktorieller,
GauBscher,
Hauptideal-,
mit 1, [
nullteilerfrei,
ZPE-, 51

Ringerweiterung, [62]

Satz
von Birkhoff,
von Cayley (Gruppen),
von Cayley (Monoide),
von Lagrange,
Schiefkérper, [6]
schwaches Produkt,
Signatur, [4]
Sprache,
Stelligkeit, [4]
Subalgebra,
symmetrische Gruppe,

teilt, B3]
Term,

Stufe,

Variablen,
Termalgebra,
Termfunktion, [
Termklon,
Termoperation, [J]
Transposition, [37]
transzendent,

rein, [60]
Transzendenzbasis,
Transzendenzgrad,

Unteralgebra,

erzeugte, [T1]
Unterkorper,

Variable,
Variablenbelegung, [9]
Varietiit, [I0]
Verband, [6]
beschriinkt, [6]
distributiv, [6]
Verschmelzungsgesetzte, [6]
Vielfachheit,

Zyklenschreibweise, [37]
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