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Definition: cf(a) bezeichne die Konfinalitét von a.
Eine Kardinalzahl k heifit regulir, wenn x = cf(k). Ansonsten heif3t
k singuldr. Jede Nachfolger-Kardinalzahl ist regulir (Beweis in der Vorle-
sung).
Wenn (X, <) eine Wohlordnung ist, dann sei otp(X, <) ihr Ordnungstyp
(eine Ordinalzahl). Falls X C « fiir eine Ordinalzahl o dann setze otp(X) =
otp(X, €).
Beispiel 1: &, A seien Kardinalzahl. Zeige:
i) {otp(k, <) : < ist Wohlordnung auf x} = {a: k < a < rT}.
ii) Wenn A C B C A, dann ist otp(A4) < otp(B) < A.
ili) {otp(X): X CA} =AU{A}L
Beispiel 2: Sei k regulidr und (k, <) eine Wohlordnung. Zeige: Es gibt ein
X Cksd.:
|X| = k, und auf X stimmt die Ordnung < mit der Ordnung € iiberein.
Hinweis: Konstruiere X als aufsteigende Folge mit transfiniter Induktion
der Lénge k.
Beispiel 3: Wenn « singulér ist, dann ist A = cf(k) < k und & ist disjunkte
Vereinigung | J;¢\ 4i, |4i| < x regulir.
Beispiel 4: Beweise den Satz aus Beispiel 2 fiir beliebige Kardinalzahlen &.
Hinweis: Wenn & singulér ist, dann ist A = c¢f(k) < k. Beniitze Beispiel
3, und finde mit transfiniter Induktion der Lange A finde X; C A;.
Beispiel 5: Zeige: Sei A Kardinalzahl, 8 < A und a = ¥ (Ordinalzahl-
Exponentiation). Zeige: o < A.

Beispiel 6: Wenn (A;)ic. 5.d. A; € k7 und otp(A4;) < §, dann ist otp({J,¢,, Ai) <

0B k.
Beispiel 7: Rado-Milner Paradoxon: Sei k < a < kT und setze 8, = k"
(Ordinalzahl-Exponentiation). Zeige: Es gibt (X;);cw s.d.:
Xn Ca, otp(Xy) < B, und a = U, ¢, Xn.
Hinweis: Induktion nach «. Der Nachfolge-Schritt ist sehr einfach. Fiir
den Limes-Schritt, verwende Beispiel 5.



