Beispiel-Priifungsaufgaben zu Grundbegriffe der mathematischen Logik 2009SS

(1) Sei 19 = {R} (1stelliges Relationssymbol), X eine Satzmenge (oder ein Satz), der be-
sagt dafl das Universum 140 Elemente hat. Wieviele 79o-Modelle (modulo Isomorphie) hat
¥? Sei 11 = {R,S} (beides (Istellige Relationssymbole). Wieviele 7i-Modelle (modulo
Isomorphie) hat £?

(2) Sei 19 = {<}, 11 = {<, f}, 2 = {<,R}. (< 2stelliges Relationssymbol, f lstelliges
Funktionssymbol, R 1stelliges Relationssymbol.) Sei X eine 7y-Satzmenge (oder ein Satz),
der besagt dal das Universum eine lineare Ordnung mit 140 Elementen ist. Wieviele 7g-
Modelle (modulo Isomorphie) hat £? Wieviele 7;-Modelle? Wieviele 7,-Modelle?

(3) Welche der folgenden Aussagen ist wahr (fiir eine 7-Struktur M, eine konsistente 7-
Satzmenge X und 7-Sitze ¢ und ¥):

[J Wenn M E ¢ V ¢, dann M E ¢ oder M E .

00 WennX £ ¢ V ¢, dann X F ¢ oder X E .

[J Wenn (M E ¢ oder M E ), dann M E ¢ V .

[J Wenn (X FgpoderZ k), dann Xk ¢ V .

[0 Wenn M E ¢ Ay, dann M E @ und M E .

0 WennXkpAy,dann X Egund X F .

(] Wenn (M E ¢ und M E ), dann M E ¢ A .

O Wenn R Epund X E ¢), dann Z E ¢ A .

O Wenn Mk ¢ — ¢, dann gilt: M £ ¢ impliziert M E .
[J Wenn X £ ¢ — ¢, dann gilt: X £ ¢ impliziert X F .

[J Wenn gilt (M k ¢ impliziert M £ ), dann Mk ¢ — .
[J Wenn gilt (Z £ ¢ impliziert £ £ ), dann X F ¢ — .

0 Wenn M E —¢, dann gilt M k ¢ nicht.

(0 Wenn X £ —¢, dann gilt X £ ¢ nicht.

[J Wenn (M E ¢) nicht gilt, dann M £ —¢.

[J Wenn (Z F ¢) nicht gilt, dann X k —.

(4) Eine 7-Satzmenge X heif3t vollstindig, wenn sie konsistent ist und fiir jeden 7-Satz ¢
gilt: £ £ ¢ oder X £ —¢. Eine 7-Erweiterung von X ist eine 7-Satzmenge X’ so da3 ¥’ 2 X.
Eine 7-Satzmenge X heiflt maximal, wenn sie konsistent ist und echte 7-Erweiterung " # X
von X konsistent ist. Welche der folgenden Sitze gilt allgemein:

[J Jede vollstdndige Satzmenge ist maximal.

[J Jede maximale Satzmenge ist vollstdndig.

[J Jede Satzmenge hat eine maximale 7-Erweiterung.

[] Jede Satzmenge hat eine vollstdndige T-Erweiterung.

(] Jede T-Erweiterung einer inkonsistenten Satzmenge ist inkonsistent.

[J Jede konsistente Satzmenge hat eine maximale 7-Erweiterung.

[J Jede konsistente Satzmenge hat eine vollstindige 7-Erweiterung.

[J Jede konsistente Satzmenge hat genau eine maximale 7-Erweiterung.

[] Eine Satzmenge ist konsistent genau dann wenn jede endliche Teilmenge konsi-
stent ist.

(5) Welche der folgenden Sitze gilt allgemein:

[J Wenn X ein Modell hat, dann auch ein unendliches.
[J Wenn X beliebig grosse endliche Modelle hat, dann auch ein unendliches.
[J Wenn X ein unendliches Modell hat, dann auch beliebig grosse endliche.
(] Wenn X ein unendliches Modell hat, dann auch ein endliches.
[J Wenn X ein unendliches Modell und ein endliches Modell hat, dann auch beliebig
grosse endliche.
(J Wenn X ein unendliches Modell hat, dann auch ein abzéhlbares.
[J Wenn X ein unendliches Modell hat, dann auch ein iiberabzihlbares.
(] Wenn X ein abzihlbares Modell hat, dann auch ein iiberabzéhlbares.
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(] Wenn X ein iiberabzihlbares Modell hat, dann auch ein abzéhlbares.

[J Wenn jede endliche Teilmenge von X ein Modell hat, dann auch X.

[J Wenn jede endliche Teilmenge von X ein endliches Modell hat, dann auch X.

[J Wenn jede endliche Teilmenge von X ein unendliches Modell hat, dann auch X.

(6) Sei 7 die Signatur +, -, < (mit den iiblichen Stelligkeiten), und Thy(N) ist dir Menge
der 7o-Sitze so daB3 N k ¢ (fiir die kanonische Interpretation von +, -, < in N); analog fiir
Tho(R). Sei Z; der Satz der besagt dafl das Universum 10 Elemente hat. Sei 1, die Signatur
e,-. Sei X, die Menge der 7,-Siitze, die in jeder endlichen Gruppe gelten. Sei £, die Menge
der 7,-Sitze, die in irgendeiner endlichen Gruppe gelten.

Hat die Satzmenge X ein Modell der folgenden Grofie?

2 | endlich | abzihlbar | iiberabzihlbar
Thy(N) O Il O
Tho(R) O | [l

ZFC O | [l
2 ] ] O
hS ] ] O
%, ] ] O

(7) Das Spektrum Sp(X) von X sei die Menge (genauer: Klasse) von Kardinalitéiten (endlich
und unendlich) von Modellen von X. N sind die natiirlichen Zahlen inklusive der 0. Welche
der folgenden Aussagen gelten: Es gibt eine Satzmenge X, so daf3

O Sp(X) ={2n: n e N}

O SpE)NN ={2n: neN}

0O SpE)={2(n+1): neN}

O SpE)NN={2n+1): neN}

0 SpX)={2(n+2): neN}

O SpE)NN={2(n+2): neN}

O Sp(X) ist die Menge der Primzahlen

O Sp(Z) NN ist die Menge der Primzahlen

0 Sp(X) = {13,57, 105}

(8) Welche der Folgenden Sitze ¢(x, y, p) ist als Definition fiir das geordnete Paar geeignet;
d.h. aus ZFC folgt: (Vx,y = (A!p = ¢(x,y, p) und [p(x,y, p) Ae(x', ¥, p)] = [x =X Ay =
Y1

O p={xh i}

U p={x{xy}}

U p={{xh{xy}

U p = {{{xh {x, y})
O p = {{xh i) ix ol



