BLATT 5B (ZWEITER TEIL DER UBUNGEN FUR DEN 23.11.)
DER GODELSCHE VOLLSTANDIGKEITSSATZ (DER PRADIKATENLOCIK)

e Vollsténdigkeitssatz: Aus einer Satzmenge X ist der Satz ¢ formal ableitbar
(X F ¢) genau dann wenn aus X der Satz ¢ semantisch folgt (X = ¢).

e Vollsténdigkeitssatz, Variante 2: Eine Satzmenge ¥ ist konsistent genau
dann wenn sie erfiillbar ist. (Eine Satzmenge ¥ heifit konsistent, wenn aus
¥ kein Widerspruch (z.B. ¢ A =¢) formal ableitbar ist. Eine Satzmenge
heifit erfiillbar, wenn es ein Modell von ¥ gibt.)

o Kompaktheitssatz: Eine Satzmenge Y ist erfiillbar genau dann wenn jede
endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.

e Downward Skolem Loéwenheim: (Wir nehmen an die Signatur/Sprache ist
abzihlbar). Jedes erfiillbare ¥ hat ein abzéhlbares Modell.

e Eine (konsistente) Satzmenge ¥ heifit vollstéindig, wenn fiir jeden Satz ¢
(in der zugrundeliegenden Sprache/Signatur) gilt: ¥ - ¢ oder X F —¢.

e Eine (konsistente) Satzmenge ¥ heifit No-kategorisch, wenn je zwei abzéhlbare
Y.-Modelle isomorph sind.

(32) Argumentiere (exakte Beweise nicht notwendig): Die beiden Varianten des
Vollstandigkeitssatzes sind “dquivalent” und implizieren den Kompaktheitssatz.

(33) Argumentiere (exakte Beweise nicht notwendig): Aus dem Beweis des Voll-
standigkeitssatzes folgt der Downward Skolem Lowenheim.
(Bemerkung: Ein “besserer” Beweis des Downward Skolem Léwenheims: Zu jedem
Modell A/ und jeder Menge X gibt es ein “elementares Untermodell” M von N so
daB X C M und |M| = max(Rg, |X|). Definitionen und Beweis kommt spéter in
VO oder PS.)

(34) Zeige: Jede Ng-kategorische Satzmenge X ist vollstéindig
(Hinweis: Verwende Downward Skolem Lowenheim.)

(35) Sei 3 die Menge aller Sétze der Signatur {0,1, +, -, <} die in N gelten (=wahr
sind). Zeige: ¥ ist nicht Ro-kategorisch.
(Hinweis: Es gibt Nonstandard-Modelle von ¥, d.h. Modelle mit einem Element ¢
das grofler ist als alle “wirklichen” natiirlichen Zahlen. Erweitere die Sprache um
ein neues Konstantensmbol ¢ und finde eine erweiterung ¥’ von ¥ die impliziert
dafl ¢ “unendlich” ist. Dann verwende den Kompaktheitssatz und den Downward
Skolem Lowenheim.)

(36) Sei ¥ wie in Beispiel (35). Wieviele abzihlbare Modelle gibt es (modulo
Isomorphie)?
(Hinweis: (a) Es gibt jedenfalls hochstens 2 viele Modelle: OBdA (ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit, auch Englsich wlog) ist die Grundmenge des Modells M die Men-
ge N, dann wird M festgelegt durch +™ : NxN — N zusammen mit (M, 1M M <M,
Fiir 0M gibt es nur |N| = Ry viele Moglichkeiten, fiir + gibt es [(N x N)N| = 2%
viele Moglichkeiten etc, insgesamt also 2%0.
(b) Fiir jede Teilmenge A der (“wirklichen”) Primzahlen gilt: Es gibt ein nonstan-
dard Modell M mit einem (unendlichen) Element ¢ so dass fiir die (“wirklichen”)
Primzahlen p gilt: M = p|c genau dann wenn p € A. Wieviele solche Mengen A
gibt es? In einem konkreten abzihlbaren nonstandard Modell, wieviele Mengen A
konnen “realisiert” werden? )



