Ubungen zu Grundbegriffe der Mathematischen Logik Bitte wenden!
Sommersemester 2012, 30. April 2013, 13:05-14:35

Name: Matrikelnummer/Studienkennzahl:

Ja-Nein-Fragen

Bitte tragen Sie in die Kastchen W (wahr) oder F (falsch) ein. Eine richtige Antwort zihit 2 Punkte, eine falsche 0
Punkte. Eine unbeantwortete Frage zdhlt 1 Punkt, damit Sie im Mittel keinen Nachteil haben, wenn Sie nicht raten.

1. Wenn f: N — N LOOP-programmierbar und streng monoton ist, dann ist g(y) = min{z € N |
F(z) = gy} primitiv TeKUTSIV. ..o

2. Die primitiv rekursiven Funktionen bilden die kleinste Menge von Funktionen der Form
f:NF¥ 5 N, die 0: N - N, =: N> - N und die Projektionen Wf: N¥ — N enthélt und unter
Zusammensetzung und primitiver Rekursion abgeschlossen ist. ............. ... ... ... .. L.

3. Sei F die grifite Menge von Funktionen der Form f: N¥ — N, so dass 0 € F, alle Projektionen
7F € F, die zweistellige Funktion + € F, und F ist abgeschlossen unter Zusammensetzung und
primitiver Rekursion. Dann ist auch die Ackermannfunktion in F. ........................ ...,

4. Alle Operationen der Struktur (N, 0,1, +,-) (die Symbole stehen fiir die tiblichen Elemente und
zweistelligen Operationen) sind primitiv rekursiv. ......... ...,

5. Die Cantorsche Paarungsfunktion J: N? — N, eine Bijektion, erfiillt die Ungleichungen J(z,y) <
zund J(z,y) <y fiiralle 2,y € No oo

6. Sei o eine beliebige Signatur. Wenn ¢ eine beliebige o-Formel ist und = € X eine Variable, die
in @ frei vorkommt, dann ist Jzp ein 0-Satz. ...

7. Es gibt eine Signatur o, eine o-Struktur M und eine o-Formel ¢, so dass gilt: B(gp) =1 fur
genau eine Belegung B: X — M. oo

0_1 0 1
8. Es gibt eine Signatur o, so dass IXAX<>>X>X ein o-Satz ist. ....... ..o

9. Wenn z € X in den o-Formeln ¢, ? nicht frei vorkommt, dann ist B(—-Npﬂm/}) =1- B(@)B(@/})
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Aufgaben 11 bis 13 beziehen sich auf den abgebildeten Graphen
G1 mit G, = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Wir fassen ihn auf als eine
Struktur der Signatur og, = {E}, wobei E ein zweistelliges Rela-
tionssymbol ist. Ein Paar (a,b) von Elementen (Knoten) von Gq
ist genau dann in EGI, wenn in der Darstellung von G eine Kan-
te zwischen a und b eingezeichnet ist. (EG1 hat also 2-12 = 24
Elemente.)

Graph G,

10. Sei f(n) = 10 — n. Fir alle 8: X — G; ist auch f o 8 eine Belegung in G, und es gilt D

~ _—

B(p) = B o f(p) fir alle og,-Formeln . ...

0_1 n 01 _12 no 0_1 _01_10

11. Fiir n > 1 sei @, der og,-Satz IXIX- - - AIXAPEXXEXX- -+ EXX. Also z.B. ¢; = AXIAXAEXXEXX D
0_1_2 01 _12_20

und @g = IAXAXIAXAAEXXEXXEXX. Gilt G1 | 017 v

Bitte wenden!



Offene Fragen

Eine ganz richtige Antwort zdhlt 2 Punkte, eine falsche oder gar keine Antwort zdhlt 0 Punkte.

Graph G,

Aufgaben 11 bis 13 beziehen sich auf den abgebildeten Graphen
G1 mit G, = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Wir fassen ihn auf als eine
Struktur der Signatur ogy = {E}, wobei E ein zweistelliges Rela-
tionssymbol ist. Ein Paar (a,b) von Elementen (Knoten) von Gq
ist genau dann in EGI, wenn in der Darstellung von G eine Kan-
te zwischen a und b eingezeichnet ist. (EG1 hat also 2-12 = 24
Elemente.)

12. Fiir welche 1 > 1 gilt G1 E ©0n7 oot

13. (Bonusaufgabe) Zeichnen Sie einen Graphen, an dem man erkennt, dass ¢3 nicht bedeutet,
dass es einen Kreis (Rundweg) der Lange 4 gibt. ......oooii i

output = Zero()
loop input 1 times {

}
}

Programm P;

loop input 2 times {
output = Inc(output) | Aufgaben 14 bis 16 beziehen sich auf das abgebildete LOOP-

Programm Py. Das Programm berechnet eine Funktion

input 2 = Dec(input 1) | fi: N> - N.

14. Geben Sie fi(x,y) an flir @ = 0. ... oottt
15. Geben Sie fi(x,y) an flir © = 1. ..o e
16. Geben Sie fi(x,y) an flir @ > 2. ..o




Losungen

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wahr, aber nicht offensichtlich: Wenn f LOOP-berechenbar ist, dann auch natiirlich auch primitiv rekursiv.
Deshalb ist g genau dann primitiv rekursiv, wenn g durch eine primitiv rekursive Funktion nach oben abgeschétzt
werden kann. Wegen der strengen Monotonie von f kann g durch h(x) = z nach oben abgeschétzt werden.

Falsch: Sei F die beschriebene Menge von Funktionen. Man kann durch Induktion zeigen, dass jedes f € F die
Ungleichung f(z1,...,zr) < min(zy,...,zy) erfillt, wobei k die Stelligkeit von f ist. Also ist die Nachfolger-
funktion nicht in F.

Wahr: F ist sogar ganz (J, oy NNk7 weil letztere Menge die Bedingungen selbst erfiillt.
Wahr: Die Operationen (0: N® — N, 1 = S 00, Addition, Multiplikation) sind alle als primitiv rekursiv bekannt.

Falsch: Es gilt o,y < J(x,%). Die gefragten umgekehrten Ungleichungen kénnen fiir eine Bijektion N?> — N gar
nicht gelten.

Falsch: Wenn ¢ mehr als eine freie Variable hat, dann kann Jx¢ kein o-Satz sein.

Wahr, denn im Fall | M| = 1 gibt es iiberhaupt nur eine einzige Belegung. (Ganz allgemein gilt: Auf den Variablen,
die in ¢ nicht frei vorkommen, kann man (3 beliebig &ndern, ohne 5(¢) zu dndern. Deshalb gab es hier auch fir
eine falsche Antwort noch 1 Punkt, falls gut begriindet sogar 1%)

Wahr: Wenn o ein einstelliges Operationssymbol > und ein zweistelliges Relationssymbol < enthélt, dann ist

0_1 0 1
IXxIx<>>X>X ein o-Satz.
Wahr, wie man durch Nachvollziehen von Tarskis Definition der Wahrheit leicht sieht.

Wahr, denn f ist ein Isomorphismus (von G mit sich selbst).
0 1 01_10
Wahr, wie z.B. jede Belegung § mit 5(X) = 1 und B(X) = 2 zeigt. Damit ist ndmlich S(AEXXEXX) = 1.

0 2 1 3
Fiir ungerade n ergibt jede Belegung S mit S(X) = 8(X) = ... = 1 und B(X) = B(X) = ... = 2, dass

A 01 _12 no L _0_1 n 01 _12 noe

B(NEXXEXX- -+ EXX) = 1 und daher auch SB(3IX3IX--- IXA"EXXEXX--- EXX) = 1 ist. Fiir gerade n geht es
gar nicht, weil immer nur gerade Punkte mit ungeraden Punkten durch eine Kante verbunden sind (und umge-
kehrt).

Das einfachste Beispiel ist ein Graph mit zwei Knoten und einer Kante. Tatsdchlich erfiillt aber sogar jeder
Graph mit mindestens einer Kante ¢3, unabhéngig davon, ob es einen Kreis der Linge 4 gibt. Die Formel sagt
némlich nichts dariiber aus, welche der Variablen allenfalls identische Werte haben.

fi(z,y) = 0, denn schon die &uflere Schleife wird dann gar nicht durchlaufen. (Natirlich ist so etwas wie
Lsoutput = 0“ genau genommen keine Antwort auf die Frage!)

fi(z,y) =y, denn die dulere Schleife wird dann genau einmal durchlaufen. In ihr wird die innere Schleife genau
einmal durchlaufen und erhoht den Wert von output von 0 um den Wert von input_2 (also y) auf y.

fi(z,y) = y+ (z—1)2. Nachdem die #uBere Schleife einmal durchlaufen wurde, hat output den Wert 5. Danach
wird sie noch weitere (z — 1)-mal durchlaufen. Dabei hat jedes mal input 2 den Wert z — 1. Also wird output
noch  — 1 mal um = — 1 erhoht. (H&ufiger Fehler: die Annahme, dass in der sechsten Zeile auch der Wert von
input 1 verringert wird. Das gab 1 Punkt Abzug.)



