Mathematik 1 fiir Bauingenieure (Winkler)
Musteraufgaben zur Priifungsvorbereitung

Zusammenfassung
Von den folgenden Aufgaben wurden die ersten 17 schon im Dezember 2013 ausgegeben.
Damit sollte eine Idee vermittelt werden, wie Priifungsfragen aussehen kénnen. Mittlerweile
liegen die Angaben mehrerer tatsédchlicher Priifungen vor und sind im Internet unter

http://www.dmg.tuwien.ac.at/winkler/pruefungen/

verfiigbar. Trotzdem kénnen auch die nachfolgenden Aufgaben weiterhin zur Priifungsvorbe-
reitung empfohlen werden. Sie wurden ergénzt durch Aufgaben, die auch Neuerungen bei der
Vorlesung im Wintersemester 2014/15 beriicksichtigen (ab Aufgabe 18) und bei den friitheren
Priifungsterminen (bis Dezember 2014) noch kaum eine Entsprechung fanden.

Empfohlen wird, neben den bisherigen Priifungen und den Musteraufgaben auch die neuen
Unterlagen zur Vorlesung Mathematik 1 fiir Bauingenieure durchzuarbeiten, das im Wesentli-
chen den aktuellen Priifungsstoff wiedergibt und ebenfalls unter der oben genannten Adresse
verfiigbar ist. Langere Beweise werden nicht gepriift. Deshalb muss auch nicht das gesamte
Skriptum aktiv beherrscht werden. Sehr wohl sollte man aber in der Lage sein, die Gedan-
kengéinge nachzuvollziehen (aber ohne sich an einzelnen eventuell unklaren Stellen ewig zu
verbeiflen; Nachfragen ist erlaubt und kann eventuell viel Zeit sparen) und in den grofien Linien
verstdndlich zu reproduzieren. Kiirzere Argumentationsketten, besonders wenn sie wiederholt
auftreten, sollte man auch aktiv beherrschen und auf konkrete Situationen anwenden kénnen.
Hat man sich diese Fahigkeiten erarbeitet, ist man fiir die Priifung gut vorbereitet.

Generell kann nicht genug betont werden: In der Mathematik herrscht sehr hohe Prazision.
Auch wenn diese mathematische Spielart von Prézision in der Praxis des Ingenieurberufs, wo
sehr viele auBlermathematische Gesichtspunkte zu beriicksichtigen sind, nicht immer primér
ist, so miissen doch mathematische Texte sehr genau verstanden werden. Denn scheinbar ge-
ringfiigige Missverstéindnisse kénnen oft schwerwiegende Fehler nach sich ziehen. Deshalb wird
bei der Priifung grofler Wert auf genaues Textverstandnis gelegt. Erfahrungsgeméfl macht das
vielen Anfingern betrichtliche Schwierigkeiten. Seien Sie also moglichst selbstkritisch, wenn
es darum geht einzuschétzen, ob Sie diesbeziiglich fiir die bevorstehende Mathematikpriifung
schon hinreichend sorgfiltig vorbereitet sind.

1. Geben Sie fiir jede der fiinf Zahlenmengen M = N, Z,Q, R, C an, ob sie die folgende Eigen-
schaft F(M) hat:

Fiir alle Teilmengen 7' C M mit 0 € T gilt die Implikation
(Vn: neT=n+1€T)=>T=M.

2. Beweisen Sie mit Induktion die Formel
- 3
—k _ 21 _ a—(n+1)
>3 51-3 )
k=0

fiir alle n € N. Geben Sie in Threr Ausarbeitung folgende Teile explizit an:

(a) Induktionsanfang

(b) Induktionsannahme

3.

)
)
(¢) Induktionsbehauptung
)
a)

(d) Induktionsschritt
(a) Bekanntlich konvergiert jede monotone und beschriankte Folge
apg<a1 <ay<...<ceR.

Im Beweis dieses Satzes tritt eine Zerlegung R = AU B auf. Dabei besteht A aus jenen
z € R mit z < a,, fiir wenigstens ein n € N. Das Komplement B besteht entsprechend
aus jenen z € R mit a, < z fiir alle n € N. Welche Eigenschaft von R (Name und
Formulierung dieser Eigenschaft) liefert eine Zahl xg € R, welche sich sehr leicht als der
gesuchte Grenzwert zg = lim,,_, o a,, erweist?



(b)

Wir betrachten die Funktion f : R — R, f(z) := 23—2.Seinun A = {z e R: f(x) < 0}
und B ={z € R: f(z) > 0}. Die Eigenschaft von R, nach der in Teilfrage (a) gefragt
wurde, garantiert in analoger Weise wie dort die Existenz einer gewissen reellen Zahl
zo. Um welche Zahl handelt es sich bei vorliegendem f?7

4. Wir betrachten reelle Funktionen (Transformationen) 7' : R — R. Zu jedem a¢ € R induziert
T eine rekursive Folge mit a,11 = T'(a,) fiir alle n.

(a)

(b)
()

Angenommen es gibt einen Grenzwert x = lim,,_,, a,. Unter einer hiufig auftretenden
Voraussetzung V an T ldsst sich mit Hilfe der Rechnung

T(z) =T(lim a,) = lim T(a,) = lim a,y; = lim a, ==z
n—oo n—o0 n—00 n—r00

schlielen, dass x ein Fixpunkt von T ist, d.h. T'(z) = x. Wie lautet diese Voraussetzung
V und in welchem Schritt obiger Gleichungskette wurde sie verwendet?

Skizzieren Sie die Situation aus (a) anhand eines geeigneten T'. Geben Sie dieses T auch
durch eine Formel an. Anleitung: Lassen Sie sich von Teil (c) inspirieren.

Sei ap = 0 und a, 41 = % + 1. Bestimmen Sie lim,, , a,, (Hinweis: Skizze!).

5. Gegeben seien die reellen Zahlen aq,as, as, ..., die wir als Glieder einer Reihe auffassen.

Definieren Sie fiir jedes n € N die n-te Partialsumme s,,.

Wann nennt man generell eine Folge reeller Zahlen z,,, n € N, konvergent gegen den
Grenzwert x?

Wann nennt man die Reihe >

)
n=1

an, konvergent mit Wert s = > °  a, € R?

Sei a,, = n%% Finden Sie zu einer beliebig vorgegebenen reellen Zahl C ein ng mit
Sny > C.

Ist die Reihe mit den Gliedern aus (d) konvergent oder divergent? (Begriindung)

Wir schreiben [r, ¢] fiir die komplexe Zahl z mit Betrag |z| = r und Argument (Winkel)
. Fiir das Produkt z = z12o mit z; = [r}, ;] fur j = 1,2 gelte z = [r, ¢]. Wie lassen
sich die reellen Zahlen r und ¢ durch die Zahlen rq, 1,72, @2 ausdriicken?

Machen Sie eine Skizze der dritten komplexen Wurzeln a1, as, 3 von —2 in der kom-
plexen Zahlenebene. Beschriften Sie insbesondere die relevanten Abstéinde und Winkel.

7. Bekanntlich heif}t eine reelle Funktion f : D — R stetig im Punkt xg € D, wenn es zu jedem
e > 0ein § > 0 gibt derart, dass fir alle z € D mit |x — 2| < ¢ auch |f(z) — f(zo)] < €
gilt. Folgenstetigkeit im Punkt zy hingegen bedeutet definitionsgeméaf, dass fiir jede Folge
mit Gliedern a,, € D aus lim, o a, = x¢ auch lim,,, f(a,) = f(zo) folgt.

(a)

()

Stetigkeit impliziert Folgenstetigkeit. Unter der Voraussetzung lim,,_, a, = ¢ kann
man zu vorgegebenem ¢ > 0 nédmlich einen Index ng finden darart, dass fiir alle n > ng
|an, — zo| < 0 gilt mit einem § wie in der Stetigkeitsdefinition. Vervollstdndigen Sie die
Argumentation.

Will man beweisen, dass umgekehrt auch aus der Folgenstetigkeit die Stetigkeit von
f (jeweils in zg) folgt, nimmt man indirekt an, es gebe ein € > 0, welches die Ste-
tigkeitsdefinition verletzt. Dann gibt es zu jedem § = %, n=12...,ena, €D
mit |a, — zo| < L aber |f(a,) — f(zo)| > e. Warum steht dies im Widerspruch zur

Folgenstetigkeit von f in z¢?

Sei f(xz) = kx + d mit gewissen reellen Zahlen k, d. Begriinden Sie, warum f stetig (in
einem beliebigen Punkt x¢) ist, indem Sie zu einem beliebig vorgegebenen € > 0 ein ¢
wie in der Definition angeben.

8. Zu berechnen sind Ableitungen f! folgender reeller Funktionen f;, i = 1,2, 3.



(a) fi(x) = 2%g(z), wobei g und ¢’ als bekannt angenommen werden diirfen.

(b) In der Situation von Teil (a) gebe es ein ¢ € R mit |g(z)| < ¢ fiir alle € R. Dann ist
f1(0) unabhéngig von g. Bestimmen Sie diesen Wert.

(¢) fa(z) =2a” furz >0
(d) fs(z) =2*" fiir z >0

x3+z+2

9. Gegeben Sei die gebrochen rationale Funktion f(x) = e B

(a) Zeigen Sie, dass die angegebene Darstellung von f gekiirzt ist, dass also Zihler- und
Nennerpolynom nur Konstante als gemeinsame Teiler haben.

(b) Es gibt eine Darstellung von f als Summe f = p+r;+rg eines Polynoms p und gebrochen
rationaler Funktionen r; = % und ro = z—z mit irreduziblen Nennerpolynomen g¢1, g2
und Zéhlern pi, ps minimalen Grades. Geben Sie ¢; und g2 an, ohne die Darstellung
von f der angegebenen Form explizit auszurechnen, und erkldren Sie den allgemeinen
Sachverhalt, auf den Sie sich dabei stiitzen.

(¢) Geben Sie die Grade von p, p; und ps aus (b) an, ohne diese drei Polynome explizit
auszurechnen, und erkldren Sie den allgemeinen Sachverhalt, auf den Sie sich dabei
stiitzen.

(d) Berechnen Sie nun p, p1, ¢1,p2 und ¢o aus (b) explizit.

(e) Geben Sie eine lineare Funktion I(z) = kx + d an mit der Eigenschaft lim, o (f(x) —
I(xz))=0.

(f) Skizzieren Sie f und .

(¢) Ermitteln Sie eine Stammfunktion Fy von f.

(h) Angenommen Fj ist eine Stammfunktion von f. Welche Bauart hat dann die Menge M
aller Stammfunktionen von f?

10. Gegeben sei eine reelle Funktion f mit f/(z) = H% fiir alle z € R.

(a) Fiir |z| < 11isst sich f/(z) als Grenzwert einer geometrischen Reihe >/ ¢™ darstellen.
Welchen Wert hat man fiir ¢ zu nehmen?

(b) Es gelte die Potenzreihendarstellung f(z) = Y -, a,z". Welche a,, sind durch die bis-
herigen Angaben eindeutig bestimmt, welche nicht? Geben Sie die Werte der eindeutig
bestimmten a,, auch an.

(c) Wie lassen sich die Funktionen tan (Tangens) und arctan (Arcustangens) mit Hilfe von
Sinus und Cosinus definieren, und was ist ihr Definitionsbereich?

(d) Skizzieren Sie sin, cos und tan am Einheitskreis.

(e) Skizzieren Sie die Graphen von sin, cos, tan und arctan.

(f) Berechnen Sie tan’ und arctan’. Verwenden diirfen Sie dafiir ihre Definition aus (c), die
Beziehung sin? + cos? = 1, auBerdem die Differentiationsregeln sin’ = cos, cos’ = — sin,
die Quotientenregel und die allgemeine Regel fiir die Ableitung von Umkehrfunktionen.
Markieren Sie iiberall, welche dieser Regeln einflief3t.

(g) Wie lautet die Potenzreihendarstellung des Arcustangens?

11. Die Exponentialfunktion exp, : R — R zur Basis a > 0 l&sst sich eindeutig dadurch definie-
ren, dass man von ihr eine geeignete analytische Eigenschaft E fordert und auflerdem eine
sogenannte Funktionalgleichung F', die einem wohlbekannten Rechengesetz fiir Produkte von
Potenzen mit gleicher Basis entspricht. Die Umkehrfunktion von exp, (auf einem geeigneten
Bereich) sei mit g bezeichnet.

(a) Was kann man als E nehmen und was als F'?



(b) Welcher Name ist fiir die Umkehrfunktion g von exp, gebriduchlich?
(¢) Fiir welche = € R ist g(z) definiert?
(d) Wie lautet ¢'(x)?

12. Sei f : R — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Auf dem Intervall [—1, 1] seien
die Betriige aller Ableitungen f(® durch reelle Zahlen ¢, beschrinkt, d.h. |f)(z)| < ¢, fiir
alle € [-1,1] und alle n € N.

(a) Sei ¢, = c € R fiir alle n € N. Erkldren Sie, wie dann aus dem Satz von Taylor folgt,
dass f auf dem Intervall [—1,1] eine Darstellung als Potenzreihe f(z) = > 7 a,z"
hat.

(b) Die Aussage aus Teil (a) gilt sogar, wenn die Voraussetzung an die ¢, abgeschwicht
wird zu ¢, < Cq"™ mit geeigneten (aber festen, von n unabhingigen) reellen Zahlen
q,C > 0 und fiir alle n € N. Geben Sie ein Beispiel einer Folge von ¢,, die fiir n — oo
derart rasch wachsen, dass keine Potenzreihendarstellung von f mehr garantiert werden
kann.

13. Lokale Extrema einer differenzierbaren reellen Funktion f : D — R und Nullstellen der
Ableitung f’ stehen in einem engen Zusammenhang, sind aber keineswegs dasselbe.

(a) Geben Sie eine Definition fiir ein lokales Maximum von f in g € D, die auch fiir nicht
differenzierbares f sinnvoll ist.

(b) Geben Sie ein f: R — R an, welches bei 5 ein lokales Maximum hat und f”(5) = 0
erfiillt. Dieses f soll aulerdem auf keinem Intervall positiver Linge konstant sein.

14. Die Funktion f : [0,1] — R sei durch folgende Forderungen definiert. Und zwar nehme f nur
die Werte 0 und 1 an, f(0) = 0, und fiir z > 0 sei n € N so gewihlt, dass 27771 < 2 < 27",
Ist n gerade, so sei f(x) =1, andernfalls sei f(x) = 0.

(a) Skizzieren Sie f.
(b) An welchen Stellen ist f unstetig?
(¢) Trotz der unendlich vielen Unstetigkeitsstellen ist f Riemann-integrierbar. Um das zu
zeigen, ist zu beliebig vorgegebenem & > 0 eine Zerlegung Z = {0 = 2 < 1 < 29 <
... <z, = 1} des Intervalls [0, 1] zu wihlen derart, dass fiir die zugehérige Obersumme
O(f, Z) und Untersumme U(f, Z) gilt |O(f, Z) — U(f, Z)| < €. Geben Sie so ein Z fiir
1

Ezﬁan.

(d) Bestimmen Sie fol f(x)dx.
15. Gesucht sind Stammfunktionen F; der Funktionen f;, i = 1,2, 3.

(a) Sei a > 0. Geben Sie eine Stammfunktion Fy von fi(z) = ﬁ

(b) Es gelte fo(z) = 1 fiir > 0 und fo(x) = —1 fiir x < 0. Ist es moglich, f2(0) so
festzulegen, dass fo eine Stammfunktion Fh besitzt? Wenn ja, gebe man f2(0) und Fb
an, andernfalls begriinde man es. (Anleitung: Man stelle folgende Uberlegungen an. Hat
F, die gewiinschten Eigenschaften, so gibt es ein ¢; € R mit Fy(x) = = + ¢; fiir alle

arll.

x > 0, analog Fy(z) = —x + ¢ fiir alle < 0. F; ist als Stammfunktion differenzierbar,
also auch stetig, folglich gilt ¢; = F»(0) = c2. Nun studiere man die Situation an der
Stelle = 0.)

(c) Hat die Funktion f3(z) = |z| eine Stammfunktion F3? (Begriindung)
16. Die Funktion f : R — R sei stetig mit f(z) := % fiir « #£ 0.

(a) Geben Sie den Wert f(0) an.
(b) Die Funktion hat eine Potenzreihendarstellung an der Stelle 0. Wie lautet diese?



()

(d)

Als stetige Funktion besitzt f eine Stammfunktion F' : R — R. Allerdings ldsst sich
F nicht mit Hilfe elementarer Funktionen ausdriicken. Verwenden Sie die Trapezregel
um das Integral fol f(x)dx auf eine Dezimalstelle nach dem Komma genau zu berech-
nen. Dabei haben Sie Funktionswerte von f an Zwischenstellen hinreichend genau zu
berechnen. Tun Sie das mit Hilfe von (b).

Aus (b) ldsst sich eine Potenzreihendarstellung fiir ein F' wie in (¢) gewinnen. Verwenden

Sie eine solche, um das Integral fol f(z)dz auf zwei Dezimalstellen nach dem Komma
genau zu berechnen.

17. Die Bogenlénge der Parabel y = f(z) = 22 im Bereich 0 < x < a liisst sich durch ein Integral
ausdriicken.

(a)
(b)

Geben Sie dieses Integral an.

Berechnen Sie dieses Integral fiir a = 2. (Achtung, der rechnerische Aufwand iibersteigt

jenen von tatséchlichen Priifungsaufgaben. Zur Ubung geniigt es, wenn Sie sich iiber-

legen, welche Integrationsmethoden zum Ziel fiihren.)

18. Die Definition

Ve>03ng eNVn>ng: |a, —a|] <e

fir lim,, ,oo an, = a lésst sich in der folgenden Weise mengentheoretisch umschreiben. Und
zwar bezeichne M (e,n,a) (¢ > 0,n € N,a € R) die Menge aller reellen Folgen a = (ag)ken
mit |a, — a| < . Eine Folge a konvergiert genau dann gegen a, wenn

(d)

aeﬂ U m M(e,n,a).

e>0ngeENn>ng

Wie lésst sich umgekehrt die etwas andere Aussage

aeﬂ ﬂ U M(e,n,a)

e>0npeNn>ng

zu einer dquivalenten quantorenlogischen Formel umschreiben?
Was bedeutet die Formel aus (a) inhaltlich, d.h. was ist a in Bezug auf die Folge a?

Sei s := limsup,,_,, @, und gelte
Ve>0dng e NVn>ng: a, <a-+e.

Was lésst sich iiber die Beziehung von s und a aussagen?

Analog wie (c), statt der dortigen Bedingung jedoch mit

Ve >0Vng e Ndn>ng: a, >a—c¢.

19. Fiir die Funktion f ist anzugeben, welche der Zahlenbereiche M € {N,Z,Q, R, C} die Inklu-
sion f(M) C M erfiillen. (Ausnahmsweise sollen in dieser Aufgabe auch komplexe Wurzeln
als Funktionen interpretiert werden, die eine von mehreren Losungen auswéhlen.)

fe) = 2
f@)=a®+Va?+1
f(@) =2 +3z+1
fx) =22 -3z -1
flx) =2% — V22 -5



20. Bekanntlich ist jede Relation R definitionsgeméafl Teilmenge eines kartesischen Produktes
A x B. Unter bestimmten Zusatzbedingungen ist eine Relation sogar eine Funktion f : D —
B mit D C A. Skizzieren Sie die folgenden Relationen R C R x R als Teilmengen der
Zeichenebene und geben Sie an, ob es sich bei R um eine Funktion f : D — R handelt.
Wenn nein, so ist dies zu begriinden; wenn ja, so sind die Mengen D und f(D) moglichst
explizit zu beschreiben, ein moglichst einfacher Funktionsterm fiir f anzugeben sowie zu
entscheiden, ob f injektiv ist.

R :=

—~ o~
=P

D D T O

—~
> o

GEOECED

R :=

=Vl =v I~ =v I~ S =V R s/
[
RN AR R R RN ARR

[
~—

21. In den folgenden Teilaufgaben werden jeweils einige Parameter vorgegeben, von denen eine
Teilmenge M von R? oder R3 abhingt. Beschreiben Sie die Menge M verbal und eventu-
ell mittels Skizze. Treffen Sie dabei geeignete Fallunterscheidungen (wie beispielsweise ob
gewisse Parameter = 0 oder # 0 sind), sofern das fiir die Erkldrungen niitzlich ist.

(a) = {(z,y) € R?: ax + by = c}; vorgegebene Parameter: a,b,c € R

(b) = {(z,y,2) € R®: ax + by + cz = d}; vorgegebene Parameter: a,b,c,d € R

(¢) = {x0 +tx: t € R}; vorgegebene Parameter: x,x € R?

(d) = {x0 + t1X1 + taXa : t1,t2 € R}; vorgegebene Parameter: xg, x1, %3 € R3

(e) = {xo+t1X1 +toXs +13X3 1 t1,1a,t3 € R}; vorgegebene Parameter: xg, X1, X2, X3 €

= {x € R?: xy = ¢} vorgegebene Parameter: y € R? c € R

S EET AT EREERE

)
(2)
(h)

i) M:={(z,y,2) e R3: 2—; + Z—j + i—; < 1}; vorgegebene Parameter: a,b,c € R

= {x € R?: xy < ¢} vorgegebener Parameter: y € R?, c € R
={(2,y,2) €R3: a <z <b, 22+ y? < 4}; vorgegebene Parameter: a,b € R

—~

22. Zwei kombinatorische Fragen:

(a) Wieviele natiirliche Zahlen n mit 1 < n < 1000 sind weder durch 2,3,5 noch durch
7 teilbar? Hinweis: Bezeichnet T, (¢ € N) die Menge aller durch a teilbaren n, so gilt
fiir teilerfremde a,b die Beziehung T, N T, = T,p, auBerdem ist |7, N {1,2,...,1000}|
fiir @ > 0 der auf die néchste ganze Zahl abgerundete Bruch %. Verwenden Sie das
Inklusions-Exklusionsprinzip.

(b) Eine Gruppe von n = 10 Personen soll mit Obst versorgt werden. Und zwar soll jede
Person ein Stiick bekommen. Zur Verfligung stehen a = 2 Birnen, b = 3 Bananen und
¢ = 5 Apfel. Wieviele Moglichkeiten gibt es, das vorhandene Obst aufzuteilen? Dabei
sind alle Apfel untereinander als gleichartig zu betrachten, analog alle Bananen und die
beiden Birnen. Geben Sie auch eine allgemeine Formel fiir andere Werte von n,a, b, ¢
mit a + b+ ¢ =n an.



23. Polynome und ihre Nullstellen:

(a) Geben Sie die Koeffizienten ag, . .., as € R eines Polynoms p(z) = ayx* +azx® + axz? +
a1r +ag, t =0,1,2,3,4, an mit
i. keiner reellen Nullstelle.
ii. genau einer reellen Nullstelle.
iii. genau zwei reellen Nullstellen.
iv. genau drei reellen Nullstellen.
v. genau vier reellen Nullstellen.

(b) Finden Sie simtliche komplexen Nullstellen des Polynoms p(x) := 2% — 2% + 2.

24. Finden Sie ohne Taschenrechner oder sonstige technische Hilfsmittel eine rationale Zahl
r= §7 p,q €N, mit |r — /3] < 55~ Je kleiner ¢, desto besser. Hinweis: Newton-Verfahren.

25. Sei f(z) := 5% (2 # 0). Wir interessieren uns fiir Integrale von f sowohl im Riemannschen
als auch im Lebesgueschen Sinn. Die Teilfragen miissen nicht unbedingt in der angegebenen
Reihenfolge behandelt werden.

(a) Fiir welche a,b € R existiert das Riemannintegral f; f(x) dz? (Begriindung fiir positive
wie auch negative Fille)

(b) Wie steht es mit den uneigentlichen Riemannintegralen fob f(z)dx mit b > 0 und
faoo f(z)dx.

(c) Uber welche zusammenhingenden Teilmengen M C R ist f im Lebesgueschen Sinn
integrierbar?

(d) Behandeln Sie speziell das Lebesguesche Integral f[ﬂ)oo) fd\. Ist es definiert? Hat es gar
einen endlichen Wert 1?7 Wenn ja, ermitteln Sie eine ganze Zahl k € Z mit |1 — k| < 1.



