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Vergessen Sie nicht auf die Riickseite der Angabe!

1. Wir betrachten die Funktion f : C — C, z = a +ib — Z = a — b,
a,b € R, die jeder komplexen Zahl z ihre Konjugierte Z zuordnet.

(a)
(b)

2. (a)

(b)
()
()

Erklaren Sie anhand einer Skizze, wie sich f in der komplexen
Zahlenebene geometrisch deuten lésst.

Die Funktion f erfiillt fiir alle z; = a; + tb;, j = 1,2, die beiden
Gleichungen

flz1+20) = f(21) + f(22) und  f(z1-22) = f(21) - f(22).

Bestétigen Sie die zweite durch direktes Nachrechnen.

Zeigen Sie mittels Induktion nach n, dass f auch die Gleichungen

f(z™) = f(2)", n € N, erfiillt. Anleitung: Verwenden Sie (b).

Bekanntlich gilt folgender Satz: Ist p(z) = Z?:o a;z’ ein Polynom
mit reellen Koeffizienten a; und 2z € C eine Nullstelle von p, so
ist auch zy eine Nullstelle von p. Wie lasst sich dieser Satz mit
Hilfe der vorangegangenen Aufgabenteile begriinden? (Anleitung:

Zeigen Sie zunéchst f(p(z)) = p(f(2)).)

Was versteht man unter einem Korper (K, +,-) mit Nullelement
0 und Einselement 17 (Sie diirfen als bekannt voraussetzen, was
eine Gruppe ist.)

Der dreielementige Korper K = {0,1,a} sei gegeben. Geben Sie
die Operationstafel fiir die Kérperaddition + an.

Geben Sie fiir den Kérper K aus (b) die Operationstafel fiir die
Koérpermultiplikation - an.

Geben Sie ein nichtkonstantes Polynom p(z) tiber dem Koérper K
aus den Teilen (b) und (c) an, das keine Nullstelle in K besitzt.



3. (a) Sei f:V — V eine lineare Abbildung (V' beliebiger Vektorraum).
Wann heifit v Eigenvektor von f zum Eigenwert A7
(b) Sei f : R? — R? linear und v = (1,1) Eigenvektor von f zum
Eigenwert A\ = 2. Weiters gelte f(1,0) = (0,2). Ermitteln Sie die
Matrixdarstellung A von f beziiglich der kanonischen Basis.
(c) Ermitteln Sie sdmtliche Eigenwerte und Eigenvektoren von f.

(d) f lasst sich als Verkniipfung einer Spiegelung um eine Achse a und
einer Streckung um einen Faktor o deuten. Geben Sie a¢ und « an.

4. © = (x,)nen bezeichne eine beliebige Folge reeller Zahlen. Speziell sei
auBerdem die Folge a = (ay,)neny mit a, = v/n + 2 — /n gegeben.

(a) Wann heifit = monoton wachsend, wann monoton fallend? (Defi-
nition!) Ist @ monoton wachsend oder fallend?

(b) Wann heifit z beschrénkt? (Definition!) Geben Sie eine obere und
eine untere Schranke von a explizit an.

(c) Wann heifit « konvergent gegen einen Grenzwert o? (Definition!)
Ist a konvergent? (Begriindung!)

(d) Ist die Reihe > 7 | a, konvergent? (Begriindung!)
5. Gegeben ist die reelle Funktion f(z) = zsinz.

(a) Skizzieren Sie f auf dem Definitionsbereich [—27, 27].

(b) Berechnen Sie f'(z), f”(x) und f"(x). (Zur Kontrolle: f*)(z) =
f(z) —4cosz.)

(c) Wie lautet die allgemeine Form der n-ten Ableitung f™ (x)? (An-
leitung: Verwenden Sie (b) und unterscheiden Sie die Félle n = 4k,
n=4k+1,n=4k+ 2 und n = 4k + 3.)

(d) Wie grof§ ist der Konvergenzradius r der Taylorreihe von f an
der Anschlusstelle zo = 57 (Anleitung: Wenn Sie sinz = cos(z —
xg) sowie die Konvergenzeigenschaften der Cosinusreihe beachten,
konnen Sie viel Zeit sparen.)



