Mathematik 1 fiir Bauingenieure

Priifung am 3.3.2017
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1,2,3,4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A.B,C,D. Zu jeder Teilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 moglichen
Punkten ist Ihnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betrdgt 90 Minuten.

e Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der Punkt
(oder Teile eines Punktes) ausschliellich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben bzw.
unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb der
horizontalen Trennlinie zur nichsten Teilaufgabe).

In den meisten Fallen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die Losung der Aufgabe aus-
reichen. Es lohnt daher, wenn Sie, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, sich vergewissern,
dass Sie Thre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen. Sollten Sie ldngere Nebenrechnungen
oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren wollen, stehen IThnen dafiir die beiden
letzten Blétter dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer Sie auf den letzten beiden Blédttern
notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:
Punkte fiir Aufgabe 1: Aufgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4:

Gesamtpunktezahl:

Note:

Sonstige Bemerkungen:



Aufgabe 1: In dieser Aufgabe geht es um Eigenschaften von Funktionen (Abbildungen),
sowohl allgemein als auch speziell auf reelle Funktionen bezogen.

Teilaufgabe A: Wann nennt man eine Funktion f: A — B injektiv? (Definition)

Begriinden Sie, warum die Funktion go f : A — C injektiv ist, sofern sowohl f : A — B als
auch g : B — C injektiv sind. Hinweis: Vergleichen Sie mit Teilaufgabe B.

Teilaufgabe B: In der folgenden Argumentation kommt an zwei Stellen eine Eigenschaft
E von Funktionen vor. Sie sollen diese Eigenschaft F benennen (Bezeichnung geniigt) und jene
Implikation (wenn-dann-Aussage) formulieren, die damit bewiesen worden ist:

Sei ¢ € C beliebig. Wenn die Funktion g : B — C die Eigenschaft E hat, gibt es ein b € B
mit g(b) = ¢. Wenn auch die Funktion f : A — B die Eigenschaft E hat, gibt es ein @ € A mit

f(a) = b. Fiir dieses a gilt (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) =c.
E: ...

Damit ist folgende Aussage bewiesen:

Teilaufgabe C: Ist die reelle Funktion f auf einem Intervall I nicht monoton, so gibt es
a<b<celmit fla) < f(b) und f(c) < f(b) (Fall 1) oder mit f(a) > f(b) und f(c) > f(b)
(Fall 2). Kann so ein f sowohl stetig als auch injektiv sein?

o Ja o Nein

Begriindung mit Skizze fiir Fall 1: ...

Teilaufgabe D: Sei f : R™ — R ecine stetige Funktion mit einer Umkehrfunktion g, die
gz +y) = g(x)g(y) fiir alle x,y € R erfiillt. (Achtung: f und g nicht verwechseln!)

Gibt es eine solche Funktion f, die auflerdem f(2) = 1 erfiillt? Wenn ja, welche? Wenn nein,
warum nicht?
o Ja, ndmlich: f = ... o Nein, denn ...

Gibt es eine solche Funktion f, die auflerdem f(1) = 2 erfiillt? Wenn ja, welche? Wenn nein,
warum nicht?
o Ja, ndmlich: f=... o Nein, denn ...



Aufgabe 2: Fiir eine konvergente reelle Folge a = (a,,)nen mit lim,, o0 @, = 2 und € > 0
bezeichne ng(a, €) ein ng € N mit: Vn > ng gilt |a, — z| < . In dieser Aufgabe befassen wir uns
mit Grenzwertbeziehungen zwischen Folgen a = (an)nen, b = (bp)neny und ¢ = (¢p)nen. So wie
bei Aufgabe 1 (A und B) kann es auch hier helfen, gewisse Teilaufgaben zu vergleichen.

Teilaufgabe A: Angenommen ¢y, = a, und cg,11 = b, fiir alle n € N. Angenommen a kon-
vergiert gegen x und b konvergiert gegen y. Auf welche Beziehung zwischen x und y kommt es an,
damit ¢ konvergiert? Wie ldsst sich in diesem Fall ein ng(c,e) gewinnen, wenn man ein ng(a,¢)
und ein ng(b, &) kennt?

c konvergiert genau dann, wenn ...

In diesem Fall kann man zum Beispiel nehmen: ny(c,e) = ...

Teilaufgabe B: Diesmal sei ¢,, = a,b,,. Konvergiert a gegen x und b gegen y, dann sind a und
b beschriankt durch ein 7 € R mit |a,| < r und |b,| < r fiir alle n € N. Ist sowohl n > ng(a, =)

) 21
als auch n > ng(b, 5-), so gilt:
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|anbn — 2yl = lanbn = any + any — a2yl < lan| - [bn =yl +lan —al |yl <r- oo+ o -r=¢

Fiir ein beliebig vorgegebenes € > 0 kann man also

no(c,e) = no((anby),€) := max {no(a7 %),no(& %)}

setzen. Formulieren Sie jenen Grenzwertsatz fiir Folgen, der damit bewiesen ist:

Teilaufgabe C: Diesmal sei ¢, = a,, + b,. Bekanntlich konvergiert die Folge mit den Gliedern
Cn = ay + b, gegen den Grenzwert x + y, sofern a gegen x € R und b gegen y € R konvergiert.
Man kann das beweisen, indem man zu einem beliebigen ¢ > 0 zeigt, wie man ein ngy(c, &) aus
geeigneten no(a,e1) und ng(b,e2) errechnen kann. Die (zu der in Teilaufgabe B &hnliche, aber
einfachere) Ungleichungskette

<
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zeigt erstens, welche Werte fiir e; und €9 man zweckméfig wéihlen kann, und zweitens, wie sich
daraus ng(c,e) = no((an + bp)nen, €) ergibt:

(@0 +bn) = @+ 9)| = [(@n =)+ (b —y)| < 5 +5 =¢

1= ... g9 =...

no(c,e) = ...

Teilaufgabe D: Ahnlich wie fiir Summen und Produkte gilt auch ein Grenzwertsatz fiir Quo-
tienten. Allerdings muss man die Formulierung geringfiigig modifizieren. Geben Sie eine korrekte
Formulierung des Grenzwertsatzes fiir Quotienten:



Aufgabe 3: In dieser Aufgabe spielen die Funktionen f; : D; — R und f5 : Dy — R sowie
deren Summe s : Dy — R und Produkt p: D, — R die Hauptrolle:

filz) = L , f2(x)::1—|1—:c

und
3 _l4a+l-z 2 -
s(z) == fi(z) + fa(z) = l-2)1+2) (I-2)1+z) 1-—22

= 2p(x)

Teilaufgabe A: Geben Sie die maximalen Definitionsbereiche von f1, f2, s und p an:

Di=... Dy = ... Dy=... D,=...

Teilaufgabe B: Die Formel fiir die geometrische Reihe ldsst sich auch so formulieren: Die
Funktion f; hat fiir —1 < x < 1 die Potenzreihendarstellung

) = =Y =Y
n=0 n=0

mit den Gliedern a,, = 1 fiir alle n € N. Wie lauten die Glieder b,,, so dass

falz) = L _ Z byx"
n=0

l+az
fir alle z € (—1,1) gilt?

by, =...

Teilaufgabe C: Sei > ° ¢,z das Cauchyprodukt der Reihen fiir f; und f,. Ermitteln Sie
aus der allgemeinen Definition des Cauchyproduktes zweier Potenzreihen und den konkreten a,
und b,, aus Teilaufgabe B die Koffizienten ¢,,. Unterscheiden Sie die beiden Félle: gerades n = 2k
bzw. ungerades n = 2k + 1.

Aus der Nebenrechnung . ..
folgt
Cp = Cok = ... Cp = C2k41 = - -

Teilaufgabe D: Seien die Glieder d,, dadurch gegeben, dass

s(2) = Fu(@) + fo(@) = 2p(2) = g = 3 dpa”
n=0

T1-a?

fiir alle x € (—1,1) gilt. Welche Beziehung (Gleichung) besteht zwischen den ¢, und den d,,, und
was ist der konkrete Wert der d,,?

Die Beziehung zwischen den ¢, und d,, lautet: ...

dp = dop = ... dn = dojy1 = . ..



Aufgabe 4: Fiir a < b und positive n € N betrachten wir die Zerlegungen
Zn ={a=xo(n) <z1(n) <...<z,(n) =0}

des Intervalls [a, b] in n gleich lange Teile, also mit z;(n) = a+ £(b—a) fiir i = 0,1, ..., n. Fiir die
Funktion f(x) := x betrachten wir erstens das Integral I = f; f(z) dz, zweitens die Obersummen
O(f, Zy), drittens die Untersummen U(f, Z,) und viertens die Riemannsummen S(f, Z,,, B,,) zu
den Belegungen B, = {&(n), ..., & (n)}, & (n) = Dbzl by q 0y

Manchmal ist es niitzlich, folgende drei Fille zu unterscheiden: 0 < a < b (Fall 1), a < 0 <b
(Fall 2) und a < b < 0 (Fall 3).

Teilaufgabe A: Welche geometrische Interpretation hat das Integral I7 Skizzieren Sie die Si-
tuation fiir Fall 1 (0 < a < b) und leiten Sie fiir diesen mittels elementargeometrischer Uberlegungen
eine Formel fiir I ab. (Diese muss natiirlich von a und b abhéingen.)

Teilaufgabe B: Skizzieren Sie fiir Fall 1 die geometrische Interpretation von Ober- und Un-
tersumme und bestimmen Sie daraus deren Differenz, ohne die Summen selbst zu berechnen.

Teilaufgabe C: Berechnen Sie fiir a = 0 und allgemeines b, also z;(n) = 2 und &(n) =

@L;)bn die Riemannsumme
—~ (2i+1)bb b & b2
Zna B 7, T i— = - = 5 5 2 ]-
S(f, ng (n) — zi-1(n)) 2 on n o 222 i+1)= 555
mit s, := > . ,(2i + 1). Zumindest zwei Wege bieten sich an: Erstens, Sie finden eine Formel

fiir die s, die Sie mittels Induktion beweisen. (Sie konnen dazu die Riickseite des Blattes oder
eines der Extrablitter verwenden.) Oder Sie iiberlegen sich elementargeometrisch eine Beziehung

zwischen der Riemannsumme S(f, Z,, B,,) und dem Integral fo x) dz aus Teilaufgabe A.

Teilaufgabe D: Erkliren Sie am Beispiel des Integrals f: f(x)dz, wie man den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir seine Berechnung einsetzt, und fiithren Sie diese durch.



Raum fiir Nebenrechnungen und sonstige Notizen, die bei der Beurteilung ignoriert werden.



Raum fiir Nebenrechnungen und sonstige Notizen, die bei der Beurteilung ignoriert werden.



