Mathematik 1 fiir Bauingenieurwesen

Priifung am 13.10.2017
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1, 2, 3, 4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A B, C, D. Zu jeder 'leilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 méglichen
Punkten ist Ihnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betrigt 90 Minuten.

o Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der
Punkt (oder Teile eines Punktes) ausschlieSlich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben
bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb
der horizontalen Trennlinie zur niichsten Teilaufgabe). Drei Punkte ... symbolisieren, dass
Sie Ihre Eintragung an dieser Stelle machen bzw. beginnen, ein kleiner Kreis o, dass Sie
Zutreffendes ankreuzen sollen.

In den meisten Fillen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die Lésung der Aufgabe aus-
reichen. Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, vergewissern,
dass Sie Thre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen. Sollten Sie lingere Nebenrechnungen
oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren wollen, stehen Ihnen dafiir die beiden
letzten Blétter dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer Sie auf den letzten beiden Blittern
notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:
Punkte fiir Aufgabe 1: Aufgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4;

Gesamtpunktezahl:

Note:

Sonstige Bemerkungen:



Aufgabe 1: Diese Aufgabe hat kombinatorischen Charakter, d.h. es sind Anzahlen von
gewissen Objekten zu bestimmen. Eine besondere Rolle spielen Permutationen (Vertauschungen)
der Zahlen 1 bis n. Deshalb fiihren wir einige Abkiirzungen ein:

Ist M eine Menge, so bezeichne P(M) die Menge aller Permutationen 7 von M. Bekanntlich
gibt es von einer Menge mit n Elementen n! = 1-2-...-n solche 7. Speziell interessieren wir uns
fiir die Menge M, := {1,2,...,n}. In dieser Aufgabe sind Anzahlen gewisser Teilmengen anderer
Mengen, u.a. von P(M,) zu bestimmen.

Teilaufgabe A: Fir k <n € N bezeichne B(n, k) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
von M,. (Die Zahlen B(n,0),B(n,1),...,B(n,n) treten iibrigens auch auf, wenn man die n-te
Potenz einer Summe zweier Summanden berechnet.) Geben Sie eine Formel fiir B(n, k) an, in der
Faktorielle vorkommen. '

( ni__n:
B(n,k)=... KJ/= I-(i (Y) kjl

Teilaufgabe B: Wenn man die Formel, nach der in Teilaufgabe A gefragt wurde, herleitet,
treten Uberlegungen wie die folgenden auf:

Die Elemente von P(Ms) permutieren die Zahlen 1 bis 5. Es kann sein, dass durch ein 7 €
P(Ms) alle Elemente der Teilmenge M3 = {1,2,3} nur untereinander vertauscht werden. Dann
gilt das notgedrungen auch fiir die Elemente der komplementéren Teilmenge Ms \ M3 = {4,5}.
(Zum Beispiel ist das der Fall bei der Permutation 7 : 1 ++ 2+ 3+ 1, 4 = 5 — 4, die die Zahlen
1 bis 3 zyklisch vertauscht und auBlerdem 4 mit 5.) Wieviele solche m € P(M5), die also zusiitzlich
w(Ms) = M3 erfiillen, gibt es?

Die Anzahl solcher 7 ist .. .. 3.’ ' Z! = /12)

Teilaufgabe C: Teilaufgabe B soll nun verallgemeinert werden. Die Rolle der Zahlen 5, 3 und
5 —3 = 2 {ibernehmen nun irgendwelche beliebige natiirliche Zahlen n, a, b mit @ + b = n. Gesucht
ist also eine Formel fiir die Anzahl A(n,a,b) der Permutationen n € P(M,), die die Teilmenge
M, ={1,2,...,a} mit a <n (und folglich auch die Teilmenge M, \ M, = {a+1,...,n}) permu-
tieren.

Aln,a,b)y=... m'! ) b!

Teilaufgabe D: Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Teilaufgabe C. Ist irgendein © €
P(M,) (also eine Permutation der Zahlen 1 bis n) gegeben und a < n, so muss 7 nicht wie in
Teilaufgabe B beschaffen sein. Denn es kann sein, dass das Bild 7(M,) nicht alle Elemente aus M,
enthilt, dafiir aber auch andere, ndmlich aus M, \ M,. Weil 7 als Permutation bijektiv ist, hat
w(M,) aber sicher gleich viele Elemente wie M,, ndmlich |w(M,)| = |M,| = a. Es ist klar, dass ¢s
fiir jede Teilmenge M C M, der Grifle a gleich viele © € S, gibt, fiir die 7(M,) = M gilt. Diese
Anzahl sei mit A'(n,a,b) bezeichnet. Geben Sie diese Zahl an.

(Hinweis: Angenommen wir haben ein  mit 7(M,) = M. Dann ist {r(1),...,7(a)} = M und
{m(a+1),...,7(n)} = M, \ M. Die Frage liuft darauf hinaus, auf wieviele Arten wir die Elemente
(1) bis w(n) vertauschen kénnen, so dass die Mengen M und M,, \ M als Mengen unverindert
bleiben. Gerade darum ging es auch in Teilaufgabe C.)

Fiir jedes M C M,, mit |M| = a gilt

Al(n,a,b) = |{m € P(M,): n(M,) =M} =... a! U



Aufgabe 2: In dieser Aufgabe sollen Potenzfunktionen als Verkettungen anderer Funktionen
dargestellt und mit Hilfe der Kettenregel abgeleitet werden. Dabei diirfen die Exponentialfunktion
exp : x — €® und der natiirliche Logarithmus In :  — Inz samt ihren Ableitungen als bekannt
vorausgesetzt werden. Wir schreiben p, : Rt — R, 2 — 2%, o € R, fiir die Potenzfunktionen.

Teilaufgabe A: Definieren Sie p, := expol,oln als Verkettung, indem Sie eine geeignete
Funktion [, angeben.

la (y) = 0( ‘ lé
Probe (nicht verpflichtend, vielleicht aber eine wertvolle Kontrolle):

o & w(x) _

Pale) = 2 = (e"7)°

.. = exp(la(Inz)) = (expoly o ln)(z)

Teilaufgabe B: Die Kettenregel gibt an, wie man die Ableitung einer Verkettung go f zweier
reeller Funktionen berechnet, sofern man die Ableitungen f’ und ¢’ von f und g kennt. Formulie-
ren Sie diese Regel, indem Sie vervollstandigen:

[st f .dEFF'EVEh?I‘GY bﬂr an der Stelle )(, und ist g O"WMLQY an der Stelleﬁ(&)

dann ist go f . .d!ﬁ(ér iyl an der Stelle X, und es gilt:

wo v - (16)-{&)

Teilaufgabe C: Aus der Kettenregel fiir zwei verkettete Funktionen aus Teilaufgabe B folgt
sehr schnell die entsprechende Kettenregel fiir drei Faktoren, in Kurzfassung:

(hogo f)(z) =H(g(f(x))) g'(f(=)) f'(=)

Wenden Sie diese Regel auf p, := expolyoln aus Teilaufgabe A an, um die Ableitung p/, zu
berechnen. Tun Sie das, indem Sie folgende Rechnung vervollstindigen:

Pl(x) = (expolyoln) (z) = ... Q"P,( LA(IM &ﬂ) . {J,("( éﬂ(K)) o (x)‘
=(pr(‘.,< (N:d)) cof" % - QO('&(’()-A : 4( = Xd-a(- 4( =

-1
= dx con = apy-1(2)

Teilaufgabe D: Die Funktionalgleichung f(z +y) = f(z) - f(y) gilt bekanntlich fiir die Ex-
ponentialfunktion. Nicht gilt sie fiir Potenzfunktionen mit a # 0, wie zum Beispiel die Werte
a=z=y=1 zeigen:

palz+y)=(1+1)=2#£1=1" 1 = py(z) - pa(y).

Fiir Potenzfunktionen gilt aber eine dhnliche Funktionalgleichung. Welche?

f
Die Funktionalgleichung fiir Potenzfunktionen lautet: ... f(x%) = ‘P&‘).'i' (3)



Aufgabe 3: In dieser Aufgabe geht es um Polynomfunktionen und deren lokale Extremstel-
len.

Teilaufgabe A: Wieviele lokale Extremstellen kann eine Polynomfunktion f von positivem
Grad n > 1 maximal haben? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Dic maximale Anzahlist ... h=/

Begriindung: ... Lokale  Exbygmskllon,  Sind Nal(dellon clew Aél&hn_f P}
Die Ableitung 4 vam 1 st ain Polysom v Guod -/
Pﬂl\jno»'c [’)Ud/&h lﬂﬁdrii‘h\ﬁ Sv mlﬂ M&S{ew\,) wie 1he Gw&c] Mﬁ

Teilaufgabe B: Gibt es eine Polynomfunktion f vom Grad 4 mit genau drei lokalen Extrem-
stellen? Wenn ja, geben Sie ein Beispiel an; wenn nein, begriinden Sie dies.

XJa, so ein f gibt es. o Nein, so ein f gibt es nicht.

Angabe eines Beispiels bzw. Begri.inydung- (auch anschauliche Skizze gilt):

6= G D) x (e-Dx=2) hod Grad 4 Nollelellen bes x> -1,0,4,2,
Uhd 't"}S‘J'I@h j!JFF ein idf&(éé E sdvemum -

[DB@H- o |
4 15T Qe sehr
owni-?&ﬂ" cche E"“Lﬁ“’m&' /
wivd n;C]’).} th d\(S{v/ Teilaufgabe C: Gibt es eine Polynomfunktion f vom Grad 4 mit genau zwei lokalen Extrem-
A Mi;}w Ld.,hsi( stellen? Wenn ja, geben Sie ein Beispiel an; wenn nein, begriinden Sie dies.
Lriﬂngj,f’ ) o Ja, so ein [ gibt es. ¥ Nein, so ein J gibt es nicht. /%k_ ?M ‘ib x3 |
%7

kl Angabe eines Eeispiels bzw. Begriindung (auch anschauliche Skizze gilt): ¢
Pt d o {02z 020, 0Bk 0,0 (4,0 anslog gy, Pehro ) .
T. v Whr h: ~
VZW%JA sts ﬂKLM.-.) Ui 6() = lams {‘6():’05’ D 3630 : F(x)>'rlj()>= Og 'pwr lhuf X GL'&'X) t'l]

X X 00 - . ™

Falyno.b.g ai:r kHHNTnA T Mﬂxﬁmun = 1 M"nlmuhsh[h in l'a,cﬁ] , Sa X, dft. '[@rhﬂtl )(3 d\'e ?raﬁ‘l-e
’Hhvﬁlﬁl‘\;’k&%dd 5901 gle Minimumctels i [-d,0]. S Xaxx3 B { it i ointe U"‘i‘;}:““ﬁ e von. %
Dow, sonsi worde g mOndon wischsend, Liksvon X5, {u‘“\%d Dawsischn ‘(Mg‘i ee [okale Moxieumsielle x,waP

i . { ;
Zi ; et::z‘bﬁ:‘b'”f h Diese muss von Xa wnd X 5 VérSc vde. Sein, Mlso: G £yt lﬂklk Bvemdlella, y dénn Sagix e,

Teilaufgabe D: Es gibt genau vier natiirliche Zahlen k = ky, k2, k3, k4, fiir die es eine Poly-
nomfunktion vom Grad 8 mit genau & lokalen Extremstellen gibt. Welche k; sind das?

/ﬁ:./.t., k2:.3., %:5, k4:.2 ‘
(E"H&WS: /‘z\l{”"l"d" WAl i Tﬁ"“(-a"@“b‘ C muss es w;ndeS‘Lt’hS Qint (d\’ﬁ(e

Extramslello gf?Lu 5 tmd mit jede 'e:;(.s.hlxclwn Kimwes) Owlomav\%sc‘\dm"g ote bt -
Dies als b igHscher Hia*e-grwd , Ca biev mich! ap.ngrmmf;zr’é werden mnSS.



Aufgabe 4: In dieser Aufgabe sollen Formeln fiir Bogenlingen L(f) von Funktionsgraphen
von Funktionen f : [0,1] — R angegeben werden.

Fiir eine Zerlegung Z = {0 = 29 < 2y < 23 < ... < 2,1 < 2, = 1} von [0, 1] bezeichne
pz den Polygonzug, der f auf Z linear interpoliert, genauer: pz(z;) = f(z;) fiir 2 = 0,...,n,
und auf Jedem Telhntervall (i1, %] sei Py eine (i.a. inhomogene) lineare Funktion. Sponvil sei

={0,1,2 2=l 1} ={g; = % : 1=0,...,n} die fiquidistante Zerlegung in n Teilintervalle.

JARY
Teilaufgabe A: Fiir gegebenes f 1stﬂ1),r2 nach Deﬁmtion die aus zwei linearen Teilen beste-

hende Funktion auf [0, 1], deren Werte an den Stellen 0, 3 5 und 1 mit denen von f iibereinstimmen.

Fertigen Sie eine Skizze von f und P fir f(zx) ;= a2 an.

Teilaufgabe B: Berechnen Sie die Bogenlinge L(ps) von py, wenn f(z) := z? gegeben ist. Sie
miissen den Wert nicht numerisch bestimmen. Es geniigt, wenn Sie natiirliche Zahlen a, b, ¢ finden

mit L(py) = ‘/_+‘/-

o= VEFQY + VARG - \&d +Vard- 4(v*+vr)

Alsoa:.5, b:.4.3, c:.q'.

Teilaufgabe C: Geben Sie eine allgemeine Formel fiir die Bogenlinge L(pz) von pz an, wenn
f und Z wie oben gegeben sind.
1%

L(PZ) = 2 V(xi-xt‘,,)’# @(*a)-(—'(X--n))z

Teilaufgabe D: Die Bogenlinge L(f) des Graphen von f kann man definieren als das Supre-
mum der Werte L(pz), wenn Z alle Zerlegungen von [0, 1] durchlduft. Man kann zeigen, dass L(f)
sicher dann als endliche reelle Zahl existiert, wenn f stetig differenzierbar ist. In diesem Fall hat
L(f) eine Darstellung als Riemann-Integral. Geben Sie diese Darstellung an.

L= g Y4+ P16)% dx
0



