Mathematik 1 fiir Bauingenieurwesen

Priifung am 1.12.2017
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1, 2, 3, 4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A, B, C, D. Zu jeder Teilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 méglichen
Punkten ist Thnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betrigt 90 Minuten.

e Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der
Punkt (oder Teile eines Punktes) ausschliellich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben
bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb
der horizontalen Trennlinie zur néchsten Teilaufgabe). Drei Punkte ... symbolisieren, dass
Sie Ihre Eintragung an dieser Stelle machen bzw. beginnen, ein kleiner Kreis o, dass Sie
Zutreffendes ankreuzen sollen.

In den meisten Féllen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die Lésung der Aufgabe aus-
reichen. Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, vergewissern,
dass Sie Thre Antwort entsprechend kurz fassen kdnnen. Sollten Sie lingere Nebenrechnungen
oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren wollen, stchen Ihnen dafiir die beiden
letzten Blitter dieses Heftes zur Verfiijgung. Was immer Sie auf den letzten beiden Blattern
notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:
Punkte fiir Aufgabe 1: Aulfgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4:

Gesamtpunktezahl:

Note:

Sonstige Bemerkungen:



Aufgabe 1: In dieser Aufgabe spielen das Abzihlen von Mengen und Teilbarkeitseigenschaf-
ten natirlicher Zahlen die Hauptrolle. Fiir eine natiirliche Zahl n > 0 schreiben wir V,, fiir die
Menge aller positiven Vielfachen von n, also V,, := {kn > 0: k € N}. AuBlerdem bezeichne P die
Menge der Primzahlen.

Teilaufgabe A: Seien n und N € N vorgegeben. Geben Sie einen Formelausdruck an fiir die
Anzahl |V, N [1, N]| der Vielfachen von n, die < N sind. Verwenden Sie dabei die Schreibweise
|z] fiir die groBte ganze Zahl < z (zum Beispiel |w| = 3).

N
Vo [L,N]| = ... l," J

Teilaufgabe B: Fiir zwei positive natiirliche Zahlen m und n ldsst sich die Schnittmenge
Vi NV, als eine Menge Vi mit einem geeigneten k schreiben. Bestimmen Sie dieses k zuniichst
fiir m = 20 und n = 50.

vaorW‘GO ::L% mit k =:.?1<,()

Teilaufgabe C: Wie Teilaufgabe B nur fiir allgemeine Werte m und n, wobei fiir diese Zahlen
die Primzahlzerlegungen gegeben seien:

m= Hpe"(m) und n = Hpef’(")

pEP pelP

Und zwar soll angegeben werden, wie sich die ep(k) fiir jenes k = [[,cp p*®) mit Vi, =V, NV,
aus den e,(m) und e,(n) errechnen:

ep(k) =...max {e,, (m),ep(»)}

Teilaufgabe D: Bestimmen Sie folgende Anzahl (Achtung, Vereinigung statt Schnitt!):

|(Vao U Vso) N [1,1000]| = --'(Vz,o n (4"0001) v (Vso “ “’Mw])l =
Vo 0 W,40003 [ + Mgo n [4) 4000]'1 - | Vw,, Vo n (414000} | =

v-—ﬂ-\_._,.r

1000
552+ L' - L %% = 5001005



Aufgabe 2: In dieser Aufgabe geht es um den Vergleich von Summen und bestimmten
Integralen iiber reelle Funktionen f : Rt — R. Dazu schreiben wir a,, := f(n) und sy = Zﬁ;l Q.
Ist f auf einem Intervall [n,n + 1] anndhernd konstant, so gilt die Naherungsformel

n+1
tn = [(n) ~ I(fymyn+1) = / (@) de ~ f(n+1) = tna,

wobei wir fiir a < b generell I(f,a,b) f f(z) dz setzen. Dieser approximative Zusammenhang
soll nun ndher beleuchtet werden.

Teilaufgabe A: Geben Sie eine wichtige Eigenschaften FE reeller Funktionen an, so dass gilt:
Hat f die Eigenschaft E, so gilt ap1 < I(f,n,n + 1) < a,. Hlustrieren Sie die Situation auch
durch eine Skizze mit Flichen der GréBen ay, I(f,n,n+ 1) und ant1.

"
Die gesuchte Eigenschaft E heift . .. unonafon P"u“"d

A =
ahq,\ = —

J—(ant’l) 4///

a. 2l

Skizze:

= 1) |
0!,,; ol ""‘1)

Teilaufgabe B: Wenn die Ungleichung a,+1 < I(f,n,n + 1) < a, aus Teilaufgabe A fiir
mehrere aufeinander folgende n = k,k +1,...,l — 1, gilt, so kann man aufsummieren und erhilt
s~ 8k = a1+ agp1 + ...+ a < I(f k1) <ap+agp + ...+ a1 = s1—1 — sg—1. Sei nun
flz) = \/11—3 [a,b] an, so dass

man auf die Ungleichung

N N b dz
SN — 81 = E Gn = E — < -
V4 v/ r3
n=2 n=2 VT @ .

schliefen kann. Die Randpunkte a und b diirfen von NV abhingen.

a:= /1 b= N

Teilaufgabe CE B*! echnen Sie I(f,1,b) fiir [ aus Ie]baufgabe B als Funktion von b:

1(f,1,) = S' ’Kl %dx = -;.k"gl | - __2‘___- = 2,(4-, )

A 1 - poe | {x X=4

Teilaufgabe D: Falls fiir irgendein festes a € R das Integral I(f,a,b) aus Teilaufgabe C fiir
b — oo konvergiert, so folgt daraus wegen Teilaufgabe B die Konvergenz

o= 1
T;\/T<OO

Entscheiden Sie mit Hilfe Thres Ergebnisses aus Teilaufgabe C, ob tatsichlich limy_yo, I(f, 1,b) als
reelle Zahl existiert oder ob Divergenz gegen oo herrscht.

xlimb_,ool(f,l,b):...Z...ER o limp_y0o I(f,1,b) = 00



Aufgabe 3: In dieser Aufgabe kommen Potenzreihen und die Regel von de ’'Hospital vor.
Auflerdem soll ein Zusammenhang zwischen beiden Themen erkannt werden.

Teilaufgabe A: Ermitteln Sie die Potenzreihendarstellung der Funktion
oo
flzy=e"~z—1= Zanw".
n=0

Es genligt, wenn Sie dafiir die Koeffizienten angeben:

3%,,_)*)«/1 =

(A
R E- X
Eventuell Nebenrechnung: ... € ~%= 4 = (4 ¥ T D

2 4]
= L,..Z}-y e
2 3] nw o

HUEN

0,0:.0 a1:.O ag = .

™ .y

und fiir n > 2 allgemein a, = . /T

-

Teilaufgabe B: Berechnen Sie den folgenden Grenzwert mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital:

¥ X
_ . -4 4, et _A
im0 S g T Tl W T Y

X220

Teilaufgabe C: Haben allgemein zwei reelle Funktionen f und g (¢ nicht die Nullfunktion)
Potenzreihendarstellungen f(z) = 0" a,z™ und g(z) = >_ " ; byz™ mit positivem Konvergenz-
radius, so ldsst sich daraus unmittelbar ablesen, ob der Grenzwert

existiert und, gegebenenfalls, welchen Wert er hat. Der Einfachheit soll hier ag # 0 # by ange-
nommen werden. Geben Sie an, ob in diesem Fall der Grenzwert o existiert und, wenn ja, wie sich
dieser Wert aus gewissen der Koeflizienten a,, und b, errechnet.

Qo

ol
ca=...84...¢R o Der Grenzwert o existiert nicht.

Teilaufgabe D: Im Gegensatz zu Teilaufgabe C wollen wir nun auch ag = 0 und/oder by = 0
zulassen. Wir definieren ny und ny als jene Indizes, fiir die die Koeflizienten fiir f und g erstmals

von 0 verschieden sind. Seien also ny und n, so gewdhlt, dass ap = a3 = ... = an,—1 = 0 und
an, # 0 sowie by = by = ... = by, 1 = 0 und by, # 0 gilt. Fiir die drei Moglichkeiten ny < ng,
ny = ng und ng > n, soll die analoge Frage wie in Teilaufgabe C beantwortet werden:
Fiir ny < ng ofsta=......... eR. X existiert der Grenzwert « nicht.
Aoy g
Fir ny = ny Xista=.. bn?’. L ER. o existiert der Grenzwert a nicht.
Fir ny > ny ¥ist o = .. 0 ... €R. o existiert der Grenzwert « nicht.



Aufgabe 4: Die Funktion fo : [0,2] — R sei definiert durch fy(z) := z fiir 0 < z < 1
und fo(z) := 2 — z fiir 1 < z < 2. Die periodische Fortsetzung von fo auf ganz R heifie f, also:
f(x) == fo(x — 2k) sofern 2k < z < 2k 4 2 mit einem k € Z. (Sigezahnfunktion)

Teilaufgabe A: Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Definitionsbereich [—6, 6].

3

. NG . /\\ /\ /\/\
_(// \/\ \\“/ . v LA\/ . ‘ \\- > «
-~ -4 |0 A VA T 4 5 6
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Teilaufgabe B: Fiir reelle Zahlen a, b, ¢ definieren wir die Funktion f; 4 c(z) := a+bf(cz). Die
Parameter a, b, ¢ bewirken also Verschiebungen bzw. Verzerrungen des Graphen von f. Skizzieren
Sie die Funktion f,s.(z) fiir die speziellen Parameterwerte a = —1, b = 2 und ¢ = 3 auf dem
Definitionsbereich [0, 2]. A

'||Jr;" 1'2/
J

1

—

Teilaufgabe C: Fiir f, 5. wie in Teilaufgabe B sei nun @ = 1, b = 3 und ¢ = 5. Wieviele
lokale Extremstellen hat fo 5, = f1,3,5 im Intervall [0, 2] und welche Werte nimmt f; 3 5 an diesen
Stellen an?

Im abgeschlossenen Intervall [0, 2] hat die Funktion f; 35 genau

......... Stellen eines lokalen Maximums und

Teilaufgabe D: Die Rechnung
5% st < 35 estna| < 35 K =1 <00
n=1 n=1 n=1

zeigt, dass die Funktionenreihe mit den Summanden g,(z) = 2% f(nz) folgende beiden Eigen-
schaften hat:

= f(n)

1) Die Konvergenz (nicht der Grenzwert) ist unabhdngig vom Vorzeichen der Summanden.

2) Zu jedem & > 0 gibt es einen Index n(e) so, dass unabhingig von z € R alle Partialsummen
mit hoherem Index als n(e) sich vom Grenzwert der Reihe um weniger als £ unterscheiden.

Wie nennt man diese beiden Eigenschaften?

Eine Reihe, die 1) erfiillt heift dls SOLMJ; kon V@raaem{'
Eine Reihe, die 2) erfiillt heit ... glﬂzch m&ﬁig icwvgrgcn“[?



