Mathematik 1 fiir Bauingenieurwesen

Priifung am 28.1.2019
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1, 2, 3, 4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A, B, C, D. Zu jeder Teilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 méglichen
Punkten ist Thnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betrigt 90 Minuten.

e Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der
Punkt (oder Teile eines Punktes) ausschlieBlich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben
bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb
der horizontalen Trennlinie zur néchsten Teilaufgabe). Drei Punkte ... symbolisieren, dass
Sie Thre Eintragung an dieser Stelle machen bzw. beginnen, ein kleiner Kreis o, dass Sie
Zutreffendes ankreuzen sollen.

In den meisten Féllen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die Lésung der Aufgabe aus-
reichen. Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, vergewissern,
dass Sie Ihre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen. Sollten Sie lingere Nebenrechnungen
oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren wollen, stehen Thnen dafiir die beiden
letzten Blétter dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer Sie auf den letzten beiden Blittern
notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfiihrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:
Punkte fiir Aufgabe 1: Aufgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4:

Gesamtpunktezahl:

Note:

Sonstige Bemerkungen:



Aufgabe 1: In dieser Aufgabe geht es um Haufungspunkte und Grenzwerte o einer reellen
Folge a mit den Gliedern a,. Zu den folgenden Fragen ist jeweils die richtige Antwort anzukreuzen
und durch ein Beispiel zu belegen.

Teilaufgabe A: Kann man die Glieder a, mit geradem Index n so vorgeben, dass die Folge
a sicher konvergiert, unabhingig von den Gliedern mit ungeradem n?

o Ja, weil man z.B. a,, :=...... fiir gerade n setzen kann,

um Konvergenz gegen v :=...... ZU erzwingen.

)(Nein, weil man stets z.B. a,, = n ... fiir ungerade n setzen kann, um Konvergenz auszuschlieflen.

Teilaufgabe B: Kann man die Glieder a,, mit geradem Index n so vorgeben, dass die Folge a
sicher nicht konvergiert, unabhéngig von den Gliedern mit ungeradem n?

XJa, weil man z.B. a, :=. n. fiir gerade n setzen kann, um Konvergenz auszuschlief3en.
o Nein, weil man stets z.B. a, = ...... fiir ungerade n setzen kann,
um Konvergenz gegen a:=...... ZU erzwingen.

Teilaufgabe C: Kann man die Glieder a, mit geradem Index n so vorgeben, dass die Fol-
ge a sicher mindestens einen Haufungspunkt hat, unabhingig von den Gliedern mit ungeradem n?

¥ Ja, weil man z.B. a, :=. 0 .. fiir gerade n setzen kann,
um zu erzwingen, dass o :=. 0 . Haufungspunkt ist.
o Nein, weil man stets z.B. a, = ...... fiir ungerade n setzen kann,

um die Existenz eines Hiufungspunktes auszuschlieflen.

Teilaufgabe D: Kann man die Glieder a,, mit geradem Index n so vorgeben, dass die Folge
a sicher keinen Hdufungspunkt hat, unabhéngig von den Gliedern mit ungeradem n?

o Ja, weil man z.B. ap, :=...... fiir gerade n setzen kann,

um die Existenz eines Haufungspunktes auszuschlieien.

XNein, weil man stets z.B. a, = O .. fiir ungerade n setzen kann,

um den Hiufungspunkt o := o . ZU erzwingen.



Aufgabe 2: In dieser Aufgabe geht es um Beziehungen zwischen folgenden wichtigen Typen
von Funktionen in Verbindung mit der Verkettung o und mit Umkehrfunktionen:

Homogene lineare Funktionen ling mit Steigung k € R:
ling(z) :=kz firzeR
Exponentialfunktionen exp, zu einer Basis a > 0:
expy(z) == a® firz eR
Logarithmusfunktionen log, zu einer Basis a > 0 mit a # 1:

log, = exp{™? (Umkehrfunktion) fiir z > 0

Potenzfunktionen pot, mit Exponenten « € R:

poty(z) :=a* fiirz >0

Teilaufgabe A: Fiir welche k& € R hat ling eine Umkehrfunktion lin,(c_l) ? Geben Sie diese mit
Hilfe der oben angegebenen Schreibweisen an.

n_ bin

Und zwar ist in diesem Fall lin,(c_ =, . kﬂ

Teilaufgabe B: Fiir welche oo € R hat pot,, eine Umkehrfunktion pot;,(l_l)? Geben Sie diese
mit Hilfe der oben angegebenen Schreibweisen an.

Und zwar ist in diesem Fall pot&_l) e P‘a{ d"'

Teilaufgabe C: Der Ausdruck (exp, o ling)(z) ldsst sich umschreiben zu exp,(x) mit einem
geeigneten b > 0. Geben Sie dieses b an.

kx k)*
Die Umformung (exp, o ling)(z) = exp, (ling(z)) = & = (ﬁb )

Teilaufgabe D: Die Potenzfunktionen erfiillen bekanntlich
(pot, - potg)(z) = - zf = g2h = POty 4 5(x).

Schreiben Sie diese Beziehung um in eine Funktionalgleichung fiir exp,:



Aufgabe 3: In dieser Aufgabe geht es um die Ableitung einer Funktion f allgemein wie
auch speziell der Potenzfunktionen pot,,(z) := 2™ mit n € N,

Teilaufgabe A: Definieren Sie die Ableitung f'(zo) einer differenzierbaren reellen Funktion
f D — R an einem inneren Punkt 2y des Definitionsbereichs D C R.

i 60 - f00)

fll@o) = XpXe  X=Xo

Teilaufgabe B: Fiir beliebige reelle (oder auch komplexe) Zahlen a,b und n € N gilt die

Formel
n—1

a®—b"=(a—b)- Z a™ 1 kpk,
k=0
Man kann das leicht nachrechnen, indem man mit der rechten Seite beginnt, den ersten Faktor
ausmultipliziert, geschickt Summationsindizes verschiebt etc. Fithren Sie diese Rechnung fiir den

einfachen Spezialfall n = 3 durch:
a” -2 3')
(a—10) Z:a"l’“b’c (a—1b)- Za”lkbk—...ﬁ.’?lﬂ‘) ( b b

*(c;-bﬂo +abilb?)sa www Lm?' bd’éa b3 =

=a3_b3

Teilaufgabe C: Verwenden Sie die Formel aus Teilaufgabe B, um den Differenzenquotienten
fiir poty, poty(z) = z3, in méglichst einfacher Gestalt darzustellen. (Hinweis: Die Rollen von a
und b in Teilaufgabe B werden nun von x und z; iibernommen.)

B
pote) - potglan) XX I (x%a)- (x¥ax %, %_)
ot3(x) — pots(Zo) = A

T — 0 WXy X=¥Xo

= XXHrReF X"

Teilaufgabe D: Berechnen Sie die Ableitung pot}(zo) der Potenzfunktion pots an der Stelle
zo € R, indem Sie gemiB Threr Definition aus Teilaufgabe A in dem Ausdruck aus Teilaufgabe C
den Grenzwert £ — xg berechnen.

Lime Med = lim (2+xm-»xo) X XX % td

poth(zo) = ... .. X -%Xo P )9-9){0
C

Ersetzt man darin g durch z, so liest man daraus die vertraute Regel (z3)’ = 322 ab.



Aufgabe 4: In dieser Aufgabe geht es um den Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung, der im Hauptsatz zum Ausdruck kommt. Im Zentrum steht dabei fiir zwei reelle
Funktionen F' und f die Formel F’ = f, die allerdings niherer Spezifikationen bedarf. Im Folgenden
sei stets ein Definitionsbereich D der auftretenden Funktionen vorausgesetzt, der ein Intervall [a, b]
mit a < b enthélt.

Teilaufgabe A: Ist F eine Stammfunktion von f auf [a,b], so bedeutet das nach Definition
F' = f. Man spricht auch von einem unbestimmten Integral. So ein F' gibt es unter einer recht
allgemeinen Voraussetzung an f, die Gegenstand von Teilaufgabe B ist. Und zwar kann man F
als bestimmtes Integral definieren, in dem die Variable x vorkommt, wenn auch nicht als Integra-
tionsvariable. Wie dann

Flz) = ... ) HO dt

Teilaufgabe B: Geben Sie eine hinreichende Bedingung an eine reelle Funktion f an, so dass
die Konstruktion aus Teilaufgabe A moglich ist.

Die Konstruktion ist sicher méglich, wenn f ...... 9}(4‘? “{ S

Teilaufgabe C: Sei beispielsweise f(z) = 22 und F(z) = %3 Dann sind alle bisher relevanten
Voraussetzungen erfiillt. In {iblicher Weise l4sst sich das Integral von f auf dem Intervall [a,b]
gemif fab f(x)dx = F(b)— F(a) = °~a® herechnen. Formulieren Sie einen Satz iiber Stammfunk-

3
tionen, der rechtfertigt, warum man statt F' auch irgendeine andere Stammfunktion F} von f zur

Berechnung nach diesem Schema heranziehen kénnte.

Aus F' = f = F| auf [a, b] folgt, dass ..... &5 &n CGR a‘L’* b"f‘]‘ 5(8) ""'F(*]*C
for alle xe [ab):

Daher ist auch Fy(b) — Fi(a) = ( FC’:)"“() - (F(“) ‘?C) -

.= F(b) - F(a).

Teilaufgabe D: Fiir f : R\ {0} — R, f(z) := L erfiillt die Funktion Fy(z) = In|z| die
Gleichung Fj = f, ist also eine Stammfunktion von f. Geben Sie simtliche Stammfunktionen
F : R\ {0} = R von f an. (Hinweis: Diese Frage hat mit Teilaufgabe C zu tun, ein gewisser
Unterschied erfordert aber eine Modifikation, auf die es jetzt in erster Linie ankommt.)

Die Stammfunktionen von f(z) = L auf R\ {0} sind gegeben durch simtliche Funktionen F
der Gestalt -
n(x) +C, for %20 | 1 ,
11 X0 J iy 'ad»rlig@w
...... “' '-( "
nbd +¢_ {5 Kanstowten ¢,,¢. € 1R,



